Dodatek D

Osnovni izrek algebre

Naj bo z spremenljivka in O komutativen obseg. Polinom je linearna kombi-

nacija potenc z° = 1, z, 22, ... spremenljivke x:

p(x) = ans™ + ap—12" '+ -+ a17 + ag

s koeficienti a,, an_1,...,a1,aq iz obsega O.

Mnozico vseh polinomov s koeficienti v O ozna¢imo z O[z]. V poglavju V
smo izvedeli, da je O[z] komutativen kolobar z enoto.

Polinom p doloc¢a preslikavo p : O — O in sicer se a € O preslika v
p(a) = apa™ + ap_10" 1 + - +aja +ag. V splognem polinomov ne moremo
enaciti s polinomskimi preslikavami:

Zgled D.1 Vzemimo O = Zj3 in polinoma p(z) = 2 + 1 ter ¢(z) =23 + 1. V
Zs[x] sta p in ¢ razlicna polinoma. Obseg Zs ima tri elemente 0,1,2. Zanje
velja p(0) =1 = ¢(0), p(1) =2 =¢q(1) in p(2) = 0 = ¢(2). Zato p in ¢ dolocata
isto polinomsko preslikavo.

Ce je O neskoncen obseg, npr. O = Q,R ali C, potem razli¢ni polinomi
doloc¢ajo razlicne preslikave. O

Definicija D.2 Naj bo p(z) = a,2™ + ap_12" ' +--- + a1z + ap in a, # 0.
Potem recemo, da je n stopnja polinoma p. Oznacimo jo z st p. Dogovorimo
se, da je stopnja polinoma 0 enaka —1. %

Zgled D.3 Veljast(z® +1) =3, st(z+1) =1, st(5) =0inst(0) = -1. O
Definicija D.4 Element o € O imenujemo nicla polinoma p, ¢e je p(a) = 0.0

Trditev D.5 Naj bo p polinom stopnje vsaj 1 in a € O nicla polinoma p.
Potem obstaja tak polinom q € Olx], da je p(z) = (x — a)q(x).
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Dokaz Polinom p delimo s polinomom (z—«). Potem je p(z) = q(z)(z—a)+c,
kjer je c ostanek, ki je polinom stopnje manj od 1. Za x vstavimo « in dobimo

0=p(a) =q(a) -0+ c=c.
Zato je ¢ = 0 in je p(x) = (z — a)q(x). [ |
Ali ima. vsak polinom kako ni¢lo? Nasploh to ne drzi.

Zgled D.6 Ce vzamemo @ = R, potem polinom z? + 1 nima nicle, saj za
nobeno realno stevilo r ne velja r? = —1. O

Nad obsegom kompleksnih stevil C, pa ni tezav z obstojem nicel, kar nam pove
naslednji izrek.

Izrek D.7 (osnovni izrek algebre) Vsak polinom p € C[z] stopnje vsaj 1
ima niclo.

Dokaz tega izreka je prezahteven in ga tu ne bomo navedli.

Definicija D.8 Stevilo a € O je k-kratna (k > 1) niéla polinoma p € O[z],

¢e polinom (x — a)” deli p, polinom (x — 04)"“rl pa ne deli p. Recemo, da je k
veckratnost nicle a. O

Posledica D.9 Polinom p(xz) € Clx] stopnje n (> 1) ima n nicel (Stetih z
veckratnostjo).

Dokaz Naj bo n = stp. Po osnovnem izreku algebre ima p ni¢lo «;. Po
trditvi D.5 je potem p(z) = (z — ay)qi(x). Pri tem je stqy = n — 1. Ce je
n —1 > 1, potem ima ¢; niclo ay in velja q1(z) = (x — a2)g2(x) in p(z) =
(x — a1)(z — a2)g2(x). Postopek nadaljujemo, dokler ne dobimo

p(x) = (z —ar)(z — az) - (x = an)qn(2),

kjer je st g, = 0. Vidimo, da ima p nicle aq, a9, ..., qa,, od katerih so lahko
nekatere veckratne. ]



