Dodatek A

Permutacije

Permutacija je bijektivna preslikava iz mnozice {1,2,3,...,n} nase. Tu je n
naravno §tevilo. Permutacije bomo oznacevali z gr§kimi ¢rkami o, p, 7,7, ...,
mnozico vseh permutacij mnozice {1,2,...,n} pa z oznako II,,.
Permutacije lahko podamo na ve¢ nacinov:
1 2 3 . n
lo: o:
8) s tabelo: o <a(1> o(2) o(3) ... J(n)>
b) z zaporedjem: o : (c(1),0(2),0(3),...,0(n))
c) scikli: o: (1 J2 o k) Ukirr oo Jka) o Ukosatr o k)
Pri tem zaporedje razlicnih naravnih stevil (j1 jkl) imenujemo cikel (za

U) ce Ve]'ja‘ J(jl) = U(jl+1)7 l= 1727 ceey k—1in U(]k) = jl'

Zgled A.1 1.) Vzemimo n = 5. Potem je zgled permutacije npr.

(123 45
7 \3 14 2 5)

Zapis o z zaporedjem je o : (3,1,4,2,5). Zapis s cikli pa je naslednji:
c:(1 3 4 2)(5).

2.) Naj bo n = 6 in o permutacija podana z zaporedjem o : (6,5,1,4,2,3).
Potem je njen zapis s cikli enak o: (1 6 3) (2 5) (4). O

Trditev A.2 Vseh razliénih permutacij mnozice {1,2,...,n} jen! (=1-2-3
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222 DODATEK A. PERMUTACILJE

Dokaz Permutacija je bijektivna preslikava o : {1,2,...,n} — {1,2,...,n}.
Za sliko stevila 1 imamo n moznosti 1,2, ..., n, za sliko Stevila 2 nam potem
preostane Se n — 1 moznosti, za sliko Stevila 3 Se n — 2 moznosti, itd., kon¢no
nam za sliko Stevila n ostane Se ena sama moznost. Vseh moznosti je torej
n-n—1)-(n—-2)-...-1=nl ]

Zgled A.3 Za n =2 imamo dve permutaciji:
- identi¢no permutacijo id : L2 s cikli (1) (2)
1 2 Y Y

. - 1 2 o
- in transpozicijo o : (2 1>, s cikli (1 2).

Za n = 3 imamo 6 permutacij:
1 3 1

1 3 2

1 3 1
1 2 2

W N NN
w W
~_
Y
L =

NN DN
_ w
~_

W N = DN
=
~__
N\
W =

Definicija A.4 Naj bo o permutacija mnozice {1,2,...,n}. Potem re¢emo,
da par {i,j} C {1,2,...,n}, i # j tvori inverzijo za o, ¢e je i < j in o(i) >
o(4). Stevilo parov {i,5} C {1,2,...,n}, ki tvorijo inverzijo za o, imenujemo
indeks permutacije 0. Indeks oznacimo z indo. Stevilo (—1)™47 imenujemo
signatura permutacije o. To ozna¢imo z sgno. O

Zgled A.5 Pois¢imo indeks in signaturo za permutaciji

(1 2 3 4 5\ . (123456
43512 ™ T\ 641235

Pari, ki tvorijo inverzijo za o so: {1,2}, {1,4}, {1,5}, {2,4}, {2,5}, {3,4} in
{3,5}. Tako je indo = 7 in sgno = —1.

Pari, ki tvorijo inverzijo za 7 so: {1,2}, {1,3}, {1,4}, {1,5}, {1,6}, {2, 3},
{2,4} in {2,5}. Torej je ind7 =8 in sgn7 = 1. O

Trditev A.6 Ce v permutaciji podani z zaporedjem o : (j1, jo, . . ., jn) 2amen-
jamo dve sosednji stevili, je signatura nove permutacije enaka —sgno.
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Dokaz Ozna¢imo novo permutacijo s 6. Denimo, da smo v o zamenjali j; in
jiv1. Ce par {i,i+1} tvori inverzijo za o, potem par {i,i-+1} ne tvori inverzije
za &. Obratno, ¢e par {i,i+ 1} ne tvori inverzije za o, potem par {i,i+ 1} tvori
inverzijo za ¢. Pari {k,(}, ki tvorijo inverzijo za o in za katere k, [ ¢ {i,i+ 1},
tvorijo inverzijo tudi za &. Ce za k ¢ {i,i + 1} par {k,i} tvori inverzijo za o,
potem par {k,i+ 1} tvori inverzijo za &. Ce par {k,i + 1} tvori inverzijo za
o, potem par {k,i} tvori inverzijo za 6. Torej je |indd — indo| = 1. Zato je
sgno = —sgno. |

Trditev A.7 Ce v permutaciji o : (j1,j2,-..,jn) zamenjamo dve stevili, je
signatura nove permutacije enaka —sgno.

Dokaz Denimo, da je permutacija ¢ dobljena iz ¢ tako, da zamenjamo j; in
Jk, @ < k.

Potem & dobimo iz ¢ z zaporednimi zamenjavami sosednjih parov {7j;, ji+1},
{Ji,Jiv2}s - {JisJx} (s tem iz o dobimo permutacijo podano z zaporedjem
(J1y -y Jim1sJit1s -+ Jks Jis Jk+1s - - - » Jn)) in nato Se z zaporednimi zamenjavami
parov {jk, jk—1}, {Jk>Jk—2},- -+ {Jk,Ji+1}. Pri vsaki od teh zamenjav se po
trditvi A.6 signatura spremeni. Teh zamenjav je k—i+k—i—1=2k—2i—1,
torej liho mnogo. Zato je sgng = —sgno. |

-1

Izrek A.8 Permutacija o in njej inverzna permutacijo o~ imata enak indeks

i enako signaturo.

Dokaz Ce par {i,j} tvori inverzijo za o, velja i < j in o(i) > o(j). Potem je
o(j) <o(i) in a_l(a(j)) =j>i= O'_I(O'(i)) .

Zato par {o(j), (i)} tvori inverzijo za 0~ 1. Enako pokazemo, da par {o(i),o(j)}
ne tvori inverzije za 0!, ée par {i,j} ne tvori inverzije za o. Iz povedanega
sledi, da imamo bijekcijo med pari, ki tvorijo inverzijo za ¢ in pari, ki tvorijo
inverzijo za ¢ 1. Zato je indo = indo~! in sgno = sgno!. |

1

Zgled A.9 Za permutacijo o : <2

. (123456
g

2 3 4 5 6\ . . .
5 13 6 4 je inverzna permutacija

31 46 2 5
{2,4}, {2,6} in {5,6}. Pari, ki tvorijo inverzijo zao +,so{1,2}, {1,5}, {3, 5}
{4,5} in {4,6}. Tako jeindo = indo ! =5insgno =sgno ! = —1.

>. Pari, ki tvorijo inverzijo za o, so {1,3}, {2,3},



