Dodatek C

Ekvivalencna relacija

Naj bo M neprazna mnozica in R podmnozica v mnozici vseh urejenih parov
M x M. Za urejen par elementov (z,y) € M x M re¢emo, da sta v relaciji
R, ¢e je (z,y) € R. Ce velja (z,y) ¢ R, potem reéemo, da x in y nista v
relaciji R. Dejstvo, da sta z in y v relaciji R, ozna¢imo z z Ry. Ce z in y
nista v relaciji R, to ozna¢imo z x Ry. Ko govorimo o relaciji R, velikokrat
“pozabimo”, da je R C M x M, pa¢ pa govorimo o R samo kot o odnosu med
pari elementov x,y € M. Tedaj relacija R za vsak par elementov z,y € M
pove, ali x Ry velja ali pa  in y nista v relaciji R, torej je z Ry.

Zgled C.1 1.) Na mnozici realnih stevil R imamo relacijo manjsi <. Npr.
2 < 3 ali 0 < w, medtem ko 2 in —2 nista v relaciji <: 2 £ —2.

2.) Na R imamo tudi relacijo manjsi ali enak <. Tako je npr. 5 < 5 in
4 <5, medtem ko 2 in 1 nista v relaciji: 2 £ 1.

3.) Naj bo V vektorski prostor (dimenzije vsaj 2). Na mnozici .# vseh
vektorskih podprostorov na .# imamo relacijo vsebovan C.

4.) Na mnozici naravnih Stevil N imamo relacijo “deli” |. Npr. 2 | 4 in
5| 100, medtem ko 21 5. O
Definicija C.2 Naj bo M neprazna mnozica in R relacija na M. Potem je
relacija R:
a) refleksivna, ¢e je x Rx za vse v € M,
b) simetriéna, ¢e x Ry velja natanko tedaj kot y Rz,

¢) tranzitivna, e iz veljavnosti z Ry in y R z sledi z R z,
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d) ekvivalencna, e je refleksivna, simetri¢na in tranzitivna. O

Zgled C.3 1.) Relacija < na R je refleksivna, saj je z < x za vse z € R. Ta
relacija ni simetri¢na, saj je npr. 1 <2 in 2 £ 1. Relacija je tranzitivna,
kerizz <yiny < zsledi z < z.

2.) Naj bo .# podmnozica vseh vektorskih podprostorov v R, n > 2, in
C relacija na .#. Potem je C refleksivna in tranzitivna. Relacija C ni
simetri¢na, saj je npr. Z(e1) C Z(e1,e2) in L(e1,e2) € ZL(e1). Tu je
& ={ej,eq,...,e,} standardna baza za R".

3.) Na mnozici .# vektorskih podprostorov v R™ vpeljimo Se eno relacijo,
ki jo oznac¢imo z ~. Recemo, da sta U in W v relaciji ~, ¢e obstaja taka
obrnljiva linearna preslikava A : R — R" da je AU = W.

Poglejmo, katere lastnosti ima relacija ~. Je refleksivna, saj za identi¢no
preslikavo I : R™ — R"™ velja IU = U za vse U € #. Zato je U ~ U za
vse U € A .

Naj bo U ~ W. Potem je AU = W za neko obrnljivo linearno preslikavo
A :R" — R™ Ker je A~! tudi obrnljiva in zanjo velja A=W = U, je
W ~ U. Zato je ~ simetri¢na relacija.

Predpostavimo, da je U ~ V in V ~ W. Potem je AU =V in BV =W
za neki obrnljivi linearni preslikavi A, B : R — R™. Produkt BA je
obrnljiva preslikava in zanjo velja BAU = BV = W. Zato je U ~ W in
~ je tranzitivna relacija.

Ker je ~ refleksivna, simetri¢na in tranzitivna, je ~ ekvivalen¢na relacija.l]

Ce je R ekvivalenéna relacija na M, potem za vsak x € M oznacimo
[#] ={y € M ; zRy}.

Mnozica [z] # 0, saj je gotovo z € [z]. Mnozico [z] imenujemo ekvivalencni
razred elementa x (glede na ekvivalen¢no relacijo R).

Izrek C.4 Naj bo R ekvivalencna relacija na M. Ce je [x] N [y] # 0 za neka
z,y € M, potem je [x] = [y].

Dokaz Denimo, da je z € [z] N [y]. Vzemimo a € [z]. Potem je z Rz, yRz
in x Ra. Zaradi simetri¢nosti velja tudi z Rx. Z uporabo tranzitivnosti iz
yRz in z Rx dobimo y Rx. S ponovno uporabo tranzitivnosti iz y Rz ter
x Ra dobimo y Ra. Torej je a € [y] in [z] C [y]. Ce v zgornjem razmisleku
zamenjamo vlogi z in y, dobimo Se obratno vsebovanost [y] C [z]. Zato je res

[z] = [y]. u



231

Izrek C.5 Ce je R ekvivalencna relacija na M, potem je M disjunktna unija
vseh razlicnih ekvivalencénih razredov za R. Velja torej

M=) , [@]Nla]=02ai#],
i€l
za neko podmnozico {x; ;i € I} C M.
Obratno, ée je M disjunktna unija nekih svojih nepraznih podmnoZic, den-
1mo
M=JM; , MinM;=0zi#j,
i€l
potem je relacija R definirana z

xRy <= obstaja tak indeks i, da je x,y € M;, (C.1)
ekvivalenéna relacija.

Dokaz Prvi del izreka sledi iz izreka C.4. Preverimo Se, da je relacija R
definirana v (C.1), ekvivalenéna.

Ocitno je refleksivna, saj za vsak x iz M obstaja tak ¢ € I, da je x € M;.
Potem je x,z € M; in zato je z Rx.

Predpostavimo, da je x Ry. Potem je x,y € M; za nek ¢ € I. Vendar je
potem tudi y Rx, saj je y,x € M; za isti 1.

Denimo, da je x Ry in y Rz. Potem je x,y € M; za nek ¢ in y,z € M; za
nek j. Ker je y € M; N Mj, mora biti M; = M;. Potem je z,z € M; in zato
x R z. Relacija R je tudi tranzitivna in zato ekvivalené¢na. |

Zgled C.6 Relacija ~ iz zgleda C.3 3.) je ekvivalen¢na. Kaj so njeni ekvi-
valencni razredi?
Ce je AU = W za kaka podprostora U, W C R" in kako obrnljivo preslikavo
A:R" — R”, potem je gotovo dimU = dim W.

Predpostavimo, da sta U in W podprostora enake dimenzije v R™. Naj
bo B = {uj,uy,...,u;} baza za U in € = {wy,ws,..., W} baza za W.
Bazi dopolnimo do baz %, = {uj,us,...,u,} in € = {wi,ws,...,w,} za
R™. Naj bo A : R™ — R" linearna preslikava podana s predpisom Au; = w;
za i = 1,2,...,n. Potem je A surjektivna in zato bijektivna. Za A velja
AU = W. Torej je U ~ W. Ekvivalenéni razredi podprostora U so tako ravno
vsi vektorski podprostori z isto dimenzijo kot U. 1z povedanega sledi, da je

M = U [g(el,...,ek)],
k=0

kjer je ¥ = {ey,..., e} standardna baza za R™. Pri tem je Z(0)) = 0. O
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Zgled C.7 Naj bo M = R™*", Na M je dana relacija ~ s predpisom

A~B obstajata taki obrnljivi matriki P € R™*™ in Q € R™*",
da je B = PAQ.

Pokazimo, da je ~ ekvivalenéna in pois¢imo njene ekvivalencéne razrede.

Za vsak A € M je A= 1,,Al,, zato je A ~ A.

Ce je A ~ B, je B = PAQ za kaki obrnljivi matriki P in Q. Potem je
A =P 'BQ'. Torej je tudi B ~ A.

Denimo, da velja A ~ B in B ~ C. Potem je B = PiAQ1 in C = P,BQ»
za kake obrnljive matrike P;, Pa, 1 in Q2. Tedaj je

C=PBQy=PRPIAQ1Q>.

Ker sta PPy in Q1Q2 obrnljivi matriki, je A ~ C. Torej je ~ ekvivalentna
relacija.

Kaj so ekvivalen¢ni razredi? Ce je A ~ B, je B = PAQ za kaki obrnljivi
matriki P in ). Ker mnozenje z obrnljivo matriko ne spremeni ranga matrike,
jer(A) =r(B). Denimo, da sta A in B matriki z istim rangom r. Enako kot v
dokazu izreka VII4.7 pokazemo, da v R™ in R™ obstajata taki bazi %#; in 41,
da ima A v njih matriko

0 I
Ame = Cr = [O 0] ;
kjer je I € R™". Torej je C, = P1AQ1, kjer sta Py in @)1 prehodni matriki.
Ker je r(B) tudi enak r, enako pokazemo, da je

Cr = P,BQ2
za neki prehodni matriki P in @)2. Potem je
_ p-1 -1 _ p—1 —1
B=P;'C,Q5y" = Py ' PLAQ1Q;

in zato velja B ~ A.

Iz povedanega sledi, da je ekvivalen¢ni razred glede narelacijo ~ enak
podmnozici vseh matrik z istim rangom. Torej je M = U?;lg{m’n} M;, kjer
je

M; = {A € R™" ; 1(A) =i} O
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Zgled C.8 Na M = R™*" ypeljemo drugo relacijo ~ s predpisom
A~ B <= obstaja taka obrnljiva matrika P € R™*™, da je B = PA.

Dokaz, da je ~ ekvivalen¢na relacija, je zelo podoben dokazu, da je relacija ~
v prejSnjem zgledu ekvivalencna. Zato ta dokaz prepuséamo bralcu za vajo.

Kaj so ekvivalen¢ni razredi? Iz II. in III. poglavja vemo, da imata dve
matriki A in B, za kateri je B = PA in je P obrnljiva, isto vrsti¢no kanoni¢no
formo. Obratno, naj bosta A in B taki matriki, ki imata isto vrsti¢no kanon-
i¢no formo, ki jo oznac¢imo s C. Ker lahko vrsti¢ne elementarne transformacije
dosezemo z mnozenjem z leve z obrnljivimi matrikami, je

A=PC

za kako obrnljivo matriko P;. Podobno je B = P,C za kako obrnljivo matriko
P,. Potem je
B=PC=PP 'A.

Zato je A ~ B. Ekvivalen¢ni razred v M glede na relacijo o~ je ravno mnozica
vseh matrik z isto vrstiéno kanoni¢no formo. Ker je razli¢nih vrstiénih kanon-
icnih form za matriko iz R™*", n > 2 neskon¢no mnogo, je M disjunktna
unija neskonéno mnogo razli¢nih ekvivalenénih razredov. O



