Poglavje 111

Resevanje sistema linearnih
enacb

V tem kratkem poglavju bomo obravnavali zelo uporabno in zato pomem-
bno temo linearne algebre — eSevanje sistemov linearnih enacb. Spoznali
bomo Gaussovo (natancéneje Gauss-Jordanovo) metodo za reSevanje sistemov
linearnih enagb.

1 Matric¢ni zapis

Dan je sistem m linearnih ena¢b v n neznankah

anry + apr: + ... + apz, = b

anry + agrs + ... + agr, = by
. (IIL.1)

am1T1  + amar2 + ...+ ATy = by
Pri tem so a;; in b;, i = 1,2,...,m, j = 1,2,...,n dana realna Stevila,
T1,T2,...,Tm pa so neznanke. Ce je n < 3, potem namesto x1,x9,T3 za

neznanke uporabimo raje x,y in z.

Zgled 1.1 Dan je sistem dveh enacb z dvema neznankama
x+y = 7
rT—y = 5.

To je enostaven sistem in ga zlahka resimo. Ce sestejemo obe enacbi, dobimo
2 = 12. Torej mora biti x = 6. Iz prve enacbe potem dobimo y = 1. Z
vstavljanjem preverimo, da je x = 6, y = 1 resitev tega sistema. ]
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62 POGLAVJE III. RESEVANJE SISTEMA LINEARNIH ENACB

Zgled 1.2 Enostaven primer sistema linearnih enacb je naslednji:

r+y—2z = 3
y+2z =
z = —1.
Torej je z = —1. Z vstavljanjem v drugo enacbo dobimo, da je y = 3. Z
vstavljanjem v prvo enachbo pa Se x = —1. O

Kako resimo splosen sistem linearnih enacb? Pomagali si bomo z znanjem,
ki smo ga dobili o matrikah. Najprej sistem zapiSimo v matri¢ni obliki.
Matriko

all a2 . QA1n

a1l ago . aon
A=

aml am2 ... Omn

imenujemo matrika sistema (I111.1) in vektor

by
bo

desna stran. Vektorju

In

recemo vektor neznank. Sistem linearnih enacb (III.1) ima matri¢ni zapis
Ax=b. (IIL.2)

Iscemo torej tak vektor x € R™, ki resi enacbo (III.2). Poleg matrike A bomo
rabili tudi matriko

ail ai19 . A1n b1
~ asy a9 oo Q9n bz
A= . . . o
Aml Am2 .. Gmpn bm

ki jo imenujemo razsirjena matrika sistema (II1.1).
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Izrek 1.3 Ce je P € R™*™ obrnljiva matrika, potem imata sistema linearnih

enach
Ax=Db

mn
(PA)x = (Pb)
enake resitve.

Dokaz Ker je P obrnljiva matrika, obstaja njen inverz P!, za katerega velja
P~1p =] = PP~!. Potem ocitno za vsak x, za katerega je Ax = b, velja
tudi (PA)x = Pb. Obratno, ¢e x resi sistem (PA)x = Pb, potem zanj velja

P~ Y(PAx) =P 'Pb
oziroma Ax = b. [ ]

Elementarne transformacije na vrsticah lahko predstavimo tudi z mnozenjem
s tako imenovanimi elementarnimi matrikami. Vpeljimo jih:

Zai # j,1 <i,j <min a € R je matrika Fyj(a) € R™*™ enaka vsoti
identi¢ne matrike in matrike, ki ima edini neniceln element na mestu
(1,7) enak o. Matrike E;;(«) imenujemo elementarne matrike tipa 1.

Zgled 1.4 Za m = 3 je npr.

1 o 0
E12(oz): 0 1 0
0 0 1
in
1 0 0
Es1(6)=10 1 0f. O
6 0 1

Zai=1,2,....omin a € R, a # 0, je matrika F;(a) € R™*™ diagonalna
matrika, ki ima na diagonali enice povsod razen na i-tem mestu. Element
(i,7) je enak a. Matrike F;(«) imenujemo elementarne matrike tipa II.

Zgled 1.5 Za m =2 je F1(5) = [g ?],zamzélpaje

0
E3(3) =

o O O =
S O = O
O O O
= o o
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Za i # j, 1 <4,5 < m ozna¢imo s F;; matriko, ki jo dobimo iz identi¢ne
matrike tako, da v i-ti in j-ti vrstici zamenjamo i-ti in j-ti element.
Matrike P;; imenujemo elementarne matrike tipa II1.

Zgled 1.6 Za m = 3 imamo tri elementarne matrike tipa III:

010 0 01 1 00
P12 =1{1 0 O 5 P13 =10 1 O in P23 =10 0 1. O
0 01 1 00 010

Naj bo A € R™*". Ce mnozimo A z leve z matriko E;;j(a), potem pro-
dukt E;;j(a)A dobimo iz A tako, da i-ti vrstici pristejemo z o pomnozeno j-to
vrstico. Mnozenje z E;;(«) je torej ekvivalentno ustrezni elementarni trans-
formaciji tipa I.

Podobno je mnozenje matrike A z E;(«) z leve ekvivalentno elementarni
transformaciji tipa II - pomnozi i-to vrstico z a.

Mnozenje z matriko P;; z leve pa je ekvivalentno elementarni transformaciji
tipa III - zamenjaj i-to in j-to vrstico.

Trditev 1.7 Elementarne matrike tipa I, II in III so obrnljive.

Dokaz Inverz matrike Ej;(a) je matrika E;j(—a). Npr. [1 a} [1 —a] =

0 1[0 1
1o
o 1)

Inverz matrike E;(a) je E;(a™t).
Za matriko P;; velja PZ% =1, zato je Pgl = P;. |

2 Gauflova metoda

Izrek 1.3 in trditev 1.7 nam povesta, da mnozenje sistema linearnih enacb
Ax = b z leve z elementarnimi matrikami tipa I, IT in III ne spremeni resitve
sistema. To dejstvo izkoristimo za iskanje resSitve sistema linearnih enacb pri
GauBovi metodi:

Gauflova metoda 1.) Zapisi razsirjeno matriko sistema:

A=[A | b] e R™*(ntD),

2.) Poiséi vrstiéno kanoniéno formo za A.

3.) Ugotovi, ali je sistem resljiv in ¢e je, poisci splosno resitev sistema.
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Podrobneje moramo opisati Se tretji korak metode. Najprej si oglejmo tri
zglede.

Zgled 2.1 Resimo sistem linearnih ena¢b © —y = 7 in x +y = 5. Matrika

. . 1
sistema je A = L 1

} in razsirjena matrika sistema je

+ 117
A‘L 1 5}

Pois¢imo vrsti¢no kanoniéno formo za A:

1 -1 7 1 -1 7 1 -1 7 1 0 6

1 1 5 7o 2 =271 —1]"7"0o1 1"
Sistem linearnih enach, ki pripada zadnji matriki, je x = 6, y = —1. To pa je
Ze reSitev naSega sistema linearnih enacb. O

Zgled 2.2 Resimo sistem 2y +3z =1,2x — 6y + 72 =0, z — 2y + 52 = —1.
Razsirjena matrika sistema je

_Jo 2 3 1
A=12 -6 7 0
1 -2 5 -1
Vrstiéna kanoni¢na forma za A je:
0 2 3 1 1 -2 5 -1 1 -2 5 -1
2 =6 7 0 |~ugr|2 =67 0|~ |0 =2 =3 2|~
1 -2 5 -1 0 2 3 1 0 2 3 1
1 -2 5 -1 1 -2 5 -1 1 -2 5 0
~r |00 =2 =3 2~ (0001 3 =1~ (0001 3 <1~y
0o 0o o0 3 0 0 0 1 0 0 1
1 -2 5 0 1080
~r|0 1 3 0fl~|01 30
0 0 1 0001

Sistem, ki pripada tej matriki, je z + 82z =0, y + %z =01in 0 = 1. Ta zadnja
enacha je protislovna, zato sistem nima resSitve. ]

Zgled 2.3 ReSimo Se sistem z + 2y — 2z = 1 in ¢ — y + 2z = 2. RazSirjena
matrika sistema je

~ 1 -1

A= { 2 1] .

1 -1 2 2
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Vrstiéna kanoni¢na forma za A je:

1 2 -1 1 1 2 -1 1 1 2 -1 1

1 -1 2 270 -3 3 117701 -1 -4

10 1 3
Tlo1 -1 -1

3
Dobljeni sistem je x + z = % iny—z= —%. Tu lahko vrednost spremenljivke
z poljubno izberemo. Potem je resitev enaka xz = % —ziny = —% + z. O

Zgornje trije zgledi opiSejo v bistvu vse moznosti, ki nastopijo pri reSevanju
sistema linearnih enacb. Opi8imo jih v izreku.

Izrek 2.4 Dan je sistem linearnih enacb
Ax =Db. (IT1.3)

Naj bo V(ﬁ) vrsticna kanoniéna forma za razsirjeno matriko sistema A. Sis-
tem (II1.3) je resljiv natanko tedaj, ko v zadnjem stolpcu matrike V(A) ni
pivota.

Sistem (II1.3) ima natanko eno resitev natanko tedaj, ko ima V (A) v prvih
n stolpcih pivot, v zadnjem stolpcu pa nima pivota.

Ce je sistem (II1.3) resljiv, ni pa enolicno resljiv, potem lahko vrednosti
spremenljivk, ki pripadajo stolpcem v V(ﬁ) brez pivotov, poljubno izberemo.
Vrednosti ostalih spremenljivk so potem enoliéno dolocene. V tem primeru

imamo neskoncno resitev.

Posledica 2.5 Sistem linearnih enacb Ax = b je resljiv natanko tedaj, ko je

r(A) =r(A).

Opomba 2.6 Ce imamo neskonéno resitev sistema linearnih enach Ax = b,
potem spremenljivkam, katerih vrednosti lahko v resitvi poljubno izberemo,
recemo parametri reitve. Ce je Stevilo parametrov enako k, potem recemo,
da ima sistem k-parametricno resitev. O

Sistem linearnih ena¢b imenujemo homogen, ¢e je desna stran enaka O:
Ax = 0.

Posledica 2.7 Homogen sistem linearnih enacb ima vedno resitev x = 0. Ce
je m < n, potem ima homogen sistem neskoncno resitev.
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Zgled 2.8 Resimo homogen sistem x+2y —5z = 0 in —2x —3y+ 62z = 0. Ker
je sistem homogen je desna stran enaka 0. Torej je zadnji stolpec pri Gauflovi
metodi na razSirjeni matriki sitema vseskozi enak 0 in ga zato kar izpustimo.
Matrika sistema je
1 2 -
A= [ 5] |

-2 -3 6

Njena vrsti¢na kanoni¢na forma je

1 2 =5 1 2 -5 10 3

2 -3 6] o1 —4 "o 1 4]
Resitev sistema enacb je zato enaka r = —3z in y = 4z. Pri tem je z parame-
ter. g

Resevanje sistema linearnih enacb lahko posplosimo tudi na resevanje ma-
tricnih enacb oblike

AX =B.

Tu je A € R™" B e R™** X pa je n x k matrika neznank. Najpogostejsi
zgled take enacbe je iskanje inverza matrike. Tedaj je B = I in iS¢emo tak X,
dabo AX =1.

Matriéno enacbo reSujemo z Gauflovo metodo tako, da poiS¢emo vrsti¢no
kanoni¢no formo za razsirjeno matriko

A=[A B] eR™HH,

Ce vrsti¢na kanoniéna forma V za A nima pivotov v zadnjih k stolpcih, potem
ima enacba AX = B reSitev, sicer pa ne. Spet imamo lahko tudi ve¢para-
metri¢no resitev, ¢e kateri od prvih n stolpcev v V nima pivota.

0o 1 2

Zgled 2.9 Pois¢imo inverz matrike A = [—1 0 0f. IS¢emo torej resitev
2 -1 2

matri¢ne enacbe AX = I. RazSirjena matrika je

0 1 21 00
-1 0 0 01 0
2 -1 2 0 01
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Njena vrsti¢na kanoni¢na forma je

0 1 2100 -1 0 00 10
-1 0 00 1 0|~y |0 1 21 0 0]~y
2 -1 20 0 1 2 -1 20 0 1
-1 0 00 10 -10 0 0 1 0]
~r|0 1 210 0[~]|0 2 1 0 0| ~p
0 -1 20 21 0 041 2 1}
1000 -10 1000 -1 0
~p (00121 0 0[~|010 3 -1 -3
0013 5 4] 01y 53 3

0
-1 1 1
4



