Poglavje IX

Vektorski prostori s skalarnim
produktom

Skalarni produkt dveh vektorjev v R™ smo spoznali v prvem poglavju. Sedaj
bomo pojem skalarnega produkta razsirili na poljuben vektorski prostor V' nad
obsegoma R ali C. Znani skalarni produkt na R™ bo le poseben primer tako
definiranega skalarnega produkta.

1 Definicija in osnovne lastnosti skalarnega produkta

Definicija 1.1 Naj bo V vektorski prostor nad R. Preslikava
(ey ) VXV =R
je skalarni produkt, Ce zanjo velja:

1.) linearnost v prvem faktorju: (ocu+ fv,w) = a(u,w) + G(v,w) za vse
a,f€Rin vse u,v,w e V.

2.) simetri¢nost: (u,v) = (v,u) z vse u,v € V.
3.) pozitivna definitnost: (u,u) > 0 za vse u € V in (u,u) = 0 natanko

tedaj, ko je u = 0. O

Zgled 1.2 V vektorskem prostoru R™ smo za obicajni skalarni produkt

Ul U1
" U2 V2
(u,v) = E wv; za u= | | inv=
=1 '
Unp Un
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v prvem poglavju preverili vse tri lastnosti iz definicije. (|

Zgled 1.3 V vektorskem prostoru V' = R, [z] definiramo preslikavo (., .) :
V xV — R s predpisom

1
»,q) :/o p(z)q(x)dx.

Preverimo, da je ta preslikava skalarni produkt. Za dokaz linearnosti v prvem
faktorju izberimo «, 5 € R in p, q,r € R, [z]. Potem je

<W+MM=A(w®+m@W@M=A(W®WMHM@WWM:
—a [ p@r@s+ 5 [ a@rs =alp.r) +bla.r).
0 0

Simetric¢nost sledi iz dejstva, da je mnozenje polinomov komutativno:

1 1
mmzépumwwzéq@mwm=@m.

Kvadrat polinoma je nenegativna funkcija. Iz matematicne analize vemo,
da so polinomi zvezne funkcije in da ima dolo¢eni integral zvezne nenegativne
funkcije nenegativno vrednost. Torej je (p,p) = fol p?(x)dx > 0 za vse
p € Ry, [z]. Se ve¢, doloceni integral zvezne nenegativne funkcije je enak 0, ¢e
in samo ce je ta funkcija enaka 0 povsod na intervalu, po katerem integriramo.
Ker ima neni¢eln polinom le konéno mnogo nicel, velja (p,p) = 0 natanko
tedaj, ko je p = 0. 0

Definirajmo 8e skalarni produkt v vektorskih prostorih nad kompleksnimi
Stevili.

Definicija 1.4 Naj bo V vektorski prostor nad C. Preslikava
(o)) VXV -C
je skalarni produkt, ¢e zanjo velja:

1.) linearnost v prvem faktorju: (au+ fv,w) = a(u,w) + G(v,w) za vse
a,f€Cinvseu,v,weV.

2.) konjugirana simetri¢nost: (u,v) = (v,u) z vse u,v € V.
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3.) pozitivna definitnost: (u,u) > 0 za vse u € V in (u,u) = 0 natanko
tedaj, ko je u = 0. %

Zgled 1.5 Naj bo V = C" in definirajmo preslikavo

uy U1

n . (75 . V9 . n

(u,v) = E ujv; za u= | | inv=| | izC".
= : :
Un Un

Preverimo, da je tako definirana preslikava skalarni produkt.
w1
w2
Oznatimo Se w = | . | . Potem je

Wn,

n

(ou+pv,w) = Y (au; + Buj)wg = Y _(aujw; + fojwg) =

j=1 j=1
n n
= aZujo+ﬁZijj: a(u,w) + (v, w).
=1 =1

Preslikava je konjugirano simetri¢na, saj velja

n n
(u,v) = ZUJW = ZUJ'QTJ' = (v,u).
J=1 J=1

Spomnimo se, da za vsako kompleksno stevilo o = a +ib velja aa = |a|? =
=a®+b?> > 0. Se ve¢, aa = 0 natanko tedaj, ko je oo = 0.
Za u € C™ potem sledi:

n

n
(uw) = > ujug = fug* >0 in
j=1 j=1

(u,u) = 0 natanko tedaj, ko je u; = 0 za vse j. O

Trditev 1.6 V vektorskem prostoru s skalarnim produktom wvelja (v,0) = 0
in (0,v) =0 za vse vektorje v € V.
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Dokaz Za nek vektor u € V pi§imo 0 = u — u. Iz linearnosti skalarnega
produkta sledi

(0,v)=(u—u,v)=(u,v) — (u,v) =0.

Zaradi simetriénosti (oziroma konjugirane simetri¢nosti) skalarnega produkta
sledi tudi (v,0) = 0. [

Trditev 1.7 Skalarni produkt je konjugirano linearen v drugem faktorju. Ve-
lja

(u,av + fw) = @(u,v) + G(u, w)

za vse a, 0 € C inu,v,w e V.

Dokaz Iz konjugirane simetri¢nosti in linearnosti v prvem faktorju sledi

(u,av + fw) = (av+ fw,u) = a(v,u) + f(w,u) =
= a(v,u) + B{w,u) = alu,v) + B{u,w).

Opomba 1.8 Ce je V vektorski prostor s skalarnim produktom nad obsegom
realnih Stevil, potem je skalarni produkt linearen tudi v drugem faktorju. To
sledi iz prejsnje trditve, saj za realna Stevila velja @ = «. Poslej bomo privzeli,
da so skalarji kompleksna Stevila, razen ¢e bomo posebej poudarili, da so to
realna Stevila. Rezultate nad kompleksnimi Stevili se da najveckrat enostavno
povedati tudi nad realnimi stevili. O

Ce je (., .) skalarni produkt na vektorskem prostoru V, potem s predpisom
|lvl] = /(v,v) definiramo normo vektorja v. V primeru R" z obi¢ajnim
skalarnim produktom je norma predstavljala (obi¢ajno) dolzino vektorja v.

Iz definicije skalarnega produkta takoj izpeljemo dve od treh karakteris-
ti¢nih lastnosti norme:

1.) (pozitivna definitnost) ||v|| > 0 za vse v € V in ||v|| = 0 natanko tedaj,
ko je v =0.

2.) (absolutna homogenost) ||av|| = |a|||v|| za vse « € C in vse v € V.
3.) (trikotniska neenakost) |[u+ v|| < ||ul| + ||v]| za vse v,u € V.

Dokaz 1.) Ker je skalarni produkt pozitivno definiten, velja
vl = /(v,v) > 0zavseveVin |v]| =+/(v,v) =0 natanko tedaj,
ko je v =20.
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2.) Iz linearnosti v prvem faktorju in konjugirane linearnosti v drugem fak-
torju sledi
lav]? = {av,av) = aa(v,v) = |af*||v|?.

Ker sta obe strani nenegativni, je potem

lav || = |e][v]]-
3.) Trikotnisko neenakost bomo pokazali kasneje. |

Definicija 1.9 Vektorja u in v sta pravokotna (ali ortogonalna), e je

(u,v) =0.

Trditev 1.10 Ce sta u in v dva vektorja in je u # 0, potem sta vektorja u

gzg u pravokotna.

mv —

Dokaz Izrac¢unajmo skalarni produkt teh dveh vektorjev. Pri tem uposteva-
jmo lastnosti skalarnega produkta:

<v— <"’“>u,u> v = W S v - (vwy =0, W

(u,u) (u,u)

Izrek 1.11 (Pitagorov izrek) Ce sta vektorja u in v pravokotna, je
2 2 2
la+v[|” = [[uf|* + []v]~.

Dokaz Ce sta u in v pravokotna, je (u,v) = (v,u) = 0. Potem velja

[lu+v]? = (u+v,ut+v)=(uu)+ uv)+(v,u)+(v,v)=
= (wu)+(v,v) = [u]* + |Iv]*. u

Izrek 1.12 (Cauchy-Schwarzeva neenakost) Za poljubna vektorja u in v
1z V wvelja
[(u, v)[ < JJullfjv]. (IX.1)

Enakost velja natanko tedaj, ko sta u in v linearno odvisna.
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Dokaz Ce je u = 0, ocitno velja enakost v (IX.1).
Privzemimo, da je u # 0. Potem sta po trditvi 1.10 vektorja u in v —

pravokotna. Torej sta pravokotna tudi vektorja é:’lﬁgu in v — <V’u;u. Po

(u,u
Pitagorovem izreku je potem

v 2 — v — <V7u>u <Vau>u —
v TR
IR W A
() +‘ (w,u)

Ker je norma vektorja nenegativno stevilo, velja

2

v > ‘ vw P w2y (IX.2)
(u,u) u,u)
Ce upostevamo absolutno homogenost norme, dobimo
s Ll )
A= [l =
[(u, w) [[all
Ker je |(u,v)| = |(v,u)], tako dobimo
[(u, V)| < [ullfjv].
Opazimo, da v neenakosti (IX.2) velja enacaj natanko tedaj, ko je
HV - <V’u>uH =0.
(u,u)
Ker je norma pozitivno definitna, je tedaj
L vw
(u,u)
in zato sta u in v linearno odvisna. Ce je v = au, je potem
[{u,eu)| = [a(u,u)| = |afl|ul® = |[ul||eul| = [ull||v].
|

Dokazimo sedaj se trikotnisko neenakost:
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Dokaz Za u,v € V velja

lu+v|> = (u+v,u+v)=(uu)+u,v)+(v,u)+(v,v) <
< a4 2w, V)| + [[v]]2 < Jul? + 2lall||v] + [[v]]* =
= (Jull+[Jv])*.

Pri prvi neenakosti smo upostevali trikotnisko neenakost za absolutno vrednost
kompleksnih stevil, druga neenakost pe je Cauchy-Schwarzeva neenakost. Ker
so norme vektorjev nenegativna Stevila, je potem

[u+ v < lfalf + [lv]}. u

2 Ortogonalne in ortonormirane mnozice

Naj bo V vektorski prostor s skalarnim produktom nad obsegom kompleksnih
Stevil.

Definicija 2.1 Mnozica nenicelnih vektorjev {vy,ve,...,vi} je ortogonalna,
¢e je (vj,vg) = 0 za vsak par indeksov j, k, j # k.

Mnozica {vi,Vva,...,Vg} je ortonormirana, ¢e je ortogonalna in velja
|vil| =1 za vse j. O

Zgled 2.2 Vzemimo V = C" s standardnim skalarnim produktom in stan-
dardno bazo . = {ej,eq,...,e,}. Potem je . ortonormirana mnozica:

0,cej#k,
(ej,er) = VJ.# O
1,¢cej=k.

Ce sta u; in up linearno neodvisna vektorja v R", potem sta po trditvi 1.10

vektorja u; in ug — %ul ortogonalna. V R™ to lahko ponazorimo s sliko:

_ (ug,uq)
ug us (ar,up) u;
(uz,uy) B
(ug,uy) 1

Trditev 2.3 Ortogonalna mnoZica vektorjev je linearno neodvisna.
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Dokaz Po definiciji je mnozica vektorjev {vi,va,...,vi} ortogonalna, ¢e je
v; # 0 za vse j in (v;,v;) = 0 za vsak par razlicnih indeksov j in [. Denimo,
da je Z§:1 a;v; = 0. Potem za vsak indeks [ velja

k k
0= <Zajvj,vl> = Zaj<vj,vl> = ay{vy,vy).
j=1 j=1

Ker je vi # 0, je (v;,v;) # 0. Zato mora biti oy = 0. Torej so vektorji
{v1,v2,..., v} linearno neodvisni. [ |

Naj bodo uj, us, us linearno neodvisni vektorji v R". Oznacimo

Wi =ug,
W gy _ U2 WD)
2 <W1,W1>
B <113,W2> (ug, wi)
W3 =ug — - 0 W1.
<W2,W2> (Wi, wi)

Vemo, da sta vektorja wi in wo ortogonalna. Preverimo, da je tudi wj ortog-
onalen na wq in wao:

_ _ <U3,w2>w B <u3,w1>w W)
(W, wi) = <u3 warwa) V2 Ty 1>_
_ U3, W) ) — AW ey o
= (us,wy) — <W27W2>< 2, W1) <W17W1>< L w) =
= (uz,wi) — (uz,wy) =0
_ _ <us,w2>w B <u3,w1)w W)
(w3, wa) = <u3 wawa) V2 Ty 2>_
_ _ (ug, wa) W e (uz, wy) o
= (u3,wy) <W2’W2>< 2, W2) <W17W1>< L, wWa) =
= (uz,wy) — (uz,wa) =0

Tako konstruirana mnozica vektorjev {wi, wo, w3} je ortogonalna.

V R? je vektor é&iwzéw + é;? ‘:’Vllé wi pravokotna projekcija vektorja ug

na ravnino dolo¢eno z vektorji 0,u; in uy. To lahko ponazorimo s sliko:
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u; = wi

Zgora] opisani postopek lahko posplosimo na poljuben vektorski prostor
(kon¢ne razseznosti) s skalarnim produktom in na poljubno konéno mnozico
linearno neodvisnih vektorjev. Postopek konstrukcije ortogonalnih vektorjev
w; imenujemo Gramm-Schmidtov algoritem:

Dana je mnozica linearno neodvisnih vektorjev {uj,us,...,u,}. Postavimo
w1 = uy. Potem zaporedoma za j = 2,3, ...,n izratunamo vektor

—1
3 <uj7wk> W

(W, W)
Dobljena mnozica vektorjev {wy,wa,...,w,} je ortogonalna. Vektorje

W; Se normiramo:

1

——w; j=1,2,....n.
[[w ]

ej:

Mnozica vektorjev {e1,es,...,e,} je ortonormirana.

Dokazimo ortogonalnost mnozice {wi, wa, ..., Wy} in ortonormiranost mno-
zice {e1,€2,...,e,}.

Trditev 1.10 nam pove, da sta w; in wy ortogonalna. Dokaz ortogonalnosti

naredimo z indukcijo. Predpostavimo, da so vektorji {wi,...,wj_1} ortogo-
nalni. Potem za j =1,2,...,k — 1 velja
E—1 k— 1
_ (ug, wy) (ug, wy) _
(Wi, wj) = (g, — E T\ WL, W (ug, wj) Z Wl7Wj> =
— (wi, W) — (w1, wi)

— <ulmwj> <uk,wj> =0.

Preveriti moramo $e, da so vektorji w; nenicelni.
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Mnozica vektorjev {uj,us,...,u,} je linearno neodvisna. Ce koeficiente
razvoja vektorjev wi, wa, ..., w, po {uj,us,...,u,} zaporedoma postavimo
v stolpce, dobimo zgornje-trikotno matriko z enicami po diagonali. Torej je ta
matrika obrnljiva in zato so tudi vektorji {wi, ws, ..., w,} linearno neodvisni.

Mnozica vektorjev {wi,wa,..., Wy} je ortogonalna. Ker je (e;,e;) =

_ W W _ 1 . . _ . o .
= <||ij’ ||ij> = ||w].H2<Wj,W]> = 1, je mnozica vektorjev {ej,es,...,e,}

ortonormirana.

Izrek 2.4 Naj bo U C V neniceln vektorski podprostor. Potem ima U orto-
normirano bazo.

Dokaz S pomoc¢jo Gramm-Schmidtovega postopka iz dane baze za U dobimo
ortonormirano bazo za U. |

Zgled 2.5 Uporabimo Gramm-Schmidtov algoritem na mnozici vektorjev

1 0 1
u = |1 , U2 = 1 , a3 = 0 VCS.
0 1 1

Potem je
1]
w1 = 1 y
-0_
O] BN 1
0 1 1 -3
wo=|1| —= (1| =| L[,
2
1] 0] 1
ER ER 1 2
Y H Y el
1) o] 2|1 z
Dobljena ortonormirana baza za C3 je
1 -1 1
1 1 1
er=— |1, ee=—]1 in e3=—|-—-1]. O

V2 o

Zgled 2.6 V vektorskem prostoru Ra[x] je skalarni produkt dan s predpisom
(p,q) = fol p(z)q(z)dx. Poiséimo kako ortonormirano bazo. Izberimo stan-
dardno bazo {1,z,2?} in uporabimo Gramm-Schmidtov algoritem. Najprej je
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w1 = 1. Izra¢unajmo skalarna produkta

1
<1,1>—/ lde =1
0

in

! 1
<:1:,1):/ xdr = —.
0 2

Potem je wo = z— % Za dolocitev vektorja w3 moramo izra¢unati Se naslednje
skalarne produkte:

in

1 1 1 1 1
<x—,x—>=/(m2—x+)d$:.
0 4

Tako dobimo ws = mQ—%—(x—%) =z

norme vektorja ws. Le-ta je enaka

2 _r+ %. Poiskati moramo Se kvadrat

1 4 1 1 1

4 3 2
w = -2+ -x"— -+ — | de = —.
(W3, W3) /0 <a: T 33: 337 36) x 180

Ortonormirana baza za Ra[z] je

{1,v3(2z — 1),V5(622 — 6z + 1)} . O

Definicija 2.7 Naj bo S C V neprazna mnozica. Potem ozna¢imo
St={veV;(v,u)=0zavseuecS}.

Oznako S+ preberemo ’S ortogonalno’. V mnozici ST je vsak vektor, ki je
pravokoten na vse vekrorje iz S.

Trditev 2.8 MnoZica S+ je vektorski podprostor.
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Dokaz Naj bosta vy in v iz St in a1, ag skalarja. Potem je
(a1vy + agva,u) = ai(vi,u) + as(ve,u) =0
za vse u € S. Zato je S+ vektorski podprostor. ]
Izrek 2.9 Naj bo U C 'V wvektorski podprostor. Potem je
V=UaU" .

Dokaz Pokazati moramo, da je UNUL+ =0indaje V = U + U'. Naj bo
uc UNU*L. Potem je (u,u) = 0 in zato je u = 0.

Izberimo ortonormirano bazo {ej,es,...,e;x} za U. Po izreku 2.4 taka
baza obstaja. Naj bo v vektor iz V. Oznacimo

Z = <v,ej>ej.

1

k
Jj=

Ocitno je z € U. Naj bo w = v — z. Zelimo pokazati, da je w € UL. Za vsak
1=1,2,...,k velja

k k
(w,e) = <v - Z<v,ej>ej,el> = (v,e)) = > _((v.e;)ej,e) =

7j=1 7=1
= <V,el> — <V,el> =0.

Potem je (w,u) = 0 za vsak u € U. Velja namre¢ u = Z§=1 aje;j za neke
skalarje a; in

k k
(w,u) = <W,Zajej> = Zaﬁ-(w,eﬁ =0.
j=1 j=1

Tako smo pokazali, dajev=z+wec U+ U"'. [ |

Definicija 2.10 Ce je U C V vektorski podprostor, potem vektorski pod-
prostor U+ imenujemo ortogonalni komplement za U. O

Zgled 2.11 V vektorskem prostoru Rg[z] s skalarnim produktom (p,q) =
fol p(x)q(z) dx poiséimo ortogonalni komplement vektorskega prostora U =
Z(1+ ). Iséemo take polinome a + bx + cx?, da bo

0=(1+42,a+bx+cx?) =
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1
/ (a+ (a+b)z+ (b+ c)z* + ca®) de=2a+2p4 2
0 2 6 12

Ce pomnozimo dobljeno ena¢bo z 12, dobimo 18a + 10b+ 5¢ = 0. Za bazo or-
togonalnega komplementa U~ izberemo, na primer, % = {5 — 9z, x — 2372}.5

Zgled 2.12 V vektorskem prostoru R? pois¢imo ortonormirano bazo za or-
togonalni komplement vektorskega podprostora

17 1
1] =1
U=Z1 1ol |1
1] | o

T

Vektor iz jev UL, tejex1+xo+ x4 =0in 27 — 29 +2x3 = 0. Temu homo-
Ty

in njena vrsti¢na kanoniéna

. . . 1 0 1
genemu sistemu pripada matrika [1 11 0]

1
o L 1 1
forma je [O 1 2 %] Za bazo resitev vzemimo vektorja u; = 0 in
2 2
-2
—1
uy = (1) . Potem je {uy,us} baza za U*. Za vektorja u; in us uporabimo
1
-1 1
. . . . 0| 4|1
Gramm-Schmidtov algoritem. Dobimo w; = u; in we = 1 +35 ol =
1 -2
1
-1 1 1
_ |2 Ort i b Utj T S T O
= | ] | Ortonormirana baza za Y lol vl 9
0 -2 0
Izrek 2.13 Naj bo B = {e1,es,...,e,} ortonormirana baza za V. Potem je

razvoj vektorja v € V po bazi & enak

v = Z(V,ej>ej.

j=1
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Dokaz Naj bo v =S"_

j=1 (¥j€j Tazvo] vektorja v po bazi #. Potem je

k
(v,ep) < g a]ej,el> = g ajej, e) = q
i=1

zal=1,2,...,n. |
1
: . 1 1 -
Zgled 2.14 Najbo & = 7 1], = 1 ' 3 ortonormirana ba;
0
1
za za C3 iz zgleda 2.5. Pois¢imo razvoj vektorja v = |1| po tej bazi.
1

Ker je (v,e1) = % =V2, (v,e) = %3 = \/> (v,e3) = %, je
1 1 ~1 1
1 2 (1 1 (1
=v2|l—= 1|+ |=|1]||+—=|->=|-1|]|. O
1 2 o SA\VE | 9 V3A\V3 |4

3 Linearni funkcionali

Definicija 3.1 Linearno preslikavo ¢ : V' — C (ali R) imenujemo linearni
funkcional. O

Ce je # baza V in je dimV = n, potem linearnemu funkcionalu na V/
pripada matrika iz C*™, tj. vrstica.
V naslednjih zgledih bomo vedno vzeli, da je {1} baza za R ali C.

Zgled 3.2 Naj bo ¢ : R? — R preslikava definirana s predpisom

a
ol |b =a+b—c.
c

Zlahka preverimo, da je ¢ linearna preslikava. V standardnih bazah za R? in
R ima ¢ matriko
p=[1 1 -1]. O
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Zgled 3.3 Naj bo V = Rs[z] in ¢ : V — R preslikava podana s predpisom
o(p) = fol p(x)dz. ¢ je linearen funkcional, saj velja

1 1 1
olap + fg) = /O (0p(2) + Ba(z))dz = o /0 p(a)ds + 4 /0 g(z)ds =
= ap(p) + Be(q).

V bazi {1, z, 22,23} za R3[z] ima ¢ matriko

L3 5 il L

ST

Zgled 3.4 Naj bo V = C™*". Preslikava ¢ : V — C je podana s predpisom
(A) = sl(A).

Preverimo, da je ¢ linearen funkcional. Oznacimo

all a19 ... QA1n b11 blg . bln

ag| a ... G2p| bor b2 ... bop
A= . ] ] in B=| .

anl An2 ... GQpn bpi bna ... bun

Potem je p(A) =sl(A) = >0, aj; in p(B) =sl(B) = > 1, bj;. Ker je

aayy + Bbi1 aarp + Bbia ... aai, + Bbiy
aagy + fBba1  aage + Bbay ... aas, + Bby
aA+ BB = , , U

Qan) + 5bn1 Qap2 + ﬁan ... Qpp + /Bb’rm

je

n n n
o(aA+ B) = Z(aajj + Bbj;) = OJZCL]']' + ﬁijj = ap(A) + Be(B).
j=1 j=1 j=1
Preslikava ¢ je linearen funkcional. i

1 -1
2 -3
preslikava ¢(A) = sl(ACT) linearen funkcional in pois¢imo matriko za ¢ v

bazi {E Q,B ﬂ,ﬁ ﬂ’B ﬂ}'

Zgled 3.5 Vzemimo V = R?*? in C = { } € V. Preverimo, da je
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Iz prejsnjega zgleda vemo, da je sled linearen funkcional na vektorskem pros-
toru V. Potem za poljubna «, 5 € R in poljubna A, B € V velja

olaA+pBB) = sl ((aA + ﬁB)CT) =sl(aACT + BBCT) =
= asl(ACT) 4+ Bsl(BCT) = ap(A) + Bo(B).

Preslikava ¢ je linearna. Izracunajmo Se njene vrednosti na baznih elementih:

(o )=o) = e (B 6] =2me (5 1) =

Matrika, ki pripada ¢, je [I —1 2 -3]. O
Trditev 3.6 Naj bosta u; in us € V taka vektorja, da je
(v,u1) = (v,ug)

za vse v € V. Potem je
u; — uy.

Dokaz Ce sta uj in ug € V taka vektorja, da velja (v,u;) = (v,ug) za vse
v € V,sledi (v,u;—ug) = 0zavsev € V. Potem je tudi (u; —ug, u; —ug) =0
in zato mora biti uy — us = 0, 0z. u; = us. [ |

Izrek 3.7 (Rieszov izrek o funkcionalih) Naj bo V wektorski prostor s
skalarnim produktom in ¢ : V. — C linearen funkcional. Potem v V obstaja
natanko en vektor u, za katerega velja p(v) = (v,u) za vse v e V.

Dokaz Naj bo {ej,es,...,e,} ortonormirana baza za V. Potem za vsak
veVveljav=>"_(v,eje;. Zato je

p(v) = ¢ (v.ejlej | =) (v,ej)p(e)) =
j=1 Jj=1
= (v.po(ej)e;) = <VaZ<P(eJ)eJ>
j=1 j=1

Oznacimo u = > "_, ¢(e;)e; in dobimo

p(v) = (v,u)

za vse v € V. Po trditvi 3.6 je tak vektor u en sam. ]
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a
Zgled 3.8 Na V = C? je dan linearen funkcional ¢ b = b—ci. Pois¢imo
c
tak vektor u € V, da je p(v) = (v,u) za vse v € V. Za ortonormirano bazo
na V izberimo standardno bazo .. Potem je

ple1) =0, ¢(ez) =1 in p(ez) = —i.

Iz dokaza zgornjega izreka nato sledi, da je

n 0
u= Z plej)e; = |1] . O
j=1 i
Zgled 3.9 Na V = Ryz] je preslikava ¢(p fo x)dz linearen funkcional.

V zgledu 2.6 smo pokazali, da je # = {1,\[(250 — 1),V/5(62% — 62 + 1)}
ortonormirana baza za V. Vrednosti ¢ na elementih iz % so

o) =1, ©(V32x—-1))=0 in (V562> —6x+1))=0.

Polinom ¢ € V, za katerega velja ¢(p) fo xz)dx za vse p € V,
je q(z) =1. 0



