Poglavje 1

Vektorji

1 Sestevanje vektorjev in mnozenje s skalarjem

Za lazjo geometricno predstavo si najprej oglejmo, kaj so vektorji v ravnini.
Vektor je “usmerjena daljica”, ki je natanko doloc¢ena s svojo zacetno in konéno
tocko:

Pri tem vektor ni togo umescen v ravnini, pa¢ pa sta dve “usmerjen daljici”
predstavljata isti vektor, ¢e obstaja tak vzporeden premik ravnine, pri katerem
gre zacetna tocka prve daljice v zacetno tocko druge in konéna tocka prve v
konc¢no tocko drugega daljice:

.

Sestevanje vektorjev: Naj bosta u in v dva vektorja v ravnini. Potem
lahko z vzporednim premikom ravnine dosezemo, da zacetna tocka vektorja v
in konéna tocka vektorja u sovpadata. Ce je ta pogoj izpolnjen, potem vektor,
katerega zacetna tocka je enaka zacetni tocki u in konéna tocka enaka konéni
tocki v, imenujemo vsota vektorjev u in v:

9



10 POGLAVJE I VEKTORJI

/ utv

Naj bo v ravnini dan koordinatni sistem:

Yy

Potem lahko vsak vektor postavimo tako, da je njegova zacetna tocka v izhodiscu
koordinatnega sistema. Tedaj je vektor enolicno dolocen s svojo konéno tocko.

Zato bomo vektorje v ravnini algebrai¢no predstavili s parom koordinat BO] ,
0

ki predstavljajo njegovo koncéno tocko, ko je zacetna tocka v izhodiséu. Npr.:

Algebraictno je potem vsota dveh vektorjev u = Bl] in v = [?;2] enaka
1 2

wew =[] [ s ]+ 5] < 1
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Vektor u lahko pristejemo tudi samemu sebi. Potem je

u+u=2u, u+u+u=3u,

itd. Seveda si lahko zamislimo tudi vektor %u, to je vektor, ki ima isto zacetno
tocko kot u, konéna pa je razpolovis¢e med zacetno in koncéno tocko u. —u
pa je vektor, ki ga dobimo iz u tako, da “obrnemo smer”; to je zamenjamo
zacetno in koncno tocko u:

N[ —

s
c
(V]
=

V splosnem sedaj lahko za poljubno realno stevilo definiramo vektor au. Za-
¢etna tocka au naj bo enaka zacetni tocki u. Njegova konéna tocka pa lezi na
premici, ki jo dolo¢ata zacetna in koncna tocka u.

a<0 }/
au

Opozorimo Se na izrojeni primer, ko zacetna in konéna tocka vektorja u
sovpadata. Tedaj recemo, da je u vektor “ni¢” , zapiSemo u = 0. Potem je

a-0=0 za vse o € R. Vektor 0 je predstavljen s parom [8] .

Naj bosta u in v taka vektorja, da njuni zacetni tocki sovpadata z 0 in sta
njuni kon¢ni tocki na neki premici skozi zac¢etno tocko.
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V0
0

Potem re¢emo, da u in v kaZeta v isto smer (oziroma imata isto smer), Ce
sta njuni konéni tocki na istem poltraku z zacetno tocko 0 in re¢emo, da u in
v kaZeta v nasprotno smer, ¢e sta njuni konéni tocki na razliénih poltrakih z
zacetno tocko 0.

Podobno kot v ravnini definiramo vektorje tudi v tri in ve¢ razseznem
prostoru. Spet v prostor vpeljemo koordinatni sistem in vektor, ki ima zacetno
tocko v izhodis¢éu predstavimo z njegovo konéno tocko, ki je podana z n-terico

1

Z2
stevil | . |. Mnozico vseh vektorjev v n-razseznem prostoru oznacimo z R™.

Iy
V prvem poglaviju bomo najveckrat srecali R? in R3.
Na vektorjih definiramo dve operaciji.
Sestevanje vektorjev:

x1 Y1 1+ Y1
.. T2 Y2 T2 + Y2

- algebrai¢no: | [+ | .| = .
TIn Yn Tn + Yn

- geometri¢no pa seStevanje predstavimo enako kot v ravnini.

Mnozenje vektorja s skalarjem: Stevila iz R imenujemo skalarji, kadar z
njimi mnozimo vektorje:

X1 AT

i) AT
- algebrai¢no: « =

T, Xy

- geometri¢no pa je pomen mnozenja vektorja spet enak kot v ravnini.

0

0
Vektor O je predstavljen z n-terico
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Preden si ogledamo algebrai¢ne lastnosti obeh operacij, ki smo ju doslej
spoznali na vektorjih, na kratko ponovimo lastnosti, ki veljajo za seStevanje
in mnozenje realnih stevil:

asociativnost sestevanja: (a+b)+c = a+ (b+c) za poljubne a, b, ¢ € R,
enota za seStevanje: a+0=a =04 a za vse a € R,

inverz za seStevanje: a + (—a) =0 = (—a) + a za vsak a € R,
komutativnost seStevanja: a +b = b+ a za poljubna a, b € R,
asociativnost mnozenja: (ab)c = a(bc) za poljubne a, b, ¢ € R,

enota za mnozenje: 1-a=a=a-1 za vse a € R,

inverz za mnozenje: a - é =1= % -a za vse a # 0, 0 nima inverza za
mnozenje,

komutativnost mnozenja: ab = ba za poljubna a, b € R,

distributivnost seStevanja in mnozenja:

(a+b)c = ac+bc
a(b+c¢) = ab+ acza poljubne a, b, c € R.

Iz lastnosti seStevanja in mnozenja realnih Stevil izpeljemo naslednje last-
nosti operacij na vektorjih:

asociativnost seStevanja: (u+v)+w = u+ (v + w) za poljubne u, v,
w € R™,

enota za seStevanje: u+ 0 =0+ u = u za vsak u € R",
inverz za seStevanje: u+ (—u) =0 = (—u) + u za vsak u € R”,
komutativnost seStevanja: u + v = v + u za poljubna u, v € R”,

distributivnost sestevanja vektorjev in mnozenja s skalarjem:
a(u+v) =au+ av za vsak o € R in poljubna u, v € R",

distributivnost seStevanja skalarjev in mnozenja vektorja s skalarjem :
(a4 f)u = au + fu za poljubna «, # € R in poljuben u € R",

mnozenje s skalarjem 1: 1-u = u za vse u € R”,
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- mnozenje s skalarjem 0: 0-u = 0 za vse u € R",

- dodatno velja se: «(fu) = (af)u za poljubna «, § € R in poljuben
u e R".

Vseh lastnosti ne bomo podrobno dokazovali. Za zgled poglejmo, kako dokazemo
distributivnost vsote vektorjev za mnozenje s skalarjem v R3.

x1 Y1
Naj bosta u = |z2| in v= |y2| vektorja ter a € R skalar. Potem je
T3] Y3
(21 4+ y1 alxi +y1) azry + ayp
aut+v)=a |r+y| = |a(re+y2)| = |ar2 +ay| =
| T3 + U3 a3 +y3) axr3 + ays
ax ayl x Y
= |ax2| + |oy2| = |x2| +a [Yy2| = au+ av.
azxs Qays T3 Y3

Ostale lastnosti naj poskusi bralec izpeljati za vajo.

2 Skalarni produkt vektorjev

x1 Y1
e . T2 . Y2 . .
Definicija 2.1 Naj bostau = | . | inv = | | vektorja v R". Skalarni
In Yn
produkt u in v je stevilo x1y1 + xoyo + - - - + xnyn. Oznaka za skalarni produkt
je (u,v). 0

Zgled 2.2 Za vektorja u = [ﬂ, v = [_11} izra¢unajmo:

(u,v)=2-1=1, (uy,uy=4+1=5in(v,v)=14+1=2.

1
NaredimoéeenzgledvR4:< _01 , _11 >:2—1+0+8:9. g
2 4

Algebraicne lastnosti skalarnega produkta.

1.) aditivnost: (u+ v,w) = (u,w) + (v, w) za poljubne u, v, w € R",
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2.) homogenost: (au,v) = a(u,v) za vse « € Rin u, v € R",
3.) simetri¢nost: (u,v) = (v,u) za vse u, v € R".

Predno bomo dokazali zgoraj nastete lastnosti, vpeljimo $e novo oznako.
Vsoto n §tevil a; + az + - - - + ay, zapiSemo krajse s simbolom Y ;" ; a;. Y je
velika tiskana grska ¢rka sigma. Tako je npr.:

n

1
E i:1+2+---+n:%7
=1

=1
m
> _aij=ay+az+o+am.
=1
ol Y1 21
. T2 Y2 22 .. .
Dokaz Najbodou= | . |, v=|.|,w=| .| vektorjiv R" in a € R.
Tn Yn Zn
Potem velja:
n n

1) (u+v,w)= Z(xi +yi)zi = Z(xz‘zi +yizi) =

i=1 =1

n n
= szzz + Zyizi = (u,w) + (v, w).
i=1 i=1
n n

2.) (au,v)= Z(ami)yi = Za(miyi) = ainyi =a(u,v) .

i=1 i=1 i=1
n n
3') <u,v> = szyz = Zyzl'z = <V, u) : u
i=1 i=1
Posledica 2.3 Za poljubne vektorje u, v, w € R" in poljuben skalar o« € R
velja tudi
) v+ w) = (u,v) + (u,w),
5.) (u,av) = a(u,v).

Dokaz Ti dve lastnosti sledita iz prvih treh.
Zaporedoma uporabimo lastnosti 3.), 1.) in ponovno 3.) ter dobimo
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4.) (u,v+4+w)=(v+w,u)=(v,u)+ (w,u) = (u,v)+ (u,w).

Ce zaporedoma uporabimo lastnosti 3.), 2.) in ponovno 3.), pokazemo Se
5.) (u,av)=(av,u)=oa(v,u)=a(u,v) . [

Geometricni pomen skalarnega produkta.

Najprej vzemimo vektor u = [;j € R2. Potem je

(u,u) = 22 + 4%,

Pitagorov izrek nam pove, da je 5 ploS¢ina kvadrata nad hipotenuzo pravokot-
nega trikotnika s stranicama 2 in 1. Potem je v/5 razdalja med zacetno in
konéno tocko vektorja u, oziroma dolzina vektorja wu.

Splosno za u = B] je /(u,u) = \/22 + y2 dolzina vektorja u . Oznaéimo
|lul| = v/(u,u). Dolzino vektorja u imenujemo tudi norma vektorja u.

Naj bosta u = Bl} inv = BQ] dva vektorja v R%2. Potem je v — u
1 2

vektor, katerega zacetna tocka je enaka konéni tocki vektorja u in konéna
tocka je enaka koncni tocki vektorja v.
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Spomnimo se kosinusnega izreka za trikotnik, ki pravi ¢ = a? 4 b? — 2ab cos ¢,
kjer so a, b, ¢ dolzine stranic trikotnika ter ¢ kot med stranicama a in b.
Uporabimo kosinusni izrek za trikotnik s stranicami ||u|, ||v|| in ||v — ul|:

v —ul® = ul* + [v[* = 2][ufl[[v] cos

oziroma
(v—u,v—u) = (uu) +(v,v) = 2[uf|lv] cosp. (1.2)

Pri tem je ¢ kot med vektorjema u in v. S pomocjo lastnosti za skalarni
produkt dobimo:

(v—uv—u =

Iz enakosti (1.2) sledi

—2(u,v) = =2|ul[[|v] cos ¢.

Od tod dobimo pomembno zvezo, ki nam pove geometri¢ni pomen skalarnega
produkta.

(u,v) = [[ul[||lv]lcos . (1.3)
Geometricni pomen skalarnega produkta v R™ za n > 3 ni prav ni¢ dru-
z1
T2
gacen kot v R?. Za vektor u= | . | iz R" definiramo
Tn

Tudi tu je ||ul| enaka dolzini vektorja u. V R3 je naprimer (u,u) = 22 +x3+23.
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o]
Z2
[ 23]
T3
u
]
Z2
1< v 0
)
z1
Opazimo, da je dolzina vektorja v = |z3| enaka \/z7 + 23 in da je dolzina
0
71
vektorja u = |xg| enaka \/||v[]? + 23 = /2% 4+ 23 + 23. Podobno velja tudi
T3

v vi§jih dimenzijah.
Ponovno uporabimo trikotnik, ki ga dolo¢ata vektorja u in v, ki ju postavimo
tako, da imata isto zacetno tocko:

V—u
V;: u

Potem ta tocka skupaj s konénima tockama dolo¢a neko ravnino v R”. (Ce je
trikotnik izrojen, to je, u in v imata isto ali nasprotno smer, potem vzamemo
neko ravnino, ki vsebuje zacetno in konéni tocki u in v.) Sedaj lahko upora-
bimo kosinusni izrek v tej ravnini in spet ra¢unamo enako kot v R?. Tako smo
pokazali naslednji izrek:

Izrek 2.4 Naj bosta u in v vektorja v R™. Potem velja

(u,v) = ||ul||v| cos p, kjer je ¢ kot med vektorjema u in v.

Opomba 2.5 Kot ¢ vedno izberemo z intervala [0, 7] (merjeno v radianih -
kar je v stopinjah med 0° in 180°). O
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3 3
Zgled 2.6 Pois¢imo razdaljo med tockama _33 in é v R%. Naj bosta to
-2 -2
koncéni tocki vektorjev u in v, katerih zacetna tocka je izhodisce koordinatnega
0
sistema. Velja: u—v = :;l in (u—v,u—v) =16+4 = 20. Potem je
0
lu —v|| = 2v/5, kar je tudi razdalja med danima tockama. O
2 -3
Zgled 2.7 Pois¢imo kot med vektorjema |—2| in | O
-1 4
Izra¢unajmo:
lu> = (u)=4+4+1=9
Iv|? = (v,v)=9+16=25
(u,v) = —6-4=-10.
Potem je cosp = m = %50 = —%. Od tod dobimo, da je kot med vektor-
jema ¢ = 2,3rd = 131, 8°. 0

Opazimo, da je (u,u) = Y." ,z2. Potem je (u,u) = 0 natanko tedaj,

ko je u = 0. Edini vektor z dolzino 0 je vektor 0. Poglejmo si izraz za

skalarni produkt (u,v) = ||u|||v|| cos ¢ natanéneje. Za funkcijo cos ¢y velja,
da je cosp = 0 natanko tedaj, ko je ¢ = 5. Ce sta u in v oba nenicelna
vektorja, potem je (u,v) = 0 natanko tedaj, ko je cos¢p = 0. Tako smo

pokazali naslednjo trditev:
Trditev 2.8 Vektorja u in v sta pravokotna natanko tedaj, ko je (u,v) = 0.

Opomba 2.9 Tu smo privzeli, da je vektor O pravokoten na vsak drug vek-
tor. O

3 -1
Zgled 2.10 Preverimo, ali sta vektorja u; = | 2 | in ug = | 1 | pra-
-1 -1

2 1
vokotna. Kaj pa vektorja v; = [J in vg = [_J ? Ker je

3 -1
< 21,1 >:—3+2+1:O,
-1 -1
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sta vektorja u; in ug pravokotna. Ker je

([ []=mrme

vektorja vy in vo nista pravokotna. O

Za funkcijo cos ¢ na intervalu [0, 7] velja, da je cosp = 1 natanko tedaj,
ko je ¢ = 0 in cos ¢ = —1 natanko tedaj, ko je ¢ = w. Tako smo pokazali Se
naslednjo trditev.

Trditev 2.11 Naj bosta u in v oba nenicelna vektorja in ¢ kot med njima.
Potem je cos ¢ = 1 natanko tedaj, ko u in v kaZeta v isto smer, in cosp = —1
natanko tedaj, ko u in v kaZeta v nasprotno smer.

Vemo, da je zaloga vrednosti funkcije cos ¢ interval [—1,1]. Potem je
0 < |cosp| < 1. Iz izreka 2.4 dobimo naslednji izrek:

Izrek 2.12 (Cauchy-Schwarzeva neenakost) Za poljubna vektorja u in v
1z R™ velja
[(u, v)[ < [[ull{ju]. (1.4)

Enakost v tej neenakosti velja natanko tedaj, ko bodisi u in v kaZeta v isto
smer, bodisi u in v kaZeta v nasprotno smer.

Opomba 2.13 Pri tem smo privzeli, da vektor “ni¢” kaze v vse smeri. O

. 1. -7 .
Zgled 2.14 Naj bostau = glimv=| | Potem je (u,v) = —74+3 = —4,
(u,u) =149=101in (v,v) =49 + 1 = 50. Tako dobimo

[, v)| =4 < V10 V50 = 10 V5 = ull|[v]}

. 1. -2 . .
Za vektorja u = {_1] inv = [ ] velja (u,v) = —4, (u,u) = 2 in
(v,v) = 8. Potem je
[(u,v)[ =4 =2 V8 = |uf|v].

Ker je (u,v) = —4 = —||ul|||v]|, vektorja u in v kazeta v nasprotno smer. O

Oglejmo si Se nekaj izrekov, ki jih dobimo iz lastnosti skalarnega produkta.
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Izrek 2.15 (Pitagorov izrek) Naj bosta u in v pravokotna vektorja iz R™.
Potem je
la+v|[? = Jlul* + [lv]*.

Dokaz Porac¢unajmo:

lu+v|? = (u+v,u+v)=(w,u+v)+(v,utv)=
= (u,u)+ (u,v)+ (v,u) + (v,v) =
= (u,u)+2(u,v) + (v,v).

Ker sta u in v pravokotna, je (u,v) = 0. Zato je

lu+ v = u,u) + (v, v) = [lul|* + || v]*. u

Izrek 2.16 (trikotniska neenakost) Za poljubna u in v iz R™ velja

lu+ v < fuf + v

u-+v

u

Dokaz Racun iz prejsnjega dokaza in enakost (2.4) nam dasta
la+v[? = (uu)+20u,v)+(v,v) =

= Jul? +2fulllvlicos o + [[v]* <
2
[alf* + 2[allfivl + [[v]* = (lhall + [IvI)* -

AN

Neenakost sledi iz dejstva, da je cos ¢ < 1. Potem dobimo
la+ v < [af + vl
saj je norma vektorja vselej nenegativno Stevilo. |
Norma |Ju|| vektorja u tako zadosca naslednjim lastnostim:
1.) |lou|| = |a|||ul| za vse « € R in u € R",

2) |lu+v| < Jull + ||v] za vse u, v € R",
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3.) |lul]| > 0 za vse u € R" in ||u|| = 0 natanko tedaj, ko je u = 0.
Lastnosti 2.) in 3.) smo Ze pokazali. Preverimo Se lastnost 1.):

lou]* = (au, au) = a*(u, u) = o®|lul]*.

Ko korenimo obe strani, moramo upostevati, da je vVa? = |al.

Definicija 2.17 Vektor u € R”, za katerega velja ||u|| = 1, imenujemo enotski
vektor. O

Naj bo u # 0. Potem je ”—lllHu enotski vektor. Velja namrec¢

<1 ! > L) = P = 1
—u,—u)=——=(uu) = ——ul|f=1.
T e

Naj bosta u in v nenicelna vektorja. Izberemo ju tako, da imata isto
zacetno tocko. Radi bi poiskali pravokotno projekcijo vektorja u na premico,
ki jo doloc¢a vektor v, to je premico, ki je doloéena z zacetno in konéno tocko
vektorja v.

Dolzina te pravokotne projekcije je enaka ||ul|-cos ¢. Vektor w, ki je projekcija
vektorja u, je potem enak

w— fullcos o Ly _ IVl COsg  fuv)
¥ ik v

Tako smo pokazali prvi del naslednje trditve.

Trditev 2.18 Naj bosta u in v nenicelna vektorja. Potem je w = 23::;

pravokotna projekcija vektorja u na smer vektorja v. Vektorja u—w in v sta
pravokotna.

Dokazimo Se drugi del te trditve:

e = {um e = () -
= ) = V0 ) — ) — () = 0.

(v, v)
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4

ol Pois¢imo pravokotno

Zgled 2.19 Dana sta vektorja u = [_11] inv = [

_

o~

u,v)

projekcijo u na v. Ta je enaka w = vV = % [;l] = % [ﬂ .

3
Pois¢imo Se pravokotno projekcijo vektorja u = |—1| na smer vektorja
2
-1
v= |0
1
-1 1
Le-ta je enaka w = _71 0| = % . O
1 -1

Zgleda kazeta, da ima lahko pravokotna projekcija w isto smer kot vektor v
(prvi primer v zgledu 2.19) ali pa nasprotno smer kot vektor v (drugi primer
v zgledu 2.19). Smer je odvisna od predznaka skalarnega produkta (u,v),
natanéneje od cos ¢, kjer je ¢ kot med vektorjema. Ce je 0 < ¢ < 5, potem
v in w kazeta v isto smer, e pa je § < ¢ <7, pa v in w kaZeta v nasprotno
smer.

3 Vektorski in mesani produkt v R?

2} y1 ]
Definicija 3.1 Naj bosta u = |x2| in v = [92| dva vektorja v R3. Potem
T3 Y3 |
vektor _
L2Y3 — T3Y2
uXxXv= |23Yy1 — 21Y3
T1Y2 — T2Y1 |
imenujemo vektorski produkt vektorjev u in v. O
2 -1
Zgled 3.2 Pois¢imo vektorski produkt vektorjev | 3 | in | 1
-1
2 -1 7
3| x|1|=|-3 g
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Algebraiéne lastnosti vektorskega produkta.
1.) aditivnost:
(u+v)xw = uxv+vxw in
ux (v+w) = uxv4+uxw zavseu, v, w € R,
2.) homogenost: (au) xv =a(uxv) =ux (av)zavseu, v € R?in a € R,
3.) antikomutativnost: u x v = —v x u za vse u, v € R3.

Dokazimo najprej antikomutativnost:

il Y1 L2Y3 — X3Y2 Y23 — Yax2
Zau= |zg| inv = |ya| jeuxv = |x3y; —x1y3| invxu= [ysxr; — Y123

L3 Y3 T1Yy2 — T2Y1 Y1x2 — Y221
Opazimo, da jeu X v = —v X u.

Za dokaz homogenosti izberimo e o € R. Potem je

QIT2Y3 — QT3Y2 L2Y3 — T3Y2
(au) X v = |az3y; —aziys| =a |z3y1 —11y3| = a(u X v).
Qr1Y2 — T2yl T1Y2 — T2Y1

7 uporabo antikomutativnosti dobimo Se
ux(av)=—(av)xu=—a(vxu)=a(—(vxu)=auxv.
Aditivnosti naj bralec dokaze za vajo.
Iz doslej dokazanih lastnosti takoj sledita Se dve:
4) uxu=0zavseucR3
5) ux0=0zavseuc R

Lastnost 4.) sledi iz antikomutativnosti. Velja namre¢ u x u = —u x u in
nato 2(u x u) = 0. Ce pomnozimo obe strani z 1, dobimo u x u = 0.

Enakost ux 0 = 0 pa zlahka preverimo kar s pomocjo definicije vektorskega
produkta.

6.) Linearnost: (cu+ 3v) x w = a(u x w) + (v x w) za vse u, v, w € R3
ina, eR.

Za dokaz linearnosti uporabimo aditivnost in homogenost. Tako dobimo

(au+pv) xw=(au) xw+ (fv) x w=a(uxw)+ [(vxw).



3. VEKTORSKI IN MESANI PRODUKT V R? 25

7.) Formula o dvakratnem vektorskem produktu:

(uxv) xw= (u,w)v — (v,w)u za poljubne u, v, w € R?.

21
Za dokaz te formule piSimo Se w = |29 |. Potem je
<3
T2Y3 — T3Y2 z1
(uxv)xw = T3Y1r — 1Yz | X | 22| =
| T1Y2 — T2Y1 Z3

T3Y123 — T1Y323 — T1Y222 + Tay122
= |T1Y221 — T2Y121 — T2Y323 + T3Y223 (L5)
| T2Y322 — T3Y222 — T3Y121 + T1Y321

in

(u,w)v — (v,w)u =

T121Y1 + T22oy1 + T323Y1 — Y1211 — Y22201 — Y323%1

= T121Y2 + T222y2 + T323Y2 — Y12102 — Y222T2 — Y323%2 | =

| T121Y3 + T222Y3 + £323Y3 — Y12123 — Y22203 — Y323T3

T22oY1 + T323Y1 — Y222%1 — Y32371

= |Z121Y2 + T323Y2 — Y121%2 — Y323%2| - (L.6)
| T121Y3 + Z222Y3 — Y12123 — Y22273

Preverimo Se, da sta vektorja (I.5) in (I.6) enaka in s tem je dokaz formule o
dvakratnem vektorskem produktu koncan.

Definicija 3.3 Naj bodo u, v in w elementi R?. Potem $tevilo (u x v, w)
imenujemo mesani produkt vektorjev u, v, w. O

Postopek za izracun meSanega produkta.

T a1 21
Naj bou = |z2|, v= [y2| in w = |22|. Potem postavimo vektorja
3 Y3 z3

zaporedoma v stolpce in prva dva ponovimo:

1T Yyr 21 T1 U1
T2 Y2 22 T2 Y2
r3 Ys z3 T3 Y3
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MesSani produkt potem dobimo tako, da seStejemo tri diagonalne produkte
T1Y223 + Y1223 + 21x2ys in jim odsStejemo tri antidiagonalne produkte

—Z1Y2&3 — T122Y3 — Y1223
Res to zlahka preverimo. Velja

T2Y3 — T3Y2 z1
(u X V,W> = T3Yr — X1Y3 |, |22 =
T1Y2 — T2Y1 z3

= ToY321 — T3Y221 + T3Y122 — T1Y322 + T1Y223 — Tay1zz.  (L.7)

2 1
Zgled 3.4 Izracunajmo mesani produkt vektorjev u = |[—1|, v = |0| in
0 4
-1
w= |3
2
(uxv,w)=0+0+4—-(0+24-2)=—18. O

Algebraiéne lastnosti meSanega produkta.
8.) (uxv,w)=(u,v x w) za poljubne u, v, w € R3.
Res:
ol Y223 — Y3z2
(w,vxw) = T2|, |Y321 — Y123 =
3 Y122 — Y221
= T1Y223 — T1Y322 + T2Y321 — T2Y123 + T3Y122 — T3Y221 -

Ce ta izraz primerjamo z (1.7), dobimo enakost (u x v,w) = (u,v x w).
9.) [[ux v||? = |lu||?|v|* - (u,Vv)? za poljubna u, v € R3.
Za dokaz te lastnosti uporabimo najprej lastnost 8.) mesanega produkta:
luxv|?=(uxv,uxv)={((uxv)xu,v).
Potem nam formula o dvakratnem vektorskem produktu da

(uxv) xu,v)={((u,u)v—(v,uyu,v) .
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Iz linearnosti skalarnega produkta sledi, da je ta izraz enak
<u7 u) <V7 V> - <V, u> <u7 V> = HUH2HV”2 - <u7 V> :

V zadnjem koraku smo uporabili Se simetri¢nost skalarnega produkta.

S pomocjo formule 9.) dobimo geometriéni pomen dolzine vektorskega
produkta u x v.

Trditev 3.5 Dolzina vektorskega produkta ||[u x v|| je enaka plo§cini paralel-
ograma, ki ga doloc¢ata u in v.

[[v]| sin

P
u

Dokaz Naj bo ¢ kot med vektorjema u in v. Formula 9.) nam pove, da je
[ux v = J[ul?[|v]* = (u,v).
Spomnimo se Se pomena skalarnega produkta iz izreka 2.4. Potem je
lax v = [ll?|v]?* = [la|?[v]*cos® ¢ = [[ul*[|v]*(1 — cos® ) =
= [[uf?[v[*sin*¢

in zato
[ux v = ullflv]sine.

Tu lahko piSemo sin ¢ namesto |sin |, saj smo izbrali ¢ € [0,7]. V trikot-
niku, ki ga dolocata vektorja u in v, je dolzina viSine na nosilko vektorja u
enaka ||v| sinp in zato je plos¢ina paralelograma doloCenega z u in v enaka

[afl[[v]sine = [luxvi. u
1 -1 -3
Zgled 3.6 Poisc¢imo plos¢ino paralelograma z ogliséi | 3 [, | 4 |, | 6 | in
—2 —2 -1
-1
5 |. Oznacimo
-1
1 -1 -3 -1
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—2 2
Kerjeb—a=c—d=|1|ind—-a=c—b=|2]|,a, b, cind res
0 1
dolocajo paralelogram. Najbou=b—-ainv=d — a. d c
il
. a b
Potem je u
1
uxv=/|2
-2
Norma vektorja uxv je |[uxv|| = v/9 = 3, kar je tudi ploi¢ina paralelograma.]

Trditev 3.7 Vektorski produkt u x v je pravokoten na oba faktorja u in v.

Dokaz Velja (uxv,v)=(u,vxv)=(u0)=0
in (uxv,u)=(-vxuu)=—(vxuu =—(v,uxu) =

= —(v,0) =0. [

Geometricni pomen vektorskega produkta:

Ce u in v kazeta v isto ali nasprotno smer, potem je u x v = 0. Tedaj je
namre¢ paralelogram, ki ga dolocata, izrojen in je njegova plos¢ina enaka 0.
Predpostavimo sedaj, da u in v ne kazeta niti v isto niti v nasprotno smer.
Potem je paralelogram, ki ga doloc¢ata u in v neizrojen, ima torej pozitivno
ploscino. Tedaj je dolzina ||u x v|| enaka plos¢ini paralelograma. To plos¢ino
oznac¢imo s p. Vektor u x v je pravokoten na u in v, zato geometrijsko za
u X v ostaneta samo dve moznosti. Konéna tocka vektorja u x v lezi na
premici pravokotni na u in na v in je od zacetne tocke u in v oddaljena za p.

quV
p
=
P u
!VXLI

Izkaze se, da je smer u x v dolo¢ena s pravilom desnega vijaka. Ce zavrtimo
u proti v (po krajsi poti), potem je smer u x v enaka smeri pomika vijaka z
obic¢ajnim (desnim) navojem. Poglejmo si, kaj to pomeni v konkretnem zgledu.
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1 0 0
Zgled 3.8 Najbou= |1 inv= |1|. Potemjeuxv=|0].
0 0 1
z
1+ Y
1

uxXv

Geometricni pomen mesanega produkta:

Trditev 3.9 Absolutna vrednost |(u x v, w)| meSanega produkta vektorjev u,
v in W je enaka volumnu paralelepipeda, ki ga dolocajo vektorji u, v in w.

Paralelepiped je telo v R3, katerega ogliséa so 0, u, v, w, u+v, u+w, v+w

in u+v+w. Stranske ploskve paralelepipeda so paralelogrami, ki so paroma
med seboj paralelni (vzporedni).

u

Dokaz Naj bo ¢ kot med vektorjema u x v in w. Potem je (u x v,w) =
= [lux v[[[[w] cos .

Opazimo, da je |wl|| cos?| ravno dolzina pravokotne projekcije vektorja w na
smer vektorja uxv. Zato je to ravno razdalja med spodnjo in zgornjo stransko
ploskvijo paralelepipeda. Volumen paralelepipeda je potem enak produktu
plos¢ine osnovne ploskve z omenjeno razdaljo, torej je enak

[Ja x vil[|wl][ cos [ = [(u x v, w)]. u
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2
Zgled 3.10 Pois¢imo volumen paralelepipeda dolo¢enega z vektorjiun = |1],
0
1 -1
v=10],w=| 3 |. Mesani produkt teh vektorjev je
4 2

(uxv,w)=0+0+(—4) — (0+24 +2) = —30.
Volumen paralelepipeda je potem enak 30. O

Produkti, ki smo jih srecali doslej pri matematiki, so bili (ve¢inoma) aso-
ciativni: (ab)c = a(bc). Vektorski produkt nima te lastnosti. Iz formule za
dvakratni vektorski produkt dobimo

(uxv)xw=(u,w)v—(v,w)u
in
ux (vxw)=—(vxw)xu=—(v,u)w+ (w,u)v.
Vidimo, da je

(uxv)xw=ux(vxw) natanko tedaj, ko je (v,w)u= (v,u)w.

To pa seveda v splosnem ni res. To je res na primer, Ce je v pravokoten na
oba vektorja u in w, ali pa ¢e u in w kazeta v isto ali nasprotno smer. Bralec
naj ta dejstva preveri sam.

1 1
Zgled 3.11 Vektorski produkt ni asociativen. Naj bodou = (0|, v= |1
1 0

2
inw= |1|. Potem je
2
[—1 2] (1]
(uxv)xw = 1| x|1|=14 in
| 1 2] | —3]
1 2 [2]
ux(vxw) = |0 x|-2|=]3
|1 —1] | —2]

Torej je (U X v) X w #u X (Vv X w). O
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Za konec pokazimo Se nekaj algebrai¢nih lastnosti vektorskega in mesanega
produkta:

10.) Lagrangeova identiteta: (u x v,w x z) = (u,w)(v,z) — (u,z)(v,w) za
poljubne u, v, w, z € R3.

11.) Jacobijeva identiteta: (u X v) x w4+ (v x w) xu+ (w xu) x v=0 za
poljubne u, v, w € R3.

Za dokaz Lagrangeove identitete uporabimo lastnosti 8.) in 7.):

(uxv,wxz) = (uxv)xw,z)={(u,w)v—(v,w)u,z) =

= (u,w)(v,z) — (v,w)(u,z).

Za dokaz Jacobijeve identitete pa uporabimo formulo o dvakratnem vek-
torskem produktu:

(uxv)XwH+ (vxw)xu+(wxu) xv=

= (u,w)v—(v,w)u+ (v,uyyw — (w,u)v+ (w,v)u— (u,v)w =0

4 Premice v R? in R3

Premico v R? (ali R?) bomo podali kot mnozico tock (ki jih identificiramo
s kon¢nimi tockami vektorjev)

{atts; teR}, (L8)

kjer sta a in s vektorja iz R? (oz. R?) in s # 0. Vektor s imenujemo smerni
vektor premice, t pa imenujemo parameter. Zapis (1.8) imenujemo zapis pre-
mice z vektorji. Opozorimo, da je smerni vektor premice dolo¢en do mnozenja
z nenicelnim skalarjem natanko. |v Ce je s smerni vektor, je tudi as za vsak
a # 0.

Premice bomo oznacevali s ¢rkami p, ¢, r ali pa s simboli p1, p2, q1, 72,
ipd.
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2
Zgled 4.1 Pois¢imo zapis premice z vektorji, ¢e na njej lezita tocki 1| in
0
3 2 3
1 |. Oznac¢imo a = [1| in b= | 1 |. Smerni vektor premice je potem
—2 0 -2
1 2 1
s=b—a= | 0 | in zapis premice z vektorji je 11+t 0| ; teR .0
-2 0 —2

V R? se dve razliéni premici sekata ali pa sta vzporedni. V R? pa se dve
premici sekata, sta vzporedni ali pa sta mimobezni.

Zgled 4.2 Pokazimo, da se premici p; = { [ﬂ +t [(1)] ; tE R} in

-1 1
p2 = { [ 4 ] +t [ J ; te R} sekata. Premici p; in po se sekata natanko
tedaj, ko obstajata taki Stevili ¢; in to, da je

ol [ el

To je potem izraz za tocko v preseku. Poracunajmo:

R e e e P R

Stevili ¢; in t9 morata zadoSc¢ati enacbama

24t = —1+1ty
in 1 = 3—1ts.
Od tod dobimo to = 2 in t; = —1. Preseéis¢e premic p; in po je tocka [ﬂ .0

Doslej smo bili verjetno vajeni premice v ravnini podati z enacbo y = kx+n
(ali enacbo z = a.). Kako iz te ena¢be dobimo zapis z vektorji? Vzamemo
npr. x = t. Potem je y = kt + n in toCke na premici so oblike

o] =[]+ i
e 7ol em)

Zapis z vektorji je potem
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Smerni vektor je s = [;] .

Ce je premica podana z enacbo x = a, potem vzamemo y = t. Na premici

so vse tocke oblike
a
NE
Zapis te premice z vektorji je
a 0
(o)) ¢ vex}.

Zgled 4.3 Pois¢imo zapis z vektorji za premico y = 2x — 1.
Po prejsnjem je potem tak zapis podan z

U] #l]  eemp :

Trditev 4.4 Premici v R3 sta vzporedni natanko tedaj, ko je vektorski produkt
njunih smernih vektorjev enak 0.

Dokaz Premici sta vzporedni, ¢e lahko z vzporednim premikom eno pres-
likamo na drugo. To pa je mozno natanko tedaj, ko smerna vektorja kazeta v
isto smer ali pa v nasprotno smer. Vemo, da je to natanko tedaj, ko je njun

vektorski produkt enak O. |
3 2
Zgled 4.5 Pokazimo, da sta premici p; = 2|4+t 4|; teR}in
-2 -2
1 -1
p2 = 0| +4+t|—-2|; teR) vzporedni. Njuna smerna vektorja sta
-1 1
2 -1
s 1= 1|4 | insyg=|—-2
-2 1
0
Vektorski produkt s; x so = |0] in zato sta p; in ps vzporedni. U
0

Kako poiséemo razdaljo med dvema tockama? Razdalja med dvema
tockama je ravno enaka dolzini vektorja, ki ima ti dve tocki za zacetno in
konéno tocko.
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1 1 1
Zgled 4.6 Poiscimo razdaljo med tockama [0 in |—1|. Oznac¢imoa = |0
1 0 1
1 0
inb = |-1|. Vektoru =b —a = |—1| ima normo |ju| = V2. Zato je
0 -1
razdalja med tockama enaka V2. O

Kako poiskati razdaljo med tocko in premico? Ta razdalja je defini-
rana kot najmanjSa razdalja med dano tocko in neko tocko na premici. Naj
bo b € R? dana tocka in p = {a +ts; t € R} dana premica. Potem je ”—;Hs
enotski smerni vektor v smeri vektorja s in b — a vektor z zacetno tocko na
premici p in konéno v b.

Potem je

‘ ploséina paralelograma, ki ga dolocata H?IHS in

<ﬁs) x (b —a)
b — a. Ker je dolzina vektorja II?IHS enaka 1, je plos¢ina paralelograma enaka

viSini paralelograma. To pa je ravno razdalja tocke b od premice p. Tako smo
izpeljali formulo za razdaljo tocke b od premice p:

1 b —
= (L) oo - I
sl sl
1
Zgled 4.7 Poisc¢imo razdaljo tocke |0| do premice
1
3 1
p= 2|+t 2] ; teR
—2 -1

1 3 1 —2
Oznacimo b = [0|,a= | 2 |,ins=| 2 |. Potemjeb—a = |—2]| in
1 -2 -1 3
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4
s x (b —a) = |—1|. Razdalja tocke b do premice p je potem enaka
2

d_\/21_ﬁ_\/14 -

V6 v2 2

Oglejmo si e, kako poiséemo razdaljo od tocke do premice v R%. Najprej
pokazimo trditev, ki nam bo pri tem v pomoc.

Trditev 4.8 Ce sta u = [?] mv = Bl} vektorja v R?, potem je ploscina
2 2

paralelograma, ki ga doloc¢ata u in v, enaka |T1y2 — x2y1|.

Dokaz Vektorje iz R? predstavimo kot vektorja v R3, tako da jim dodamo
tretjo komponento enako 0.

X1 Y1

) )
— |72 ) = Y2
0 Y2 0

Plos¢ina paralelograma, ki ga dolocata u in v, je potem enaka dolzini vek-

4o Y1
torskega produkta vektorjev |zo| in [y2|. Velja
0 0
T Y1 0
2| X (Y2 = 0
0 0 T1Y2 — Y1
Norma tega vektorja je enaka |z1y2 — x2y1]- [ ]

Posledica 4.9 Razdalja tocke b = [bl} do premice { [al] +t [81] ; te R}
by a2 52

je enaka
b1 - al)SQ - (bg - CL2)81|

Nl
4= s

Zgled 4.10 Pois¢imo razdaljo tocke [

@)
=

0 do premice y = 2z — 1.

)

To premico podamo z vektorji kot { {_1] t [ﬂ ; te R}. Potem je

0—-2 2
d= = -5, 0
V5 5
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Razdalja med dvema premicama v R? ali R? je enaka najmanjsi raz-
dalji med eno tocko s prve premice in eno to¢ko z druge premice.

Ce se premici sekata, je ta razdalja enaka 0. V R? nam potem preostane
samo Se moznost, da sta premici vzporedni. Tedaj je razdalja med premicama
enaka razdalji katerekoli tocke na prvi premici do druge premice. To razdaljo
pa ze znamo izracunati.

Zgled 4.11 Pois¢imo razdaljo med premicama y = %x iny = %x + 1.

7 vektorji zapiSemo ti dve premici kot

O[T s T Y PR

Da malo poenostavimo racunanje, bomo vzeli
0

b= [g}, a= 1 ins= [Z] Potem je razdalja tocke b do premice ps enaka

_ 3 S
d=3. O

V R3 imamo tri moznosti. Ce se premici sekata, je razdalja med njima
enaka 0, ¢e sta vzporedni, potem pois¢emo razdaljo med njima tako, da
poiséemo razdaljo ene tocke na prvi premici do druge premice. To pa zZe
zZnamo.

Preostane nam Se tretja moznost, da sta p; in po mimobeznici. Naj bo
p1 = {a1 +tsy; t € R} in po = {ag +tsa; t € R}. Ker sta p; in
p2 mimobezni, je s1 X s2 # 0. Potem je |(s1 X s2,a2 — a1)| enak volumnu
paralelepipeda dolo¢enega z vektorji s1, s2 in ag — aj. Vektor s; X sg je pra-
vokoten na oba smerna vektorja sy in so. Zato je razdalja med p; in po enaka
dolzini projekcije vektorja ag — aj; na smer vektorja s; X sg. Ta projekcija
je enaka kvocientu |(s3 X sg,az2 —aj)| z dolzino ||s; x sz2||. Tako je iskana
razdalja med p; in po enaka

‘(Sl X S2,a2 — a1>\
[s1 x s2|

d =

Zgled 4.12 Pois¢imo razdaljo med premicama

3 -2 -3 1
p1 = —4| 4+t | 7| ; teR} inpy = 4 | +t|-2] ; teR
4 2 1 -1
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3 -3 —2 1
Oznac¢imo a3 = |[—4|, a2 = |4 |,s1 = | 7|, s2 = |—2|. Potem je
4 1 2 -1
—6 -3
ag —a; = | 8| insy xs2 = | 0 |. Razdalja med premicama je enaka
-3 -3

d=2=3V2. =

Kot med premicama. Ce se premici sekata, potem je kot med njima
enak kotu med njunima smernima vektorjema.

1 1
Zgled 4.13 Pois¢imo kot med premicama p; = 2 +t|0] ; teR
-1 0
2 1
in pp = 21+t |0 ; teR ). Najprej preverimo, da se premici res
0 1
sekata. Poiskati moramo taka ¢; in 9, da je
1+t 241ty
2 = 2 )
-1 to
oziroma 1+t = 2+ 1ty in —1 = t3. Od tod dobimo ty = —1 int; = 0.
1 1
Presecisce premic je tocka | 2 |. Smerna vektorja sta s; = insg = |0
-1 1
Kot med njima dobimo s pomocjo zveze
S1,S
cos = 7< 1,52) .
sl
V nasem primeru je cos ¢ = 1—12 = g in zato je ¢ = 7§ (¢ = 45°). O

5 Ravnine v R?

Ravnina je natanko dolocena s tremi tockami, ki ne lezijo na isti premici. Ce
so to aj, ag in ag, potem poljubno tocko na ravnini lahko zapisemo kot

ai +ti(az —ay) +ta(az —ayg)

za neka t;, to € R. Kot smo to naredili za premico, bi ravnino lahko spet
napisali z vektorji, le da bi tokrat rabili dva “smerna vektorja”. Izkaze se, da
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tak zapis ni pripraven in zato ravnino podamo drugac¢e. Spomnimo se, da je
vektorski produkt pravokoten na oba faktorja.

Naj bodo a3, as in ag kot zgoraj tri tocke, ki niso na isti premici. Te tri
tocke dolo¢ajo ravnino, ki jo ozna¢imo s II. Oznacimo Se s; = ap — aj in
Sso = ag — aj. Potem je vsak vektor t1s1 + tose pravokoten na sy X sa:

(t1s1 +tgsa,s1 X s2) = t1(s1,81 X S2) +ta(s2,81 X S2) =
= t1<S1 X Sz,S2> + t2<52 X 89, —S1> =0.
Za poljubno tocko aj + t181 + t2s2 na ravnini II potem velja
(ay +t1s1 + t2s2,81 X s2) = (az,s1 X S2).

Oznaimo n = s X sg in d = (a3, s1 X s2). Potem je ravnina II ravno mnozica
tock
{u€R3 ; (u,n) =d}.

x a x
Ce oznat¢imo u = |y| inn = |b|, je ravnina II ravno mnozica tock |y |, ki
z c z

zadoScajo enacbi

axr +by+cz=d.
Vektor n je pravokoten na ravnino II. Imenujemo ga normalni vektor ravnine
IT.

Zgled 5.1 Pois¢imo normalni vektor in ena¢bo za ravnino doloceno s tockami

1 -1 1 1 -1 1
21,1 |in |3 |. Ozna¢cimoa; = | 2 |,az = | 1 | inag= | 3
~1] |4 —2] -1 4 —2
[—2 0
Potem je ag —a; = |—1| inag —a; = | 1 |. Njun vektorski produkt je
|5 -1
—4 2
potem (ag—aj) X (ag—az) = |—2|. Za normalni vektor bomo vzelin = [1].
—2 1
Ker je (n,a;) = 3 je enacba ravnine enaka 2z +y + z = 3. O

Dve razli¢ni ravnini v R? sta lahko vzporedni ali pa se sekata. Velja nasled-
nja trditev:

Trditev 5.2 Ravnini
II; = {u cR? ; (uyny) = d1} in Iy = {u cR3 ; (u,ng) = dg}

sta vzporedni (lahko je tudi 11y = 1y ) natanko tedaj, ko je n1 X ng = 0.
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Dokaz Trditev sledi iz dejstva, da sta ravnini vzporedni natanko tedaj, ko
njuna normalna vektorja kazeta v isto ali nasprotno smer. To pa je ekviva-
lentno s tem, da je n; X ng = 0. [ |

Trditev 5.3 Premica p={a+ts ;t € R} in ravnina
II= {u €R3; (u,n) = d} sta vzporedni natanko tedaj, ko je (n,s) = 0.

Dokaz Premica in ravnina sta vzporedni natanko tedaj, ko lahko premico
z vzporednim premikom prestavimo na premico. To pa je mogoce natanko
tedaj, ko sta n in s pravokotna, oziroma ko je (n,s) = 0. |

2 1
Zgled 5.4 Poglejmo, ali sta premica p = 114+t 2| ; teR} in
0 -1
ravnina IT z enacbo x — 3y — 52 = 5 vzporedni. Ali morda velja p C II?
1 1 2
Oznatimos= | 2 |,n= [—-3| ina= |—1]. Izra¢unajmo skalarni produkt
-1 -5 0
nins: (n,s) =1—-6+5 = 0. Vektorja s in n sta pravokotna, zato sta premica
in ravnina vzporedni. Poglejmo, ali je a € II. Velja (n,a) =2+3+40 =5,
zato je a € II. Ker sta p in II vzporedni, je potem p C II. O

Ce dve razliéni ravnini nista vzporedni, potem je njun presek premica.
Smerni vektor te premice dobimo tako, da pois¢emo vektorski produkt nor-
malnih vektorjev ravnin.

Zgled 5.5 Pois¢imo zapis z vektorji za premico, ki je presek ravnin z enacbama

1 2
r—y+2z=2in2x —3y+4z=7. Ozna¢imon; = |—1| inng = |—3].
1 4
-1
Njun vektorski produkt je n; X ng = |—2|. Za smerni vektor premice vza-
-1
1 T
memo s = |2|. Pois¢imo Se tocko v preseku ravnin. Koordinate te tocke |y
1 z

morajo zados¢ati obema enaébama ravnin © —y+2z = 2 in 2z —3y+4z = 7. Ce
prvo enacbo pomnozimo z —2 in pristejemo drugi enachi, dobimo —y+2z = 3.
Izberemo z = 1. Potem mora biti y = —1 in x = 0. Zapis premice z vektorji
je
0 1
p= 1] +t|2] ; teR. ([l
1 1
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Poglejmo si Se, kako pois¢emo razdaljo tocke, premice ali ravnine do dane
ravnine.

Razdalja med tocko in ravnino je najmanjsa razdalja med dano tocko
in neko to¢ko na ravnini. Naj bo n normalni vektor ravnine, b dana tocka in
a neka tocka na ravnini. Potem je razdalja tocke b do ravnine enaka dolzini
pravokotne projekcije vektorja b — a na smer vektorja n. Ta pa je enaka

b —
b —amn)
[
4
Zgled 5.6 Pois¢imo razdaljo tocke |0| do ravnine z enacho 2x —y + 2z = 3.
1
4 2 1 3
Oznac¢imo b = (0|, n = |[—1| ina = |[—1|. Potem je b—a = |1]| in
1 2 0 1
(b —a,n) = 7. Norma vektorja n je ||n|| = 3. Razdalja med tocko in ravnino
i 7
Je 3. Ol

Razmislimo, kako dobimo razdaljo med premico in ravnino. Ce se
premica in ravnina sekata, je razdalja med njima enaka 0. Ce se ne sekata,
sta vzporedni in potem je razdalja enaka razdalji katerekoli tocke na premici
do ravnine.

2 1
Zgled 5.7 Poisc¢imo razdaljo premice p = —1| +¢t |2 ; teR ) dorav-
0 |1
nine z — 2y — 2z = 0.
1 1 2 0]
Ozna¢imo s = |2|,n= |-2|, b= —1 ina= |0|. Potem je (n,s) =0
0 -2 0]
in premica in ravnina sta vzporedni. Velja b —a = { —a,n) =41in
|n|| = 3. Iskana razdalja je enaka %. O

Kako dobimo razdaljo med dvema ravninama? Ce se sekata, je
razdalja med njima enaka 0, sicer pa sta vzporedni in je razdalja med njima
enaka razdalji katerekoli tocke na prvi ravnini do druge ravnine.
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Zgled 5.8 Pois¢imo razdaljo med ravninama z enacbama x +y =1 in

1
x +y = 3. Opazimo, da je n; = ng = |1| in zato sta ravnini res vzporedni
0
1
(n1 X ng = 0). Pis§imo n = n; = na. Izberimo a = |0| na prvi ravnini in
0
2 1
b = |1| na drugi ravnini. Potem je b—a = [1| in (b —a,n) = 2. Velja se
0 0
[n|| = V2 in zato je razdalja med ravninama enaka /2. O

Kot med ravninama je enak kotu med njunima normalnima vektorjema.

Zgled 5.9 Pois¢imo kot med ravninama x + 2z =2in 22 — 2y + 2z = 7.

1 2 2
Potem ozna¢imo n; = |0| inng = |—2|. Kerjen; xno = | 1 | # 0,
1 1 -2
se ravnini sekata. Velja cosy = ||§11111H7|1|’1132>” = \/‘%3 = g Zato je kot med
ravninama enak ¢ = 7. O

Za konec poglavja si poglejmo Se en zapis premice.

a1
Naj bo p = {a+ts; t € R} zapis premice z vektorji in a = |ag| ter
as
51
s = |sa|. Privzemimo najprej, da so vse tri komponente vektorja s razli¢ne
53

od 0. Potem imajo tocke na premici obliko

x a1 +tsy
y| = (a2 +1s2
z a3 + ts3

Izrazimo ¢t iz vseh treh enacb:

" r — al Yy — a Z — as
S1 59 S3 '

Premico tako lahko podamo v obliki

r — al Yy — az Z — asg

S1 59 S3
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Ce je katera od komponent vektorja s enaka 0, denimo, da je s; = 0, sg in
s3 pa sta razlitna od 0. Potem premico podamo z enacbama %2 = =8 in
r =aj.

Zgled 5.10 Pois¢imo kot med premicama podanima z enacbami:

r—3 y+1 2z-2 z—3 y+1 =z2-2
= = m = — .
2 4 -1 ) -2 2

2 5
Smerna vektorja premic sta potem sy = | 4 | in sg = |—2|. Njun skalarni
-1 2
produkt je (s1,s2) =10—-8—-2=0. Ce se premici sekata, je med njima pravi
3
kot. Ocitno je tocka | —1| na obeh premicah. Torej sta premici pravokotni.[]
2
z—1 y—2

Zgled 5.11 Poiscimo razdaljo med premico z enacbama *5= = “=F in 2 = 0

ter premico z enacbama x = 1 in y = —2. Smerni vektor prve premice je
3 0

s1 = |—4| in smerni vektor druge premice je s = |0]|. Na prvi premici lezi
0 1

1 1 —4

tocka b = [2], na drugi pa tocka a = |—2|. Potem je s; X so = |—3| in

0 0 0

0
b —a = [4]|. Razdalja med premicama je enaka
0

o] [—4
|(b —a,s1 X s2)| 0 0 12

d= = = —, O
|ls1 X sz —4 5




