Poglavje VI

Vektorski prostori

V tem poglavju bomo predstavili abstraktno definicijo vektorskega prostora in
osnovne pojme povezane z vektorskimi prostori. Konkreten zgled vektorskih
prostorov so vektorski prostori R”, ki smo jih obravnavali v prvem poglavju.

1 Definicija in osnovne lastnosti

Definicija 1.1 Naj bo O komutativen obseg. Potem re¢emo, da je mnozica
V', na kateri sta dani operaciji + : V xV — Vin-: O x V — V wektorski
prostor, Ce velja:

1.) (V,+) je Abelova grupa,

2) (a+p)-v=a-v+p-vzavsea, € Oinvsev eV,
3)a-(u+v)=a-uta-vzavsea, € OQinvsev eV,
4) a-(f-v)=(af)-vzavsea, € Oinvsev eV,

5) 1-v=vzavsevelV.

V nasem uc¢beniku se bomo omejili samo na primera, ko je O bodisi R bodisi

C. ¢

Opomba 1.2 Naj bo V vektorski prostor. Elementom iz V bomo obi¢ajno
rekli vektorji. Operacijo + : V x V — V imenujemo sestevanje vektorjev in
operacijo - : O XV — V mnoZenje vektorja s skalarjem. Namesto a - v piSemo
obicajno kar av. O
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96 POGLAVJE VI. VEKTORSKI PROSTORI

Zgled 1.3 1.) V =R" je vektorski prostor za operaciji, ki smo ju definirali
v prvem poglavju.

2.) V = R™*" je vektorski prostor za operaciji seStevanje matrik in mnozenje
matrike s skalarjem.

3)V =C[R) = {f : R — R je zvezna funkcija} je vektorski prostor za
seStevanje definirano s predpisom (f +g)(x) = f(z) + g(z) za vse x € R
in mnozenje s skalarjem definirano s predpisom (af)(z) = a- f(z) za vse
x € R. Res je (V,+) Abelova grupa:

e Asociativnost:

(F+9)+h)(x) = (f+9)(@)+h(x) = f(x) +g(x) + h(z) =
= [@)+(g+h)(@)=(f+(g+h)(2)

—

za vse T € R.

e Enota je funkcija f(z) = 0 za vse z. Oznacimo jo z 0:
(f+0)(z) = f(z) = (04 f)(x) za vse x € R.

e Inverz je funkcija (—f)(x) = —f(z):
(f+(=f))x)=0=(=f+ f)(z) za vse z € R.

. KomutatiV%ost: (f+9)(@) = f(z)+9(z) = g(x)+ f(z) = (9+f)(z)
za vse x € R.

Veljajo tudi ostale lastnosti iz definicije vektorskega prostora:

a(f+9)(@) = a(f(z)+g(x) = af(x) + ag(z) =
= (af)(@) + (ag)(z) = (af + ag)(z) .

((aB)f)(x) = (aB) f(z) = a(Bf(2)) = a((Bf)(z)) = (a(B[))(x).

((a+pB)f)(x) = (a+P)f(z)=af(x)+Lf(x) =
= (af)(x) + (B)(2) = (af +Bf)(x) -
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(1-f)(x) =1 f(z) = f(z) .

4.) V = R|z] je vektorski prostor za obi¢ajno seStevanje polinomov ter
mnozenje s skalarjem, ki je definirano kot mnozenje polinoma s skalar-
jem. Preveri za vajo, da so izpolnjeni vsi pogoji iz definicije vektorskega
prostora. O

Trditev 1.4 Naj bo V' wvektorski prostor. Potem je 0 -v = 0.

Dokaz V vektorskem prostoru velja 0-v=(0+0)-v=0-v+0-v. Ker je
V' Abelova grupa, od tod sledi, da je 0 - v = 0. |

Definicija 1.5 Naj bo V vektorski prostor nad obsegom O. Potem je pod-
mnozica U C V' wvektorski podprostor, Ce je zaprta za obe operaciji:

1.) (U,+) je podgrupa v (V,+),

2) aruceUzavseacOinvseueU. O

Trditev 1.6 PodmnoZica U C V je vektorski podprostor natanko teday, ko je
au+ v eU za vse a, B € O invseu, vel.

Dokaz Naj bo U vektorski podprostor v V. Zato je u+ v € U za poljubna
u,veUina-ueUzvsak a € O in vsak u € U. Izberimo «, g € O in
u,veU. Potemstaa-uin 8-v v U in je tudi au+ gv € U.

Obratno, naj bo U C V podmnozica, za katero je au + gv € U za vsaka
a, 8 € O in vsaka u, v € U. Izberimo aa=1in § = —1. Potem jeu—v € U
za vse u, v € U in zato je (U,+) podgrupa v (V,+). Ce vzamemo (3 = 0,
dobimo, da je au € U za vse o € O in vse u € U. Zato je U res vektorski
podprostor v V. |

Zgled 1.7 1.) NajboV =R? in U = {[_:1;] , T E ]R}. Potem je U vek-

torski podprostor: Za poljubna «, 8 € O in [_Z], [ Y ] e U velja

T y| | ax+py
o[58 - ) e
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2.) Naj bo V = R[z] in U = R,[z] podmnozica vseh polinomov stopnje
najvec¢ n. Torej je

U={apz" +a, 12" '+ - +a1x+ao; an,an_1,...,a0 € R} .

)

Za poljubna a, 8 € R in polinoma p(z) = > i, a;x’, q(z) = >0 bz
iz Ry, [z] velja

n

ap(x) + Bq(x) = Z(ozai + Bby)xt € Ry[z] .

=0
Zato je R, [z] res vektorski podprostor v R[z].

3.) Naj bo V = R% Kaj so vektorski podprostori v R?? Ce je U C V
vektorski podprostor, potem je U podgrupa v V' in zato vsebuje enoto
za seStevanje, to je vektor 0. Ali je U = {0} vektorski podprostor? Ker
je0+0=0ina-0=0zavse a € O, je {0} res vektorski podprostor.

({0} je vektorski podprostor v vsakem vektorskem prostoru. Oznacimo
ga z 0 in imenujemo trivialni podprostor ali tudi nicelni podprostor.)

Ce je U # 0, potem vsebuje nek nenicelen vektor u. Ker je U zaprt
za mnozenje s skalarji, vsebuje vse vektorje oblike au, o € R. U torej
vsebuje premico s smernim vektorjem u, ki gre skozi tocko 0. Ali je
U = {au ; a € R} vektorski podprostor? Vzemimo au, fu € U in dva
skalarja v, 6 € R. Potem je y(au) + §(fu) = (ya + 68)u v U in zato U
je vektorski podprostor.

Kaj pa ¢e U poleg neke premice pg = {au; a € R} vsebuje Se kak
drug vektor v? Potem U vsebuje vse vektorje oblike au + fv. Za vsak
B € R je mnozica pg = {#v+ av ; @ € R} premica vzporedna s premico
po- Mnozica vseh premic pg, 3 € R pa pokrije celo ravnino R2, zato je
U = R2. Tako so v R? vsi mozni vektorski podprostori naslednji: 0, R?,
vse premice skozi 0.

4.) Podobno, kot v prejsnjem zgledu pokazemo, da so vsi mozni vektorski
podprostori v R? naslednji: 0, vse premice skozi 0, vse ravnine, ki vse-
bujejo 0 in R3. O

Naj bo V vektorski prostor nad obsegom O. Potem vektor au+ gv imenu-
jemo linearna kombinacija vektorjev u in v. Podobno za aq,as,...,ar € O
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in vi,vo,...,vp € V vektor

k

Q1Vy + ooV + -+ Vg = E Q; Vi
i=1

imenujemo linearna kombinacija vektorjev vi,va,..., Vg.
2

Zgled 1.8 1.) Alije vV = R? vektor [0]| linearna kombinacija vektorjev
1

O =

i

Is¢emo taka skalarja «, (3, da bo

1 0 2
allf+6|2] =10
0 -1 1
Za « in ( tako dobimo sistem enacb
e
a+20 =
_ﬁ =1 )
ki imajo resitev o =2 in § = —1.
2 1 0
2.) Vektor | 0 | nilinearna kombinacija vektorjev [1| in | 2 |, saj sistem
-1 0 -1
enach
@
a+28 =
-3 1
nima resitev. 0
Trditev 1.9 Dani so vektorji vi,va,..., vy € V. Potem je mnoZica vseh

linearnih kombinacij teh vektorjev vektorski podprostor vV .
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Dokaz Naj bosta Zle ;v; in Zle B;v; dve linearni kombinaciji vektorjev

V1i,Va,..., Vg in v, 6 dva skalarja. Potem je
k k k
’Y(Z @;vi) + 5(2 Bivi) = Z(’Voéi +083i)vi
i=1 i=1 i=1
spet linearna kombinacija vektorjev vi,va,...,Vvg. Zato je mnozica vseh lin-
earnih kombinacij vektorski podprostor v V. |
Definicija 1.10 Mnozico vseh linearnih kombinacij vektorjev vi,va, ..., vi
imenujemo linearna ogrinjaca vektorjev vi,va,...,vE. Oznac¢imo jo z
Z(v1,Va,...,VvE). Prejsnja trditev nam pove, da je linearna ogrinjaca vek-
torski podprostor.
Ceje M = {v1,va,..., v} neka konéna podmnozica vektorjev iz V', potem
z L (M) oznacimo linearno ogrinjaco £ (vy, va, ..., Vi). O
1 0
Zgled 1.11 Kaj je linearna ogrinjaca vektorjev [1| in | 2 | v R3®? Vemo,
0 -1
da so vektorski podprostori v R? premice skozi 0, ravnine, ki vsebujejo 0 in
1 0 1
R3. Kaj je premica skozi |1| in | 2 | v R3? Le-ta ima smerni vektor |—1
0 -1 1
in je zato to mnozica
1 1
p= 1]+t |-1| ;teR
0 1
0 1
Ker p ne vsebuje 0, p ni vektorski podprostor. Ravnina, ki vsebuje |0, |1
0 0
0
in | 2 |, pa je vektorski podprostor. Ta ravnina ima ena¢bo —x+y+2z = 0,
—1
-1 1 0
sajje | 1 | = |1| x| 2 |. V prejsSnjem zgledu smo pokazali, da ni vsak
2 0 -1
1 0
vektor v R3 linearna kombinacija vektorjev |1| in | 2 |, zato je ta ravnina
0 -1

ravno linearna ogrinjaca nasih dveh vektorjev. U
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Trditev 1.12 Linearna ogrinjaca £ (vi,Va,..., Vi) je najmanjsi vektorski
prostor, ki vsebuje vektorje vi,vao, ..., V.

Dokaz Privzemimo, da je U najmanjsi tak vektorski podprostor, ki vsebuje
vse vektorje vi, va,. .., vi. Ker je U vektorski podprostor, vsebuje tudi vektorje
Q1V1,QaVa, ..., Vg za poljubne skalarje oy, ao, . . ., ag, ter tudi njihovo vsoto
a1v] + agvy + - - -+ apvy. Torej U vsebuje vse linearne kombinacije vektorjev
Vi,Va,..., Vg in zato je Z(vi,va,...,vi) C U. Ker je L(vi,va,...,VE)
vektorski podprostor, mora biti £ (vy,ve,...,vy) = U zaradi minimalnosti
U. |

2 Baza vektorskega prostora

Definicija 2.1 Naj bodo vy, vs,..., Vg vektorji iz vektorskega prostora V.
Rectemo, da so vektorji vi, vo, ..., vy linearno odvisni, ¢e obstajajo taki skalarji
Qaip,Q9,. . . ,ak, ne vsi enaki ni¢, da je a1 vy + agvay + -+ - + apvg = 0.

Ce vektorji vy, Vva,. ..,V niso linearno odvisni, potem recemo, da so lin-
earno neodvisni. O

Opomba 2.2 Vektorji vi,va,..., Vi so linearno neodvisni natanko tedaj, ko
iz enakosti ayvy +agve + -+ vy =0sledi g = ag = = a = 0. O

1 0
Zgled 2.3 1.) Alista vektorja |1| in | 2 | linearno neodvisna? Iz enako-
0 -1
sti
1 0 0
alll+6]2|=|0
0 -1 0

dobimo enatbe @ = 0, a + 20 = 0 in —3 = 0. Edina resitev je tako
a = 3 = 0. Zato sta vektorja linearno neodvisna.

1 4 0
2.) Ali so vektorjiu = |1|,v = |2| in w = |1| linearno neodvisni? Iz
3 0 6
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dobimo homogen sistem linearnih enacb aa + 46 =0, a + 26+~ =0 in
3a + 6y = 0. Tega resimo s pomocjo Gauflove eliminacije:

1 40 1 4 0 1 4 0 10 2
12 1 ~]0 =2 1| ~|0 1 —=3|~0 1 =%
3 06 0 —12 6 0 0 O 00 O
Vidimo, da ima na$ sistem nenicelne resitve, npr. v = 2,
06 =1in a = —4. Zato so vektorji u, v in w linearno odvisni. O
Za mnozico vektorjev {vi,va,..., vy} reéemo, da je linearno odvisna (oz.
neodvisna), ¢e so vektorji vi,va,..., vy linearno odvisni (oz. neodvisni).
Trditev 2.4 Ce mnoZica {v1,va,...,vi} vsebuje vektor O, potem je linearno

odvisna.

Dokaz Recimo, da je vi = 0. Potemjel-vi+0-vo+0-v3+---4+0-vp =0

in so vy, Vva,..., Vg res linearno odvisni. |
Naj bodo vy, va, ..., v nenicelni vektorji, ki so linearno odvisni. Obstajajo
torej taki skalarji aq, aw, ..., ax, ne vsi enaki 0, da je

a1vy + agve + - -+ apvg = 0.

Recimo, da je a1 # 0. Potem je

Vektor v, je torej linearna kombinacija vektorjev va,vs, ..., vi. Zato je

L(vi,va, ..., vi) =L (va, Vs, ..., Vg).

k
( ’Ylaz‘)
Vi — Vi .
X aq
=2

)

Res: Ce je u = Zle iVi, je

k k
.
u = Z%‘Vz‘ +’le (—ai> Vi =
=2 =2

Enak razmislek pokaze naslednjo trditev:

Trditev 2.5 Najbo U = ZL(v1,Va,...,VE) in naj bo v; linearna kombinacija
vektorjev vi,...,Vj_1,Vjq1,..., V. Potem je

U:g(vl,...,Vj_l,Vj_H,...,Vk).
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Definicija 2.6 Mnozico vektorjev {vi,va,..., vk} imenujemo baza vektorske-
ga prostora V', ¢e velja:

-V =2L(vi,va,..., Vi),

- vektorji vi,Vva,..., Vg so linearno neodvisni. O
1 0
Zgled 2.7 1.) Najbo V =R3. Ozna¢imo e; = |0|, e = |1]| in
0 0
0
es = |0|. Potem je mnozica . = {e;, ey, e3} baza za V. Naj bo
1
«
u = || nek vektor iz V. Potem je
Y
1 0 0
u=a |0l +8|1| +7 |0| = ae; + fes + yes
0 0 1

in zato je .Z(e1, ez, e3) = V. Ce je
aey + fPes +ve3 =0
sledi a = 8 =y = 0. Zato so ey, ez, e3 tudi linearno neodvisni. Mnozica

7 je res baza za V = R3. Bazo . imenujemo standardna baza vek-
torskega prostora R3.

0
2.) Naj bo V = R" in ozna¢imo z e; = |1| vektor, ki ima edino neni¢elno
—O—
komponento na i-tem mestu in je ta enaka 1. Pri tem je
i=1,2,...,n. Podobno kot v prvem zgledu pokazemo, da je mnozica

7 ={eq,eq,...,e,} baza za V. Imenujemo jo standardna baza za R™.
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3.) Najbo V = Ry[z]. Potem je mnozica {1, x, 2%} baza za V. Izberimo nek
polinom p(z) = ag+a1x+azx? iz V. Potem je p(x) = ag-1+ay-x+as-2>
in zato je V = Z(1,x,2?). Polinomi 1, z, 22 so linearno neodvisni, saj

iz enakosti -1+ 3 -2+ -22=0sledia ==~ =0. U
Naj bo u € V poljuben vektor in # = {v1,va,...,v,} baza za V. Potem
obstajajo taki skalarji aq, g, ..., a,, da je
u=qa1vy +agve + -+ a,v, . (VL.1)
Zapis (VI.1) imenujemo razvoj vektorja u po bazi 4. Pisali bomo tudi
o aq
a9 Q2
u = . in tako enacili vektor u z n-terico | . |. Indeks %4 nam bo
O, Qn

B
povedal, glede na katero bazo smo razvili vektor u. (Kasneje bomo indeks %

izpuscali.)
Trditev 2.8 Vsak vektor u € V ima natanko en razvoj po bazi A.
Dokaz Iz prve lastnosti v definiciji baze sledi, da je vsak vektor linearna

kombinacija vektorjev iz baze, oziroma povedano drugace, da ima vsak vektor
razvoj po bazi. Denimo, da sta u=>" ; a;v; inu= >, Bv; dva razvoja

po bazi. Potem je 0 =u—u=>_" (o —F;)v;. Kerso vy, va,..., v, linearno
neodvisni, je a; — 3; = 0 za vse i, oziroma «; = ;. Zato ima u res natanko
en razvoj po bazi A. |

Izrek 2.9 Naj bosta $1 = {v1,va,...,vp} in B = {ui,ug,...,uy,} dve bazi
za vektorski prostor V.. Potem je n = m.

Dokaz Razvijmo vektorje iz baze %o po bazi %;. Potem je

n
u; = E ;v 37 =1,2,....,m ,
i=1

Qi1 Qi ... Qg b1
) ) Qg Q22 ... Qam | B2

za neke skalarje o;;. Najbo A= | | . . inb=| . |e€0m
Qpl Op2 ... Qpmp ﬂm

tak vektor, da je Ab = 0. Potem je

n m

m n m
0=> | D aufy|vi=) 5D civi=) By .
1 =1 =1 =1

i=1 \Jj=
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Ker je %5 baza, so uj, us, ..., U, linearno neodvisni in zato je

pr=02="=Pm=0.

Torej ima sistem Ab = 0 samo trivialno resitev b = 0. Od tod sklepamo,
da je m < n. Ce zamenjamo vlogi #; in Hs, dobimo tudi n < m. Zato je
m =n. |

Definicija 2.10 Naj bo # = {v1,va,...,v,} baza vektorskega prostora V.
Potem stevilo vektorjev v bazi imenujemo dimenzija (ali razseZnost) vek-
torskega prostora V. PiSemo

dimV =n .
Dogovorimo se Se, da ima vektorski prostor 0 dimenzijo enako 0. O

Zgled 2.11 1.) Vemo, da je v standardni bazi za V' = R™ n elementov, zato
je dimR" = n.

2.) Mnozica {1,z,...,2"} je baza za V = R, [z], zato je dim R, [z] = n+1.00

Opomba 2.12 V tem uc¢beniku bomo obravnavali samo vektorske prostore, ki
imajo ko¢no bazo in torej konéno dimenzijo. Obstajajo tudi vektorski prostori,
ki nimajo koné¢ne baze, npr. V = R[z] ali C(R). O

Naj bo B = {vi,va,...,v,} baza vektorskega prostora V. Potem ima
vsak vektor iz V razvoj po bazi B. Ce je u = Y. | a;v;, potem vektor u
o1 o1

(%) Q2
predstavimo z n-terico | . |. V tem primeru bomo pisali u = | .| | in tako

(67% Qp
vektorski prostor V enacili kar z vektorskim prostorom R™. Pri tem pa ne
smemo pozabiti, da je ta identifikacija odvisna od izbire baze B. Ce izberemo
drugo bazo, imajo vsaj nekateri vektorji drugacen razvoj po bazi in dobimo
drugacno identifikacijo med V in R".

Trditev 2.13 Ce je U = ZL(v1,va,...,v;) neniceln vektorski podprostor vV,
potem v mnoZici {vi,va,...,v;} obstaja podmnoZica, ki je baza za U.

Dokaz Iz mnozice {v1,va,...,v;} najprej izlo¢imo vse vektorje, ki so enaki
0. Preostale vektorje ozna¢imo z vi,va,...,Vvr. Recimo, da je j najvecji tak
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indeks, da so vi,Vva,..., Vv, linearno neodvisni. Ker je vi # 0, je gotovo j > 1.
Ce je j = k, so {v1,Vva,...,Vi} linearno neodvisni in zato baza za U. Ce pa
je j <k, so vektorji vi,va,..., Vv 1 linearno odvisni. Torej je

41 . . . . .

Ql a;v; = 0 za neke skalarje o, ag,...,a; 11, ki niso vsi enaki 0. Ker so
V1,V2,...,V; linearno neodvisni, mora biti aj11 # 0. Naj bo

o . .
Bi=——— zai=1,2,...,j .
Qj+1

Potem je

j o j
(A
Vi1l = E (— )Vi: E Bivi -
i—1

im1 N Gl
Zato je v;i1 linearna kombinacija vektorjev vi,va,...,v; in velja
U= g(vl,... y Vi, Vigta, ... ,Vk;) .
Postopek nadaljujemo tako, da vektorje v;, ¢ = 7+ 2,... postopoma izlo¢imo,
¢e so linearna kombinacija vektorjev z nizjimi indeksi. Ker imamo konc¢no
mnogo vektorjev, nam na koncu ostane mnozica ¢ = {uy,ua,...,u;,...}, ki
je linearno neodvisna in zanjo velja U = Z(%). Torej je € baza za U. |

Zgled 2.14 V mnozici 4 = {1,1+ 2,0,1 — 2,1+ x + 22,1 — 22} poiséimo
kako bazo za U = Z(.#) C Ry[z]. Najprej izlo¢imo polinom 0. Tako dobimo
My = {11+ 2,1 —2,1+2+2%1~—2%}. Polinoma 1in 1+ x sta linearno
neodvisna, velja pa

l-2)+(1+z)—2-1=0.

Zato polinom 1—z izloéimo. Polinomi 1,1+ x, 1+ 2+ 2?2 so linearno neodvisni,
polinom 1 — 22 pa izlo¢imo, saj je

-2 =(-1)(1+z+2>)+(1+2z)+1 .

Baza za U je {1,1+z,1 + 2 + 22}. Opazimo, da je U = Ry[x]. O
Izrek 2.15 Ce je mnoZica vektorjev {uy,ug,...,w} linearno neodvisna, po-
tem vV obstajajo taki vektorji w1, 042, ..., Uy, da je {uy,us,...,u,} baza

za V. Z drugimi besedamsi, linearno neodvisno podmnoZzico vV lahko dopolnimo
do baze prostora V.

Dokaz Naj bo U = Z(uy,...,u;). Potem je U vektorski podprostor v V' in
{uj,uy,...,w;} baza za U. Ce je U =V, je {uy,...,w;} ze baza za V. Sicer
pa je U & V in lahko najdemo tak vektor w;1; € V, da je w41 ¢ U. Denimo,
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da je Zﬁi aju; = 0. Ker je ujyq ¢ U, iz zveze oqiiu4q = — 22:1 o;u; € U
sledi ay11 = 0. Ker so vektorji v mnozici {uy,...,w;} linearno neodvisni, je
tudi @1 = g = -+ = g = 0. Torej je {uy,...,w41} linearno neodvisna.

Naj bo Uy = Z(uy,...,u41). Ce je Uy = V, smo koncali, sicer pa postopek
nadaljujemo. Ker je V' koné¢no razsezen in ker imajo vse baze za V' enako mo¢,
se postopek konc¢a v konéno korakih. |

Zgled 2.16 Naj bo U C R3 ravnina podana z enacbo = +y — 2z = 0. Dopol-

2
nimo vektor u; = |0| € U najprej do baze za U in nato $e do baze za R3.
1
2 2« 1
Oznac¢imo U; = & 0 = 0| ;a€eR ). Za vektor ug = | —1| velja

1 « 0
ug € U inuy ¢ U;. Potem je {u;,us} baza za U. Opazimo, da vektor ug lahko

izberemo na neskonéno mnogo nacinov. Vzeli bi lahko npr. tudi vektorje

2| alipa | 27 |. Za tretji vektor v bazi R? izberemo npr. vektor ug =
1 e+
Ker velja us ¢ U, sklepamo, da je {uj,us, usz} baza za R3. O

1
1
0 2e 1
0
0

Posledica 2.17 Ce je {uj,uy,...,w;} baza vektorskega prostora U C V, po-
tem jo lahko dopolnimo do baze {uj,us,...,u,} za V.

Posledica 2.18 Ce je U C V, potem je dimU < dim V. Enakost dimU =
= dim V' wvelja natanko tedaj, ko je U =V.

Posledica 2.19 Ce je dimU = [, je vsaka podmnozica v U, ki vsebuje vsaj
[ + 1 vektorjev, linearno odvisna.

Izrek 2.20 Naj bosta Uy in Uy wektorska podprostora v V. Potem je njun
presek Uy N Uy tudi vektorski podprostor v V.

Dokaz Naj bosta u,v € Uy NUs in o, € O. Potem je au + fv € Uy,
saj sta uin v v Uy in au + Bv € Us, saj sta u in v tudi v Uy. Torej je
au+ fv € Uy NUs. [ |

Posledica 2.21 Ce so Uy, Us, ..., Uy, vektorski podprostori vV, je tudi presek
ﬂle U; vektorski podprostor v V.
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Posledico dokazemo z indukcijo na k.

Zgled 2.22 Naj bo V = R3, U; ravnina z enacbo x4y —2z = 0 in Uy ravnina
z enacbo x +y — z = 0. Ker sta U; in Uy razliéni nevzporedni ravnini v R3,
vemo iz prvega poglavja, da je njun presek premica. Ker je 0 element obeh
ravnin U7 in Us, sta to dva vektorska podprostora v V. Smerni vektor premice
Ui NU; je

Zatoje Uy NUy =% 1] 1. O
0

Zgled 2.23 Unija dveh vektorskih podprostorov ni nujno vektorski podpros-
tor. Ce v R? vzamemo U; = & ([é}) inUy =% <[ﬂ ), potem je Uy UUs #

R?, ki je edini podprostor v R? veéji od ene premice skozi izhodisce.

Us

Ui

O

7 enostavnim premislekom se prepricamo, da je unija U; U Uy vektorski
podprostor natanko tedaj, ko je bodisi Uy C Uy bodisi Uy C Usj.

Definicija 2.24 Naj bosta U; in U, vektorska podprostora v V. Potem
mnozico vsot {u; + ug ; u; € Uy, uy € Us} imenujemo vsota vektorskih pod-
prostorov Uy in Us. Oznacimo jo z Uy + Us. O

Izrek 2.25 Vsota Uy + Us je vektorski podprostor.

Dokaz Naj bosta uin v iz Uy + Us. Potem jeu =u; +ug in v = v + vy za
neke ui, vy € Uy in ug, vo € Us. Izberimo Se skalarja « in 8. Potem je

au+ v = a(uy +uz) + B(vy + v2) = (auy + fvi) + (qug + fva) .

Ker je auy + vy € Uy in aug + Bve € Us, je au+ v € Uy + Us. [ |
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Zgled 2.26 Premislimo, kaj je vsota vektorskih podprostorov U; = .Z ([1)

0
. 1 9 . 9 .. 11 (1
inlUy =% 1 v R%. Velja Uy + Us = R?, saj je B = ol 11 baza za
R? in je B C Uy + Us. O

Izrek 2.27 Ce sta Uy in Us vektorska podprostora vV, potem velja
dim(U; + Uy) = dim Uy + dim Uy — dim(U; NUy) .

Dokaz Naj bo # = {uj,us,...,w} baza za Uy N U,. Potem jo lahko dopol-
nimo do baze

€1 ={uy,...,u,vy,...,v,}
za U7 in do baze
%2 = {ul,...,ul,wh...,ws}
za Uy. Zelimo preveriti, da je 2 = {ui,...,w,vy,...,v,,Wi,..., Wy} baza za
Ui + Us.
Izberimo vektorja z; € U; in zo € Us. Potem je z; = Zizl oju; +

> =1 Bjvy in zg = 2221 Yivi + > 11 0wy za neke skalarje oy, Bj, Vi, 0.
Zato je
!

r s
71+ Zo = Z(O&Z + 'Yi)VZ‘ + Zﬁjﬂj + dewk

i=1 j=1 k=1

Torej velja z1 + zo € £(2), ozivoma Uy + Uy C Z(2). Ker je 2 C Uy + Uy,
mora biti Uy + Uy = Z(2). Preveriti moramo Se, da so vektorji iz & linearno
neodvisni. Naj bo torej

l r s
Zaivi + Z,lelj + Z%wk =0 .
i=1 j=1 k=1
Potem je
s l r
—Z’ykwk = ZO@VZ' + Zﬁjuj ceUiNU;y .
k=1 i=1 j=1

Ker je B baza za presek Uy NUs, je

S T
=D WWE = Do
k=1 j=1
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oziroma,
S T
DWW+ Doy =0
k=1 j=1
za neke skalarje ¢;. Ker je 63 baza za Us, mora biti 11 =72 = --- =7, =0
in p; =@y =---=, =0. Iz tega sledi
l r
Zaivi + Zﬂjuj =0.
i=1 j=1
Ker je ¢ baza,jea; =as = - =a; = = fo = --- = 3, = 0. Zato je

mnozica Z linearno neodvisna in tako baza za Uy + Us. Potem je

dim Uy +dim Uy —dim(U1NUs) = l+r+l+s—1 =l+r+s=dim(U;+U) . A

1 0 2 0
Zgled 2.28 Imamo vektorje u; = |0, ug =] 2 |,uz = |2| inug = |0
1 -1 1 1

v R3. Naj bo U; = Z(u,uz) in Us = .Z(u3,uy). Poiséimo dimenzijo presek_a
Ui NUs.

1 0

Velja dim(U; NUz) = dim U; +dim Uy — dim(U; + Us). Vektorja [0] in | 2
1 —1]
2 0]
sta linearno neodvisna, zato je dim U; = 2. Pravtako sta vektorja [2| in |0
1 1

linearno neodvisna, zato je tudi dim Us = 2. Vektorji {u;,uz,us} so baza za
R3, zato je Uy + Uy = R3. Potem je

dim(UlﬁUg):2+2—3:1 .

Poiséimo e bazo za Uy NUs. Zau € Uy NU;y velja u = aug 4+ fus = yus+ duy
za neke skalarje «, 3,7,6. Od tod dobimo o = 2v, 26 =2y, a — 8 = v+ 6.
Vzemimo v = 1. Potem je a =2, § =1in § = 0. Tako smo pokazali, da je
us € U1 NUs in zato je {us} baza za Uy N Us. O

Definicija 2.29 Ce sta U; in Us dva vektorska podprostora v V in zanju velja
Ui NUs = 0, potem vsoto Uy + Us imenujemo direktna vsota in jo oznac¢imo z
Ui @ Us. O
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Posledica 2.30 Za direktno vsoto velja
dim(U1 D Uz) =dimU; +dim U, .

Izrek 2.31 Naj bo W = Uy @ Us. Potem vsak vektor w € W lahko na en sam
nacin izrazimo kot vsoto w = uy + ua, kjer je u; € Uy in ug € Us.

Dokaz Ker je W = U; @ U,, lahko vsak vektor w izrazimo kot vsoto u; + uo
za neka u; € Uy in ug € Us. Denimo, da je w = u; + ug in w = vy + vy za
neke vektorje uy, vy € U in ug, vy € Us. Potem je
u;+ue = vi+ve inzatoje
Z—U] —V] = Vg —usg .
Vektor z je v preseku Uy NUs. Ker je Uy NUy =0, je z = 0 in zato je u; = vy
in U = Vo. |

3 Prehod na novo bazo

V vektorskem prostoru V imamo dve bazi B = {uj,uy,...,u,} in € =
{v1,v2,...,v,}. Denimo, da poznamo razvoj vektorjev iz V po bazi £, ki jo
imenujemo stara baza. Kako potem izracunamo razvoj vektorjev iz V' po bazi
%7 To bazo imenujemo nova baza.

Za v € V naj bo

VvV = ZO[jllj (VIQ)
7j=1

razvoj po bazi Z in
n

VvV = Z Bivi (VI3)

i=1
razvoj po bazi €.
Sedaj pa razvijmo vektorje iz baze % po bazi €

n

u; = E Yi1Vi
i=1
n

Uz = E Yi2Vi
i=1

n
u, = E YinVi -
=1
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Te enakosti vstavimo v (VI.2), upostevamo (VI.3) in dobimo

n n n n n
S Bvi=> ;> vivi=Y Yijey | Vi
i=1 j=1 =1 i=1 \j=1
Ker so koeficienti v razvoju vektorja po bazi enoli¢no doloceni, mora biti
n
Bi=> ija; . i=12...n. (V1.4)
j=1
Oznacimo
aj B Y1 Y2 --- Mn
ot Ba| Y21 Vo2 .- Von
Ve = | . , Ve = | . in Pgy = . .
Qp Bn Tl Yn2 .-+ Tnn

Enakosti (VI.4) zapisemo v matri¢ni obliki kot
vy = Pgyve.

Povedano z besedami: vektor koeficientov razvoja vektorja v po novi bazi do-
bimo tako, da vektor koeficientov razvoja po stari bazi pomnozimo z matriko
Pgy. Matriko Pgy imenujemo prehodna matrika med bazama % in €. Opaz-
imo, da so koeficienti v j-tem stolpcu prehodne matrike Pgy ravno koeficienti
razvoja vektorja u; po bazi €.

Zgled 3.1 Pois¢imo razvoj polinoma p(x) = 1 + 2z + 322 glede na bazo
¢ ={1,1+z,1+z+2°}.

Za staro bazo vzemimo standardno bazo % = {1,z,2%}. Prehodno matriko
Py poistemo tako, da razvijemo elemente iz baze % po bazi %:

1 = 1-1+0-(14+2)+0-(1+2+2?)
= (-1)-1+1-1+2)+0-(1+z+2?
22 = 0-14(=1)-1+2)+1-1+2z+27).

Tako je
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Vektor koeficientov razvoja p po bazi £ je

1
Pz = |2
3
Torej je
1 -1 0 1 -1
pe = Paeps= |0 1 1] |2| = [-1
0 0 1 3 3
Razvoj polinoma p po bazi € je
ple) = (=1)- 1+ (=1)- (1 +2) +3(1 + 2 + 2°). O

Izrek 3.2 Prehodna matrika Pgy je obrnljiva.

Dokaz Matrika Pgy je kvadratna. Obrnljiva je natanko tedaj, ko ima ho-

mogen sistem enacb Pgsvyp = 0 eno samo reSitev vg = 0. Oznatimo
aq
@2 . .

vg=| . |. Kerje vy =0, je
Qo

n n
E as;u; = E 0~Vi=0.
j=1 i=1

Vektorji up, ug, ..., u, so linearno neodvisni, zato je oy =g =--- = a,, = 0.
Torej je u = 0 in matrika Pg¢ je obrnljiva. |

Trditev 3.3 Ce je Pyy prehodna matrika iz baze 2B v bazo €, potem je ng
prehodna matrika iz baze € v bazo A.

Dokaz Za matriko Pge velja
Uy — P@%u% .

Ker je Pz obrnljiva, nam mnozenje s ng}g z leve da
Pupug = ug.

Torej je prehodna matrike Py gz enaka Pog}p |
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Trditev 3.4 Ce je P, prehodna matrika iz baze % v bazo € in je Py prehodna
matrika iz baze € v bazo &, potem je Po Py prehodna matrika iz baze B v bazo

9.
Dokaz Za P; in P» velja

Uy — PllIg in Uy = Pgu%).

Potem je
g = PQch = P2P1u<@ .
Torej je produkt P, P; prehodna matrika med bazo 4 in bazo Z. |
Zgled 3.5 Razvoj vektorja u po bazi & = {[ﬂ , [_11}} je ug = [_23]
e . . . 1] (1 . .
Pois¢imo razvoj tega vektorja po bazi € = [3] ) [2] . Pri tem si bomo

pomagali s standardno bazo . = { [(1)] ) [ﬂ } Prehodna matrika med bazo
A in L je
1 1
Par = [1 —1]

in prehodna matrika med bazo € in bazo .7 je

1 1
ro =1 1]
Prehodna matrika med bazo £ in bazo € je potem enaka
Pgys = PysPgyy = Py, Pyy.
Inverz matrike Py & je
L [-2 1
Sedaj lahko izracunamo iskano prehodno matriko
-2 1 1 1 -1 -3
Fas = [3 —1] [1 —1] B {2 4]'

Koeficiente razvoja u po bazi € dobimo iz zveze

-1 -3 2 7
uy = Pgeuy = 9 4| |-3] = |_g|"

Iz povedanega sledi



