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POGLAVIJE 1

Osnovno o diferencialnih enac¢bah

Splosna diferencialna enacba reda n je enacba oblike

F(z,y,9,y",...,y™) =0,

kjer je F' dana funkcija n + 2 spremenljivk (definirana na kakem obmoécju v R™*1),
y neznana funkcija spremenljivke x, y*) pa njeni odvodi. (Obmocje pomeni odprto
povezano mnozico.) Red enacbe je torej red najvisjega odvoda, ki nastopa v enacbi.
Ker je tukaj y funkcija ene same spremenljivke, imenujemo take enacbe tudi navadne
diferencialne enacbe, za razliko od parcialnih, v katerih nastopajo kot neznanke funk-
cije ve¢ spremenljivk. Niti enacbe 1. reda niso vedno resljive; npr. enac¢be (y')2+1 =0
ne more resiti nobena funkcija y z realnimi vrednostmi, saj je vedno (y')?2+1 > 1. Ta
razlog pa je povsem algebraicen; e se da enacbo napisati v obliki y' = f(z,y), kjer je
f zvezna funkcija, se da pokazati, da ima vedno resitev (vsaj lokalno), vendar se bomo
z obstojem reSitev na splosno ukvarjali kasneje. Najprej si bomo ogledali nekatere
vrste enacb, ki jih je mogode resiti elementarno. Kot je razvidno Ze iz enacbe y' = 1
(katere resitve so y = x + C, kjer je C poljubna konstanta), je reSitev diferencialne
enacbe v splosnem druzina funkcij (in ne zgolj ena sama funkcija). Splosno resitev
enaCbe bomo imenovali resitev, ki zajema (kot posebne primere) vse mozne resitve.
Vsako funkcijo, ki zadoSca enacbi, pa lahko potem imenujemo delna ali partikularna
resitev.

Do diferencialnih enacb privedejo mnogi problemi z drugih podrocij znanosti, kot
bomo videli v zgledih in nalogah.

1.1. Nekatere enacbe 1. reda, ki nastopajo pogosto
Oglejmo si nekaj primerov enacb 1. reda, ki jih je mogoce resiti elementarno.
1.1.1. Enacba z lo¢ljivima spremenljivkama
Tako imenujemo enachbo, ki jo lahko zapisemo v obliki
9y = f(a),

kjer sta f in g dani zvezni funkciji. Tedaj lahko obe strani enacbe integriramo, da

dobimo
/g(y)dy=/f($)d$
13
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oziroma

Gy) =F(z)+C, (1.1.1)
kjer smo z G in F oznacili funkciji, ki ju dobimo po integriranju funkcij g in f, C
pa je integracijska konstanta. (Zado$ca pisati le eno integracijsko konstanto, saj se
integracijski konstanti leve in desne strani odstejeta v eno konstanto.) Ce se da iz
(1.1.1) izraziti y kot funkcijo spremenljivke x, smo tako dobili resitev, sicer pa Stejemo,
da predstavlja (1.1.1) resitev v implicitni obliki.

ZGLED 1.1.1. Enacbo
vy =2(zy +x)
lahko preoblikujemo (Ge y # —1) v

Yy
——dy = 2z dz,
y+1 Y

kjer sta spremenljivki lo¢eni. To lahko napisemo tudi v obliki (1 — ﬁ) dy = 2z dx
in po integriranju dobimo
y—Inly+1]=22+C,

kar Stejemo za implicitno podano resitev. Toda tudi konstantna funkcija y = —1 je
ocitno resitev enacbe, ki smo jo izgubili pri deljenju.

OpomBA 1.1.2. Ce zelimo biti popolnoma dosledni, moramo zapisati, da je

1 In(y+1)+Cy, Cejey+1>0,
—dy =
y+1

) lnly+ 1+ G Gejey+1<0,

kjer konstanti C; in C3 nista nujno enaki. Zato zgoraj zapisana resitev enacbe ni
povsem splosna, vendar bomo zaradi jedrnatosti v podobnih primerih tudi v prihodnje
pisali, da je kar [ dr—”” = In|z| + C, ¢eprav to ni povsem korektno, ker konstanta C' ni
nujno ista za pozitivne in negativne x.

1.1.2. Enacba oblike y' = f(%)

Tukaj je f zvezna funkcija. Z novo neznanko v = £, torej y = zv in y' = v’ + v,
tako enacbo preoblikujemo v enacbo

o' = f(v) — v,
kjer sta spremenljivki x in v loc¢ljivi.

ZGLED 1.1.3. Enacbo

substitucija v = £ preoblikuje v

;14w 71+02

v’ = v = .
1—wv 1—w
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Ko lo¢imo spremenljivki, dobimo
1-— d
1-v - _dv
1+ 02 x

7 integriranjem dobimo
1
arctgv — 3 In(14+v?) =In|z|+C

oziroma
arctg LA Va2 +y2 +C,
T

kar Stejemo za implicitno podano resitev.

1.1.3. Linearna enacba 1. reda

To je vsaka enacba, ki se jo da preoblikovati v

Y =py+aq, (1.1.2)

kjer sta p in ¢ dani (zvezni) funkciji na kakem intervalu I, ki je lahko tudi poltrak ali
cela realna os. Ce je ¢ = 0, imenujemo enacbo homogena. Tedaj sta spremenljivki

e+ d . . . . . .. z
locljivi, %% = pdz, in z integriranjem dobimo Iny = P+In C, kjer je P(z) := J, p(t)dt
(za kako poljubno izbrano zacetno tocko a € I), integracijsko konstanto pa smo
imenovali In C' (namesto C). Potem je

y=Ce?. (1.1.3)

Korektnost tega postopka je sicer vprasljiva, ker smo delili s funkcijo y, ki ima morda
nicle, pa tudi integral [ d?y jeln|y| (nelelny). Vendar pa lahko z enostavnim ra¢unom
preverimo, da je enacba 3y’ = py ekvivalentna enacbi (ye~F)’ = 0, torej mora biti ye=*
konstanta, imenujmo jo C, zato y = Ce”.

Da bi resili prvotno enacbo (1.1.2), ko ¢ ni identi¢no 0, pa bomo sedaj vstavili
vanjo izraz (1.1.3), kjer pa C ne bo veé¢ konstanta, temve¢ nova neznanka. Postopek
imenujemo zato variacija konstante. Torej je y' = C'el” +CePp (kjer smo upostevali,

da je P’ = p). Enacbo (1.1.2) tako preoblikujemo v
C'el =q.
Od tod je C' = fax e~ PWq(t)dt + K, kjer je K konstanta, in potem

y(z) = CeP@ = eP(z)/ e POg(t) dt + KeP' @,

a
ZGLED 1.1.4. Resimo enacho
xy' — 3y =2t (1.1.4)
Ko v homogeni enac¢bi zy’ — 3y = 0 lo¢imo spremenljivki, dobimo % = 3%, torej
Iny = 3Inx + InC oziroma y = Cz3. Ko vstavimo ta izraz v prvotno enacbo (1.1.4)
(pri ¢emer pa C ni ved konstanta) in uredimo, dobimo

C'xt = 2t

Od tod je C = x + K, kjer je K konstanta, in kon¢éno y = Ca?® = (x + K)x3.
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1.1.4. Bernoullijeva enacba

To je enacba oblike
y =py+ay", (1.1.5)

kjer sta p in ¢ dani zvezni funkciji, n pa (realna) konstanta, n # 0,1. Kadar je n > 0,
je ena resitev te enacbe y = 0. Ce enacbo delimo z y", opazuno da JO vpeljava nove

neznanke v = y' " spremeni v linearno. Tedaj je namreé y = vi-=, 3y = 1 v Ly
in s kratkim racunom preoblikujemo Bernoullijevo enacbo v
v =pv+q, (1.1.6)

1—n

ki je linearna. Pri tem smo delili z vT7 in tako »izgubili« resitve v, ki so identi¢no
0 na kakem intervalu, ¢e je n > 0. V vsaki nicli z¢ funkcije v je tudi y(z¢) = 0 in
Y (w0) = T-v(20) T7 0/ (29) = 0, Ee je n € (0,1), zato lahko v tocki (z¢,0) »zlepimo«
reSitviy =0 in y = VT Npr. funkcija, enaka 0 za z < g in enaka fu(x)ﬁ za,
x > x0, je tudi resitev.

ZGLED 1.1.5. (i) Enacbo
zy +y=axty’
preoblikuje substitucija v = y~2 (ki pa pozablja na morebitne ni¢le funkcije y) v

1
v = ——v+ad (1.1.7)
T

Homogeni del te linearne enacbe, %’Ul = %v, napisemo kot dT” = in integriramo,
kar privede do Inv = 2Inz+1n C oziroma v = Cz%. Ko po metodi variacije konstante
vstavimo to v linearno enacbo (1.1.7) in uredimo, dobimo f%C’ = x, torej je C' =

2dz

-2’2+ K, kjer je K konstanta. Zato je v = C2? = —x* + K2? in konéno y = v~ 2 =
+(K2? — 2*)~2. Resitev pa je tudi y = 0.
(ii) Enacba
y =22 (1.1.8)

je Bernoullijeva (in z lo¢ljivima spremenljivkama). Ce za hip spregledamo moznost
nicel resitev, jo lahko napiSemo kot 2y~1/2y = 1 oziroma (y/2)" = 1. Torej je
y = (x +¢)?, kjer je ¢ poljubna konstanta, resitev enacbe (1.1.8). Tudi funkcija y = 0
je ocitno resitev enacbe (1.1.8). Za vsak c sta potem tudi funkeiji

0, x < —c, i (x+¢)?, x<0,
y: 1m y:
(x+c)3?, x>c 0, r>0

resitvi enacbe (1.1.8). Vse te Stiri reSitve zados¢ajo istemu zacetnemu pogoju y(—c) =
0. Nadaljnje resitve dobimo, ¢e v tocki (c,0) zlepimo del parabole y = (z —¢)?, = < ¢,
z daljico y = 0, ¢ < z < d, v tocki (d,0) pa to daljico z delom parabole y = (:E —d)?,
x > d, kjer sta ¢ in d poljubni realni konstanti in ¢ < d.
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SLIKA 1.1. V tocki C' = (¢, 0) je mogoce zlepiti del parabole y = (z —¢)? (z < ¢) z
daljico y = 0 (¢ < z < d), to pa nato z delom parabole y = (z — d)? (z > d) v novo
resitev.

1.1.5. Eksaktna enacba

Diferencialno enacbo y' = f(x,y) lahko zapiSemo tudi kot f(x,y)dx — dy = 0. Splo-
snejso enacbo take oblike

w = f(z,y)dz + g(z,y) dy =0 (1.1.9)

znamo resiti, ¢e je izraz w totalni diferencial kake funkcije u, torej w = du = % dx +
g—Z dy. Tedaj namrec¢ ena¢ba w = du = 0 pomeni le (na povezanem obmocju v ravnini),
da je funkcija u konstantna, torej u(x,y) = C, kar imamo lahko za implicitno podano

resitev. Pogoj za to, da je w totalni diferencial, se pravi, da je f = %Z ing= % 7a
y
kako (predpostavimo, da dvakrat zvezno odvedljivo) funkcijo u, je enakost

8i_ 0%u B 0%u _@
oy  Oydx Oxdy Ox’

(Da se pokazati, kot posledico Greenove formule, da je na obmodjih »brez lukenj«
ta pogoj tudi zadosten.) Na splosno, ko w ni totalni diferencial, nam morda uspe
najti kako tako funkcijo p brez nicel, da je pw totalni diferencial kake funkcije u; tako
funkcijo p imenujemo integrirajoci mnozitelj. Ker je tedaj enacba w = 0 ekvivalentna
enacbi du = pw = 0, je spet u(z,y) = C implicitno podana resitev. Potreben pogoj,

da je pw totalni diferencial kake funkcije, je %yf) = %, se pravi
1 0 0 0 0
L(g0r_ 0y _0f 99 (1.1.10)
I or dy oy Oz

Ta pogoj za funkcijo p je na splosno zapleten, z njim si lahko pomagamo le v posebnih
primerih. Poglejmo na primer, kdaj obstaja integrirajo¢i mnozitelj u, ki je odvisen le
od spremenljivke z (torej g—y = 0). V tem primeru se enakost (1.1.10) poenostavi v
%g% = g—?’; - %, kar lahko napiSemo (tam, kjer g ni 0) kot
af _d
dlnp) 5, ~ o
= . (1.1.11)
dx g
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Ce je izraz na desni strani v (1.1.11) odvisen le od x, potem je (vsaj na obmodjih
»brez lukenj«)

o= ef Y _°% dx
ustrezni integrirajo¢i mnozitelj.
ZGLED 1.1.6. V enachi
ydr + (2%y — ) dy =0 (1.1.12)
je f(z,y) =y, glz,y) =2’y —x in
oo 2-2uy 2
g r(xy—1) @

Torej je p(z) = e Hdr _ ame _ 2 g pomnozimo enac¢bo (1.1.12) z x72,

dobimo )
%d:c+ (y ) dy = 0.
T T

Sedaj je lahko preveriti, da je izraz na levi strani te enacbe totalni diferencial. Poiskati
moramo tako funkcijo u, da bo

ou Y ou 1

= 2 i =y == 1.1.13

or a2 n dy y= 37 ( )
Iz prve enakosti v (1.1.13) sledi (z integriranjem po z), da je u(z,y) = =% + C(y),
kjer je C' Se neznana funkcija, ki jo dolo¢imo tako, da vstavimo ta izraz za u v drugo
enakost (1.1.13). Tako dobimo

1

1
_7+Cl(y) =Yy—- -
x x
se pravi C'(y) = y in C(y) = y; + K, kjer je K konstanta. Torej je u(z,y) =
—%—i—y—;—i—Kin tako
2
¥+ ¥ _ konst.
x 2

implicitno podana resitev enacbe (1.1.12).

V nalogah bomo obravnavali Se nekatere druge vrste enach prvega reda, ki jih je
mogoce resiti eksplicitno, vendar pa te enacbe ne bodo nastopale kasneje v delu.

Naloge

sV Ve v Ve v 2
1. Poiscite splogno resitev enadbe xe® 7Y = yy’.

2. (Radioaktivni razpad) Masa dm radioaktivnega elementa, ki razpade v ¢asu
dt, je sorazmerna s trenutno maso m elementa, torej dm = —kmdt, kjer je k
konstanta, odvisna od elementa. PokaZite, da je resitev te enacbe m = mge™"¢,
kjer je mqo zaletna masa (torej mg = m(0)). Kako se izraza konstanta s
z razpolovnim ¢asom elementa? (Razpolovni ¢as je Cas, v katerem se masa

elementa zmanjsa na polovico.)
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10.

11.

12.

. Poiscite splosno resitev diferencialne enacbe y' =

. Resite diferencialno enacbo y' =

. Poiscite splosno resitev enacbe 3y’ =

(Kemijske reakcije drugega reda) Pri kemijski reakciji iz po ene molekule snovi
A in B nastane ena molekula snovi X (in morda Se drugi stranski produkti).
Oznadimo koli¢ine teh snovi, merjene v molih, z a(t), b(¢) in z(t). Pri reakcijah
drugega reda je hitrost % nastajanja snovi x sorazmerna s produktom trenutnih
koli¢in snovi a in b, torej

d

d—f = kab = k(ag — x)(bp — ), (1.1.14)
kjer sta ap in by zaCetni koli¢ini snovi A in B, izrazeni v molih. (Zgled take
reakcije je NaOH + HCl — NaCl + HyO.) Resite enacbo (1.1.14) pri danih
zaCetnih pogojih a(0) = ag, b(0) = by, ©(0) = 0. (Rezultat: Ce je ag # bo, je

a em(b —ag)t __ - . . .. .

x(t) = %. Ce pa je by = ao, je z(t) = ao — ;4. Skicirajte graf
zadnje funkcije, imenovane logisticna krivulja. Pokazite tudi, da prva resitev
konvergira proti drugi, ko gre by proti ag.)

Z vpeljavo nove spremenljivke resite diferencialno ena¢bo y' = (y — x)2.

2z + 3y
3r — 2y

r+y+4

zT—y—6

(Namig: vpeljite novi spremenljivki £ = z + a in n = y + b, kjer sta konstanti
a in b tako doloceni, da se v novih spremenljivkah enacba glasi Z—Z = gf—?])
2v4+2y+1

3r+y—2°

Poiscite splosno reSitev diferencialnih enacb:

(i) a2y —y=acosuz;

(i) o +y=a22+2we

(iii) (e¥ —22y)y’ = y? (namig: zamenjajte vlogi spremenljivk = in y).

. Med resitvami enacbe 3y’ = y + x dolocite tiste, ki so narascajo¢e na poltraku

[0, 00).

Poiscite tisto resitev diferencialne enacbe 3y’ = x(y* + 1), ki zadoséa pogoju
y(0) = 1.

NapiSite tisto resitev enacbe y' =y + f(x), ki zados¢a pogoju y(0) = 0. Ali je
lahko kaka resitev te enacbe omejena, ¢e je f pozitivna zvezna funkcija na R?

Napisite splogno resitev diferencialne enacbe 3’ = —y + f(x). Ce je f na vsej
realni osi omejena in zvezna funkcija, pokazite, da so vse resitve omejene na
poltraku [0, 00).
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13. (Idealno zrcalo) Od katere ravninske krivulje se vsi zarki, izhajajo¢i iz koordi-

natnega izhodis¢a, odbijejo vzporedno z abscisno osjo? (Resitev: Naj zarek,
izhajajo¢ iz izhodiscéa, oklepa s pozitivnim poltrakom abscisne osi kot ¢ in naj
zadene krivuljo y = y(x), ki predstavlja obliko zrcala, v tocki T'(x, y(x)). Naj bo
a kot, ki ga ta Zarek oklepa s tangento ¢ na krivuljo v tocki T'(x, y(z)) in naj bo
S presecisce te tangente z abscisno osjo. Ker je odbiti zarek vzporeden z absci-
sno osjo in oklepa enak kot « s tangento t, sledi, da je ¢ (zunanji kot trikotnika
0T'S) enak 2« (vsota nasprotnoleznih notranjih kotov). Ker je tga = /()
intgp = %, dobimo iz trigonometrijske formule tgp = tg(2a) = ﬁigz‘“a
diferencialno enacbo

Od tod izrazimo
;a2
-,
To enacbo bi lahko resili z vpeljavo nove neznanke v = £, vendar je nekoliko
kraj$a drugacna pot. Pisimo y’ = % in preoblikujmo enac¢bo v xdx 4+ ydy =
++/22 + 92 dx oziroma v
1d 2 2
Ll +y)
2 1‘2 + y2
Z integriranjem dobimo od tod ++/22 + 32 = z + C, kjer je C konstanta. To
lahko preuredimo v y? = 2Cx 4+ C?2, kar predstavlja druzino parabol, s skupno
osjo (sovpadajoco z abscisno osjo) in skupnim goriscem 0.)

SLIKA 1.2. Idealno zrcalo.
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14.

15.

16.

Resite enacbe:

(i) wdy—yde=(1+y?)dy;
(i) (322 —y?)dy — 2zy dx = 0;
(ili) ydz + (z%y —x)dy = 0.
(Navodilo: ena¢bo lahko preoblikujemo najprej v y dx — x dy + 2%y dy =
0, nato v —z?d(%) + 2%y dy = 0 oziroma d(% -4)=0.)

(Druzine krivulj) Pri fiksni vrednosti parametra ¢ predstavlja enacba

f(mvy’c) =0 (1.1.15)

af of
dx > dy

torej taka enacba (1.1.15) druzino krivulj. Pri konstantnem ¢ pomeni zveza
(1.1.15), da je (vsaj lokalno, kadar je % # 0) y funkcija spremenljivke z in z

ravninsko krivuljo (vsaj, kadar vektor ( ) ni nikjer 0). V celoti predstavlja

odvajanjem na z dobimo iz (1.1.15)

of
ox

of

(z,y,¢) + ;y(wvy,c)y’ =0. (1.1.16)

Ce nam uspe enacbi (1.1.15) in (1.1.16) tako skombinirati, da dobimo iz njiju
neko povezavo oblike F(z,y,y’) = 0, v kateri ni ved parametra ¢, smo s tem
dobili diferencialno ena¢bo dane druzine krivulj (1.1.15).

(i) Poiééite na pravkar opisani nacin diferencialno ena¢bo druzine koncentri¢nih
kroznic z2 +y? = 2 (Res1tev z odvajanjem na z (pri konstantnem c¢) dobimo
2z + 2yy’ = 0 oziroma x + yy’ = 0, kar je ze iskana enacba.)

(i) Poiéite diferencialno enacbo druzine kroznic x2? + y? = 2cx (katerih zna-
Cilnost je, da imajo vse srediS¢a na abscisni osi in gredo skozi koordinatno
izhodisce). (Resitev: z odvajanjem na r in deljenjem z 2 dobimo z + yy' = c,
+y z +y

iz enacbe same pa ¢ = , torej je x+yy' = oziroma 2zyy’ = y? —22.)

(Ortogonalne trajektorije) Ortogonalna trajektorija na dano druZino krivulj
f(z,y,c) = 0 je vsaka krivulja, ki seka vse krivulje dane druzine pravokotno.
Pokazite: ¢e je F(z,y,y’) = 0 diferencialna enacba dane druzine krivulj, po-
tem je F(z,y, —i) = 0 diferencialna enacba ortogonalnih trajektorij. Poiscite
tudi ortogonalne trajektorije na druzini krivulj iz prejSnje naloge. (Rezultat:
(i) Ortogonalne trajektorije so poltraki s krajis¢em v 0. (ii) Diferencialno

enacbo ortogonalnih trajektorij lahko napisemo kot y' = Ifffﬂ (Ce je y # +x)
in jo torej lahko reSujemo z novo spremenljivko v = £. ReSitev te enacbe je

x
druzina kroznic 2% + y? = ¢y, ki imajo sredi$¢a na ordinatni osi in potekajo

skozi 0.)
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*17. (Riccatijeva enacba)

t18.

(i) Naj bodo p, q,r, s dane zvezno odvedljive funkcije na R (ali na kakem in-
tervalu ali pa poltraku) in predpostavimo, da je funkcija ps — gr brez nicel.
Pokazite, da druzina krivulj

_ptdg

s (@€R) (1.1.17)

zadosc¢a Riccatijevi diferencialni enac¢bi oblike
y = ay* + by +c, (1.1.18)

kjer so a, b, c funkcije. (Namig: najprej odvajajte na x enakost y(r + cs) =
p+dq.)

(ii) Naj bo yo kaka partikularna resitev enacbe (1.1.18), y pa poljubna nadaljnja
resitev te enacbe. Pokazite, da funkcija v := y—y zadosc¢a Bernoullijevi enacbi
v = (2ayo + b)v + av®. Napisite splosno resitev te Bernoullijeve enacbe in
pokazite, da ima vsaka resitev y Riccatijeve enacbe obliko (1.1.17) za kake
funkcije p, g, 7, s in kako konstanto d.

(Ovojnica druzine ravninskih krivulj) Ovojnica druzine krivulj
f(z,y,¢) =0 (1.1.19)

je krivulja (e obstaja), ki se v vsaki svoji tocki dotika kake krivulje druzine
(1.1.19). Predpostavimo, da ovojnica obstaja in da gre skozi vsako njeno tocko
le ena krivulja druzine. Radi bi izpeljali ena¢bo ovojnice. Poljubna tocka
(20,y0) na ovojnici lezi na kaki od krivulj druzine; naj bo ¢(xg,yo) vrednost
parametra c na tej krivulji. Torej velja identiteta

f(@o, 0, (20, y0)) = 0,
od koder sledi s totalnim diferenciranjem

0
%(170,1/070(93072/0))@ +

+ g(fcmyo, (o, Y0)) dy + g(fo,yov c(z0,¥0)) de = 0. (1.1.20)
Y Jdc

V tocki (zo,yo) se ovojnica dotika krivulje f(x,y, c(zo,y0)) = 0, zato tam tan-

genta ovojnice sovpada s tangento na to krivuljo. Smerni koeficient 3’ tangente

na krivuljo f(z,y,c(zo,y0)) = 0 (in s tem tudi tangente na ovojnico) v tocki

(20, yo) zados$Ca pogoju

B B ,
Fi(xOﬂUOa C(x07y0)) + aiz(anyOa C(I(), yo))y (.’130) =0.
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Ko zadnjo enakost pomnozimo z dx, dobimo

0

0
8%(330, Yo, c(xo, yo)) dx + 3*5(3307?;0, c(z0,%0)) dy = 0. (1.1.21)

Iz (1.1.20) in (1.1.21) takoj sledi %(xmyo,c(xo,yo)) = 0. Ce sedaj oznacimo
splosno toc¢ko na ovojnici kar (z,y) (namesto (xg,yo)), lahko zapiSemo

0
5%(96,3/, c(z,y)) =0. (1.1.22)
Ker lezi tocka tudi na krivulji z vrednostjo parametra c(z,y), velja tudi

f(@,y,c(z,y)) =0. (1.1.23)

Sedaj iz (1.1.23) in (1.1.22) izpeljemo enacbo, v kateri ne bo ve¢ parametra c.
Tako dobimo enac¢bo ovojnice.

Dolocite enacbo ovojnice druzine premic - + % = 1. (Resitev: Enacbo te
druzine najprej napisemo kot

1
xsinc+ycosc—§sin2020 (1.1.24)

in jo nato odvajamo na ¢, da dobimo
zcosc —ysinc — cos2c = 0. (1.1.25)
Iz sistema enacb (1.1.24) in (1.1.25) izrazimo (po kratkem rac¢unu)
3

T = cos” ¢ in Yy = sin® c,

torej je ovojnica asteroida |xz|*/3 + |y[?/® = 1.)

SLIKA 1.3. Asteroida ||2/3 4 |y|2/3 = 1 kot ovojnica druzine premic ot
U
sin ¢ .
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t19.

120.

t21.

22,

Naj bo f(z,y,c) druzina reSitev enacbe F(x,y,y’) = 0. Utemeljite, zakaj je
tedaj tudi ovojnica te druzine (Ce obstaja) resitev iste diferencialne enacbe.

(Clairotova enacba) Naj bo f poljubna zvezno odvedljiva funkcija. Pokazite,
da je tedaj vsaka premica y = cx 4 f(c) resitev Clairotove enacbe

y=ay + fy).

Po nalogi 19 je tedaj resitev tudi ovojnica te druzine premic. Poiscite npr.

resitve enacbe
2

y=zy +(y)"
(Rezultat: ovojnica druzine premic y = cz + ¢ je y = -Z)
Lagrangeova enacba je oblike

y=xf(y)+9), (1.1.26)

kjer sta f in g dani zvezno odvedljivi funkciji.

(i) Kdaj je premica y = kx + n resitev enacbe (1.1.26)? (Odgovor: natanko
tedaj, ko je k = f(k) in n = g(k).)

(ii) Vpeljimo v enacbo (1.1.26) parameter ¢ := ¢/, tako da je y = xf(¢t) + g(t),
torej dy = f(t) dz+ (zf'(t)+4'(t)) dt. Potem z uporabo zveze dy = 3 dx = t dx
dobimo f(t)dx + (zf'(t) + ¢'(t)) dt = t dz, od koder sledi

dx

(F) = 1) S+ f (0 +9'(1) =0,

kar je linearna diferencialna enacba za x kot funkcijo spremenljivke ¢. Njena
resitev & = x(t, K) (kjer je K konstanta) predstavlja skupaj s formulo y =
xf(t) + g(t) parametriéno enacbo krivulje, katere eksplicitna oblika bi bila
resitev Lagrangeove enacbe (1.1.26). ReSite na ta nacin enacbo

y=a(y)*+2y.

(Rezultat: x = 72(2;_1?)2+K, Y= 72(2;_1?;2”[{ t2+2t, kjer je K konstanta. Poleg

teh krivulj sta reSitvi tudi premici y =0 in y = x + 2.)

Predpostavimo, da ima enoparametri¢na druzina y = f(z, ¢) reSitev diferenci-

alne enacbe F(z,y,y’) = 0 ovojnico (naloga 18). Pokazite, da lahko (v primeru,
2

ko je funkcija gc—aj; povsod nenicelna) enacbo ovojnice te druzine dobimo tako,

da iz sistema

OF
F(xayay/)zov @($7yay/) =0
izlo¢imo y’ (s tem dobimo formulo oblike g(z,y) = 0). (Namig: identiteto
7]
Fia, f(2,0), 22 (2,6)) = 0
odvajajte na ¢ in upostevajte, da je na ovojnici % = 0 po nalogi 18, tako da

dobite

oOF
ar — 0.
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123. Tocka (xo,y0) je izjemna za enacbo F(x,y,y’) = 0, ¢e skoznjo v isti smeri
potekata vsaj dve resitvi enacbe. Mnozico vseh izjemnih tock imenujemo dis-
kriminantna mnoZica enacbe. Dolocite diskriminantno mnozico in vse resitve
diferencialne enacbe

W) —(z+y)y +ay=0. (1.1.27)
(Resitev: Ker lahko ena¢bo zapiSemo kot (y' — z)(y’ — y) = 0, je vsaka reSitev
enacb ¥y = z in y = y tudi resitev enacbe (1.1.27). Torej so krivulje y =
%2 + C in y = De” resitve enacbe (1.1.27). Ker sta oba smerna koeficienta,
namre¢ y’ = x in 3y = y, enaka natanko na premici y = z, potekata skozi
vsako tocko (a,a) na tej premici v isti smeri vsaj dve resitvi; namre¢ parabola
y = 7”2—2 + (a — “—22) in krivulja y = ae®~®. Torej je diskriminantna mnozica te
enaCbe premica y = z. V vsaki toc¢ki (a,a) lahko zlepimo npr. del parabole
Y= 12: + (a— %) (x < a) z delom krivulje y = ae* ™ (z > a) in dobimo tako
novo resitev enacbe skozi (a, a).)

1.2. Homogena linearna diferencialna enacba 2. reda

Splosna linearna diferencialna enacba 2. reda se glasi

f@)y" + g(x)y + h(x)y = d(z),

kjer so f,g,h in d dane (privzeli bomo, da zvezne) funkcije na kakem intervalu I
(ki je lahko tudi poltrak ali pa cela realna os), y pa je neznana, dvakrat zvezno
odvedljiva funkcija. Na podoben nacin kot enacbe drugega reda bi lahko obravnavali
tudi linearne enacbe visjih redov. Vendar pa v uporabi, npr. pri proucevanju nihanj,
najpogosteje nastopajo le enacbe drugega reda; zato in zaradi ra¢unske enostavnosti
se bomo pri obravnavi linearnih enacb osredotocili v glavnem na enacbe drugega reda.
Ce je desna stran d identi¢no enaka 0, imenujemo enacbo homogena. Kadar f nima
nicel, dobimo po deljenju z f ekvivalentno enacbo oblike

Y +p(@)y + q(z)y =r(z), (1.2.1)

kjer so p,q in 7 zvezne funkcije. Vse funkcije tukaj imajo lahko vrednosti v C. Za
boljse razumevanje pa bomo morali kasneje take enacbe obravnavati tudi za funk-
cije kompleksne spremenljivke. Tedaj bomo, namesto z, spremenljivko imenovali z,
odvodi bodo kompleksni, funkcije p, g, ... pa holomorfne na obmoc¢jih v C.

Ker enacb oblike (1.2.1) obi¢ajno ne moremo resiti eksplicitno z znanimi funk-
cijami, je ugodno vedeti vsaj, da resitve vedno obstajajo in so enolicne pri danih
zacetnih pogojih, kar pove naslednji izrek.

IZREK 1.2.1. Ce so p, q in r zwezne funkcije na intervalu I, potem za vsak xo € I in
poljubni konstanti yo,Jo € C obstaja natanko ena dvakrat zvezno odvedljiva funkcija
y: I — C, ki zado$ca enacbi (1.2.1) in zacetnima pogojema

y(o) = Yo, Yy (o) = Fo-

Ce so pri tem p,q,r realne funkcije in yo,Jo € R, potem je tudi resitev y realna
funkcija.
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5.10. Hipergeometrijska enacbat

Diferencialne enacbe je dostikrat koristno obravnavati v razsirjeni kompleksni ravnini

C =CuU{x}.
DEFINICIJA 5.10.1. Tocka oo je pravilna singularna tocka enacbe
¥ +p(2)y +q(2)y =0, (5.10.1)

¢e je 0 pravilna singularna tocka enacbe, ki jo dobimo iz (5.10.1) s substitucijo z = (1.

Iz i
dy dl(
/ 2
Yy =">"=a = _C
dz e C
sledi

2 2 2 4 3
R SR IS IR CRE 2
zato ta substitucija preoblikuje enacbo (5.10.1) v

2y (2 ()Y a, od) = 0. (5.10.2)

d¢2 ¢ ¢ Jd¢ ¢t

Da bo 0 pravilna singularna tocka ena¢be (5.10.2), sme imeti funkcija 2¢ =1 —¢~2p(¢™1)
v 0 kvec¢jemu pol stopnje 1, funkeija ¢ “¢({~1) pa kvecjemu pol stopnje 2; torej mora
imeti funkcija p(¢™') v 0 nic¢lo, funkcija ¢(¢™!) pa niclo reda vsaj 2. Potemtakem
velja naslednja trditev:

TRDITEV 5.10.2. Tocka oo je pravilna singularna tocka enacbe (5.10.1) natanko tedaj,
ko je p(oo) = 0 in je oo nicla reda vsaj 2 za funkcijo q.

DEFINICIJA 5.10.3. Enacbo oblike (5.10.1), v kateri sta p in ¢ holomorfni funkeiji
na C, razen v izoliranih tockah, ki pa so vse pravilne singularne tocke, imenujemo
Fuchsova enacbha.

Takih enacb je manj, kot bi pricakovali prvi hip. Ker je ® kompaktna mnozica,
je namrec izoliranih singularnih tock lahko le kon¢no mnogo, sicer bi bilo stekalisce
takih tock neizolirana singularna tocka. Naj bodo z,...,z, vse kon¢ne singularne
tocke Fuchsove enacbe (5.10.1). Ker smeta imeti v teh tockah funkciji p in ¢ le pole
prve oziroma druge stopnje, sta oblike

-2 ne) q(z)zz[( Bt % )

z —
k=1 k=1

za kake konstante Ay, By, Cy in funkciji p;, g1, ki sta holomorfni na C. Ker je
tudi oo pravilna singularna tocka enacbe (ali pa je regularna), morata imeti funkciji



5.10. Hipergeometrijska enacbat 321

(p in g, zato tudi) p; in ¢; v oo niélo, torej sta omejeni in zato po Liouvillovem izreku
konstantni. Torej sta funkciji p; in ¢; identi¢no enaki 0, se pravi, da je

=3 A in  q(z2) = [ B s+ G| (5.10.3)
=z 2 Pt (z — zk) Z— zg

Pogoj, da mora imeti g v oo ni¢lo reda vsaj 2 (torej lim,_, 2g(z) = 0), pomeni, da
je
Y Cr=o. (5.10.4)
k=1
Dolocitvena enacba za karakteristicna eksponenta v tocki z se glasi
w(p—1)+ Agp + B, = 0. (5.10.5)

Dolo¢itvena enacba v tocki oo (ki je po definiciji dolo¢itvena enacba za enacbo (5.10.2)
v tocki ¢ = 0) pa bo sledila iz razvojev

n n

2 p(C_l)_2 1 AC 1 2,2
(e T ElToa <[2‘,§_31A’“(”Z’““Z’““')

in

:iZBk(l-l-szC—F...)—FC%ZOk(1+ch+2§<2—|—...).
k=1

Od tod preberemo koeficient A,, pred % v razvoju funkcije 2¢71 — ¢(7%p(¢~1) in
koeficient B, pred C%‘ v razvoju funkcije (~%q(¢71):

A =2 — ZAk, Z By, + 21.Ck). (5.10.6)
k=1

Dolo¢itvena enacba v oo je torej pu(p— 1) + Aot + Boo, Kjer sta konstanti A in By
dani z (5.10.6). Po Vietovih formulah je vsota karakteristicnih eksponentov p j in
to., v tocki z; enaka
Pk + por =1 — Ay,

v tocki oo pa

H1,00 + H2 00 = 1- Aoo
Od tod in iz (5.10.6) takoj sledi, da je pi1,00 + f12,00 + 2 peq (1,6 + pi2,k) = 1 — Aoo +
n—r_,Ag =n—1. S tem smo dokazali:

TRDITEV 5.10.4. Vsota vseh karakteristicnih eksponentov Fuchsove enacbe, ki ima n
koncnih singularnih tock, je n — 1.
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Ker je vsaka bijektivna ulomljena linearna transformacija kompozitum translacij,
rotacij, raztegov in inverzij (naloga 10 iz razdelka 2.8), je lahko videti, da take trans-
formacije preoblikujejo enac¢bo (5.10.1) v enacbo enake vrste in preslikajo pravilne
singularne tocke v pravilne singularne tocke.

ZGLED 5.10.5. (i) Ce ima enacba (5.10.1) le eno pravilno singularno tocko, recimo, da
je to 0o, se po gornjih ugotovitvah (torej po (5.10.3), kjer je n =0 in zato p =0 = q)
glasi " = 0.

(ii) Fuchsova enac¢ba z dvema pravilnima singularnima toc¢kama, 0 in co pa se po
(5.10.3) in (5.10.4) glasi

A B
y'+—y' + 5y=0,

z z

kjer sta A in B konstanti. To je Eulerjeva enacba, ki smo jo spoznali Ze prej.

(iii) Fuchsova enacba s tremi singularnimi tockami, 0,1, 0o, pa se glasi (spet po
(5.10.3) in (5.10.4))
A A B B C C
y//+|:1 2:|y/+|:1 2

A B R Py 5.10.7
z +z—1 z2+(z—1)2+z 1Y ( )

kjer so A;j, B; in C poljubne konstante. Tako enacbo imenujemo Riemannova.

TRDITEV 5.10.6. Riemannova enacba je dolocena s svojimi karakteristicnimi ekspo-
nenti.

DokAz. Oznac¢imo karakteristi¢na eksponenta v tocki 0 z oy, as, v tocki 1 z 1, 5a,
v tocki 0o pa z v1,72. 1z doloéitvenih enach pu? + (A — 1)+ By, = 0 v tockah 0 in 1
sledi po Vietovih formulah

Ai=1—-o1—ag, Ay=1-p1—02, Bi=oaraz, By =3 (5.10.8)

Po (5.10.6) se dolocitvena enacba v oo glasi p(pu—1)+(2—A1 —A2)u+(B1+B2:—C) = 0,
kar lahko napiSemo kot (ko upostevamo (5.10.8))

plp—1) 4+ (a1 + g + 1 + Bo)pp + (s + 182 — C) = 0.

Ko vstavimo v to enacbo eno njeno resitev, namre¢ -1, dobimo

C=ym(n—-1)+ (a1 +as+ 81+ P2)1 +araz+ P12 = aras+ 182 —v172. (5.10.9)

Pri tem smo za izpeljavo zadnje enakosti uporabili trditev 5.10.4, po kateri je a; +
as + 31+ B2 = 1 — 1 — 2. Tako smo vse konstante A;, B;,C' v Riemannovi enacbi
izrazili s karakteristicnimi eksponenti. O

Ce vpeljemo v Riemannovo ena¢bo novo neznanko u prek zveze y = 2%u, kjer je a
konstanta, dobimo spet Riemannovo enacbo, le da z novimi eksponenti. Z oznakami iz
dokaza prejsnje trditve se novi eksponenti glasijo: a3 —«, as —a (v tocki 0); By, B2 (v
tocki 1); v1 +a, y2+a (v tofki 0o). (Da se eksponenta v 1 ne spremenita, je razumljivo,
saj je funkcija z® holomorfna v okolici tocke 1.) Ce torej izberemo a = o, bo eden od
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novih eksponentov v tocki 0 enak 0. Podobno lahko s substitucijo oblike u = (2 —1)%v
dosezemo, da bo v tocki 1 eden od eksponentov enak 0 (eksponenta v tocki 0 pa se
ne spremenita). Na ta nacin lahko torej Riemannovo enac¢bo poenostavimo tako, da
so njeni eksponenti oblike: 0,1 — ¢ (v tocki 0); a,b (v o0); 0,1 — (1 —¢)—a—1b
(v 1). Pri tem smo uporabili trditev 5.10.4. Tako reducirano Riemannovo enacbo
lahko sedaj po (5.10.7), (5.10.8) in (5.10.9) napisemo kot

c l—c+a+bd ab ab
y' + -y |-—+ y=0
z z—1 z z—1

oziroma

2(z—=1)y" +[(a+b+ 1)z — ]y’ + aby = 0. (5.10.10)
To je Gaussova ali hipergeometrijska enacba. Ker je doloCena s svojimi tremi pra-
vilnimi singularnimi to¢kami in karakteristiénimi eksponenti v njih, kolekcijo njenih

resitev oznacujejo kot

0 1 00

P 0 0 a;
l—c ¢c—a—-b b
Vendar pa se tukaj ne bomo zelo poglobili v hipergeometrijsko enacbo in te oznake ne
bomo uporabljali. Pois¢imo le resitve v okolici tocke 0. Ker je eden od karakteristi¢nih

eksponentov enak 0, lahko eno resitev iS¢emo kar z nastavkom y = Z:’;O cx2® (co #
0). Ko ga vstavimo v enac¢bo (5.10.10), dobimo

(2% = 2) Z k(k—1)epz" 2+ [(a+b+1)z — Z kepzF1 + abz ezt =0.
k=0 k=0 k=0

Koeficient pred z* je
k(k — 1)Ck — (k + 1)kck+1 + k(a +b+ 1)Ck — (k’ + 1)CC]<;+1 + abck.
Ko ga izena¢imo z 0, dobimo rekurzivno formulo, ¢e privzamemo, da ¢ ¢ (—N),

. _k(a+b+k)+abc _ (a+E)(b+E)
LT Tk Dk+o) " (k+D(c+ k)

Izberimo ¢y = 1, da dobimo

Ck.

. _ ab . _ala+1)b(b+1) o (@) (D)
T 2T T 2 c(c+1) TR
kjer pomeni
I'(a+k)
= 1)--- )=
(@) i=ala+ 1) (a+ k= 1) = —Cos
Tako dobimo resitev
o (@i &
= F(a,b,c;2) :=
Yy (a7 ,C,Z) kzzo k"(C)k Z,

ki jo imenujemo hipergeometrijska funkcija. Po osnovnem izreku 5.7.3 mora biti kon-
vergencni polmer te vrste enak 1, kar je mogoce potrditi tudi s kvocientnim kriterijem.
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Hipergeometrijska funkcija s parametri a =1 in ¢ =10 je
(o]
F(1,b,b; 2) sz (lz] < 1),
k=0

torej obicajna geometrijska vrsta. Kadar je a ali pa b negativno celo stevilo, je hiper-
geometrijska funkcija polinom. Mnoge znane funkcije je mogoce izraziti s hipergeo-
metrijsko. Na tem mestu si oglejmo le en primer, Se nekaj pa jih bo v nalogah.

ZGLED 5.10.7. Vrsto za arcsin z lahko dobimo z integriranjem iz binomske vrste za
(1 —12)"1/2 torej

arcsin z :/ (1—t3)~Y2at
0

RS

k=0
D D) kD)
— 2k +1 k!
— S () 2k+1
2k + 1)k

Po drugi strani pa je

113, o~ (2)k(3)k o 3(3)k (3
F(Q 202’ 2)2 i ; ZZk:Zk!(gz+2k—1) Z%:;k!(22+1) .

Od tod lahko zakljuc¢imo, da je

11
arcsin z = zF 3 2.
272792’

Ker je drugi karakteristicni eksponent hipergeometrijske enacbe v tocki 0 enak
1 — ¢, bi lahko drugo resitev v okolici tocke 0 iskali z nastavkom y = z'7¢ Z;“;o cp2”,
¢e 1—c ni celo $tevilo. Vendar pa obstaja $e druga pot. Ce namre¢ v enacbo (5.10.10)
vpeljemo novo neznanko u prek zveze y = uz' ¢, potem sledi po krajsem radunu, da
u zadosca enacbi

zz—Du" +[((a—c+1)+(b—c+D)+1)z—2—-¢)Ju'+(a—c+1)(b—c+1)u=0.

To je spet hipergeometrijska enacba, katere ena resitev je u = F(a —c+1,b—c+1,
2 — ¢; z). Torej je
y=2""Fla—c+1,b—c+1,2—c;2)

resitev enacbe (5.10.10), ki je ocitno linearno neodvisna od resitve F'(a, b, ¢; z), kadar
¢ ¢ 7 (zaradi faktorja 2'~¢, katerega eksponent 1 — ¢ ni naravno Stevilo).
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Naloge

. Napisite vse homogene linearne diferencialne enacbe drugega reda, ki imajo
le dve pravilni singularni tocki, in sicer 1 in co, nobene nepravilne singularne
tocke, determinanta Wronskega poljubnih dveh resitev pa je konstantna.

. Napisite homogeno linearno diferencialno ena¢bo drugega reda, ki ima pravilne
singularne tocke v 0, 1 in oo, nobene nepravilne singularne tocke, karakteri-
sti¢cna eksponenta v 0 sta 0 in %, v 1sta 0 in —%, v 00 pa je en eksponent %
Koliko je drugi eksponent v co? NapiSite tudi dve linearno neodvisni resitvi v

okolici tocke 0.

. Dokazite naslednje identitete za |z| < 1:
(i
(it

(iii

(1+2)" = F(=rb,b;—2);
In(1+2)=2F(1,1,2; —2);

arctg z = ZF(%, 1, %; —22);

)
)
)
(iv) e* =limp o0 F(a,b,a; 7).

. Z vpeljavo nove spremenljivke ( = 1 — z prevedite hipergeometrijsko enac¢bo
(5.10.10) v

d?y dy
C(¢ - 1)d—<2+ [(a+b+1)¢—(a+b—c+1)] d—C—Faby:O

in sklepajte od tod, da sta funkciji F(a,b,a+b—c+1;1—2)in (1—2)*"* P F(c—
b,c—a,c—a—b+1;1 — z) resitvi enacbe (5.10.10) v okolici tocke z = 1.

. Izrazite s pomocjo hipergeometrijske funkcije resitve hipergeometrijske enacbe
(5.10.10) v okolici tocke co.

. Pokazite, da lahko vsako enacbo oblike
(z—a)(z = b)y" + (c+dz2)y +ey =0,

kjer so a, b, ¢, d, e konstante in a # b, prevedemo na hipergeometrijsko. (Namig:

vpeljite novo spremenljivko ¢ = 7=5.)

. Prevedite Legendreovo enac¢bo (22 — 1)y” + 22y’ — n(n + 1)y = 0 na hiperge-
ometrijsko in sklepajte, da lahko eno resitev Legendreove enacbe izrazimo kot
Y1 = F(—n,n + ]-a 1’ %(1 - Z))

. Dokazite zvezo

T(b)T(c — b)
I'(c)

(Namig: najprej razvijte izraz (1 — zt)~* v binomsko vrsto.)

1
/ 71— 1)1 — )0 dt = F(a,b,c;2) (c>b>0).
0
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9.

10.

11.

12.

Prevedite enac¢bo Cebiseva (1 — 22)y” — 2y’ + ny = 0 na hipergeometrijsko in
izrazite njeno splosno resitev v okolici tocke z = 1 s hipergeometrijsko funkcijo.

Izrac¢unajte odvod d%F(a, b,c;z) (¢ #0). (Rezultat: %Z’F(aJr 1,b+1,c+1;52).)

Vpeljite v hipergeometrijsko enacbo (5.10.10) novo spremenljivko ¢ = bz, da

dobite enacbo
¢ d?y a+b+1 dy
2 _1) =< - (—c| = =0.
¢ (b ) a2 + 5 (—c i +ay

Ko posljemo b proti co, preide ta enacba v konfluentno hipergeometrijsko enacbo

<7+(c—<)%—ay:0. (5.10.11)

(i) Ali je co pravilna singularna tocka enacbe (5.10.11)7

(ii) Pokazite, da je 0 pravilna singularna tocka enacbe (5.10.11), da sta v njej
karakteristi¢cna eksponenta 0 in 1 — ¢, resitev, ki pripada eksponentu 0 in ima
v tocki 0 vrednost 1, pa konfluentna hipergeometrijska funkcija

(a)k
k!(C)k

ala+1)

k
2le(c+1) A

G+ 4+

Fla,c;¢)i=1+=C+

cejec#0,—-1,-2,...

Laguerrova enacba zy” + (1 — z)y’ +ny = 0 je poseben primer enacbe (5.10.11).
Pokazite, da so edine resitve Laguerrove enacbe, ki so omejene v okolici tocke
0, oblike ¢F(—n,1;2), kjer je ¢ konstanta. (Namig: trditev 5.7.5.) Nadalje je
F(—n, 1; z) Laguerrov polinom L, (z) = %Z!C;iz—n;(z"efz), ¢e je n naravno Stevilo.
(Namig: izracunajte L, (0).)
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