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KINEMATIKA

Pojem kontinuuma.

Referencni, prostorski polozaj.

Pisava P polozaj materialne tocke P v referenéni konfiguracji, p polozaj tocke v prostorski konfiguraciji.
Referen¢ne koordinate X = (XX, prostorske koordinate x = (%), preslikava x = x(X,t).

Preslikava p = p(P,t) je difeomorfizem.

Materialni, referen¢ni(Lagrangeov), prostorski(Eulerjev) opis gibanja.

Vzvrat in prenost, pisava f*(P,t) = f(p(P,t),t) in Fy(p,t) = F(P(p,t),t).

Trditev (f*).(p,t) = f(p,t) in (Fu)*(P,t) = F(P,t).

Definicija Materialni odvod prostorske funkcije f = f(p,t) je

Dt—(dtf);

Materialni odvod referenéne funkcije F(P,t) je 2 = 2F

Dt ot -
Izrek % =grad fU+ %.
Hitrostno polje: V(P,t) = %(P7 t).
Polje pospeskov: /_I'(P, t) = %(P, t).
Prenos na prostorski polozaj: ¥(p,t) = Vi(p,t), d(p,t) = A«(p,t).

> _ DU
Izrek d = D

Trditev (grad @)v = (- V).
Trditev 7 - V7 = grad 1| 71?4 rot 7 x 7.
Rotor je dvakratnik osnega vektorja posevno simetricnega dela gradienta hitrosti.
Primer: Dano je hitrostno polje : v! = 6t(1 + 2t)y, v* = 15y, v* = 5(x — 3t*(1 + 2t)y). Izratunaj @
na dva nacina
Pisava: p(t) = F(po,7,t) je integral sitema navadnih diferencialnih enaéb % = ¥(p,t) z zatetnim
pogojem p(t = 7) = po.
Tirnica materialne tocke Py, ki ima ¢asu ¢ = 7 prostorski polozaj pg je krivulja p(t) = F(po,7,t),t €
ICR.
Slednica (emisijska ¢rta) v ¢asu tg skozi prostorski polozaj pg je krivulja 7(7) = F(po, 7,t0), 7 € I.
Tokovnica v casu tg skozi prostorski polozaj pg je krivulja, ki gre skozi pg in se dotika hitrostnega polja
u(p,to).
Trditev Ce je hitrostno polje stacionarno, se tirnice, tokovnice in slednice sovpadajo.
Primer: Dano je hitrostno polje : v! = 6t(1 + 2t)y, v? = %y, v3 = 5(x — 3t3(1 + 2t)y).

a) Doloé¢i tirnico, ki gre v ¢asu t = 0 skozi xg, yo, 20.

b) Doloé¢i tokovnico, ki gre skozi tocko o =0, yo =1 in zg =0 v ¢asu t = 1(¢t = 0).

¢) Doloci slednico, ki gre skozi tocko xg =0, yo =1 in 29 = 0 v ¢asu tg = 1.

Tokovna cev, pretok.

Trditev Ce je hitrostno polje solenoidalno, je pretok skozi tokovno cev konstanten.
Vrtinénica, cirkulacija, vrtincna cev.

Trditev Cirkulacija vzdolz vrtinéne cevi je konstantna.

Gradient deformacije ' = %, J =det F.

Trditev
a) dp = FdP;
b) di = JE~TdA.
c) dv=JdV;



Definicija L = Grad V= £7 L = grad .

Tenzor deformacijskih hitrosti d = (I + éT), vrtinéni tenzor w = (I — .
Trditev L =" F.

Skalarni produkt na prostoru tenzorjev drugega reda a : b = Sl (a:bT).

Izrek
ddeta

Oa

= (det g)ng =a".

Posledica % = Jdivv.
Izrek
a) Frdp = Ldp;
b) L.di = (divil—1")da;
¢) Ldv=divido.
Transportni izreki
Pisava: B, A, C materialni volumen, ploskev, krivulja telesa By, B, A, C ustrezni referen¢ni polozaji in
b(t) = x(B,t), a(t) = x(A, 1), c(t) = x(C,t) pripadajoci prostorski polozaji.
Izrek Naj bo F(P,t) skalarna ali tenzorska funkcija definirana na referenénem polozaju B razreda C*
z omejenimi parcialnimi odvodi in f(p,t) njen pripadajo¢i prostorski zapis. Potem

a)
D Df
— fdv= / ( + fdivﬁ) dv.

D R Df - T ~
= di = divol —17)) da.
Dt /au)f ! /a(t) <Dt v~ )) ¢

D / Df ..
— fds:/ <+ft~dt> ds.
Dt c(t) c(t) Dt -

Definicija (divt) - @ = div (t7a).
/divzdv :/ tiida.
b o~
9.3.16 Trditev divad ® v = (divd)d + (¥ - V).

Posledica Naj bo f skalarna ali vektorska funkcija. Potem

Izrek (Gauss)

D
Dol g Yoi | 742
Dt Jy b(t) Ot ab(t)

Posledica Naj bo f skalarna ali vektorska funkcija z nezveznostjo na materialni ploskvi a(t) C b(¢).

Potem s of
— fdv:/ —dv+ fﬁ-da’+/ [|f]] T da.
Dt Jy b(e) O ab(t) a(t)

FIZIKALNI PRINCIPI MEHANIKE KONTINUUMA
Pojem mase, masa je absolutno zvezna glede na volumen; gostota.
Zakon o ohranitvi mase

_ om(V) D D

pdv =20 za vsak V C B.
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Lokalni zapis v prostorskem polozaju:

+ pdive =0, %—&—V(pﬁ):&

Dy
Dt

Definicija Gibanje kontinuuma je nestisljivo, ce %p =0.
Posledica Gibanje je nestisljivo <= hitrostno polje je solenoidalno.
Zapis zakona o ohranitvi mase v Lagrangeevem opisu pJ = konst.

Posledica D Dy
— pfdv = / p——dv.
Dt /7;(t) v(t) Dt

Klasifikacija sil; volumenske, povrsinske, tockovne sile.
Cauchyjeva hipoteza, pisava t(p, t; 7).
Princip o gibalni koli¢ini:

D

— pUdv:/ pfdv—i—/ tda.
Dt Jy b(t) ab(t)

Princip o vrtilni koli¢ini:

D

— p—o xpﬁdvz/
Dt b(t)( )

(p—o)xpfdv—i—/ (p—o0) xtda+ N.
b(t)

ab(t)

Tu je N navor notranjih sil. Sredstvo je nepolarno, ce velja N =0.
Izrek (Cauchyjeva reciproéna relacija) t(p,t; —i) = —t(p, t; 7).
Homogenizacija; definiramo #(p, t; @) = |i|t(p, t; %)

Izrek t(p,t; i) je homogena funkcija argumenta .

Izrek t(p,t; @) je aditivna funkcija argumenta, .

Izrek Obstaja tenzor t, tenzor napetosti, tako da je #(p,t; ) = t(p,)7.

16.3.16 Lokalna oblika izreka o gibalni koli¢ini; Cauchyjeva momentna enacba

S _ oot .
= pf +divt oziroma ﬂ—i—V(ﬂ'@pﬁ):pf—i-divg.

v
"Dt ot

trs=t":s";
b) t:w =0 za vsak w € Psym, = t € Sym,.

Trditev div (ti0) = divt? - @+ t7 : grad .

Lema Naj bo sredstvo nepolarno. Potem za vsako helikiodalno vektorsko polje @ velja

D7 - -
p—v~u7dv:/ pf-u?dv—&—/ F. @ da.
by Dt b(t) ab(t)

Izrek Ce je sredstvo nepolarno, je tenzor napetosti simetricen.

V nadaljevanju se bomo omejili na nepolarna sredstva.

Lastnosti tenzorja napetosti; normalna, strizna napetost.

Morhove kroznice; smer maksimalne, minimalne normalne napetosti, maksimalne strizne napetosti.
Hidrostatika

Sferi¢ni napetostni tenzor t = —p I; hidrostatika, hidrostatika v relativhem koordinatnem sistemu.

23.3.16 Arhimedov zakon, metacenter.
Primer: sila na zapornico.
Hidrostatika v relativnem KS.
Primer: fluid v enakomerno se vrteci posodi.
Energijski principi



30.3.16

Definicija
a) kinetiéna energija: 7 = % fb(t) pU - U dv;
b) notranja energija: U = fb(t) pu dv;
¢) mo¢ volumenskih in povrsinskih sil: W = fb(t) pf~ vdv + fab(t) i vda;
d) sprememba toplotne energije na enoto ¢asa: Q = fb(t) phdv — fé)b(t) q - dd.

Tu je u specificna notranja energija, h specificna gostota toplotnih vrelcev na enoto ¢asa, ¢ pa je toplotni
tok na enoto Casa.

Prvi zakon termodinamike

D
Di (T+U) =W+ Q.
Lokalna oblika
D
p oy =d:t—divg+ ph

Drugi zakon termodinamike

D / oh 1. .
— pnde/ —dv—/ —q-1ida.
Dt Jy bty I’ ob(t) T

Tu je n specificna entropija, T pa absolutna temperatura.
Lokalna oblika:

h D D 1
p 1 u)+ : q-gradT > 0.

D 1
pj”t] + le Tq_‘_ T 2 0 OZirOma p (Tl)t — ﬁ — T

IS8
e+

Gibbsova formulacija: termodinami¢ne spremenljivke 1/p-specificni volumen, n, u, p-tlak, T; Enacba
stanja u = u(n,1/p), p = —% inT = g—;;.

Koordinatna neodvisnost - materialna objektivnost

Objektivnost skalarjev, vektorjev in tenzorjev.

Primer: vektor hitrosti ni koordinatno neodvisen, gradient vektorskega polja prav tako ne.

Trditev Vektor napetosti je koordinatno neodvisen.

Trditev Tenzor napetosti in tenzor deformacijskih hitrosti sta koordinatno neodvisna.

Definicija Kontinuum je elasticen, ce t = f(£).

Izrek Konstitutivna zveza t = f(F) je koordinatno neodvisna, ¢e je

J(QE) = QIE)QT.

za vsak @ € O(3).
Glavne invariante tenzorja a: I(a) = Sla, I1(a), I11(a) = det a.
Trditev Glavne invariante tenzorja so skalarne izotropi¢ne funkcije.
Definicija (izotropicne funkcije)
a) Funkcija ¢ : Sym, — R je izotropicna skalarna funkcija, Ge za vsak a € Sym, velja 1(Q*aQ) = v(a)
za vsak Q € SO(3).
b) Funkcija f : Symy +— Sym, je izotropicna tenzorska funkcija, ¢e za vsak a € Sym, velja f(QTgQ) =
QTf(a)Q za vsak Q € SO(3).

Izrek ¢ : Sym, — R je izotropicna skalarna funkcija <= (a) =¥ (I(a),I1(a),I11(a)).
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6. 4. 16 Izrek f : Sym, — Sym, je izotropiéna tenzorska funkcija <= f(a) = 19(a)l + 71 (a)a + 72(a)a?, kjer
so 7;(a) izotropic¢ne skalarne funkcije.

(Stokes) Razlika med napetostjo v dani tocki in smeri ter hidrostati¢cnim tlakom je odvisna zgolj od
neposrednega relativnega deformacijskega gibanja.

Definicija Kontinuum je je Stokesov fluid, ¢e velja t = f(d), kjer je f zvezna izotropi¢na funkcija
tenzorja d in f(0) = —pl.

Posledica Ce je fluid Stokesov, potem t=al+ ﬁc:i—i—'ycf, kjer so a, 3 in 7y izotropi¢ne skalarne funkcije
tenzorja d.

Viskoznostni tenzor V, t = —pl + V.

Trditev V : d > 0.

Newtonov fluid (Cauchy-Poissonov zakon): V je afina funkcija tenzorja d:

t=(—p+ Mivd)L+ 2ud.

Trditev Velja g > 0 in 3A + 2 > 0.
Trditev V evklidski metriki je div (grad #)7 = grad div @.

13. 4. 16 Definicija A ¥ = div (grad v)
Trditev div (¢ x ¥) =rot i - ¥ — rot ¢ - 4.
Trditev Velja A7 = div (grad ¥)T — rotrot .
Navier - Stokesova enacba:

—

D -
QF: = of —gradp + (A + p)grad div v + pA 7.

Zacetni, robni pogoji.

Dimenzija [u] = k9 kinemati¢na viskoznost v, tabela tipiénih vrednostih p, v. Brezdimenzijski zapis,

ms’

Froudovo, Eulerjevo, Reynoldsovo stevilo.
Eulerjeva enacba, Stokesova enacba.

Enostavni primeri laminarnega toka
a) Tok med paralelnima plostama; pretok, sila vleka.

20. 4. 16
b) Poiseuilleov tok: tok skozi cilinder, krozni cilinder; pretok, viskozimeter.
c¢) Couettov tok; navor vrtenja notranjega oboda, Taylorjevi vrtinci.
d) Nestacionarno gibanje; I. Stokesova naloga-impulzivni zacetek gibanja plosce; difuzijska enacba.
Variacijska formulacija.
Trditev Resitev difuzijske enacbe je kvetejmu ena sama.

4. 5. 16 Trditev Resitev difuzijske enacbe je v(t,y) = g(%)

Trditev Konstrukcija resitev v = UErcf(y/(2v/vt)).
Grafa v/y, v/t; Grafa vrtinénega polja w = %rot U, w/y, w/t; hitrost difuzije vrtinca.

Enoli¢nost in stabilnost Navier Stokesovih enac¢b

Izrek Izrek o enolicnosti gladke resitve Navier Stokesova enacba za fluid s konstantno gostoto s pred-
pisano hitrostjo na robu in zacetnim pogojem ima kvecejmu eno gladko resitev.
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11. 5. 16

18. 5. 16

25. 5. 16

Resevanje domace naloga za Reiner-Rivlinov fluid med dvema stenama.
Izrek (Poincarejeva neenakost) Naj bo € omejena mnozica in u € Hg(£2). Potem obstaja pozitivna
konstanta C' = C(Q) tako, da je

[ullp < Cllgrad ul].

Primer uporabe Poincarejeve neenakosti.
Izrek Naj bo  omejena mnozica in par (7, p) resitev Navier-Stokesov enacb za konstantno gostoto in
potencialno gostoto volumenskih sil pri robnem pogoju v = 0 na robu in zacetnem pogoju 7(0) = .
Potem obstaja A > 0 tako, da je

17 lly < llollge™".

Turbolentno modeliranje.
Primeri filtrov: ¢asovno povprecenje, prostorsko povprecenje, Fourierov filter, statisti¢ni filter.
Zeljene lastnosti filtrov:

a) linearnost: < a4+ U >=a <u4>+0 < T >;

b) komutativnost s casovnim odvodom;

¢) komutativnost s krajevnim odvodom;

c) Idempotencnost << 7 >>=< 7 >;
d) produktna lastnost :< @ < T >>=< 14 >< U >.
Filtriranje Navier-Stokesovih enacb.
Reynoldsov turbulentni napetostni tenzor.
k — e model, turbulentno modeliranje.
Stokesova enacba:
ov
“ot
Primer Stokes 1851: obtekanje krogle.
Nastavek ¢ = @ + rot rot f(r)d

= QJ?— gradp + (A 4 p)grad div v + pA @.

Resitev biharmoni¢ne enacbe za f.
Dolocitev hitrostnega polja, izra¢un tlaka.
Izracun sile na kroglo.

IDEALEN FLUID; t = —pl.
Adiabati¢ni fluid %;7 = 0, prvi zakon termodinamike, dekompozicija toplotnega in mehanskega dela.
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