Poglavje 8

Deformacija

8.1 Ravninska deformacija

8.1.1 Resene naloge
1. Pravokotnik ABCD se homogeno deformira v
cetverokotnik A’B'C’'D’ tako kot kaze skica.

Dolzine stranic referen¢nega pravokotnika sta D

|AB| = 200mm in |AD| = 100 mm, dolzine stra-

nic deformiranega ¢etverokotnika pa so |AB’'| =

200.5mm, |[AD’| = 100.3 mm, kot ZB’AD’ pa je
A=A'

89.5°.
(a) Izracunaj infinitezimalni deformacijski tenzor.

(b) Dolo¢i maksimalno osno deformacijo.
(¢) Doloti osno deformacijo v smeri diagonale pravokotnika.

Resitev:

(a) Komponente deformacijskega tenzorja dobimo po formulah
|A'B| -3

= —1=25x10
€11 ‘AB| X )
|

=———-1=3x10

€22 [AD)] X

in
1 10.5°
= g = ———— 7 = 4.4 x 1075.
€12 2712 B 18007T X

(b) Maksimalno osno deformacijo dobimo po formuli

1 _
,(611 + 622) —+ \/(6112622

€max — 9

(c¢) Enotski vektor v smeri diagonale je 7 = %(2? + 7). Osna deformacija v smeri diagonale
{ i } : { 04 } =6.12x107°.

2
) +e2, =7.2x 1075

11.8

25 447 1 [2] 107
1| 5

je tako
44 3 5

a1



se deformira v
D' -

2. Pravokotnik ABCD
Cetverokotnik AB'C'D’ tako kot kaze

skica. Dolzine stranic referencnega D
pravokotnika sta |AB| = 20.0cm in
|AD| = 10.0 cm, dolzine stranic deformira-

nega cetverokotnika pa so |[AB’| = 20.1 ci,
|AD'| = 10.1cm, kot /B’AD’ pa je 87.5°.

(a) Izrac¢unaj infinitezimalni deformacij-
A

ski tenzor v A.

(b) Dolo¢i maksimalno osno deformacijo
v A. V kater smeri nastopi?

|

Resitev:
(a) Osni deformaciji sta
|AB'| — |AB|  20.1—-20
= = = 0.005
‘u |AB| 20
" |AD'| - |AD|  10.1— 10
= — = —0.0l
22 |AD] 10 00
Sprememba kota je
= ——7 = 0.0426.
Y12 18007T 0 O 6
Potem
[ 5 218
e=10 [ 21.8 10

(b) Maksimalno osno deformacijo dobimo po formuli
1
= (15 +/25+ (42.6)2) = 929.4 x 1073

1
=g <611 + €22 + \/(611 —€22)% + ’Y%z) =3
(¢) Ekstremalna smer je dana z
M2 - ogq e

1
1 = — arctan
2 €22 — €11

3. S tremi ekstenziometri, ki oklepajo medsebojni kot 45° smo izmerili osne deformacije: v

vodoravni smeri ¢, = 1073, v navpiéni smeri ¢, = —3 x 10~2 in v diagonalni smeri ¢, = 1073.

(a) Dolo¢i pripadajoci deformacijski tenzor.
(b) Dolo¢i maksimalno osno deformacijo.

Resitev:
(a) Postavimo os z v vodoravni smer, os y pa v navpi¢no. Deformacijskemu tenzorju pripada

€11 €12 }

matrika,
N
= €12 €22
Ocitno je €11 = €4 in €22 = ;. Komponento €12 dolo¢imo iz pogoja 7 - € - 7 = €., kjer je
n= %(T—l— 7). Tako dobimo enacébo %(611 + 2612 + €92) = €c. Od tod €15 = 2 x 1072 in
1 2 }

_ -3
£=10 [2 -3



(b) Uporabimo formulo

1
€max = 5 (611 + €22 + \/(611 —€22)? + 46%2) :

Vstavimo izrac¢unano in dobimo €pax = (=1 + 2\5)10*3 .

4. 7 ekstenziometrom smo v oznacenih smereh na skici izmerili osne deformacije €, = 0.003,

€p, = 0.002 in €. = 0.001.

(a) Dolo¢i infinitezimalni deformacijski
tenzor.

(b) Izracunaj ektremalni osni deformaciji €b

in pripadajoci smeri. c
C

(¢) V kateri smeri je osna deformacija "
najvecja? T -

(d) Doloéi tudi ekstremalno strizno de- €a

formacijo.
Resitev:

(a) Postavimo os z v smeri deformacije €¢,. Potem je

e=10—3[ ca 612]

€12 €22

Uporabimo formulo za osno deformacijo

1 1 .
e(p) = 5(% + €92) + 5(6‘1 — €92) €08 2¢ + €19 8in 2¢

enkrat za ¢ = /4, drugi¢ pa za ¢ = 37 /4. Tako dobimo enacbi

1 1
€y = 5(6(1 +e22) te12, €= i(ea + €22) — €12.

Enacbi sestejemo. Potem €,+¢€. = €,+€29 in €50 = ¢,+€.—¢, = 0. Ce enacbi odstejemo,
dobimo ¢, — €, = 2¢12 in tako €15 = %10_3. Tako smo dobili

5[ 3 3
10&0.

Ien
I

(b) Ekstremalna osna deformacija je

€eat = (3/2 £ /(3/2)2 + (1/2)2)107° =

Pripadajoci ekstremalni smeri dobimo po formuli

(3 + \@) 103,

DN =

¢ 9 2612 1
an2p = ——— = —,
4 €11 — €22 3

Od tod

1 ¢ 1 1 ¢ 1+7r
—= — arctan — —= — arctan — —.
LD 3 Y273 372



(¢) Iz skice Mohrove kroznce za deformacijo vidimo, da je maksimalna osna deformacija v
smeri 7.

(d) Maksimalna strizna deformacija je
Ymaz = €max — €min — \/E1073.

5. V danem koordinatnem sistemu ima deformacijski tenzor ravninskega deformacijskega stanja
komponente €17 = (2 + v/3)eg, €12 = €g in €2 = (2 — v/3)ep. Poisci tak koordinatni sistem,
da bo pripadajoc¢a matrika komponent deformacijskega tenzorja diagonalna in izracunaj di-
agonalna elementa.

Resitev: Pri rotaciji danega koordinatnega sistema za kot ¢ okrog osi k ima deformacijski
tenzor komponente

1 1
€11 = 5(611 + €22) + 5(611 — €92) COS 2p + €12 8N 2 = €g (sin 20 + V3 cos2¢p + 2)

1 1
€hy = 5(611 + €22) — 5(611 — €92) €08 2¢ — €128In 2 = €9 (— sin 2¢ — v/3 cos 2¢ + 2)

1
€y = —5(611 — €99) 8in 2¢ + €12 co8 2 = € (cos 2¢ — V3 sin 2¢) .

Zahtevamo €}, = 0. Od tod
cos 2¢ — V/3sin 2¢ = 0.
Enacba ima dve resitvi, ¢ = —57/12 in ¢ = 7/12. V prvem primeru je €j; = 0 in €}, = 4ey,

v drugem pa €}; = 4¢g in €hy = 0.

6. Ravninska deformacija deformira pravokotni trikotnik z dolzinama katet a in b v trikotnik z
oglisci v tockah A = (xg,y0), B = (x0+a11,y0+as2) in C = (xg+asg,y0+ass). Spremembe
dolzin so majhne.

(a) Doloci deformacijski tenzor na geometrijski nacin.
(b) Zapisi deformacijo s pomikom.
(¢) Izracunaj infinitezimalen deformacijski tenzor.

)

(d) Izracunaj deformacijski tenzor.

Resitev:

(a) Postavimo os X v smeri katete z dolzino a in os Y v smer druge katete. Potem sta v ko-
ordinatnem sistemu XY diagonalna elementa deformacijskega tenzorja pri predpostavki
majhne deformacije enaka relativni spremembi dolzin stranic. Tako velja

1 a2, + a2, — a? 1a2, + a2, — a?
By = —+/a? 2 1\/1 et S Lt > S S S & S
He o+ a1 * a? 2 a?

1 a2, + a2, — b2 C1la%, + a2, — b?
E22=g\/a§1+a§2—1: 14222 7 b222 —125721 b222 )

Pri izracunu smo upostevali, da je deformacija majhna, zato se dolzina stranice AB le
malo razlikuje od prvotne dolzine a. Z enacbo, velja

in

2 2 2
aiy +aijp —a

<<1
a2




in zato

afy +afy —a? . lai; +ai, —d®
1+ 22 —1+2—a2 .

Nadalje je E12 enak poloéni spremembi kota Ap = 7/2 — ¢ med katetama. Za kot ¢
med katetama deformiranega trikotnika velja

G11021 + G12021
2 2 2 2
Va3, + a3yn/a3, + a3

cosp =

Potem
1 aii1az1 + ajgas

9 2 2 2 2
2 /a3, + aly\/a}, + a3,

1 1 1
E12 — §A¢:Sin§A90: 500830 —

(b) Ker se trikotnik deformira v trikotnik, je deformacija afina. Splosna oblika afine presli-

kave med referen¢nimi koordinatami X, Y in prostorskimi je

T=0a1+oa X+ an?,
Yy =az+apX +anY.

Ker se izhodisée X =0, Y = 0 preslika v tocko A, velja a; = z¢ in as = yg. Nadalje se
par X = a, Y = 0 preslika v tocko B. Potem xg+a11 = xo+a11a in yo+a12 = xo+aisa.
Tako dobimo a1 = a11/a in a2 = ajz/a. Podobno agy = ag1/b in gy = ass/b. Iskana
preslikava je tako

aii a21

r=x0+ —X+ —Y,
a b
a a
Y="Yo+ L2x 4+ 2y
a b
Ce deformacijo zapisemo s pomikom je
r=X+u(X,Y) =20+ 21X + %Y,
a
a a
y=Y +uy(X,Y) =yo+§x+%y

Od tod sledi

W (X,Y) = a0+ 21X 4+ a—ilYfX,
a
a a
up(X,Y) = yo + %X+ %Y—Y.

(¢) Gradient pomika je

Potem
1 . T a1 L (an 4 a1z
EZQ(Gradu—I—(Gradu)Tu):[%(agl_’_?) 2(@%2_1@):|

Ce primerjamo € z E, vidimo, da se v sploSnem povsem razlikujeta.

(d) Izracunajmo sedaj $e deformacijski tenzor £ po formuli

a

2 2,
ézg—k%((}radﬁ)TGradﬁ:g-F% e A A )le’l—g M_é)ﬂ




Po krajsem racunu dobimo

2 2 2
1 aytaijp—a ai1a21+a12a21
E - = a? 2 a 2
= 2 ay,+a5,—b
B2

Dobljeni rezultat se do prvega reda natankosti ujema z rezultatom, ki smo ga dobili po
geometrijski poti.

7. Na primeru rotacije pokazi, da infinitezimalen deformacijski tenzor ni dobra mera deformacije
pri velikih pomikih.

Resitev: Postavimo koordinatno os Z v smeri osi rotacije. Potem rotaciji za kot 6 pripada

matrika
cosf) —sinf 0
Q= 3 sinf cosf® O |,
0 0 1

deformacija, ki jo lahko obravnavamo kot ravninsko deformacijo, pa je dana z

r=Xcosf —Ysinf =X+ Xcost —Ysinf — X,
y=Xsinf+Ycosd =Y + Xsinf+ Y cosf —Y.

Od tod dobimo komponenti pomika

u; = X cosf —Ysinf — X,
Upy = X sinf + Y cosf —Y.

Gradient pomika je

, | cosf—1 —sinf
Gradu{ sin 6 0059—1}

Pripadajoéi infinitezimalni deformacijski tenzor je tako

1 (Grad @ + (Grada)") = {

.= cosf —1 0
:_2 *

0 cosf — 1

Rotacija ohranja razdalje, zato je prava mera rotacije enaka nic. Za ¢ = 7/2 pa dobimo ¢ =
-1
0

tenzor

1 } in potemtakem ¢ ni prava mera za velike pomike. Prava mera je deformacijski

(Grad @)" Grad .

DN =

E=c+

8.1.2 Dodatne naloge

1. V danem koordinatnem sistemu ima deformacijski tenzor ravninskega deformacijskega stanja
komponente €17 = 3€q, €12 = €0V3 in €99 = €. Poidci tak koordinatni sistem, da bo pri-
padajoc¢a matrika komponent deformacijskega tenzorja diagonalna in izrac¢unaj diagonalna
elementa.

Resitev: Kot p = 7/6 ali ¢ = —27/6. Diagonalna elementa 4¢; in 0.



