Poglavje 8

Hookov zakon

8.1 Zveza med napetostjo in deformacijo

8.1.1 Resene naloge

1. Ravninska deformacija deformira pravokotnik dimenzije 2cm X 1cm v romboid dimenzije
2.05cm x 0.98 cm z diagonalo, ki je za v/5/50 cm daljsa od prvotne diagonale pravokotnika.

(a) Doloci deformacijski tenzor.

(b) Izracunaj ekstremalni osni deformaciji in skiciraj Mohrovo kroznico. V kateri smeri je
osna deformacija najvecja?

(¢) Za izotropi¢ni material z v = 1/5 in F = 120 GPa z uporabo Hookovega zakona dolo¢i
pripadajoc¢i napetostni tenzor.

Resitev:

(a) Postavimo koordinatni sistem v smeri stranic pravokotnika in izra¢unajmo osni defor-
maciji. €11 = 22 = 0.025 = 1/40 in ezp = 42 = —0.02 = —1/50. Za izracun e;2 bomo
upostevali deformacijo v smeri diagonale, ki je
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Uporabimo sedaj formulo
1 1 .
€4 = 5(611 + 622) + 5(611 — 622) COS 2@ + €12 S1 QQD,

kjer je ¢ kot med osjo x in diagonalo pravokotnika. Potem cosp = 2//5 in singp =
1/4/5. Od tod cos2¢p = cos?p —sin® ¢ = 3/5 in sin2p = 2singcosp = 4/5. Tako

dobimo enacbo
r_1_3 4
50 400 ' 1000 ' %5

in od tod €15 = 1/20 = 0.05. Deformacijski tenzor je tako enak
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(b) Ekstremalni deformaciji sta po formuli

2
1 1
€oxt = 5(611 +e20) £ \/(2(611 - 622)) + €2y

enaki

1 , 1 .
emax = 755 (1+ V85) = 0.0255  €min = 100 V/85) = —0.0206.

Smer maksimalne osne deformacije dobimo po formuli

2612 2
fan2p = ——12_ _ 2,
sy €11 —€2 9

Potem ¢ = 6.26°. Iz skice Mohrove kroznice vidimo, da je to smer ekstremalne osne

deformacije.
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Slika 8.1: Slika Mohrove kroznice.

(c) Napetostni tenzor je
t=2ue+ASl(g) L

kjer sta p in A Lamejeva koeficienta dana z p = ﬁ in A\ = (1+VVE Njuni

Y(1—20) "
vrednosti sta p = 50 GPa in A = 100/3 GPa. Potem
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2. 7 ekstenziometrom smo v smereh, ki med
seboj oklepajo kot 27/3, glej skico, izmerili
osne deformacije €, = 0.003, e, = 0.002 in
e. = 0.001.

(a) Dolo¢i infinitezimalni deformacijski

€b
tenzor.

(b) Naj bo deformiran material izo-
tropicen z Youngovim modulom E =
210 GPa in Poissonovim koli¢nikom / i >

€

v = 0.2. Za po prvi tocki izra¢unano
ravninsko deformacijo dolo¢i pri-
padajo¢i napetostni tenzor. Tu
upostevaj, da je

E vE Sl (g)
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Resitev:

(a) Ker je osna napetost v smeri osi « enaka €,, je €17 = 2X 10~3. Enotski vektor v smer osne

deformacije ey, je &, = cos 2 /37+ sin 27 /3] = — 37+ ?ﬁ v smeri €. pa € = —31— @j
Zapisimo tenzor deformacije
31 3 B
e=10"3 :
- { B }
Neznanki 3 in v dolo¢imo iz pogojev
€ - (géb) =€ € - (ggc) = €.
Tako dobimo enacbi
W3BB—3y=-5 2V38+3y=1.
Resitvi sta 5 = f% in v = 1. Potemtakem je
3 _ 1
e=10"" [ ) ]
B V3
(b) Uporabimo dano formulo. Izréunajmo posebej
E
—— = 175GPa,
1+v
vE 175
— = —GP
A+v)1-2v) 3 @
in Sl (g) =4 x 1073, Tako dobimo
1 13 1
3 BVE 0 4 100 3 *ﬁ 0
t=175MPa| | —% 1 0 +3]0 1 0| ]=175MPa -% 5 0
0 0 1 00 1 0 0 3



3. Kvadrat na sliki ima na stranicah
napetosti t1, ki ima velikost ‘/TEMPa

in fg
(a)

(b)

= <%;+ %5) MPa.

Doloéi 7 in pripadajoci nape-
tostni tenzor.

Privzemi, da se kvadrat ela-
sticno deformira. Izracunaj
pripadajoc¢i deformacijski ten-
zor, Ce je iz izotropi¢nega ma-
teriala in je E = 120GPa in
v=1/3.

Dolo¢i pripadajoce ekstre-
malne osne deformacije.

Resitev:

(a) Vektor t5 je drugi stolpec matrike napetostnega tenzorja. Ker je simetricen, je oblike

1S

_ [ 1”/32 1?; ]MPa.

Doloéiti moramo e x. Vektor napetosti ; je prvi stolpec napetostnega tenzorja. Torej
t = (mﬂ— }J) MPa. Ker je || = %MP&, je 2%+ 1 = 2 in tako z = 1. Torej

16

_[1/4 1/2
| 1/2 1/3

IS

] MPa.

(b) Deformacija je dana s Hookovim zakonom

Od tod po krajsem racunu

g [ 1 3] 55 1)

116 5567 6
g_[5.56 2.08]10

(¢) Ekstremalne osne deformacije dobimo po formuli

€nnax,nﬂn

2

1 1
=z <611 + €20 & \/(611 — €)%+ 7f2> =3 (3.24 +1/0.922 + 11.122) 107°

Tako dobimo e™®* = 7.2010~6 in e™® = —3.95010-6.

4. Pokazi, da se za izotropi¢en material smeri ekstremalne osne deformacije ujemajo s smermi
ekstremalnih normalnih napetosti. Privzemi, da je deformacija ali napetost ravninska.

Resitev: Privzemimo ravninsko deformacijo. Smer ekstremalne osne deformacije je dana s
formulo

1

2612

1
Y= aarctan— ©? =t + /2.

)
€11 — €22
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Po Hookovem zakonu

L=y Y b+ ot L,
€11 = —t11 — — €99 = —— — €12 = —1t19.
=gl = plar, €2 pint gle a2=gahe
Potem 1+
v
€11 — €22 = (t11 — ta2).

Upostevajmo Se, da je G = E/(2(1 + v)). Potem

1 2612 1 2t12

— arctan —— = — arctan

2 €11 — €22 2 t11 — to2

in ekstremalne smeri se res ujemajo.

.V treh smereh, ki oklepajo medsebojni kot /4 izmerimo osne deformacije e, = 1073, ¢, =
—3/2x 1073 in €, = 2 x 1073 in pripadajo¢i normalni napetosti o, = 240MPa in o}, = 0MPa.
Material je izotropic¢en, deformacija pa je ravninska. Dolo¢i F, v in p.

Resitev: V prvem koraku iz podatkov dolo¢imo deformacijski tenzor. Postavimo koordinatni
sistem tako, da se smeri podane osne deformacije ujemata s koordinatnima osema, tretja pa
je v smeri diagonale. Potem je

6103{ L ]MPa,
= r 2

kjer je x Se neznano Stevilo. V smeri diagonale je
-3 1 1 : -3
-3/2x 10 =6b=§(€11 +€22)—|—§(611—622)COS7T/2+61QSID7T/2:10 (3/24x).

Tako dobimo €15 = —3 x 1072.
Napetostni tenzor je dan s Hookovim zakonom

2u4+3X  —6p

“6u dp+3y | MPR

t=2pe+ ASl(e) L =10"°

Podani normalni napetosti sta v smereh 7in 7+ 7. Potem je

240MPa = 0, = 1072 (21 + 3)\)
OMPa =0, =3 x 1073 (A — p) .

Od tod sledi A = p = 48 GPa. Iz formul
E vE

HEo ) M T arwa—)

tako dobimo
g HBA+2u) = HBA+2p)
Ap A+

in od tod E =120GPain v = 1/4.



