1.1

Naloge iz vaj: Kinematika in dinamika

Premocrtno gibanje

Resene naloge

. Tocka se giblje premoc¢rtno po osi . V casu od 0 do t; se giblje s konstantno brzino v, v

casu od t1 do to enakomerno zavira tako, da ima v ¢asu to trenuto brzino nic.

(a) Izrac¢unaj do kod pride v ¢asu t;.

(b) Izracunaj pospesek zaviranja.

(¢) Do kod pride v casu ta?

(@)

(e) Izracunaj za konkretne vrednosti v1 = 2m/s, t; = 10s, to = 20s. Narisi tudi grafe
pospeska, hitrosti in polozaja v odvisnosti od casa.

Kdaj se vrne v zacetni polozaj?

Resitev: Poglejmo prvo kako je s pospeskom. Pospesek je od ¢ = 0 do ¢t = ¢; enak nig¢,
ker je gibanje enakomerno, na intervalu (t1,ts) in naprej do t3, ko se tocka vrne v zacetni
polozaj, pa je pospeSek konstanten in ima vrednostjo as. KolikSna je njena vrednostSe ne
vemo, vemo pa da je negativna, saj tocka zavira. Na intervalu (0,¢1) je hitrost konstantna
in enaka vy, nato pa od ¢; naprej linearno poda, saj tocka enakomerno zavira. Njen linearni
potek je natanko dolocen, saj vemo, da je v(t1) = v1 in v(t2) = 0. Od tod sledi, da je

(% (t — t2>
) = ——= t> 1.
v() t1 —ta !
Odvod hitrosti je pospesek in tako az = —v1/(t2 — t1) = —0.2m/s?. Postavimo zacetni

polozaj tocke v & = 0. Ker je hitrost na (0, ¢;) konstantna, na tem intervalu velja x = v1t, x
torej narasca linearno in tako velja (¢t = t1) = v1t; = 20m. Za ¢ > t; je gibanje enakomerno
pospeseno, zato je x kvadratna funkcija ¢asa. Ker poznamo polozaj in hitrost za t = t;
zapiSemo x v obliki

1
= aa(t - t1)2 + o (t —ty) + vity.
Potem )
_Ul(fz —t1)
2(t2 — tl)

Kdaj se vrne v zacetni polozaj, dobimo iz enacbe

1
x(tQ) = + Ul(tQ - tl) + vty = ivl(tl + tg) = 60m.

1
0= iag(tg — t1)2 + Ul(tg — tl) + ’Ultl.

Dobili smo kvadratno enacho za t3. Za lazje reSevanje vpeljimo novo neznanko 7 = t3 — t1.
Potem 0 = 1as7 + v17 + v1t1 in tako

—vp £ /07 = 2a901t;  to—t P
U1 v; azvity _ 2 1 (vli\/fuerQv%tl/(tQtl)) = (ta—t1) <1i 1+ 2>.

vy to — 1ty

T1,2 =

Pravi predznak je + in tako

t+1
ts=t +7 =11+ (t2 — 1) (u t1+t2> =10(2 + V3)s.
2 — U



2 30
10 20 30 40 20
-0.05 1 10 2 30 40 10

-0.10 -2 10 20 30 40
-3 -10
-0.15 "4 -20
-0.20 -5 -30

Slika 1: Pospesek, hitrost in polzaj.
2. Od casa t = 0 do t = t; se tocka giblje enakomerno pospeseno s pospeskom a. V trenutku

t = t; pricnemo zavirati. Dolo¢i pospesek zaviranja tako, da se tocka v ¢asu 2t; vrne v
zacetni polozaj. Doloci tudi do kod najdlje pride tocka.

Resitev: Oznacimo z x koordinato premocrtnega gibanja. Za t € [0,%1] je enacba gibanja
x = %atz. Polozaj tocke v casu t1 je x1 = %at%, hitrost pa je v1 = at1. Od t; naprej se tocka
prav tako giblje enakomerno pospeseno, tokrat s pospeskom a;. Ker je za drugi del gibanja
zacetni polozaj v ¢asu t; enak x1, zacetna hitrost pa vy, je enacba gibanja

1 1 1
r=x(t) = 5al(t —t) to(t—ty) +x = 5al(t —t1)? +aty(t —t1) + iat%.

Tocka se v ¢asu t = 2t; vrne v zaCetni polozaj. Velja torej 0 = x(2t1) = %alt% + at? + %at%.
Od tod potem sledi a; = —3a. Vidimo, da je pospesek zaviranja neodvisen od ¢asa t;.

Poglejmo Se, do kod pride tocka. Tocka se pri¢ne gibati nazaj v tocki obrata gibanja, ki je
dolocena z enacbo 0 = v = @(t2). Izratunajmo & = —3a(t — t1) + at; = a(4t; — 3t). Tako
dobimo ty = %tl in po krajSem racunu rya.x = %at%.

Dve tocki se gibljeta ena proti drugi. Doloc¢i kdaj in kje se srecata, ¢e sta v zacetnem trenutku
oddaljeni za d in je:

(a) tocki se gibljeta enakomerno z brzinama v in ve;

(b) ena tocka se giblje enakomerno z brzino v; druga pa enakomerno pospeseno s pospeskom
as.

Naredi izra¢un za konkretne vrednosti d = 1m, v; = 2cm/s, v2 = 3cm/s in ag = 2m/s%.
Resitev:

(a) V prvem primeru je pogoj srecanja vit = d — vat. Od tod sledi t = d/(v1 + v2) in
tocki se srecata v oddaljenosti dvy /(v1 + v2) od zacetnega polozaja prve tocke. Za dane
vrednosti je ¢as srecanja t = 20s, razdalja pa 40 cm.

(b) Sedaj je pogoj srecanja vit = d — %ath. Dobili smo kvadratno enacbo za t. Resitev je

1
t10=— (—vl + /02 + 2a2d> .
as

Prava resitev je dana z vsoto. Za dane vrednosti je

1
=3 (—210—2 + /4104 + 4) s = (—1072 + 1)s = 0.99s.

Prepotovana razdalja prve tocke pa je v1t = 1.98 cm.



1.2 Dodatne naloge

1. Tocka se giblje premocrtno po osi . V ¢asu od 0 do ¢; se giblje enakomerno pospeseno s
pospeskom a1, v ¢asu od t; do t5 pa nato enakomerno zavira tako, da ima v ¢asu t, trenuto
brzino nic.

Izrac¢unaj do kod pride v ¢asu t;.
b

(a)

(b)

(¢) Do kod pride v ¢asu t?
)
)

Izrac¢unaj pospesek zaviranja as.

(d
(e

Kdaj se vrne v zacetni polozaj?

Izracunaj za konkretne vrednosti a; = 1/10m/s?, t; = 5s, to = 10s. Narisi tudi grafe
pospeska, hitrosti in polozaja v odvisnosti od casa.

Resitev: I = %alt%, a9 = 7;;'1_211, To = %altltg, t3 = tQ -+ \/tQ(tQ — tl).
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Slika 2: Pospesek, hitrost in polzaj.

2. Tocka se giblje premoc¢rtno po osi x. V casu od 0 do t; se giblje enakomerno pospeseno s
pospeskom a1, v ¢asu od t; do ts pa nato enakomerno zavira tako, da se v ¢asu ty vrne v
zacetni polozaj.

(
(

a) Izracunaj do kod pride v ¢asu t;.

)
b) Izracunaj pospesek zaviranja as.
(c¢) Dolo¢i do kod najdlje pride tocka.
)

(d) Izraéunaj za konkretne vrednosti a; = 1/10m/s?, t; = 5s, to = 10s. Narisi tudi grafe
pospeska, hitrosti in polozaja v odvisnosti od casa.

Resitev: 1 = Jait, ap = —“ﬁ;ﬁ?gﬁ”, t3 = (a2_azl)tl, Tmax = 2((1#231)
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Slika 3: Pospesek, hitrost in polzaj.



2.1

Dinamika tocke

ResSene naloge

(a)
(b)

. Obravnavaj prosti pad:

brez upostevanja upora zraka;

z upostevanjem upora zraka.

Resitev: Postavimo os x v smeri sile teze z izhodiséem v zacetnem polozaju. Ce tocka
v zacetnem trenutku nima komponente brzine pravokotne na smer navpicnice, je gibanje
premocrtno in lahko namesto vektorske oblike Newtonove enacbe uporabimo skalarno ena¢bo
md = f, kjer je f rezultanta vseh sil. V nasem primeru tocko spustimo v prosti pad. Zacetna
hitrost je enaka nic¢ in gibanje je premocrtno.

(a)

V primeru braz upostevanja sile upora deluje na materialno tocko samo sila teze f = mg.
Newtonova enacba je se tako glasi m& = mg oziroma & = g. Potem je 2 = gt + C4, kjer
je C1 integracijska konstanta, ki jo doloca zacetni pogoj. Ker je #(t = 0) =0, je C; = 0.
Polozaj dobimo Se z eno integracijo. Dobimo x = %gt2 + Cy. Ker je z(t =0) =0, je
C5 =0 in tako z = %th. Vidimo, da je gibanje natanko doloceno z Newtonovo enacbho
in zacetnima pogojema, ki dolo¢ata integracijski konstanti C; in Cs. Iz dobljene enacbe
gibanja sledi, da hitrost narasca brez meje, saj je & = gt.

Sedaj obravnavajmo gibanje z uporom zraka. Ker tocko spustimo, je zacetna hitrost nic¢
in zato uporabimo linearen zakon upora F, = —k&, kjer je k koeficient upora. Njegova
enota je kg/s. Enacba gibanja je mi = mg — k&. Enacbo delimo z m in oznacimo
~v = k/m. Tako dobimo & = g — v, oziroma

b =g—, (1)
kjer je v = &. Dobili smo linearno diferencialno enac¢bo prvega reda za v. IS¢emo njeno
splosno resitev, ki bo odvisna od dveh integracijskih konstant. Posebno, pravimo ji tudi
partikularna resitev, resitev enacbe (1) znamo poiskati. Vprasajmo se, ali konstantna
funkcija v = vy resi (1)? Vidimo, da jo resi, ¢e je v1 = g/v. Pisimo vg = v — vy in
poglejmo kaksni enacbi zadoséa vy, e v resi (1). Izrac¢unajmo

U= Up + 01 =V = g — YV =g — Yo — VU1 = V-
Vidimo, da je v = vy + v; resitev (1), Ce je vy reSitev enacbe

Vo = —YVg-

Dobljeno ena¢bo znamo resiti. Resitev je vg = C1 e~ in tako
v=vy+vi=Cre " +g/.
Iz zagetnega pogoja v(0) = 0 sledi, da je C1; = —g/ in tako

g _
v="=(1-e""). (2)
Y
V primeru z uporom zraka hitrost ne narasca vec linearno. Se veC hitrost ne narasca

brez meja, je navzgor omejena z %, saj je lim;_,o, €77t = 0. PoloZaj dobimo z integracijo
brzine. Iz (2) sledi

e=2t4 % e 7 4+Cy.
v Y
Konstanto Co dolo¢a zacetni pogoj x(t = 0) = 0. Od tof Cy = —g/4? in
g g9

Xr = §t+ ") (677t —1) .



3 Sistem materialnih tock

3.1 Resene naloge

1. Dolo¢i masno sredisce trapeza na skici.

Slika 4: Trapez.

(a) Trapez obravnavaj kot sestavljen lik iz dveh trikotnikov in pravokotnika.

(b) Trapez obravnavaj kot trikotnik brez vrinega trikotnika.

Resitev:

(a) Lik je sestavljen iz treh likov, levi trikotnik, pravokotnik in desni trikotnik. Koordinatno
0s = postavimo v smeri osnovnice, koordinatno sredisce pa tako, da je os y os zrcalne
simetrije. Potem je o¢itno x, = 0, y, pa izratunamo s pomocjo tabele

Lik A Ys
Levi trikotnik %ah % h
Pravokotnik ah %h
Desni trikotnik %ah %h

Ploscina trapeza je potem vsota plos¢in A = 2ah, masno sredisce pa je

1 (1 1 1 5
.= — | =ah® + —ah® + —ah® | = —h.
Y 2ah(6“ ot e 12

(b) Stranici trapeza podaljsamo do skupnega preseciséa. Tako dobimo trikotnik z visino %h,
trapez pa je dan kot razlika tega trikotnika in trikotnika na trapezu. Sestavimo tabelo
Lik A Yse

Veliki trikotnik | Jah | $h

N|—

Mali trikotnik ah h

[eNEN

1
1

Ploscina trapeza je potem razlika ploscin, torej A = %ah — iah = 2ah, masno sredisce

pa je
1 /9 7 h N5
c= (a2 L) = 2 (9 L) = 2
Y 2ah(8a 24“) 16(9 3) 12



