Poglavje 12

Upogib Nosilca

12.1 Upogib nosilca

12.1.1 Resene naloge

1. Konzolno vpeti nosilec dolzine 50 cm je linijsko obremenjen s konstantno gostoto ¢y =
50kN/m. Nosilec je tankostenski s kroznim presekom polmera R = 2cm in debelino stene
t = 2mm, Youngov modul pa je E = 120 GPa.
(a) Izrac¢unaj ploskovni moment preseka.
(b) Dolo¢i upogib nosilca.

(c) Koliksen je najveéji upogib?

Resitev:

(a) Ploskovni moment je I = § (R* — (R —t)*) = atR? = 16710 *m* = 50.2710 ®m*.

(b) Enacba upogiba je 88—;2 (EI gi’;’ ) = qo. Po stirih integracijah dobimo

w = q0
24FE1T

1 1
x4 éClmS + 5021'2 + Csx + Cy.
Robni pogoji so w(0) = 0, w'(0) = 0 na levem krajiscu in w”(l) = 0, w”(I) = 0 na

desnem krajistu. Resitev je
qol?xz? [ 22 T
= 24 46).
Yoy, (12 1t

(¢) Upogib na prostem koncu je

qol* .
Wmax = @ = 6.5cm.
2. Enostavno podprt vodoravni nosilec dolzine | = 2m je enakomerno obremenjen s konstantno
linijsko obremenitvijo go. Nosilec je votel s tankoslojnim kvadratnim presekom debeline
t = 5mm in povrsino praznine A = 1cm?, Youngov modul pa je E = 120 GPa.

(a) Skiciraj potek preé¢ne sile in upogibnega momenta. Dolo¢i vrednost maksimalnega upo-
gibnega momenta.



(b)
()

Doloé¢i dopustno linijsko obremenitev gg, da bo osna napetost v nosilcu po absolutni
vrednosti manjsa od oy = 120 MPa.

Izra¢unaj maksimalni upogib nosilca.

Resitev:

(a)

0.5-

Rezultanta obremenitve nosilca ima velikost lgg s prijemalis¢em na sredini nosilca. Po-

tem A = B = %lqo, kjer sta A in B vertikalni sili podpor. Nadalje je % = —qo
in tako Q@ = —qoxr + C. Ker je precna sila v levi podpori enaka sili leve podpore je

Qxz=0) = %lqo in tako Q = —qox + %lqo. Za upogibni moment velja % =@ in od
tod M = $qox(l — x), saj je M(0) = M(l) = 0. Upogibni moment je o¢itno najveéji na
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Slika 12.1: Potek preéne sile in upogibnega momenta.
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sredini in tako Mpy4r = %.

Uporabili bomo formulo ¢ = %z, kjer je I ploskovni moment preseka nosilca. Ozna¢imo
z a dolzino stranice notranjega kvadrata, z b pa zunanjega. Oc¢itno je a = 1cm. Velja
b= a+t, kjer je t debelina nosilca. Potem b = 2cm in

1 15

. 4

1
I=—b'— = Zem?.
120 T 12° T 12

Napetost je exstremalna na robu, pri z = :I:% = +1cm. Tako dobimo neenakost
QQl212
8. 15cm® —
Potem

10 3
Q0 < % = 300 N/m.

Upogib nosilca dobimo iz enacbe EIw(4) = qo. Potem je

1 @ 4, 1 3 1 9
= ——= -C —C! C Cy.
WS prt T Tyt r Gt e
Iz robnih pogojev w(0) = w(l) = 0 in w”(0) = w” () =0 sledi Cy, = Cy, =0 in
qol qol®
Cr=—+= Cs = .
' 2RI 5T UEI
Potem
w = 25211 (x4 — 2231 + l?’x) .
Upogib je najvecji na sredini in je enak
w _ 5qol*
TeE T 384K
Za maksimalno dopustno linijsko obremenitev je wyq, = im =41.6 mm.



3. Enostavno podprt T nosilec dolzine | = 1m je

az

tockovno obremenjen v navpicéni smeri pri x; = 1/4,
xe =1/2 in x3 = 31/4 s silami F} = Fy, Fy = 2F, b,
in F3 = —Fy. Dimenzija preseka so, glej skico,

a1 =

(a)

(b)

()

lcm, as = 3cm, by = 2cm in by = 1cm.

Skiciraj potek precne sile in upogibnega mo-
menta.

. . o . by
Dolo¢i sredisce preseka in njegov ploskovni mo-

ment drugega reda I.

Doloéi Fy tako, da bo maksimalna natezna na-
petost nosilca manjsa od oy = 120 MPa.

a

Resitev:

(a)

Prvo dolo¢imo sili podpor. Oznac¢imo levo z A, desno z B. Iz ravnovesnih ena¢hb dobimo
A =3Fy/2in B = F,/2. Skici poteka precne sile in upogibnega momenta sta:
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Slika 12.2: Potek precne sile in upogibnega momenta.

T nosilec je sestavljen iz dve pravokotnikov. Dolo¢imo prvo masno sredis¢e. Posta-
vimo pomozni koordinatni sistem z izhodis¢éem na vrhu T nosilca. Koordinati ma-
snega srediSCa sta potem z; = by + %bl = 2cm in z9 = %bg = 1/2cm. Ploscini sta
Ay = a1b; =2cm? in Ay = azby = 3cm?. Potem je masno sredisce

11

(2141 + 22045) = —cm.

=0 10

1
TA + A,y

Postavimo sedaj izhodis¢e koordinatnega sistema v izracunano masno srediS¢e. Novi
koordinati masnih sredis¢ pravokotnikov sta zj = 9/10cm in z5 = —3/5cm. Ploskovni
moment je potem

1 . . 1 27 81 217
I= E(alb‘;’ +agh3) + Ay (21)% + Ax(23)* = (12(3 +8)+ % + 50) em?* = ——cm*.

Dopustno silo Fj doloca neenakost



Maksimalni upogibni moment je M = %ZFO, napetost pa je natezna na spodnjem delu
preseka, zato z = 19/10cm. Potem

2T
Ry < 2oo 8080 N
lz 19

4. Enostavno podprt U nosilec dolzine I = 1m je linijsko obreme-
njen s konstantno obremenitvijo qy. Dimenzija preseka so, glej

) . b
skico, a1 = lcm, ao = 2cm, a3 = lcm, by = 2cm in by = 1cm. 2

(a) Skiciraj potek precne sile in upogibnega momenta.

(b) Doloci sredisce preseka in njegov ploskovni moment I. o

(¢) Doloci dopustno obremenitev go tako, da natezna nape- x

tost ne bo presegla vrednosti og = 180 MPa. Fa—*a—*a—ﬂ
1 2 3

Resitev:

(a) Prvo izrac¢unamo sile podpor, levo oznac¢imo z A, desno z B. Iz simetrije problema sledi
A = B. Vsota vseh sil je qol, potem A = B = %qol. Potek pre¢ne sile in upogibnega
momenta je dan na sliki. Maksimalni upogibni moment je My,.x = éqOZQ.
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Slika 12.3: Brezdimenzijski potek preéne sile in upogibnega momenta (I = 1,q9 = 1).

(b) Presek je sestavljen iz treh pravokotnikov, Aj
pravokotnik a; x by, Ay pravokotnik ag X by in
As pravokotnik (a; 4+ as + a3) X by. Postavimo
pomozni koordiantni sistem 7'z’ tako kot kaZe
skica. O¢citno je sredisce na osi z’. Koordinato B I

by

2! dolo¢imo po formuli v
, 1 , , , 2 b
=—(4A A A )
2 Al +A2 +A3 ( 121 + 229 % + 323*)

L
o

aq ‘ as ‘ as ‘
Izraéunamo posebej A; = a; x by = 2cm?, Ay = az x by = 2cm?, Az = (a1 +ag +az) x
bo =4cm? in 2, =lcm, 2, = lem in 25, = —4 cm. Potem
1 1 1
'=-(2x142x1—-4x =)ecm = ~cm.
z, 8( + 2) m= 7 cm

V koordinatnem sistemu yz, ki ima izhodiS¢e v srediséni tocki preseka imajo pomozni
pravokotniki z koordinato sredi$¢ zi ., = %cm, Zoy = %cm in 23, = —% cm. Ploskovni



moment preseka je potem

1
124

1
b‘;’ + zg*Ag + Eagbi’ + zg*Ag +

1

I=22_A
21 % 1+ 12

(a1 +as + ag)bg.

Vstavimo podatke in dobimo [ = % cm?.

(¢) Maksimalnemu upogibnemu momentu pripada maksimalna osna napetost onax. Veljati

mora
Mmax

g0 Z Omax — Zmax
1
kjer je zmax koordinata na vrhu nosilca, kjer je natezna napetost najvecja. Po predho-
dnen izracunu je zZmax = %, cm. Tako dobimo
8]0’0

l22max

qo < =71N/m.

5. Enostavno podprt nosilec s presekom v obliki kriza dolzine
[ = 1m je tockovno obremenjen v navpi¢ni smeri pri x; = %l
in xo = %l s silama Fy; = Fy in Fo = 2Fy. Dimenzija preseka

80, glej skico a3 = az = a3 =1cm, by = 2cm, by = b3 = 1cm. b
(a) Skiciraj potek precne sile in upogibnega momenta. Ko-
likSna je maksimalna vrednost upogibnega momenta? bz

(b) Doloci sredisce preseka in njegov ploskovni moment I.

(¢) Dolo¢i dopustno obremenitev Fy tako, da bo maksimalna
napetost manjsa od opyax = 120 MPa.

a az as

Resitev:

(a) Skica obremenitve s potekom preé¢ne sile in upogibnega momenta je podana na spodnji
sliki. Za potek precne sile, ki je odsekoma konstantna prvo izracunamo sile podpor.
Imamo enacbi ravnovesja momentov v podporah. Torej L x 2F, + % x Fy = [A in

4
%Fg + 3Zl x 2Fy = IB. Tako dobimo A = Fy in B = 2F,. Za potek momenta M
upostevamo, da je % = Q. Od tod sledi, da je maksimalen upogibni moment enak
Mmax = %FO
112 314 05 0.4,
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Slika 12.4: Tockovno obremenjen nosilec s potekom precne sile in upogibnega momenta.

(b) Kriz je sestavljen iz treh pravokotnikov, pokonénega dimenzije ag x (b1 + ba + b3) in
dveh krakov dimenzije a1 X bs oziroma ag X bs. Postavimo koordinatni sistem v sredisce



preseka krakov in pokonénega dela. Oc¢itno z, = 0, za y. pa velja formula

1

y=—(A A A ,
] A1+A2+A3( 11+ Agyz + Asys)

kjer je A1 = 4cm? povrsina pokonénega dela, Ay = Az = 1cm? pa povrsini krakov.

Nadalje y1 = —%cm in yo = y3 = 0. Tako dobimo y, = —%cm. Ploskovni moment

dobimo po formuli

1 1 1\? 1 1 \?
I = Eag(bl + bz + bd)?) —+ <2 — 3) Cm2A1 +2 (ualbg + <3cm) A2> .

Tu smo upostevali simetrijo levega in desnega kraka. Tako dobimo

35
I="cm*.
6
Vsavimo dobljeno v formulo o2 = %, kjer je zmax maksimalna oddaljenost od

centralne osi do roba preseka nosilca v smeri obremenitve, torej zmax = (2+%)cm = %cm.

Vstavimo izracunane vrednosti v formulo. Tako dobimo

F, 6 7
120 MPa = 70m X g5 X 108m 4 x g10—2m.

Tako dobimo Fy < 600 N.

6. Enostavno podprt vodoravni nosilec dolzine [ = 1 m je v vertikalni smeri tockovno obremenjen

_ 3l

pI'i Tr1 = £7 Ty = é in T3 = Y s silami Fl = —Z?()7 FQ = 2F() in F3 = —F().

(a)
(b)

Skiciraj potek precne sile in upogibnega momenta. Dolo¢i vrednost maksimalnega upo-
gibnega momenta.

Nosilec je votel s kvadratnim presekom dimenzij 2cm x 3cm. Doloc¢i pogoj na velikost
sile Fy tako, da bo osna napetost v nosilcu manjsa od oy = 120 MPa.

Resitev:

(a)

0.5

Prvo izracunamo sile podpor, levo ozna¢imo z A, desno z B. Iz simetrije problema sledi
A = B. Vsota vseh sil je ni¢, potem A = B = 0. Potek precne sile in upogibnega
momenta je dan na sliki. Maksimalni upogibni moment je Mpy,.x = éFo.
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Slika 12.5: Potek precne sile in upogibnega momenta.

Ploskovni moment pravokotnika dimenzije a X b je

a/2 b2 b/2 1 9
I'= / y dy = 2G/ yidy = —ab® = —cm?.
—a/2J-b/2 —b/2 12 2



7. Enostavno podprt T nosilec dolzine [ = 1m je
tockovno obremenjen v navpicéni smeri pri x; = 1/4,
xo = 1/2 in x3 = 31/4 s silami Fy = 2Fy, Fy = Fy
in F3 = —Fy. Dimenzija preseka so, glej skico,
a1 = 1lcm, ap = 3cm, by = 2cm in by = 1cm.

(a) Skiciraj potek precne sile in upogibnega mo-

(b) Doloci sredisce preseka in njegov ploskovni mo-

(¢) Doloéi Fy tako, da bo maksimalna natezna na-

Osna napetost je dana s formulo o = %z Veljati mora pogoj

Mmax

Zmax S go-

Ker je zmax = % in Myax = ﬁFo, dobimo od tod neenacbo

2

= 2.16 kN.

FO S 8[0'0
la

a

b1

menta.

ment drugega reda I.
b,

petost nosilca manjsa od o¢p = 120 MPa.

az

Resitev:

(a) Prvo dolo¢imo sili podpor. Oznac¢imo levo z A, desno z B. Iz ravnovesnih enac¢b dobimo
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A =T7Fy/4 in B = Fy/4. Skici poteka precne sile in upogibnega momenta sta:
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Slika 12.6: Potek preéne sile in upogibnega momenta.

T nosilec je sestavljen iz dve pravokotnikov. Dolo¢imo prvo masno sredis¢e. Postavimo
pomozni koordinatni sistem z izhodiséem na dnu T nosilca. Koordinati masnega sredisc¢a
sta potem z; = by + %bl =2cm in z9 = %bz = 1/2cm. Plo&cini sta A; = a1b; = 2 cm?
in Ay = asby = 3cm?. Potem je masno sredisce

11

(2141 + 2245) = —cm.
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Postavimo sedaj izhodis¢e koordinatnega sistema v izra¢unano masno sredis¢e. Novi
koordinati masnih sredis¢ pravokotnikov sta z; = 9/10cm in 2 = —3/5 cm. Ploskovni



moment je potem

1 1
I= ﬁ(alb? +agb3) + A1 (27)? + Ag(23)? = <

(¢) Dopustno silo Fy doloc¢a neenakost

—z <
z ag.
[ >~ 00

Maksimalni upogibni moment je M = Al/4 = 7Fy/16, napetost pa je natezna na
spodnjem delu preseka, zato z = 11/10cm. Potem
16159 9920

F, < — ZZUN = 902N.
0="7 11




