Poglavje 1

Kinematika in dinamika

1.1 Premoc¢rtno gibanje

1.1.1 ReSene naloge

1. Tocka se giblje premocrtno po osi . V ¢asu od 0 do ¢; se giblje s konstantno brzino vy, v
casu od t1 do ts enakomerno zavira tako, da ima v ¢asu t, trenuto brzino nic.

a) Izracunaj do kod pride v casu t;.

(a)

(b) Izracunaj pospesek zaviranja.

(c) Do kod pride v casu ta?

(d)
)

d
(e

Kdaj se vrne v zacetni polozaj?

Izracunaj za konkretne vrednosti v; = 2m/s, t; = 10s, to = 20s. Narisi tudi grafe
pospeska, hitrosti in polozaja v odvisnosti od casa.

Resitev: Poglejmo prvo, kako je s pospeskom. Pospesek je od t = 0 do t = t; je enak nic,
ker je gibanje enakomerno, na intervalu (¢1,t2) in naprej do t3, ko se tocka vrne v zacetni
polozaj, pa je pospesek konstanten in ima vrednostjo as. Koliksna je njena vrednostSe ne
vemo, vemo pa da je negativna, saj tocka zavira. Na intervalu (0,¢1) je hitrost konstantna
in enaka v, nato pa od t; naprej linearno poda, saj tocka enakomerno zavira. Njen linearni
potek je natanko dolo¢en, saj vemo, da je v(t1) = v1 in v(t2) = 0. Od tod sledi, da je

v1(t—1
o(t) = wlt=t) ty.
1 —tg
Odvod hitrosti je pospesek in tako as = —wvy/(ta —t;) = —0.2m/s?%. Postavimo zacetni

polozaj tocke v = 0. Ker je hitrost na (0,¢;) konstantna, na tem intervalu velja = v1t,
torej narasca linearno in tako velja (t = t1) = vit; = 20m. Za ¢ > t; je gibanje enakomerno
pospeseno, zato je x kvadratna funkcija ¢asa. Ker poznamo polozaj in hitrost za t = t;
zapisemo x v obliki

1
= aa(t - t1)2 + o1 (t —ty) + vity.

Potem ( )2
V1 tg—tl 1
ty) = ———— ty —t t1 = —vi(t ts) = 60m.
z(t2) 2ts — 11) +vi(ta —t1) + ity 2U1(1+ 2) m



Kdaj se vrne v zacetni polozaj, dobimo iz enacbe

1
0= 5a2(t3 — t1)2 + ’U1(t3 — tl) + v1ty.

Dobili smo kvadratno enacho za t3. Za lazje reSevanje vpeljimo novo neznanko 7 = t3 — t1.
Potem 0 = 1as7 + v17 + v1t1 in tako

—U1 + ’U% — 2a2v1t1 o tg — tl

(m +\/v? + 202t /(te — t1)> = (ta—t1) (1 +

T1,2 =
a V1

Pravi predznak je + in tako

o+ 1
ts=ti+7="t1+ (ta —t,) (1i t1+t2) =10(2 + V3)s.
2 U1
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Slika 1.1: Pospesek, hitrost in polzaj.
2. Od casa t = 0 do t = t; se tocka giblje enakomerno pospeseno s pospeskom a. V trenutku
t = t; pritnemo zavirati. Dolo¢i pospesek zaviranja tako, da se tocka v casu 2t; vrne v
zacetni polozaj. Doloéi tudi do kod najdlje pride tocka.
Resitev: Oznacimo z x koordinato premocrtnega gibanja. Za t € [0,¢1] je enacba gibanja
T = %atQ. Polozaj tocke v ¢asu t1 je z1 = %at%, hitrost pa je v; = at;. Od t; naprej se tocka
prav tako giblje enakomerno pospeseno, tokrat s pospeskom a;. Ker je za drugi del gibanja
zacetni polozaj v ¢asu t; enak xz1, zacetna hitrost pa v, je enacba gibanja
1 2 1 2 L o
xr = I(t) = ial(t — tl) + Ul(t — tl) +x = ial(t — tl) + atl(t — tl) + iatl.
Tocka se v ¢asu t = 2t; vrne v zacetni polozaj. Velja torej 0 = x(2t1) = a1t} + at? + Lat?.
Od tod potem sledi a; = —3a. Vidimo, da je pospesek zaviranja neodvisen od ¢asa t;.
Poglejmo se, do kod pride tocka. Tocka se pri¢ne gibati nazaj v tocki obrata gibanja, ki je
doloc¢ena z enacbo 0 = v = &(t2). Izracunajmo @ = —3a(t — t1) + at; = a(4t; — 3t). Tako
dobimo ty = %tl in po krajsem racunu Zymax = 3ati.
3. Dve tocki se gibljeta ena proti drugi. Dolo¢i kdaj in kje se srecata, e sta v za¢etnem trenutku

oddaljeni za d in je:

(a) tocki se gibljeta enakomerno z brzinama v; in vs;

(b) ena tocka se giblje enakomerno z brzino v; druga pa njej nasproti enakomerno pospeseno
s pospeskom ao;

(c) dolo¢i pospesek iz druge tocke, da se tocki srecata v ¢asu iz prve naloge.

Naredi izra¢un za konkretne vrednosti d = 1m, v; = 2cm/s, va = 3cm/s in ag = 2m/s?.

t1 +to
to — 11

).



Resitev:

(a) V prvem primeru je pogoj srecanja vit = d — vat. Od tod sledi t = d/(v1 4+ v2) in
tocki se srecata v oddaljenosti dvy /(v1 +v2) od zaetnega polozaja prve tocke. Za dane
vrednosti je ¢as srecanja t = 20 s, razdalja pa 40 cm.

(b) Sedaj je pogoj srecanja vit = d — %aQtQ. Dobili smo kvadratno enacbo za t. Resitev je

1
t10=— (—’01 + \/’U% + 2a2d> .
as

Prava resitev je dana z vsoto. Za dane vrednosti je

1
t=2 (—210*2 /4107 ¢ 4) s = (—1072 + 1)s = 0.99s.

Prepotovana razdalja prve tocke pa je v1t = 1.98 cm.
(¢) Oznacimo s t; = d/(v1 + v2) Cas srecanja iz prve tocke. Pospesek dolo¢a enacba vit; =
d— %at%. Potem je
2(d — Ultl)
a= e = 2(v1 + v2)v2/d.

Pri danih vrednostih @ = 30 cm/s? = 0.3 m/s?.

4. Tocka P; se giblje premoc¢rtno. Gibnaje priéne enakomerno pospeseno s pospeskom a; = a.
V ¢asu ty pricne enakomerno zavirati s pospeskom zaviranja as = ka, k > 0.

(a) Doloci ¢as v katerem se ustavi.
(b) Kje se ustavi?

(¢) Dolo¢i povprecni pospesek do ¢asa ustavitve.

Resitev:

(a) Hitrost gibanja je za ¢as t >t enaka v = —ka(t —tg) + atg = (1 + k)atg — kat. Tu smo
upostevali, da je hitrost tocke v casu tg enaka aty. Iskani ¢as t; zaustavitve je resitev
enacbe 0 = (1 + k)atg — katy in tako t; = (1 + k)to/k.

(b) Enatba gibanja za t > to je x = —Ska(t — to)? + ato(t — to) + 2at3. Vstavimo v enacbo
t1 = (1 + k)to/k. Potem je t1 — tg = to/k in tocka se ustavi pri

(1+ k)atd
2k

xrp =

(¢) Povprecni pospesek je enak pospesku prvega dela gibanja krat ¢as prvega dela gibanja
plus pospesek drugega dela gibanja krat ¢as drugega dela gibanja deljeno s skupnim
¢asu gibanja. S formulo

ato — k:a(t1 — to)

tq

=0.

a =

5. Na valj s polmerom 7y se navija vrvica.

(a) Koliko se navije vrvice v ¢asu t, ¢e se valj vrti enakomerno z o obrati na minuto?

(b) Valj se naj vrti enakomerno pospeseno. Dolo¢i pospesek tako, da so bo na valj navila
enaka dol v zina vrvice v polovi¢nem ¢asu. Valj se pri¢ne vrteti z mirovanja.



Resitev:

(a) Izpeljimo zvezo med kotno hitrostjo in stevilom obratov. Naj bo w konstantna kotna
hitrost. V ¢asu t se valj zavrti za kot ¢ = wt oziroma za wt/2m obratov. Potem je stevilo
obratov na minuto ¢ = 60s enako o = 30w /7. Pri danem §tevilu obratov na minuto je
kotna hitrost tako w = on/30. Dolzina navite vrvice je potem [ = rowt = roont/30.

b) Valj se sedaj v ¢asu t/2 zavrti za kot ¢ = 1a(t/2)? = Lat?. Tu smo z a oznaéili kotni
Y=3 8
pospesek. Enacba, ki dolo¢a kotni pospesek je

1
I =roomt/30 =rop = rogatz.

Potemtakem je
4dom

T 15t
Krajsi je cas, vecji mora biti kotni pospesek.

6. Tovornjak vozi po ravni cesti z brzino vy, za njim pa v oddaljenosti d pelje avtomobil z enako
brzino. V c¢asu ty = 0 avtomobil za¢ne prihitevati s pospeskom a;. V ¢asu t; ga dohiti in
nato zacne zavirati s pospeskom as tako, da ima v ¢asu to zacetno brzino vg in je v razdalji
2dy pred tovornjakom. Avtomobil mora zakljuéiti prehitevanje v razdalji kdy.

(a) Izracunaj pospeska prihitevanja in zaviranja, kdaj avtomobil dohiti tovornjak in kdaj
zakljuci prehitevanje.

(b) Naredi konkretni rac¢un, kjer je d enak varnosti razdalji, razdalji, ki jo prevozi avto-
mobil v dveh sekundah, vy = 80km/h in k = 10. Izrac¢unaj tudi maksimalno brzino
avtomobila.

Resitev:

(a) Gibanje vozil je premocrtno. Oznacimo z = polozaj tovornjaka in z y avtomobila. V
zaCetnem trenutku naj bo y = 0. Potem je z(t = 0) = d. V ¢asu t € [0, ;] avtomobil
enakomerno pospesuje, zato je y(t) = y1(t) = a1t®> + vot. V Casu t € (t1,t2] pa velja
y(t) = yo(t) = —Las(t —t1)? + y(t1)(t — t1) + y(t1), saj se gibanje avtomobila nadaljuje
z zaviranjem as z zacetnim pogojem brzine in polozaja pri ¢asu t;. Enacbe, ki dolo¢ajo
neznanke aq, ao, t1 in ty SO

yi(th) = z(t1),
ya(te) = x(t2) + 2d,
Ya(t2) = vo

Yo(tz) = /€

Dobili smo §tiri enacbe za §tiri neznanke. Enacbe prepisemo v

1
ialt% +vot1 = d + voty,

1
—§G2(t2 —t1)% + (art; +vo)(ta — t1) + d + vty = vots + 3d,
—ag(ta — t1) + (a1ty + vo) = wo,

1
750,2@2 — t1)2 + (a1t1 + Uo)(tg — tl) + d + Uotl = kdo



Iz prve enacbe dobimo takoj t1, z upoStvanjem druge in ¢etrte pa t5. Tako imamo

tl = \/Zd/al in t2 = (k‘ — 3)d/’U0. (1.1)

Pomnozimo tretjo enacbo z —%(fg —t1) in pristejmo k ¢etrti. Po krajsem ra¢unu dobimo
enacbho ]
5(2?}0 + aity)te = kd.

Vstavimo v enacbo ¢asa iz (1.1). Potem je

18k2v2
= ——=
d(k — 3)2
in nato Se
0 — 903
7 d(k - 3)%°

(b) Za podane vrednosti je t; = 14/3s, to = 145, a; = 4.08m/s? in ay = a1/2 = 2.08m/s%.
Maksimalna dosezena hitrost avtomobila je 71 (¢1) = 149km/h. Avtomobil ima mocen
motor, pri pospesku a1 doseze iz mirovanja brzino 100km/h v ¢asu 6.8s.

1.1.2 Dodatne naloge

1. Tocka se giblje premocrtno po osi . V ¢asu od 0 do ¢; se giblje enakomerno pospeseno s
pospeskom aq, v ¢asu od t; do t2 pa nato enakomerno zavira tako, da ima v ¢asu t5 trenuto
brzino nic.

(a) Izracunaj do kod pride v ¢asu ¢;.

(b) Izracunaj pospesek zaviranja as.

(¢) Do kod pride v casu to?

()
)

e) Izracunaj za konkretne vrednosti a; = 1/10m/s?, t; = 5s, to = 10s. Narii tudi grafe
J g
pospeska, hitrosti in polozaja v odvisnosti od casa.

Kdaj se vrne v zacetni polozaj?

Resitev: T = %alt%, [ _tzljgl’ T = %altltz, t3 == tz + \/tQ(tQ — tl).
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Slika 1.2: Pospesek, hitrost in polzaj.

2. Tocka se giblje premoc¢rtno po osi x. V casu od 0 do t; se giblje enakomerno pospeseno s
pospeskom a1, v ¢asu od t; do ts pa nato enakomerno zavira tako, da se v ¢asu tp vrne v
zacetni polozaj.

(a) Izrac¢unaj do kod pride v ¢asu t;.

(b) Izracunaj pospesek zaviranja as.



(c¢) Dolo¢i do kod najdlje pride tocka.

(d) Izracunaj za konkretne vrednosti a; = 1/10m/s?, t; = 5s, to = 10s. Narisi tudi grafe
pospeska, hitrosti in polozaja v odvisnosti od casa.

< 2ty — — tit2
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Slika 1.3: Pospesek, hitrost in polzaj.

3. Obro¢ s polmerom R se kotali po ravni podlagi. V zacetnem trenutku ¢y ima brzino vy. Nato
od tg do t; enakomerno zavira, tako da brzina do ¢asa t; pade na %vo. Od t1 do ty se nato
giblje enakomerno.

(a) Izracunaj pospesek zaviranja.
(b) Do kod pride v ¢asu t; in to?
(¢) Narisi diagrame pospeska, hitrosti in poti od ¢y do ts.
(d) Izracunaj tudi kotni pospesek zaviranja. Koliko obratov naredi kolo do ¢57
Izracun naredi za vrednosti Ry = 1/5m, vg = 2m/s, tg = 0s, t; = 10s in to = 20s.
Resitev: q¢ = ﬁ = 1/10 mSiQ, xr, = % (tl — to) vg = 10m, o = %Uo (*3750 +1 + 2t2) =
25m, a = ag/Rp =1/2m, 0 = z2/(27Ry) = 19.9.
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Slika 1.4: Pospesek, hitrost in polzaj.

4. Tocka P; se giblje premoc¢rtno s konstantno brzino v;. Gibanje zacne iz izhodsca v ¢asu
t = 0. V ¢casu t = ty se pricne iz iste izhodis¢ne tocke v isto smer enakomerno pospeseno
gibati tocka P,. Dolo¢i njen pospesek as, tako da P, ujame P; v ¢asu t; = ktg, k > 1.
Resitev: ay = 2kvy /to(k — 1).

5. Motor na valj s polemerom Ry navija vrvico. Motor vklopimo v ¢asu tg = 0. Od tg do t; se

motor vrti enakomerno pospeseno s kotnim pospeskom «;, v ¢asu od t; do t5 = 2t; se nato

vrti enakomerno s kotno hitrostjo w, od ta do t3 pa enakomerno zavira s kotnim pospeskom
2ax.

(a) Doloci kotni pospesek « in ¢as t3, ¢e se valj ustavi v casu ts.



(b) Koliko vrvice se navije.

(¢) Naredi konkretni racun, ¢e je kotna hitrost Ry = 1 cm, t; = 1 min, w = 60 o/min.

Resitev: a = w/t; = /30872, t3 = 5t1/2 = 1508, | = Rop = 15Rowt1 /8 = 9 /4m.

1.2 Prostorsko gibanje

1.2.1 ResSene naloge

1. Dano je gibanje tocke 7 = at? + Et + 4, kjer je & = ag(¥+ 27+ 3]2)7 5: vo(—3v— 27— E) in
¥ =1ro(T+ 7+ k). Tu so ag, vo in ro konstante.
(a) Doloci dimenzije konstant ag, vg in ro.
(b) Ali se tir gibanja seka?

(c) Dolo¢i pogoj na ¢as t, da bo tocka pospesevala.

Resitev:

(a) Dimenzije so [ag] = m/s?, [vo] = m/s in [ro] = m.
(b) Privzemimo, da se tir seka. Potem obstajata ¢asa ¢ in ta, da velja 7#(t;) = 7(t2). Od
tod sledi . .
at? + Bty = ata + fBto
oziroma

@ty +t2) + 5 =0.

Tir se seka samo v primeru, ko sta vektorja @ in E vzporedna. Pri danih podatkih nista,
zato se tir ne seka.

(¢) Tocka pospesuje, ¢e je @- ¥ > 0. Vektor hitrosti je ¢ = 2at + 5, pospeska pa @ = 2d.
Potem je .
@-U=4da-at+2d- 5 = 56a3t — 20agvo.

Tocka torej pospesuje, Ce je t > 5ug/14ag.

2. Dano je gibanje tocke ¥ = at? —|—5t+7, kjer so &, B’ in 7 konstantni vektorji. Pokazi, da se tir
danega gibanja seka natanko tedaj, ko sta konstanti @ in § taki, da je gibanje premocrtno.

Resitev: Tako kot v predhodni nalogi dobimo enacbo
Aty +t2) + f=0.

Tir se torej seka natanko tedaj, ko sta @ in B vzporedna vektorja. Vektor hitrosti je v =
2at + B: vektor pospeska pa @ = 2@. Vidimo, da sta vektorja hitrosti in pospeska vzporedna
natanko tedaj, ko sta vzporedna tudi & in B’ . Vektorja hitrosti in pospeska pa sta vzporedna
natanko tedaj, ko je gibanje premocrtno. Vidimo, da se tir danega gibanja seka samo v
primeru, ko je gibanje premocrtno.

3. Tocka se giblje po Arhimedovi spirali r = rqp, ¢ = wt, t > 0. Tu je w konstanta. Izra¢unaj
vektor hitrosti in pospeske ter njuni velikosti.



Resitev: Gibanje je podano v polarnem koordinatnem sistemu. Uporabili bomo formuli
T=reé +rpey,  d=(F—r®) e+ (ré+2r¢) é,.

Izracunajmo 7 = % = %rowt = row. Vidimo, da je radialna hitrost konstantna. Potem je
7 = 0. Podobno ¢ = w in ¢ = 0. Vstavimo izra¢unano v formuli za hitrost in pospesek.
Tako dobimo

T = row &, + row?ty €qp, a = —row’te, + 2row? €p-
Naj bo vektor ¢ podan v polarnem koordinatnem sistemu ¢ = c; €, + c2 €,. Njegova velikost
je potem |c] = V/C- = +/c? + 3. Potem sta velikosti vektorjev ¥ in @

v = U] = rowv 1+ w?t?, a = |d| = row?v4 + w2t

Tu smo privzeli, da je w > 0. Izra¢unajmo Se

T-d=rawt.

Tocka pospesuje za t > 0.

4. Tocka se giblje po logaritemski spirali r = rge®, ¢ = wt, kjer je w konstanta. Izracunaj
vektor hitrosti in pospeske ter njuni velikosti. Izracunaj tudi kot med radij vektorjem in
vektorjem hitrosti.

Resitev: Tudi sedaj je gibanje podano v polarnem koordinatnem sistemu. Izra¢unajmo
7= % = %7‘0 e¥t = rqwe*t in i = % = row?e*t. ter ¢ = w in ¢ = 0. Vstavimo izra¢unano
v formuli za hitrost in pospesek. Tako dobimo

T = rowe*t & + row et €y, d = 2row? et €.
Velikosti sta
v = |7 = V2rowe“?, a = 2row? et
Izracunajmo Se kot # med 7 in 7. Velja
7 raw et 1

cosf = 1_}, = =
9] |

P V213w et V2

Vektorja oklepata kot /4.

1.3 Dinamika tocke

1.3.1 ReSene naloge

1. Obravnavaj prosti pad:

(a) brez upoStevanja upora zraka;

(b) z upostevanjem upora zraka.

Resitev: Postavimo os x v smeri sile teze z izhodiséem v zacetnem polozaju. Ce tocka
v zacetnem trenutku nima komponente brzine pravokotne na smer navpicnice, je gibanje
premocrtno in lahko namesto vektorske oblike Newtonove enacbe uporabimo skalarno ena¢bo
md = f, kjer je f rezultanta vseh sil. V nasem primeru tocko spustimo v prosti pad. Zacetna
hitrost je enaka ni¢ in gibanje je premocrtno.



(a) V primeru braz upostevanja sile upora deluje na materialno tocko samo sila teze f = mg.
Newtonova enacba je se tako glasi m& = mg oziroma & = g. Potem je & = gt + C1, kjer
je C1 integracijska konstanta, ki jo doloca zacetni pogoj. Ker je #(t = 0) =0, je C; = 0.
Polozaj dobimo Se z eno integracijo. Dobimo x = %th + Cy. Ker je z(t =0) =0, je
C5 =0 in tako z = %th. Vidimo, da je gibanje natanko doloceno z Newtonovo enacbho
in zacetnima pogojema, ki dolo¢ata integracijski konstanti C; in Cs. 1z dobljene enacbe
gibanja sledi, da hitrost narasca brez meje, saj je © = gt.

(b) Sedaj obravnavajmo gibanje z uporom zraka. Ker tocko spustimo, je za¢etna hitrost ni¢
in zato uporabimo linearen zakon upora F, = —kz, kjer je k koeficient upora. Njegova
enota je kg/s. Enacba gibanja je m& = mg — k. Enacbo delimo z m in oznacimo
~v = k/m. Tako dobimo & = g — &, oziroma

kjer je v = . Dobili smo linearno diferencialno enacbo prvega reda za v. Is¢emo njeno
splosno resitev, ki bo odvisna od dveh integracijskih konstant. Posebno, pravimo ji tudi
partikularna resitev, resitev enac¢be (1.2) znamo poiskati. Vprasajmo se, ali konstantna
funkcija v = vy resi (1.2)?7 Vidimo, da jo resi, ¢e je v1 = g/7v. Pisimo vg = v —v; in
poglejmo kaksni enacbi zadoséa vy, ¢e v resi (1.2). Izra¢unajmo
V=109 + 01 =09 =g— Y=g — YV — VU1 = Y.
Vidimo, da je v = vg + v reSitev (1.2), ¢e je vy reSitev enacbe
’l')() = —YVo.
Dobljeno enaébo znamo resiti. Resitev je vg = C1 e~ in tako
v=uvg+v =Cre " 4g/y.
Iz zacetnega pogoja v(0) = 0 sledi, da je Cy = —g/v in tako
g

v=§(1—e—7). (1.3)

V primeru z uporom zraka hitrost ne narasca vec linearno. Se veC hitrost ne narasca
brez meja, je navzgor omejena z %, saj je limy_.o, e77* = 0. Polozaj dobimo z integracijo

brzine. Iz (1.3) sledi

e=t4 Lot +Cs.

v
Konstanto Co dolo¢a zagetni pogoj x(t = 0) = 0. Od tof Cy = —g/7? in

9 g ( —
l':;t—F?(e ’Yt—l).

1.4 Masno srediSce

1.4.1 ResSene naloge
1. Dolo¢i masno srediS¢e homogenega trapeza na skici.

(a) Trapez obravnavaj kot sestavljen lik iz dveh trikotnikov in pravokotnika.

(b) Trapez obravnavaj kot trikotnik brez vrinega trikotnika.



Slika 1.5: Homogeni trapez.

Resitev:

(a) Lik je sestavljen iz treh likov, levi trikotnik, pravokotnik in desni trikotnik. Koordinatno
0s x postavimo v smeri osnovnice, koordinatno sredisée pa tako, da je os y os zrcalne
simetrije. Potem je o¢itno z, = 0, ¥, pa izracunamo s po formuli

1

= ————— (A1yT + Agys + Asyl).
Y A1+A2+A3( 197 + Agys + Azyz)

Tu smo upostevali, da je trapez homogen in je masa enaka povrsini krat gostota. Sesta-
vimo tabelo

Lik A Us
Levi trikotnik %ah % h
Pravokotnik ah %h
Desni trikotnik %ah %h

Ploscina trapeza je potem vsota plos¢in A = 2ah, masno sredisce pa je
1

1 1 1 5
c=— (zah? + Zah? + Zah?) = —~h.
Y= 9an (6“ ot gl 12

(b) Stranici trapeza podaljsamo do skupnega preseciséa. Tako dobimo trikotnik z visino %h,
trapez pa je dan kot razlika tega trikotnika in trikotnika na trapezu. Sestavimo tabelo
Lik A UYse

Veliki trikotnik | Jah | $h

Mali trikotnik iah %h

Ploscina trapeza je potem razlika ploscin, torej A = %ah — iah = 2ah, masno sredisce

pa je
1 /9 7 h ™ 5
c=—(Zan?— Lan?) = 2 (o- L) = 2h
y 2ah<8a 24“) 16(9 3) 12

2. Nehomogeni trapez na skici je sestavljen iz dveh homogenih trikotnikov s povrsinsko gostoto
p1 in in homogenega kvadrata s povrsinsko gostoto ps. Doléi gostoto ps, da bo imel trapez
masno sredisée v visini 3/8 visine trapeza nad osnovno ploskvijo.
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Slika 1.6: Nehomogeni trapez.

Resitev: Sestavimo tabelo

Lik m UYs
Levi trikotnik p1a> %a
Kvadrat 4a%py | a

Desni trikotnik p1a> %a

Masno sredisce trapeza je

_ 4p1a®/3 4 4a®py _ 2p1/3+2p; u

2p1a? + 4a?po p1+ 2p2

Dolociti moramo po tako, da bo y, = %h = %a. Tako dobimo enacbo za po

201/3+2p2 3

p1+2p2 4

Enacbo poenostavimo v
8[)1 + 24p2 = 9p1 + 18p2
Resitev je
1
P2 = 6P1~

. Naj bo P, masno sredis¢e homogenega telesa B. 1z telesa izrezemo kroglo s srediSéem v P,
in polmerom r tako, kjer je r dovolj majhen, da je krogla vsebovana v telesu. Pokazi, da se
masno srediSce tako nastalega telesa ujema z masnim srediS¢éem prvotnega telesa.

Resitev: Naj bo m masa telesa B, mg pa masa izrezane krogle s polmerom r. Z 7. oznac¢imo
) 0

krajevni vektor do masnega sredisc¢a B, z 7, pa masno sredi§¢e novo nastalega telesa. Potem
je

—/ mry — moTx —

= ————— = T.

m — My

Masno srediS¢e novo nastalega telesa se ujema s prvotnim masnim srediséem. V primeru, ¢e
je r tako velik, da krogla ni vsebovana vsa v I3 ima telo z luknjo lahko masno sredis¢e v drugi
tocki.

. Trapez na skici ima kvadratni izrez tako kot kaze skica. Dolo¢i njegovo masno sredisce, ce je
trapez homogen.

11
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Slika 1.7: Trapez z izrezom.

Resitev: Prvo bomo dolocili masno sredisSce trapeza brez izreza, nato pa upostevali, da ima
izrez. Za izra¢un koordinat x, in y, masnega srediSca trapeza brez izreza pa sestavimo tabelo

Lik A Ty Us
Levi trikotnik 3a?/2 2a/3 a
Kvadrat 6a> 2a 3a/2
Desni trikotnik 3a® | 3a+2a/3 a

Povrsina trikotnika je A; = 21a?/2. Koordinati masnega sredis¢a trapeza sta

16a 9a
Tl = —(/—, Yy = 7

7
Upostevajmo sedaj izrez. Povrsina izreza je Ay = 4a?, njegovo sredisée pa ima koordinati
x9 = 2a, Y2 = 3a/2. Potem je
JflAl — JZQAQ 32 o ylAl — y2A2 - 15

T A 14, Y YT A ra, T 1”

. Pravokotnik na skici ima pravokotni izrez tako kot kaze skica, (a = 4ag, b = bag, a1 = ag =
ao, by = ag, ba = 2ap).

(a) Dolo¢i njegovo masno sredisce.

(b) Dolo¢i njegovo masno sredisce, ¢e je gostota notranjega pravokotnika dvakrat vecja kot
gostota okvirja.

Resitev: Postavimo koordinatni sistem v smereh stranic zunanjega pravokotnika z osjo x
v smeri stranice z dolzino a. Zaradi simetrije je potem z, = a/2 v obeh primerih, y. pa
izrac¢unamo po formuli

P1ALYT + p2Aays

Y =

p1A1 + p2 Az
kjer je A; povrsina pravokotnika a x b, As povrSina notranjega pravokotnika, p; in ps njuni
gostoti, ] in y5 pa njuni masni sredis¢i. V primeru izreza je pa = —p1, v drugem primeru

pa p2 = p1. V primeru, ¢e bi bil pravokotnik a x b homogen bi vzeli po = 0.

12
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Slika 1.8: Trapez z izrezom.

Notranji pravokotnik ima dimenzije a — 2a; v smeri osi 2 in b — by — by v smeri osi y. Nadalje
je yf =b/2 in y5 = by + (b—by —by)/2. Ce vstavimo podatke dobimo A; = 20a3 in Ay = 4a3
ter ¥y = bag/2 in y5 = 2ag. Po kratkem rac¢unu potem dobimo v prvem primeru

N 21&0
y* - 8 )
v drugem pa
o 29&0
AT

1.4.2 Dodatne naloge
1. Dolo¢i masno sredisée homogenega trapeza na skici. ReSitev: z, = 11a/5, y. = 4a/5.

X

2a

2a a a

2. Dolo¢i masno sredis¢e homogenega trapeza z izrezom. Resitev: x, = 24a/13, y, = 15a/13.

3. Izracunaj masno sredisce nehomogenega trapeza, kjer je namesto izreza s predhodne naloge
krog z dvojno povrsinsko gostoto kot ostali del trapeza. Resitev: x, = 30a/17, y,. = 21a/17.

13
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3a

3a/2

4. Dolo¢i masno sredis¢e U preseka na skici z dimenzijami a = 4ag, b = bag, a1 = as = ag,
b1 = agp-.

(a) Kot razliko dveh pravokotnikov.
(b) Kot unijo treh pravokotnikov.

}‘Lﬂ }‘Lﬂ
Iy
b
b1
Y
-~
a

Resitev: z,. = ag/2, y. = 13a9/6.
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Poglavje 2

Sistem sil

2.1 Ravninski sistem sil

2.1.1 Resene naloge

1. Dan je ravninski sistem sil F = {(Py, Fy), (P2, Fb), (Ps, Fs), (Py, F4)} kjer 1maJo prijemalisca
sil koordinate P; = (0,2a), P> = (a,—2a), P3 = (2a,— ) = (—2a,—2a), sile pa so
Py = Fo(=27—7), F2 = Fo(30—27), F3 = 2Fo1, Fy = Fo(—27—27).

(a) Izracunaj rezultanto sistema sil.
(b) Izracunaj rezultanto navora sistema sil glede na pol v koordinatnem izhodiscu.
(¢) Izracunaj invarianto sistema sil.

)

(d) Doloéci os sistema.

Resitev:

(a) Rezultanta sistema sil je B(F) = 2?21 F, = Fy(7—57).
(b) Izra¢unajmo

4
N(F,0) = OP; x F; = 4aFok + 4aFpk + 2aFok + 0aFpk = 10aFyk.
i=1
(c¢) Invarianta sistema sil je enaka ni¢, ker je sistem ravninski. Ker je rezultanta sil razli¢cna
od ni¢, sistem sil ni dvojica in ima skupno prijemalisce, ki lezi na osi sistema.
(d) Os sistema je premica v smeri ﬁ(]—'), ki gre skozi tocko Py dano s krajevnim vektorjem
R(F) x N(F,0) 5a

0P = N = S5 (=57 7).

2. Dan je ravninski sistem sil F = {(Py, F}), (P, ﬁ2) (P3, F3), (P4, F4)} kjer imajo prijemalisca
sil koordinate P; = (—a,—2a), P, = (2a,0), Py = (—2a,a), Py = (2a,2a), sile pa so Fj =
F0(7377 2j), F2:F0(7+7)7F3:2F0(7f+]) F4—F0( 3])

(a) Izrac¢unaj rezultanto sistema sil.

(b)

(¢) Dolo¢i os sistema.

(d) Reduciraj sistem sil na sistem dveh sil s prijemaliséem v @1 = (a,0) in Q2 = (a, a).

Izra¢unaj rezultanto navora sistema sil glede na pol v koordinatnem izhodisc¢u.

15



Resitev:

(a) Rezultanta sistema sil je B(F) = 2?21 F; = Fo(—27'+ 47).

(b) Rezultanta navorov glede na izhodisce je

4
Z = —2aFyk.

(c) Sistem sil ima skupno prijemalisce, ki gre skozi tocko Py dano s krajevnim vektorjem

0) _

—

R(F) x

OP, = V(F,
R(F) - R(F)

a

—— (204 7).

(204 ])

(d) Redukcija ravninskega sistema sil na sistem dveh sil je vedno mozna. Ni pa enoli¢na,
saj lahko sistemu sil dodamo ravnovesni par sil v smeri zveznice med Q1 in Q5. Is¢emo
sistem sil G = {(Q1,G), (Q2, H)}. Sili G; in G5 bomo doloéili iz pogojev

G+ H = R(F),
N(G.Q1) = N(F,Q),
N(G,Q2) = N(F,Q2),
G-Q:1Q,=0.

Zadnjl pogoj enolicno doloca sistem G. Z / njim smo izbrali tak ravnvesni par sil, da
je G pravokotna na zveznico. Zapi§imo G = Fo(g17+ g27) in H= Fo(hiv'+ hg])
izra¢unajmo posebej

N(F.Q1) = Q1P x R(F) = —%(nwr 7) % Fo(—27+ 47) = —6aFpk

ter
N(F,Q2) = Q1Py x R(F) = —%(77+ 67) x Fo(—27+ 47) = —8aFyk.

Potem se na$ sistem enacb glasi

g1+ hy =2,
g2 + ha = 4,

—hy = -6,

g1 = -8,
92=0

Resitev je G = —8Fy7'in H = Fo(67+ 47).
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3. Enakostrani¢ni trikotnik z dolzino

stranice a je obremenjen s silami F;,

1 =1,2,3 tako kot kaze slika. F2
(a) Doloé¢i sistem sil. \
(b) Dolo¢i pogoj na velikosti sil F;, P
i = 1,2,3 tako, da bo rezul- 2

tanta danega sistema sil enak Fi
nic.

(¢) Dolo¢i pogoj na velikosti sil F;,
i = 1,2,3 tako, da bo rezul-
tanta navorov danega sistema P3
sil glede na sredisce trikotnika
enak ni¢. Koliksna je potem
rezultanta navorov s polom v
Py.

(d) Dolo¢i pogoj na velikosti sil F},
i =1,2,3, da bo sistem sil rav-
novesen.

F3

Resitev:

(a) Postavimo izhodis¢e O koordinatnega sistema v sredisée mnogokotnika. Prijemalisca sil

SO potem
a a a a a
P = 77Oa0 ) P = _777a0 ) P = _77_770 9
1<\/§) 2<2\/§2> 3<2\/§2>
sile pa so
- 3., 1. - 1 —, 1., ~
Fy=F <\2[Z+ 2]) ; Fy=F (—2\/§Z+ 2]) , Fy = —F3)

(b) Rezultanta sil je

&

1 1
—(F) — F5)7 —F —F5 — F5)7.
5 (F1 2)Z+(2 1+ 55 3)]

1z pogoja R(F) = 0 sledi F = F, = F.

(¢) Rezultanta navorov pa je

R(F)=F 4+ Fy+ F3 =

_a
2V/3

Rezultanta navorov je enaka ni¢, ¢e je (Fy + Fa + F3) = 0. Rezultanta navorov v P je

3
i=1

3
- — a -
NGJ@z}ZRﬁXE:——&h
i=1 2\/§

(d) Sistem sil je ravnovesen, e je R(F) =0 in N(F, P,) = 0. Potem je F} = Fy = F3 = 0.

17



4. Pravilni Sestkotnik z dolzino stra-

nice a je obremenjen tako kot kaze

slika. F
(a) Zapisi sistem sil F. 5
1
(b) Izracunaj rezultanto sil R(F)
in navorov N (F, O) s polom O
v sredi$¢u mnogokotnika. P2
(¢) Doloéi os sistema.
P3
2F i i 3F

Resitev:

(a)

(b)

Postavimo izhodis¢e koordinatnega sistema v srediS¢e mnogokotnika. Prijemalisca sil

so potem Py(§, @), Py(—a,0) in Ps(5, —@), sile pa so Fy = F(-1i7+ ?j), F, =

—~F(7+/3]) in F5 = 3F7.

Rezultanta sil je
- S o o 3 3
RF)=Fi+FB+F=F (27— {7) :

rezultanta navorov pa je

S

N(F,0)=>_ OP,x F; =aF (? +V3+ 3\@) k = 3V/3aFk.

; 2
=1

Navore lahko izra¢unamo tudi elementarno brez uporabe vektorskega produkta. Po
polznosti sile lahko vse sile pomaknemo do sredine stranic. Potem je rocica pravokotna
na silo in tako
3
N = %(F +2F + 3F) = 3v/3aF.

Krajevni vektor do tocke Py na osi sistema izra¢unamo po formuli

- _ R(F)xN(F,0)  3a - B
O =T R RE 5 (7 V31).

Ker je sistem sil ravninski in ni dvojica, ima dani sistem sil skupno prijemalis¢e na osi
sistema. Velja N(F, FPy) = 0.

18



5. Pravilni Sestkotnik z dolzino stra-
nice a je obremenjen tako kot kaze

slika.
(a) Zapisi sistem sil F. \

(b) Izracunaj rezultanto sil R(F) P,
in navorov N (F, O) s polom O
v sredi$¢u mnogokotnika.

(¢) Doloéi os sistema.
P2

P3

TN

F

Resitev:

(a) Postavimo izhodisée koordinatnega sistema v sredisée mnogokotnika. Prijemalisca sil
so potem Pi(, \/2‘;"‘), Py(—a,0) in P3(—%, —@), sile pa so Fj = F(—37+ @j), Fy =

—F(T+/3]) in Fy = F(4,—%2).
(b) Rezultanta sil je

R(F) =ﬁ1+ﬁ2+ﬁ3=F(—7—\/§f),
rezultanta navorov pa je

3
N(F.0) = Y 0P, x Fi — aF (“fwm Vf) _ 23T,

i=1

(¢) Krajevni vektor do tocke Py na osi sistema izra¢unamo po formuli

- _RF)xNF0) [ 3. V3,
OPy = R.(}_R.(}_) —a< 22—!— 2]).

Tocka P, je skupno prijemalisce sil.

6. Dan je ravninski sistem sil F = {(P“ﬁl) :i=1,...,n}, kjer je n € N, n > 2, P; so oglisca
pravilnega n-kotnika, F; pa so sile, vse po velikosti enake, in usmerjene od oglis¢a P; do
naslednjega oglis¢a v smeri urinega kazalca.

(a) Izracunaj rezultanto sistema sil.
(b) Izracunaj rezultanto navora sistema sil glede na pol v sredis¢u mnogokotnika.

(¢) Reduciraj dani sistem sil.
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Resitev:

(a) Oznacimo z Fy velikost sil in z ry polmer ofrtane kroznice mnogokotnika. Sila F; je
enaka F; = Fy(Pi11 — B;)/a, kjer je a = |P;y1 — P;| dolzina stranice mnogokotnika in
P,t+1 = P,. Tusmo s P11 — P; zapisali vektor od P; do P;;;. Rezultanta sistema sil je

Fo - .
(Piy1— ;) = o Z(HH — 7).

=1 i=1 i=1

Tu smo z 7; zapisali krajevni vektor od sredis¢a O mnogokotnika do oglis¢a P;. Vsota
je enaka

S (Fr =) = (o —7) + (3 — 7o) . (7 — ) =0

in tako B(F) = 0.

(b) Izracunajmo sedaj
n
N(F,0)=> 7 x F;.
i=1

Postavimo koordinatni sistem tako, da mnogokotnik lezi v ravnini zy. Potem so vektorji
7; X F; v smeri normale na ravnino, torej v smeri vektorja k. Njihova velikost je

7 X F;

= aFjsina,

kje je a kot med 7; in F;. Kot mnogokotnika med 7; in 741 je p = 27 /n. Ker je trikotnik

z oglisci O, P; in P;41 enakokraki, je kot med 7; = P, — O in 741 —7; = P41 — P; enak

o =m(3 — 1). Potem je sina = cos /n. Potemtakem je

N(F,0) = nroFy cosw/nk.

(¢) Ker je R(F) =0in N(F,O) # 0, je sistem sil dvojica.

2.1.2 Dodatne naloge

1. Dan je ravninski sistem sil F = {(Py, F}), (Py, Fy), (Ps, F3)}, kjer imajo prijemali¢a sil ko-
ordinate Py = (a,—a), P» = (0,a), Ps = (a,0), sile pa so F} = Fo(—27+ 37), Fy = 3Fy7,
Fs = Fy(T+ 7).

(a) Izrac¢unaj rezultanto sistema sil.

)
(b) Izracunaj rezultanto navora sistema sil glede na pol v koordinatnem izhodigéu.
) Doloé¢i skupno prijemalisce sistema sil F.

)

(d) Reduciraj sistem sil na sistem dveh sil s prijemaliséem v Q1 = (a, —a) in Q2 = (a, a).

Resitev: R(F) = Fy(27+ 4]), N(F,0) = —akpk, Py = &(-2,1), G = ~F31, H =
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2. Dan je ravninski sistem sil F = {(P, F"l), (Pa, FE), (Ps, ﬁg), (Py, ﬁ4)}, kjer imajo prijemalisca
sil koordinate P, = (2a,—a), P» = (—a,—2a), P3 = (—2a,2a), P, = (2a,—a), sile pa so

—

Fy = Fo(—T+2]), Fy = —Fyi, Fs = Fy(=37— 2]), Fy = Fy(—7'+2)).

(a) Izracunaj rezultanto sistema sil.
(b) Izracunaj rezultanto navora sistema sil glede na pol v koordinatnem izhodiscu.
(c¢) Dolo¢i skupno prijemalisce sistema sil F.

)

(d) Reduciraj sistem sil na sistem dveh sil s prijemalis¢em v Q1 = (a, —a) in Q2 = (a,a).

Resitev: R(F) = Fo(—67+ 27), N(F,0) = l4aFok, P, = 12(1,3), G = 3F,0, H =
Fo(=97+ 27).

2.2 Prostorski sistem sil

2.2.1 Resene naloge

—
—

1. Podan je prostorski sistem sil Fi=7— 7 Fy=27— 7+ E, 3= —14+27+ E s prijemaliSci v
tockah P;(1,2,1), P»(—1,0,1), P5(1,—1,0).

(a) Izrac¢unaj rezultanto sistema sil.

(b

)
Izra¢unaj rezultanto navora sistema sil glede na pol v koordinatnem izhodisc¢u.
J g
c) Izracunaj invarianto sistema sil.
J
)

(d) Doloé¢i os sistema.

Resitev:

(a) Rezultanta sistema sil je R(F) = Fy + Fy + F3 = 27+ 2F.

(b) Izra¢unajmo

N(F,0)=> " OP; x F; = (T+7-3k) + (T4 37+ k) + (-7— j+ k) =7+ 37— k.
=1

N

(¢) Invarianta sistema sil je I(F) = R(F)-N(F,0) = 0. Ker je I(F) = 0 in R(F) # 0, ima
sistem sil skupno prijemalisce, ki lezi na osi sistema.

(d) Os sistema je premica v smeri E(F), ki gre skozi tocko Py dano s krajevnim vektorjem

Kratek racun . . . . .

potrdi, da je Py res skupno prijemalisce sil.
2. Podan je sistem sil F; = Fo(37+ 27+ k), Fy = Fo(=37+ k), F3 = Fo(—27+ 37— 3k) s

prijemaliséi v tockah Pi(a,0,a), P>(2a,2a,—2a), P3s(—a,0,0). Dodaj sistemu silo (P47ﬁ4)
tako, da razsirjeni sistem sil imel skupno prijemalisée v tocki Py(a, —a,a).
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Resitev: Racunali bomo brezdimenzijsko, z a = 1 in Fy = 1. Za vrnitev v dimenzijski
zapis, sile pomnozimo z Fy, polozaje z a, navore pa z aFj. Ozna¢imo dani sistem sil s F in
izracunajmo N = N(F, P,). Imamo

N = (( 3K) + (—67— J— 3F) + (—47 — 41‘5)) = (~57— 57— 10K).

o — 5 i

Sistemu sil moramo dodati (Py, Fy) tako, da bo PyPy X Fy = — N, saj bo potem za razsirjeni
sistem sil G = F U {(Py, Fy)} veljalo N(G, Py) = 0.

=5 & =, . . .= 55

Enacba PyP, x Fy = —N ima ve¢ re§itev. Izberimo P, in Fj tako, da bodo vektorji PyP;y,

Fy in N med seboj paroma pravokotni. Izberimo prvo PyPy = (374 7+ :cE) in dolo¢imo =z
tako, da bo
OZPQP4~N:—20—10.’E.

- - - _
Resitev enacbe je x = —2 in tako PyPy = 31+ J’— 2k. Sila Fy je v smeri PyP; X N. Potem
_ _ =
Fy = [RoPy x N =10f (=27+ 47~ F),

kjer je f neznanka, ki jo dolo¢imo s pogoja

N = ByP, x Fy = PP, x <P0P4 x ﬁ) - — _14fN.

Y
Jas
=
=

-,

-b)¢ in upostevali, da sta

—
@
ei
Sy
|
—
@l
Q“

Torej f = 1/14. Tu smo uporabili formulo @ x (b X C) =
PyPy in N med seboj pravokotna. Dodana sila je tako

5Fp

=2 ( 2%+ 47— k)
s prijemalis¢em v
Py =Py + PyPy = (44,0, —a).

. Dani sistem sil Fy = Fy(—74 274 2k), Fy = Fo(—7'—27), F3 = Fy(—7+ J+ 2k) s prijemalisci
v tockah Pj(—a, —2aq, 2a) P5(0, —2a, a) P5(2a,2a,—2a) uravnovesi s sistemom sil podpor
A = A7+ AT+ Agk B = ng C = Cy(cosa? + sinaj) + Csk s prijemalis¢i v tockah
A(0,0,0), B(a,0,0) in C(0,a,0). Ali obstaja resitev za vsak kot «.

Resitev: Racunali bomo brezdimenzijsko, z a = 1 in Fy = 1. Za vrnitev v dimenzijski zapis,
sile pomnozimo z F{, polozaje pa z a. Dani sistem sil F zelimo uravnovesiti s silami podpor.
Podpora A je fiksna, B je drsna v ravnini zy, C pa je drsna v smeri sin a7 — cos o, Sistem
sil podpor oznacimo z G.

Izracunajmo R(F) = —37+ J+ 4k in
N(F,A) = (—87— 4k) + (27— 7— 2k) + (67— 2]+ 4k) = —37 — 2F.

Tu smo izbrali pol A zato, da bo moment sistema sil podpor glede na A ¢im enostavnejsi.
Ravnovesne enacbe so tako

R(G) = —R(F)=37—7—4k,  N(G,A)=—N(F,A)=3]+2k.
Izrac¢unajmo

R(G) = (A1 4 Cy cos )T+ (Ag + Cy sina)7+ (A3 + Bs + C3)k
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in
N(G,A) = Cs7— Bsj— Cy cos ak.
Upostevajmo seda] zahtevane vrednosti za 1\7(9, A). Potem je

Bs = -3, C3;=0, Cy = —2/cosa.

Vidimo, da reSitev obstaja za vsak a # 47 /2. Z besedami, podpora C ne sme biti drsna v
smeri, ki je pravokotna na AC. Sedaj ko poznamo Bs, C; in C3 brez tezav dobimo

A1 :5, Ag:—1+2tan(a), Agz—l.

Dani prostorsk sistem sil moremo vedno enoli¢no uravnovesiti s sistemom sil treh podpor, ki
ne lezijo na isti premici in od katerih je ena fiksna, druga drsna v ravnini podpor, tretja pa
drsna v ravnini v smeri, ki ni pravoktna na zveznico te podpore s fiksno podporo.

. Za prostorski sistem sil podan na sliki s silami

v smereh stranic in diagonale kvadra dimenzije 4‘ ,
Im X1m X2m:
(a) dolodi sile in njihova prijemalisca; F
2
(b) izracunaj rezultanto sil in navora glede Fi A
na pol As; 4——/A“
1
(c) doloci os sistema.
F3
Velikosti sil so F; = 1kN, F, = 2/v6kN,
F3 = 1kN. Yy
A2 A3

Resitev:

(a) Prijemalisca sil imajo koordiante A;(0,0,2), A5(0,0,0) in A3(1,1,0), sile pa so F =
—7kN, Fy = %(7—1— 7+ 2k)kN in F3 = kEkN. Tocka As se sovpada s koordinatnim
izhodiscem, zato pisimo v nadaljevanju O namesto As.

(b) Rezultanta sil je

RF)=F + B+ Fy= (z: 27+ 51%’) kN,

Wl =

rezultatnta navorov pa
N(F,0) = OA;, x F + 04y x Fy + OAs x Fy = (37— 7) kNm.

Invarianta sistema je I(F) = R(F) - N(F,0) = 2. Ker je invarianta razlicna od ni¢,
sistem sil nima skupnega prijemalisca.



(c) Os sistema je taka premica, da je navor s polom v poljubni tocki Py na tej premici
vzporeden rezultanti si. Dobimo jo s formulo

Po krajsem racunu tako

2.2.2 Dodatne naloge

1. Podan je prostorski sistem sil F,=7- E, Fy =27+ T— 21_5, Fy = -7+ 27, s prijemaliS¢i v
tockah P;(1,-2,1), P»(—1,0,2), P5(1,0,—1).

Izracunaj rezultanto sistema sil.

(a
(b

)

) Izratunaj rezultanto navora sistema sil glede na pol v koordinatnem izhodiscu.
(¢) Izracunaj invarianto sistema sil.

)

(d) Doloé¢i os sistema.

Resitev: R(F) = 27+ 37— 3k, N(F,0) = 27+ 57+ 3k, I(F) = 10, OPy = £ (127~ 67+ 2k).

2. Podan je sistem sil Fy = Fy(20— 7+ k), Fy = Fo(T+ 2]+ k), F3 = Fy(7+ 27— k) s prijemaliséi
v tockah Pj(2a,—2a,a), Py(—a,—2a,a), P3(0,0,0). Dodaj sistemu silo (P4, Fy) tako, da
razsirjeni sistem sil imel skupno prijemalis¢e v tocki Py(0, a,0).

Resitev: Py(a,4a,0), Fy = Fy/5(97 — 37+ 10k).

3. Dani sistem sil F; = Fo(—27 — 27), Fy, = —2Fy7, B = Fo(P+ 27— E) s prijemalisci v
tockah Pj(—a,a,a), Pa(—2a,2a,a), Ps(—2a,—2a,0) uravnovesi s sistemom sil podpor A =
AT+ AsT+ Ask, B = Bsk, C = C17+ Csk s prijemalisci v tockah A(0,0,0), B(a,a,0) in
C(—a,a,0).

-

Resitev: A = Fy(—37+ 5k), B = —5Fyk, C = Fy(67+ k).

4. Za prostorski sistem sil podan na sliki
s silami v smereh stranic in diagonale
kvadra dimenzije 3m x 4m X 5 m:

(a) dolodi sile in njihova prijemalisca;

(b) izracunaj rezultanto sil in navora
glede na pol As;

(c) doloci os sistema.

Velikosti sil so F; = 1kN, F;, = 5kN,
F3 =1kN.
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Resitev:
(a) A1(3m,4m,0), A2(0,0,5m), A5(0,4m,5m), F; = kN7, F = 3kN7+ 4kN7, F; = kN7.
(b) R(F) = (3T+ 67)kN, N(F, Ay) = (57+ 3k)kNm.
(¢) Os sistema je premica skozi Py(2/5m, —1/5m,13/3m) v smeri R(F).

5. Za prostorski sistem sil podan na sliki
s silami v smereh stranic in diagonale
kvadra dimenzije 3m x 4m X 5m: A

(a) dolodi sile in njihova prijemalisca; A, F>

(b) izracunaj rezultanto sil in navora e A
. . 3
glede na pol v koordinatnem iz- Fs
hodisé¢u; y
A1

(¢) doloci os sistema in preveri, da
je rezultanta sil vzporedna rezul- Fi
tanti navorov s polom na osi sis-
tema. X

0]

Velikosti sil so Fy = 2kN, F;, = 5kN,
F3 =2kN.

Resitev:
(a) Ay(3,4,0)m, A2(0,0,5)m, As(3,0,5)m, F; = 2kN7, Fy = (37 + 47)kN, Fy = —2kN7
(b) R(F) = (37+ 47)kN, N(F,0) = 5(—27+ 37)kNm.
(¢) Os sistema je premica skozi Py(0,0,17/5m) v smeri B(F), N(F, Py = 5(37+ 47))kNm.
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Poglavje 3

Statika togega telesa

3.1 Ravninske naloge

3.1.1 Resene naloge

obeSena utez tako kot kaze skica.

1. Na zico med dvema stebroma je
h
Dolodi sili zic. a B

Resitev: Silo leve zice oznacimo z
F1, desno z F5. Sistem sil F', F in
F5 ima skupno prijemalisce v tocki
obremenitve. Ravnovesni enacbi sta

Fy cosa = Fycos 3, Fisina+ Fosinfg = F.

Tu sta a in S kota, ki ju zici oklepata z vodoravno smerjo. Potem je Fy = Fj cosa/ cos § in
F = F) (sina + cosasin 8/ cos ) = Fi sin(a + 3)/ cos B.

Sili zic sta tako

cos f3 cos o
Fil=—F— in Fh=———.
"7 sin(a + B) e sin(a + 3)
Ce upostevamo, da je
sina—L cosa = —— Sinﬁ—L osﬁ—L
VaZ +h?’ Va2 4 h?’ Vb2 + h2’ V02 + A2’
dobimo
7 _ bFVa?+ h? 7 _aFVb? + h?
YT ah+bh 7 ah+bh

26



e« —
2. Nosilec dolzine d je podprt tako kot 43 42
kaze skica. Leva podpora je ne- < > < >

pomicna, desna pa je drsna v smeri & .

~ ’y
ki oklepa kot o = 7/3. Za dano P l l @A
F

obremenitev dolo¢i sile v podporah.

Resitev: Postavimo koordinatni sistem z izhodis¢em v levi podpori in usmerimo os z v smeri
nosilca, os y pa navpicno navzgor. Silo leve podpore oznacimo z A= AT+ A7, 7, silo desne
podpore pa z B Ker je desna podpora drsna, je smer sﬂe B dolo¢ena, neznana je samo njena
velikost. Sila B oklepa z navpicnico kot a. Potem je B = B(—sinai’'+ cosaj). Nosilec je
obremenjen v tockah P;(d/3,0) in Py(d/2,0).

Sile podpor doloc¢imo iz ravnovesnih enach. Rezultanta navorov sistema sil s polom v desni
podpori je enak ni¢. Velja torej
d 2d
—dAs+ -F+ —F=0.
2+ 5 + 3
Od tod sledi Ay = %F . Rezultanta navorov s polom v levi podpori je prav tako enaka nic.
Potem

d d
—gF—§F+Bcosa:O.
Resitev je
_ 5P _5F
" 6cosa 3

Komponento A; dolo¢imo iz ravnovesnega pogoja, da je vsota vseh sil v vodoravni smeri

enaka nic.
5F 5v/3
A — Bsina=0=— A; = Bsina = ?tanaz TfF

Za kontrolo lahko Se preverimo, da je tudi vsota sil v navpi¢ni smeri enaka ni¢. Res,

5F
Ay — F — F—&-Bcosa—EF 2F+? 0.

3. Homogena plosc¢a s povrsinsko go-
stoto p, glej skico, je v tocki A vpeta

na steno s tecajem A, v tocki B pa a a ‘ a ‘
je pripeta z vodoravno vrvico BC'. P 5
(a) Izracunaj koordinati masnega a2
sredica plosce. %E
(b) Doloéi silo podpore v A in silo alz I
vrvice BC. "
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Resitev: Postavimo izhodisée koordinatnega sistemav tocko A. PloSéa je sestavljena iz treh
likov, levi trikotnik, kvadrat in desni trikotnik. Za izracun masnega sredisca sestavimo tabelo:

Lik Te | Y A
Levi trikotnik %a éa %az
Kvadrat %a %a a®
Desni trikotnik %a %a %aQ
Plosc¢ina lika je %az, koordinati masnega sredis¢a pa sta
4 /21, n 3, n 7T 1, 34
Ty == | za-a*+ -aa” + za-a” | = —a
Ta?2 \3 4 2 32 21
in
4 (11, L 1, . 11, 17
= —= | za-a” + zaa” + za=a* | = —a.
P72 671" T2 372 12

Dolo¢imo sedaj iskane sile. Oznac¢imo z A, in A, komponenti sile podpore v A v smeri osi =
in y, z F pa silo vrvice. Sila teze je F, = mg = pAg = %pan, kjer je p ploscinska gostota.
Para sil {A,7,—F%} in {A,7, —F,)} sta dvojici. Potem je A, = F, A, = F,. Nadalje iz
ravnovesja navora v tocki A sledi af’ — z.Fy = 0. Potem F' = 1€7pga2 in tako

7
Ay = s pga Ay, = <pa’y.

4

. L nosilec z dolzinsko gostoto p, je
v tocki B ¢lenkasto vpet in na svo-
povezan z raztegljivo vrvico, glej
skico. Dolo¢i silo v podpori in silo
vrvice.

Resitev: V vogal nosilca posta-
vimo izhodis¢ée koordinatnega sis-
tema. Sila teze nosilca ima prije-
malise v njenem masnem srediScu.
Nosilec je sestavljen iz dveh pravo-
kotnih palic. Masa pokonéne palice
je m1 = pa, njeno masno sredi§ce pa
je Py = (0,a/2). Masa vodoravne B

palice je mo = 2pa z Py = (a,0). ’

Masno sredisce L nosilca je tako a a

1 a
P*:i P>|< P* :7471.
m1+m2(m1 T+ maPy) 6( )

Sila vrvice v krajiséu A(0,a) je S = S(cosa?+ sina ), v desnem krajiséu C(2a,0) pa

So = S§7. Tu smo upostevali, da vrvica tece preko Skrica in je tako velikost sile vrvice na
obeh koncih enaka. Momentna enacba s polom v podpori B(a,0) doloca velikost sile S. Velja

§3apg+a5—a5coso<—aSsina:O.
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Od tod sledi
apg

cosa+sina—1°

1z slike vidimo, da je cosa = 2/\/5 in sina = 1/\/5 Vstavimo v zgornjo enacbo. Tako je
1
S = 1 (5 + 3\/5) apg.

Dolo¢imo e silo B = By7+ Bsj'v ¢lenku B. Ravnovesni pogoj je
f3apgj’+ §1 + 52 + B1f+ BQj: 0.

Potem po kratkem rac¢unu
1
31:—5 (3—1—\/5) agp, Bgz—(\/g—l) agp.

Vidimo, da vrv vlece L nosilec ven iz ¢lenka.

3.1.2 Dodatne naloge

1. Nosilec dolzine d je podprt tako kot m a4
kaze skica. Leva podpora je ne- < > < >

pomicna, desna pa je drsna v smeri

l a
ki oklepa kot a = w/4. Za dano W FJ 1 WA
2F

obremenitev dolo¢i sile v podporah.

Resitev: A; = TF/4, Ay = 5F/4,
B =TF/(2V2).

2. Nosilec dolzine d je podprt tako kot
kaze skica. Leva podpora je ne-
pomic¢na, desna pa je drsna v smeri

ki oklepa kot & = 7/6. Za dano DL 92
obremenitev dolo¢i sile v podporah.

. &
Resitev: A, = TF/\/3, Ay = —2F, W l MA
F

2F

B =2/3.

3. Homogena plosca s povrsinsko go-

>
stoto p, glej skico, je v tocki A vpeta c B
na steno s tecajem A, v tocki B pa al2
je pripeta z vodoravno vrvico BC. %

Doloci silo vrvice. Pl
al2
Resitev: F' = 9a’pg/4.
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4. L nosilec z dolzinsko gostoto p, je
v tocki B clenkasto vpet in na svo-

povezan z raztegljivo vrvico, glej

skico. Doloé¢i silo v podpori in silo

vrvice.

Resitev: S = % (1 + \/5) ap,

B = -2 (5+V5)gp, By = al2
= (5—"7V5) gp.

3al2

5. U nosilec z dolzinsko gostoto p, je
v tocki B clenkasto vpet in na svo-

povezan z raztegljivo vrvico, glej
skico. Doloé¢i silo v podpori in silo
vrvice.

Resitev: S = 12—1 (5 + 7\/5) agp,
B, = *% (7+\/5) agp, By =
—% (4\/5 — 5) agp.

2a
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3.2 Prostorske naloge

3.2.1 Resene naloge

1. S treh enako visokih stebrov, ki tvo-
rijo pravokotni enakokraki trikotnik
ja na treh enakih zicah obeSena utez
z maso m. lzracunaj sile zic, Ce je
poves enak h.

Resitev: Predpostavili bomo, da je
poves manjsi od viSine stebrov. Po-
stavimo koordinatno izhodis¢e v vrh
enakokrakega trikotnika in usme-
rimo osi x in y v smeri drugih dveh
stebrov. Oz z usmerimo navpi¢no
navzgor. VisSino stebrov ozna¢imo z

b, z a pa dolzino kraka enakokrakega

trikotnika. Obesisca vrvi imajo po-

tem kordinate P;(0,0,b), Ps(a,0,b) \
in P3(0,a,b). Ker so zice enako y
dolge, je utez obeSena natanko pod /

sredis¢em ocrtanega kroga triko- X

tnika AP; P, P3. Obesisce utezi je

tako Py(a/2,a/2,b — h), dolzine Zic

pasol=+/a?/2+ h2.

Sile Zic so E =F,P lg;-/l, kjer so F; neznane velikosti sil. Potem

z G RV Bom By (S S ) L By = By (=i St R
Fl_Fl(—§Z—§]+hk)/z, FQ_FQ(QZ 2j+hk)/l, 7 Fd( 2z+23+hk).

Sistem sil zic in sile teze utezi ima skupno prese¢isée. Ravnovesna enacba je
F1+F2+F3—mgk:0.
Po krajsem racunu dobimo

mgva? + 2h?

=0, F=F=
1 2 3 5v2h

2. S treh enako visokih stebrov, ki stojijo v oglis¢ih pravokotnega enakokrakega trikotnika ja
na treh zicah obeSena utez z maso m. Dolzina zice s stebra v vrhu enakokrakega trikotnika
jely = a\/%, dolzini ostalih dveh zic pa sta enaki Iy = I3 = 3a/\/§. Tu je a dolzina kraka
trikotnika. Dolo¢i poves in izracunaj sile zic.

Resitev: Tezji del naloge je dolociti obesisce utezi. Oznacimo s Py, P, in P5 oglisca trikotnika
in postavimo koordinatni sistem tako, da je P;(0,0,0), P2(a,0,0) in P5(0,a,0). Dolociti
moramo koordinate obesiséa Py(z,y,z). Ker so dolzine zic predpisane, je |PoP;| = I;, i =
1,2,3. Tako dobimo enache
22 + 9% 4 2% = 5a?/8,
(x —a)* +y? + 22 = 94?/8,
2 2., .2 _ .2
z* 4+ (y—a)* 4+ 2° =9a”/8.
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Ce odstejemo tretjo enacbo od druge dobimo, da je z = y. Vstavimo y = & v prvi dve enacbi.
Dobimo
22 4 22 = 54 /8, 22% — 2ax + a® + 2% = 94*/8.

Odstejemo drugo od prve. Po krajsem racunu dobimo x = a/4. Potem y = a/4 in z = a/+/2.
Poves je torej enak z = a/v/2. Sedaj nadaljujemo tako kot v prvi nalogi. Sile Zic so F; =
FiPo P/l

- 1 1 2 o
Fi=F (-7— ——=J+ k),
- 1 1 2
F=F(—r—-—=J+2k|,

? 2<\/§ 327 3 )

" 1 2
F3=F3 <—7+ —=J+ 3k> )

sila utezi pa —mgk. Ravnovesne enacbe so

1 1 1
P —— 4 Py — Fy—— =0
V10 Ve TPsve
1 1 1
P —— — Py 4 Fy— =0
V1o %32 TPVe

2 2 2
Fi— 4+ Fy=— + 53— = .
1\/5+ 23—|— 33 mg

Ce odstejemo od prve enacbe drugo, dobilo F, = F3. Vstavimo F, = Fj v sistem. Tako
dobimo
1 2
—h—+F-=0
1 NG + I 3

2 4
Flﬁ +F2§ =mg.

Resitev je Fy = mg\/5/4, Fy = F3 = 3mg/8.

. Pravokotna plos¢a dimenzije 4a x 6a
je vodoravno obeSena na tri zice,
tako kot kaze skica. Dolo¢i tocko
obremenitve plosce, da bodo sile zic
enake.

Resitev: Postavimo koordinatni
sistem tako, da plosca lezi v rav-
nini  xy. Prijemalis¢a Zic na
ploséi so Pi(a,0,0), Py(5a,0,0) in
Ps(2a,4a,0), sile zic pa so F, =
F, = Fy = Fk. Prijemalisce obre-
menitve oznaimo s P(x,y,0).
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Sila obremenitve je G=-Gk Iz ravnovesja sil dobimo takoj, da je velikost sil zic enaka
G/3. Prijemalis¢e obremenitve dolo¢a momentna enacba

3 3
0=> OP; xF;+OP x é:Zop X Fk+ (27+y]) x Gk = (4F —yG)7+ (—8F + 2G)J.
i=1 i=1

Upostevajmo, da je F' = (/3. Tako dobimo z = & in y = %. Tocka obremenitve je tezisce

prijemalis¢ sil Zic.

Fs

Fa
. Homogena pravokotna plosca di- T
P,

menzije a X b je vodoravno obesena
na tri zice, tako kot kaze skica.
Doloéi prijemalisce Ps sile F3 tako,
da bodo sile zic enake.

I

Resitev: Postavimo koordinatni sistem tako, da lezi plos¢a v ravnini zy, z osjo x v smeri
stranice a in izhodis¢em v levem vogalu plosce. Sila teze plosce Fyy ima prijemalis¢e v masnem
srediséu plosce Py(a/2,b/2). Zice bodo nosile enako teze, e bo Py hkrati tudi tezice tock
Pl, P2 in P3.

Prijemalis¢e P53 potem lezi na premici, ki gre skozi Py in razpolavlja stranico P, P,. Potem-
takem ima P3 koordinati z = (¢4 d)/2+ A in y = b/2. Dolo¢iti moramo parameter A. Py
lezi hkrati tudi na premici, ki gre skozi P, in razpolavlja stranico P1P3;. Potemtakem je
Py =P+ ud kjer je u € R, d pa je vektor v smeri od P, do razpolovisca stranice P Ps.

Torej
2 (1 ., (1 .
d= <2(x+c)d)z+ <2yb>j

Tako dobimo sistem

1 a
Zu(30—3d+2>\)+d— B
3by b

b— —— =—.

4 2

Resitev sistema je A = 3(a — ¢ — d) in u = 2. Potem je

Pogoj, da je P5 res znotraj plosce je 0 < 32—“ —c—d < a. Torej

§c+d§3§~

e
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5. Homogena krogla s polmerom a in
z maso m visi pripeta na vrvico
dolzine ! v vogalu med dvema pra-
vokotnima stenama tako kot kaze
skica. Doloci silo vrvice.

Resitev: Postavimo koordinatni
sistem z osjo z navpi¢no navzdol
v smeri sile teze, osi = in y pa v
smeri sten. Na kroglo deluje sila
teza F' , sila vrvice S in sili sten A; in
A,. Sili sten sta pravokotni na steni.
O¢itno ima ta sistem sil skupno pri-
jemalisce, ki je v srediscu krogle.
Ravnovesni pogoj iz katerega bomo
dolocili silo vrvice je pogoj, da je
vsota vseh sil enaka ni¢. Koordina-
tni zapis sil je F= ng, A = Aq7,
/T2 = Ao7. Zapisati moramo Se silo
vrvice.

Ta je v smeri od sredis¢a krogle Py(a,a, /(I + a)? —2a?) do koordinatnega izhodisca O,
kjer je vrvica pripeta v vogal. Pri dolocitvi sredis¢a krogle smo upstevali, da je razdalja od
sredisca krogle do O enaka [ + a. Sila vrvice je potem enaka

(a7 + a7+ /(1 + a)? — 2a> k).

Iz pogoja F+ S+ Ay + A, = 0 dobimo sistem

§o
l+a

aS
Ay — —
2 l+a 0
aS
Ay — —
! l+a 0
mg—H—a (l+a)2—2a2=0.
Resitev je
Semg— T A Ay
I+ a)? —2a? (I+a)? —2a?

Vidimo, krajsa je vrvica, veéje so sile. V limiti [ — a(\/§ — 1) gredo sile ¢ez vse meje.

3.2.2 Dodatne naloge

1. S treh enako visokih stebrov, ki tvorijo enakostrani¢ni trikotnik ja na treh enakih zZicah
obesena utez z maso m. Izracunaj sile zic, ¢e je poves enak h.

o . .. . . v h?+a?/3 . . . .
Resitev: Sile zic so vse enake in imajo vrednost W, kjer je a dolzina stranice
trikotnika.

2. S treh enako visokih stebrov, ki stojijo v oglis¢ih enakostrani¢nega trikotnika z dolzino stra-
nice a ja na treh zicah dolzine Iy = a/2, Iy = I3 = a\/§/2 obesena utez z maso m. Dolo¢i
obesisce in izracunaj sile zic.
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Resitev: V koordinatnem sistemu z izhodiséem v srediscu trikotnika ima obesiS¢e koordinate
Py(a/2V/3,0,—a/\/6). Velikosti sil zic so F} = \/gmg, Fy=F3= #img.

Fa F3

. Homogena pravokotna plosca di-
menzije 6a X 2a je vodoravno
obeSena na tri zice, tako kot kaze
skica. Dolodi sile zic, ¢e ima sila
13”0 prijemali§¢e v masnem srediScu
plosce.

Resitev: F1 = F0/2, F2 = F0/8,
F3 = 3F, /8.
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Poglavje 4

Statika sistema togih teles

4.1 ReSene naloge

1. Trocleni lok s polmerom R sestavljen iz
lokov AC in C'B je obremenjen tako kot
kaze skica. Doloci sile podpor.

Resitev: Lok razdelimo na dva loka,
glej skico. Za vsak lok veljajo rav-
notezne enacbe. Za levi velja

A+ O,
= Ay + Oy,
0 = R(1--cosfB)Cy— RsinfBCh.

C2 C1

Az

A

Y

Slika 4.1: Sile na levi in desni lok.

Drugi sklop enacb so ravnotezne enacbe za desni lok. Namesto le teh pa raje zapiSimo
ravnovesne enacbe za celotni trocleni lok, saj ¢e so izpolnjene ravnovesne enacbe za levi lok
in celotni trocleni lok, so izpolnjene tudi za desni lok. Ravnovesne enacbe za celotni trocleni
lok so namre¢ nekoliko enostavnejse kot enacbe za desni lok.

0 = A;+B;— Fcosa,
0 = As+ By — Fsina,
0 = —RA;+ RBs.

Tu smo uporabili momentno enacbo s polom v sredis¢u loka. Sistem resimo. Prvo dobimo,
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da je Ay = Bs in od tod As = By = %F sin . Nadalje je

1—cosp

¢ = sin 3

1 1 1
Cy = tan 5502 = —5 sin o tan iﬂF'

Tako dobimo Se
1 . 1 1 . 1
A1:—C1=§smatan§5}7‘ By =Fcosa— A = cosa—ismataniﬁ F

Dobljena formula sil v podporah velja tudi, ¢e je trocleni lok obremenjen v clenku. V tem
primeru lahko silo obremenitve F zapiSemo v obliki F=\F+ (1— )\)F in nato pri razdelitvi
troclenega loka na levi in desni lok upostevamo, da je levi lok obremenjen v spojnem ¢lenku
s silo AF, desni pa z (1 — \)F. Rezultat izra¢una sil v podporah je neodvisen od $tevila A,
sila v spojnem clenku pa je, vendar to ni pomembno, saj je v okviru statike pomembno samo
to, da je vsota vseh sil na ¢lenek enaka nic.

. Troc¢leni okvir sestavljen iz levega dela
AC in desnega CB je clenkasto ne-
pomiéno podprt v A in B, glej skico.
Izracunaj sile v podporah za primer
F1:F,F2:2Fina:b. b

Resitev: Izhodisce koordinatnega sis-
tema postavimo v A, osj x v vodoravni
smeri, os y pa v navpi¢ni smeri. Na
okvir deluje sistem sil, sila leve pod-
pore A= A7+ As7, desne podpore
B B1v+ BoJ, obremenltev na levi lok
Fy = —F7in desni lok F, = 2F7. Pri-
jemalisca sil so tocke A(0,0), B(3a,0), A B
Pi(a,5a/2) in Py(2a,5a/2). Tu smo s Wﬁ /777%777
P; in P, oznacili prijemaliséi sil Fp in . —

Fy.

Sedaj okvir razstavimo na levi in desni del, ki sta spojena v ¢lenku C'. Oznacimo z =
C17+ Cy7'silo levega dela na desni del. Ravnovesne enacbe za levi del so tako

A+ Cy =0, A2+027F:O7 7%F73a01+1102:0, (41)

kjer je zadnja enacba momentna enacba s polom v A. Sedaj zapisimo Se ravnovesne enacbe
za celotni okvir
5

A+ B +2F =0, Ay+By—F =0, §F—§2F+3a32_0 (4.2)
Tudi tokrat smo zapisali momentno enac¢bo s polom v A. Dobili smo sistem Sestih enach s
Sestimi neznankami A, As, B, Bz, Cy in Cy. ResSimo ga. Iz enacbe (4.2) dobimo takoj
By = Y F in nato iz (4.1) Ay = —2F. Ce odstejemo drugo enacbo (4.2) od druge enache
(4.1) dobimo 8e Cy = Bs. Potem iz tretje enacbe (4.2) sledi C; = §F in nato konéno

4 14
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Nalogo lahko resimo tudi na sledeci
nacin. Privzemimo, da je F, = 0. Po-
tegnimo premico pop skozi tocki C' in
B ter premico skozi D v smeri sile F}.
Presecisée oznac¢imo z D’. Sedaj pote-
gnimo §e premico ppr4 skozi D' in A. C
Po polznosti prijemalisce sile F} prene-

semo v D’ in jo razstavimo na kompo-

nenti v smeri premic pcp in ppra. Po- E'
tem F1 = a1€] + ﬁlfl, kjer je €1 enot-
ski vektor v smeri premice pcp, f1 pa
v smeri ppr4. Po polznosti prenesemo
prijemaliSce sile Blﬁ v tocko A. Za levi
del okvirja se ravnovesna enacba s po-
lom v C' glasi

Fa

CAXBlfl-l-CAX =0. A B

1 Y

> —
Od tod sledi, da je vsota sil f1 f1+ A vzporedna vektorju CA. Oznacimo z g enotski vektor v
tej smeri. Potem f3; f1 + A = 141. Desni del okvirja je prav tako v ravnovesju. Iz momentne
enacba za desni del okvirja s polom v C'

Chx B =

potem sledi, da je sila B v smeri vektorja €7, B = §,&,. Vsota vseh zunanjih sil na okvir je
enaka ni¢

O=A+B+F =A+08,& +aé +bifi =g+ (61 +a1)é
Vektorja €7 in g; sta med seboj neodvisna, zato je 0 = 71 in 0 = §; + ;. Potemtakem je
14’: _Blf_'i in g = —alé’l.

Vidimo, da sili podpor dobimo z razstawtvuo sile F1 na smeri €; in f1 Podobno naredimo
tudi v primeru, ko je Fi=0in F) #£ (. Tako sta sili podpor

A=-01fi —B2fe In B=—a161 — asés.

Opisana metoda omogoca dolocitev sil podpor na grafi¢ni nac¢in.

Potrdimo ugotovljeno z racunom. Koordinate tocke D’ so (§, 1‘%‘1)7 smerna vektorja pa sta

1T .
\/7?3(2%_3])’ fi=—

—

& = (2+ 157).

Komponenti sile F sta

R TN 18

Koordinate totke E' so (32, 3%), smerna vektorja pa

—

€y = —F/———

(137—157), fo=—

1
V394
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koeficienta pa sta

/394 5v10

Y F _ v
(6%)] 9 9 52 9
Potem
- - - 4., 5
A=—pi1fi = Pafe = —(§Z+ EJ)F
_ 14 11
B = —0[151 — O[Qéé = (_5?—’_ ET)F,

kar se ujema z Ze znanim rezultatom. Vidimo pa, da je ta drugi na¢in ra¢unsko manj primeren.

. Togo telo je sestavljeno iz treh ploscatih
togih elementov in obremenjeno tako
kotv kaze. skica. Doloci sile v podporah D a
in ¢lenkih.

Resitev: Telo je sestavljeno iz treh to-

gih teles AD, BD in CFE, ki so med

seboj spojena s ¢lenki C, D in FE. F
Dolo¢imo prvo sile v podporah. V ta a2
namen postavimo izhodisée koordina-
tnega sistema v podporo A z osjo x
v vodoravni smeri in osjo Y navpicno

navzgor. Sili podpor sta A = A7 in E (O OD C
B = Bii+ B>J, zunanja sila, ki ima pri-

jemalisce v tocki P(a,3a/2) pa je F = a/2

—F7%. Iz ravnovesja momentov v polu F—'|

B sledi, da je As = 3F/2, iz ravnovesja
momentov v polu A pa By = —3F/2.
Nadalje je By = F', saj mora biti vsota
sil v vodoravni smeri biti enaka nic.

Razdelimo sedaj togo telo na tri prosta

toga telesa AD, BD in CFE, glej skico. A B
Pri zapisu sil v ¢lenkih smo upostevali
tretji Newtonow zakon o medsebojnem a

delovanju sil med dvema telesoma. }4—%

Ravnovesne enacbe za levi del so:

Di+E =0, Dot Ey+Ay=0, —aD, +%D2— gAQ —0.
Tu smo za pol momentne enacbo izbrali tocko E. Ravnovesne enacbe za srednji del so:
—Cy — Fy =0, —Cy — FEy =0, —aCsy = 0,
za desni pa

3
Bi+C—D—F=0, By+Cy—Dy=0, 2aD1+7aF—a01 —0.
Resitev sistema je
3 3

3
Ay, =—-F, By =F, By=--F =——F =
2 9 ) 1 ) 2 2 ) Cl D) ) CZ 0

3 3 3
Dl—_§F7 D2__§F’ E1—§F7 E2—0

Nalogo lahko resimo tudi tako, da prvo dolo¢imo sile podpor, nato pa Se sile v ¢lenkih.
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D,
- F

C,

Cy

E [

B

By

E; Cz

Slika 4.2: Diagram prostih teles, levi del, desni in srednji del.

4. Na strmini z naklonskim kotom «a so
polozZene ena na drugo tri enake plosce,
glej skico. Dolzina plosce je a, viSina pa
h. Sti¢ne ploskve so hrapave s koefici-
entom trenja k > tana. Ugotovi ali se
plosce prevernejo.

Resitev: Sistem je sestavljen iz treh
plosé. Izolirajmo i-to plosco kot pro-
sto telo, glej skico. Na i-to plosco de-
lujejo sile teze mg, sila spodnje ploSce
ﬁl = Nl + T; in sila zgornje plosce
I*:"g = — _’i+1 + T;_H. Ce je i-ta plosca
zgornja plosca, i = 3, je Ty = Ny = 0.
Za komponentni zapis sil postavimo ko-
ordinatni sistem v spodnji vogal prve
ploSce in usmerimo os x v smer strmine
navzgor, os y pa pravoktno na plosco,
prav tako navzgor. Potem je

mg = mg(—sina?— cosa}),

T, = T;7,

N, = NiJ,
ﬁ+1 - - i+177
Ni+1 = - i+lj:

Dolo¢iti moramo Se prijemalisca sil.
Prijemalisce sile teze je masno sredisce
Pr(a/2,(i—1/2)h), prijemalisce sile F}
je P, = (24, (i — 1)h), sile F; pa P11 =
(xi—i-l s ’Lh)
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Koordinate x; so neznane in jih moramo dolo¢iti. Ker so P; na sti¢ni ploskvi, mora veljati
0 < z; < a. Sistem se prevrne, ¢e je katerikoli z; < 0 . Ravnovesme enacbe i-te plosée so

0=—-mgsina+1T; —T;1,
0= —-mgcosa+ N; — N1,

1 1
0= —imag cos o + §mgh sina + hli41 + 2 N; — 241N

Tu je tretja enacba momentna enacba s polom v koordinatnem izhodis¢u. Prvo resimo enac¢bo
za zgornjo plosco, ¢ = 3. Vstavimo Ty = N4 = 0 in reSimo za T3, N3 in x3. Resitev je

. 1
T3 = mgsina, N3=mgcosa, x3= §(a — htana).
Vstavimo izra¢unano v ravnovesni sistem za i = 2. Dobimo sistem
0 =15 —2mgsinq,

0= Ny —2mgcosa,

0 =mg(2hsina — acos ) + 22 Ns.

Resimo ga za T, Ny in x5. Resitev je
Ty =2mgsina, Ny =2mgcosa, x3= —(a—2htanc).

Ravnovesni sistem za spodnjo plos¢o i = 1 je potem

0="1T; —3mgsina,
0= N; —3mgcosa,

3
0=x2,N; — img(a cosa — 3hsin )

z resitvijo

1
Ty = 3mgsina, Ni =3mgcosa, x1= i(a — 3htan ).

Sistem se torej ne prevrne, ¢e je
tana < a/3h.

Poglejmo, kako je Se s pogojem, da sistem ne zdrsne. Veljati mora T; < kN;, kjer je k
koeficient staticnega trenja med sti¢nimi ploskvami. Vidimo, da so pogoji za vse plosce
enaki, veljati mora tana < k.

Sedaj ko vemo, da se pri tana < k plosce ne speljejo, lahko na sistem plosé gledamo kot
na homogeni kvader dolzine a in visine 3h. Sila teze ima prijemalis¢e v masnem srediScu
Py(a/2,3h/2). Kvader se ne prevrne, Ce smer sile teze ne seka strmine levo od levega spo-
dnjega oglis¢a kvadra. 1z tega pogoja sledi tan o < a/3h, kar se seveda ujema z ze izra¢unanim
pogojem. Od tod tudi vidimo, da se n plosé ne prevrne, ¢e je tana < a/nh.
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5. Za skripec na skici doloé¢i silo F' po-
trebno za enakomerno dvigovanje bre-
mena s tezo G. Trenje v lezajih skripca
zanemari.

Resitev: Skripec je sestavljen iz treh
kolutov, ki jih povezujejo vrvi, glej skico
razclenitve na prosta telesa. Polmere
kolutov oznacimo z rqy, ro in r3. Za
vsak kolut posebej veljajo ravnotezne
enacbe. Ker nas ne zanimajo sile v
lezajih, je dovolj za vpeta koluta napi-
sati samo momentno enacbo. Ravno-
vesne momentne enacbe so tako ri F —
rS1 = 0 za levi zgornji kolut, —ryS7 +
r9S2 = 0 za spodnji kolut in r3S3 —
r3S2 = 0 za desni zgornji kolut. Iz
teh enacb sledi S1 = Sy = S3 = F.
Zapisimo sedaj ravnotezno enacbo za
sile za spodnji kolut. Enacba je F

S1+ 8y +85—G=0. \/

Od tod sledi 3F = @. Sila F, ki zagota- G
vlja enakomerno dvigovanje(spuscanje) Y
bremena je tako G/3.

A
F>
S;
A
G S S
3 2
F Si ¥ \ \

Slika 4.3: Diagram sil na kolute 8kripca, levi, spodnji, desni kolut.
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6. Za tra¢no zavoro na skici, z ro¢ico AB
dolzine [ in polmerom koluta r, dolo¢i
silo F' na rocico, ki bo uravnovesila na-
vor M na kolut. Loceno obravnavaj pri-

M
mera sournega in protiurnega delovanja */V/—D\*

navora M.

Resitev: Tra¢na zavora je sestavljena
iz roCice, koluta in vrvi, ki drsi po ko-
lutu. Sila trenja vrvi na kolutu je Sy =
S1e*?. kjer je k koeficient trenja vrvi
na kolutu, ¢ pa je ovojni kot vrvi na
kolutu. Pri tem sila Sy kaze v smer
drsenja vrvi. To pomeni, da moramo B
lo¢iti primera sournega in protiurnega !
vrtenja koluta.

F
&N C A0
L7 L)
Si S, S, Si
\ ] \ Y \
A A A A
A A
F F

Slika 4.4: Tra¢na zavora, protiurna in sourna rotacija koluta.

Poglejmo prvo primer protiurnega vrtenja. Ker ne bomo ra¢unali sil na lezaj koluta in rocice,
je dovolj, da uporabimo samo momentno enac¢bo za kolut in ro¢ico. Momentna enacba za
kolut je M +rS; —rSy = 0. Od tod, z upostevanjem sile trenja na kolutu sledi

M =15, ("™ -1). (4.1)
Momentna enacba za rocico je —IF + 2rSy = 0. Potem z upostevanjem zgornje enacbe
2R 2R 2M ekm
F:752:7516kﬂ': ©

I I I(ebm —1)

V primeru sournega vrtenja dobimo ponovno (4.1), za ro¢ico pa —IF + 2rS; = 0. Potem

2R 2M
F=2tg=—""
o I(eFm —1)

Vidimo, da je v tem primeru sila ro¢ice potrebna za faktor e*™ manjsa sila.

43



7. Trije enaki valji so nalozeni drug na
drugega tako kot kaze skica. Dolo¢i
koeficient lepenja med valji in valji in
tlemi, ki zagotavlja ravnovesje. Kaj se
zgodi, ¢e obodna sila na valju preseze
maksimalno dopustno vrednost? Y

Resitev: Koeficient trenja oznac¢imo s
k. mnalogo bomo resili na dva nacina.
Poglejmo prvega. Sistem je sestavljen
iz treh valjev. Za vsak valj posebej
nari§imo diagram sil, glej skico.

Ci
Dy
B; Ci D4
Aq

Slika 4.5: Diagram sil na prosta telesa, levi, desni in zgornji valj.

Na levi spodnji valj delujejo sila tal A = A7+ Ao7, sila zgornjega valja C = —Chéy(m/3) —
Cy&,(m/3) in sila teze G = —GJ. Tu sta €,(c) = cos a7+ sin af radialni, &(a) = — sin a7+
cos o pa obodni bazni vektor, ki oklepa kot « s osjo z. Silo C smo namenoma zapisali po
komponentah v radialni in obodni smeri, da bomo kasneje lazje dolo¢ili pogoj na koeficient
trenja. Sile na desni spodnji valj so sila tal B = BT+ Bsy7, sila zgornjega valja D =
fDler(27r/3) + D2€¢(27T/3) in sila teze G. Na zgornji valj delujeta sili spodnjih valjev —C,
—D in sila teze G. Ravnovesne enacbe so
YEP| 1 V3

0:A1+701_5027 0:A2—§Cl_702—G, OZTAl—TCh

za levi valj,

3 3
OZ—Bl {D1+2D2, OZBQ—2D1 { Q—G, OZ—TBl+TD1,

za desni valj in

O:—ﬁCl—I—lCﬁ—@Dl—ng, 0= 16’1+§CQ+1D1+£D2—G, 0=—rCi+rD;
2 2 2 2 2 2 2 2

za zgornji valj. Imamo sistem devetih enac¢b z osmimi neznankami. Sistem sil na zgornji

valj ima ne glede na velikosti sil vedno skupno prijemalis¢e, zato je momentna enacba odvec.

Kljub temu pa jo bomo uporabili, saj je nismo zapisali s polom v prijemali¢u sil in zato ni

trivialna. V nadaljevanju pa bomo videli, da je ena enacba odve¢. Iz momentnih enacb sledi

takoj, da je A; = By = Cy = D;. Potem

1 1
0:(14—?)141—502, 0:A2_§A1—§02—G7

44



V3 1 1 V3

=—(1+Y94,4+-D =By~ A1~ 5Dy~
0 (1+ 2) 1+2 2, 0 2 15 D2 G,
1 1
0=5Cs— 5D, 0—A1+£02+§D2—G

Vidimo, in to na dva nagina, da je Co = Dy = (2 + v/3)A;. Ostane nam sistem

= V3A1+A4, -G, 0=By—(24+V3)4, -G, 0=2(2+V3)4, —

Resitev je
G 3 G
Ai=B1=Ci=D1=———, A3=By=-G, Co=Dy=—.
1 1 1 1 22+ 3) 2 2= 50 2 2= 5
Tvorimo sedaj kvociente
A By 2 1.
— =——=-—-—=0.089
As By 3 /3
in
Ci Dy 1

— = —=———=10.268.
Cy Dy 2443

Da ne pride do zdrsa mora biti tako med valji koeficient lepenja vecji od o \/§7 med valjem

in tlemi pa veéji od Z — 7 Ce pogoja nista izpolnjena, sistem ni v ravnovesju in se pri¢ne
gibati.
D,
C,
C D,
Cr D;
A B, C b

Slika 4.6: Diagram sil na prosta telesa, levi, desni in zgornji valj.

Sedaj bomo nalogo resili Se na drugi na¢in. Sistem razstavimo na prosta telesa tako kot kaze
skica. Opazimo, da smo sedaj sile medsebojnega vpliva med valji razstavili na horinzotalno
in vertikalno komponento. Za¢nimo z zgornjim valjem. Ravnovesne enacbe so

Ci—D1=0, Co+Dy+G=0, rDy—7rCy=0.
Resitev je D1 = Cy in Dy = Cy = —G/2. Za levi valj se ravnotezne enacbe glasijo

1
Al—l—Cl:O, A2+CQ—G=0, 57“02—7‘(1-1—?)01:0.
Tako dobimo
G 3G Cy G
=— Ay=—, Ci = S .
T2 VBT 22+ VB)




Za Ay in As smo dobili enak rezultat kot prej. Pogoj, da ne pride do zdrsa zgornjega valja
je, da je tangentna komponenta sile C' po absolutni vrednosti manjsa od absolutne vrednosti
normalne komponente krat koeficient trenja. Torej

(C17+ Cy) - £ < k(C17+ Ca]) - i,

kjer je t = cosm/67 — sin7/67 enotski tangentni vektor v obodni smeri v tocki C, i =
—cos /37— sinm /37 enotski vektor v smeri normale. Izracunamo posebej

o G G V3 1 G
C = C"—'—C 7 = - 77— =7. A ) [ —
t ( 17 2.]) ( 2(2+\/§)7’ 2.]) ( ? 2])

in

o e P G . G2 1, V3\ _ G
Tako dobimo

g— L <k

Cn 243

kar se seveda ujema s pogojem, ki smo ga dobili pri reSevanju naloge na prvi nacin.

. Zagozdo z maso my potiskamo s silo
F' pod omaro z maso mso tako kot
kaze skica. Med zagozdo in tlemi,
omaro in steno in med zagozdo in
omaro je hrapava povrsina s koefici-

entom trenja k.
e Doloci silo F', ki enakomerno F
dviga omaro. e
e Dolo¢i pogoj na k in kot « a I
tako, da bo dvigovanje z za-
gozdo samozaporno. *
mzg m4g

Resitev: Imamo sistem dveh togih teles, zagozdo in omaro. Sistem razdelimo na prosti
telesi, glej skico. Ker je med sti¢nimi ploskvami trenje in ker nas ne zanimajo prijemalisca
sil na stiku, imamo za vsako prosto telo en par ravnovesnih enach, vsota sil v vodoravni in
navpi¢ni smeri mora biti enaka nic.

Pri dvigovanju na omaro delujejo sile ﬁl = ﬁl +f1 = Nyi=117, ﬁg = N2+f2 = Ny(—sina i+
cosa]) + To(—cosa? — sina]) ter sila teze —mogy. Po Coulombovem zakonu trenja je
Ty, = kNy in T; = kNs. Pri spuscanju sili trenja fl in fg obrneta smer. Da bomo lahko
enotno resili problem dvigovanja in spuscanja, bomo zapisali sili trenja v obliki T, = —aly7
in fg = —aTy(cosa?+sin a 7), kjer ima konstanta a vrednost a = 1 pri dvigovanju in a = —1
pri spuscanju.

Ravnovesne enacbe za omaro so tako F; + F5 + mg = 0 oziroma po komponentah

0= Ny — Nyosina — akNs cos «,
0= —akNy — mog + Ny cosa — akNy sin a.
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Ny

N,

Ty
T2

/
mag m1g
N,

Slika 4.7: Diagram sil na prosti telesi.

Iz prve enacbe izrazimo N7, vstavimo v drugo in reSimo na N». Tako dobimo

mag

Ny = .
>7 (1= k) cosa — 2aksina

Na zagozdo delujejo sile F=Ny+Ts = N37+ aT37; sila omare na zagozdo —132, sila teze
—m1gJ in neznana zunanja sila F' = —F7. Ravnovesni enac¢bi po komponentah sta

0= —F + akN3 + Ny sina + akN» cos a,

0= N3 —mi1g — nocosa + akNssin a.

Iz druge enacbe dobimo
N3 =myg + Na(cosa — aksina).
Vstavimo ze izra¢unani N,. Po krajSem ra¢unu dobimo

(1 — k%) tan o + 2ak
(1 —k2) —2aktana’

F = akmyg + mog

Koeficient trenja izrazimo s tornim kotom k = tan ag. Potem je

t tan 2
F = akmyg + mag ana + atan 2o = akmig + magtan(a + 2aqy).
1 — atanatan2ag

Sila s katero z zagozdo dvignemo omaro je torej

F = kmyg + magtan(a + 2ayp).

Poglejmo Se pogoj, da je dvigovanje z zagozdo samozaporno. Pri spuscanju je a = —1. Sistem
je samozaporen, ¢e je za spusc¢anje potrebno zagozdo vleé¢i ven, torej ¢e je F < 0 pri a = —1.
Veljati mora
F = —kmyg + magtan(a — 2aq) < 0.

Pogoj za samozaprtje je

mi

tan(a — 2a9) < — tan ap.
ma
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Teza zagozde v primerjavi z omero je praviloma zanemarljiva. Potem je za m; = 0 pogoj za
samozapornost
g > -
2
Trenje mora biti dovolj veliko oziroma zagozda ne sme biti prestrma.

. 'V kanalu z visino h lezi krogla s pol-
merom 7, ki jo poskusamo dvigniti z
vzvodom dolzine [, glej skico. Doloci
silo F', ki dvigne kroglo. Vzvod mo- F
deliraj kot tanko gladko palico. Do-

bljeni rezultat poenostavi za primer a
r=hina=m/4 \
h
.

o

Resitev: Imamo sistem dveh togih teles, krogla in palica. Vsako telo posebej obravnavamo
kot togo telo v staticnem ravnovesju. Na kroglo deluje sila stene A v vodoravni smeri,
sila tal é, sila palice C in sila teze é, glej skico. Ce postavimo koordinatni sistem z osjo
x v vodoravni smeri in osjo y navpi¢no navzgor je vektorski zapis sil A = A7, B = B7,
C = C(=cos(n/2 — )T+ sin(r/2 — @)]) = C(—sina7+ cosaj) in G = —GJ. Sistem sil na
kroglo ima skupno prijemalisce v srediScu krogle. Ravnovesni enacbi sta tako

A —sinaC =0, B+ cosaC — G =0.

N vl

AN

Slika 4.8: Diagram sil na prosti telesi.

Poglejmo sedaj vzvod. Ker s silo F potiskamo navzdol, deluje na vzvod sila tal D. Delujeta
Se sili robnika kanala D in sila krogle na palico —C. Iz diagrama sil takoj vidimo, da je
E = F in C' = D. Iz ravnovesja momentov sledi, da je dvojica sil {5, ﬁ} nasprotno enaka
{C, D}. Od tod sledi

lcosaF =dD,

kjer je d razdalja med prijemalis¢ema sil C in D. Iz slike vidimo, da je sina = (h — z)/d in
x =r(1 — cosa). Tako dobimo
de h—r(l—cosa)

sin o
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10.

in
DZACOSQF: {sin & cos «
d h—r(l—cosa)

Potem je

Isin v cos® o

B=G- C=G- D=G@—- ——Mmm
cos o cos = (1 = cosa)
V trenutku dviga je sila tal B na kroglo enaka ni¢. Sila na vzvod, ki dvigne palico je tako

enaka
Fo h—.r(l —cosa)
Isin o cos?
Za r = h potem sledi
2r

- {sin 2«

inzaoa=m/4je F=2G.

Podobno kot v predhodni nalogi
tudi sedaj dvigujemo kroglo iz ka-
nala, z razliko, da je tokrat sila
F pravokotna na vzvod, glej skico.
Doloéi silo F', ki dvigne kroglo. Do-

bljeni rezultat poenostavi za primer
r=hina=m/4. \
h
.

o

Resitev: Sistem sil na kroglo je enak kot v predhodni nalogi, sistem sil na drog pa se
razlikuje, saj tokrat vzvoda ne potiskamo navzdol in tako ne deluje sila tal na drog, glej skico.
Ravnovesni enacbi sta D — F —C =0 in dC — yF = 0, kjer je y razdalja med prijemaliS¢ema
sil D in F. Tako dobimo C = 4F. S pomocjo skice vidimo, da je y =1 — h/sina.

e

Slika 4.9: Diagram sil na prosti telesi.

Potem je z upostevanjem ravnovesnih enacb za kroglo in znanih izrazov za d in y sledi

lsina— h
B =G —cosaC = G—cosagF:G—cosa—sma
d h—7r(l—cosa)
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11.

V trenutku dviga je sila tal B na kroglo enaka nic¢. Sila na vzvod, ki dvigne palico je tako

enaka
h—r(1—cosa)

(Isina— h) cosa

Za r = h potem sledi

B r
lsina—r
inzaa=nmn/4je F = l/f G. Ce primerjamo resitvi, vidimo, da je za visok robnik

primernejsi prvi nacin dviga, za nizek pa drugi.

Dve enaki krogli s polmerom r in
tezo (G; pokrijemo z valjem s pol-
merom R(r < R < 2r) in tezo Ga,
glej skico. Dolo¢i tezo valja, da se
valj ne prevrne.

Resitev: Sistem je sestavljen iz

treh togih teles, dveh krogel in va-

lja. Narisimo digram sil prostih te-

les, glej skico. Na spodnjo kroglo

delujejo sila leve stene ﬁh sila tal

F, sila teze Gy in sila zgornje kro- <
gle F3. Na zgornjo kroglo delujejo

sila spodnje krogle 7F3, sila desne

stene F4 in sila teze G1 Na valjasto

posodo pa sili tal Fs in F6, sili kro-

gel F1 in —F4 in sila teze G2 Za

vektorski zapis sile postavimo koor-

dinatni sistem z osjo x v vodoravni

smeri in osjo y v navpi¢ni smeri.

Kot ki ga oklepa os x z zveznico

med sredis¢ema krogel oznacimo z G,
«. Vektorski zapis sil je potem

Fe

G Fs

Slika 4.10: Diagram sil na prosta telesa.

— — — — — —

Fl :Flf, F2 :ng_; F3:7F3(COSOJ’+ sinaj), F4: 7F4f, F5:F5ﬁ F6:F6]_:
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12.

Na krogli deluje sistem sil s skupnim prljemahscem zato je ravnovesna momentna enacba
trivialno 1zpolnjena Ravnovesna pogoja sta tako Fi +F + F3 + G, =02z prvo kroglo in
—F3 + F4 + G1 =0za drugo. Komponentni zapis je

Fy — F3cosa=0 Fy— F3sina— Gy =0, Fzcosaa— Fy=0, F3zsina—G;=0.
Sistem ima Stiri neznanke in $tiri enacbe. Resitev je

cosaGh Fy =2Gy, F3= G, F4:cosa

P =
S« sin a S«

Gi.

Pri ravnovesju valja moramo upostevati tudi momentno ena¢bo. Za pol si izberimo toc¢ko na
tleh, ki lezi na simetrali valja. Tako za izra¢un navora potrebujemo y koordinati y; in yq
prijemalis¢ sil —F, in —Fy na valj. Ocitno je y1 = r, za y4 pa iz definicije kota « vidimo, da
je ya = (1 4+ 2cos ). Ravnovesne enacbe za valj se tako v komponentnem zapisu glasijo

Fs+Fs—Go=0, —F1+F;=0, —RF5+RF6—|—7‘F1—r(1+281na)F4=0.

Druga enacba je ze izpolnjena. Iz prve enac¢be dobimo Fgz = G2 — F5 in to vstavimo v tretjo
in upostevajmo ze izra¢unane vrednosti za Fj in Fy. Potem

= R(Gz — 2F5) — 27"G1 COS Q.

in od tod )
F5 = §G2 — %Gl cos .

Dolo¢imo sedaj kot a. Iz slike vidimo, da je 2R = r + 2rcosa + r. Torej cosa = (R —1r)/r.
Vstavimo to v izraz za F5 in dobimo

1
F5 = §G2 — Gl(l — ’I“/R)

Valj se ne prevrne, ¢e je F5 > 0. Pogoj, da se valj ne preverne je tako G3 > 2(1 —r/R)G;

Med dvema vzporednima stenama
sta zagozdena zagozda in valj, glej
skico.  Naklonski kot zagozde je
a, polmer valja je r, teza zagozde
G1, valja pa G5. Med zagozdo in
valjem ni trenja, koeficient lepenja
med steno in zagozdo oziroma va-
ljem pa je k. Doloc¢i najmanjso tezo
valja, ki drzi zaporo.

Resitev: Sistem je sestavljen iz
dveh togih teles, zagozde in valja.
Narisimo digram sil prostih teles,
glej skico. Na zagozdo deluje sila
stene A = A7 + Agj, sila teze <
Gy in sila valja na zagozdo B =
—B(cosa? + sinaj). Tu smo kot
obicajmo postavili koordinatni sis-
tem z osjo x v vodoravni smeri in
y v navpicni. Prijemalisce sile stene
dolo¢a momentni ravnovesni pogoj. G
Ker za naso nalogo to ni pomembno, Y
ga ne bomo dolo¢ili in tako tudi ne

bomo uporabili momentno enacho.

G
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Ravnovesni enacbi za zagozdo sta

A; — Bcosa =0, Ay — Gy — Bsina = 0.

A
a
¢——>
Az
B
a
B
G1 Gy
\ \

Slika 4.11: Diagram sil na prosta telesa.

Cq

Cy

Poglejmo sedaj kroglo na katero delujejo sile -B= B(cos '+ sin aj),ég inC =07+ CsJ.

Ravnovesne enacbe so
—Cl+4+ Bcosa=0, Cy+ Bsina—Gy=0, rCy=0.

Od tod sledi
1 COS v

Cy=0, B= Go, C) = Ga.

sin o sin «

Iz ravnovesnih enacb za zagozdo potem sledi

A =22, Ay =G+ Bsina =Gy + Go.

sin o

Pogoj, da klada ne zdrsne je Ay < kA;. Vstavimo izra¢unane vrednosti. Potem

Cos &

Gi1+ Gy <k Gs.

sin o

Od tod dobimo pogoj

sin oG
kcosa — sina
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13. Valj s polmerom r in tezo Ga, ki
je vertikalno prosto gibljiv, drsi po
podstavljeni zagozdi s tezo Gi, glej
skico. Vrtenje valja poganja navor
M. Koeficient trenja med tlemi in
zagozdo je ki, med zagozdo in va-
ljem pa ko. Doloc¢i navor M in zvezo '
med koeficientoma, da bo vrtenje
valja enakomerno pomikalo zagozdo

proti desni. G h

Resitev: Sistem je sestavljen iz
dveh togih teles, zagozde in valja.
Narisimo digram sil prostih teles,
glej skico.

Na zagozdo deluje sila teze él = —(G1], sila tal F17+ N17'in sila valja Fy€] + Noés, Kjer je
vecey v smeri strmine zagozde, torej €1 = cosai’ — sinaj, €s pa je pravokoten na strmino,
€y = — sin ar—cos . Na valj delujejo sila teze Gy = —(@sJ, sila zagozde na valj —Fye1 — No€s
in sila lezaja —F37.

Ni

F
N, :
a
3 '
G Gz |

Slika 4.12: Diagram sil na prosti telesi, zagozda in valj.

Ravnovesni enacbhi za zagozdo sta
Frycosa— Fy — Nosina =0, —Fysina— Gy — Nycosa+ N1 =0. (4.1)

Tu smo upostevali samo ravnovesje sil, saj prijemalis¢a sile podlage ne poznamo. Ravnovesne
enacbe za valj pa so

—Fycosa— F3+ Nosina=0, Fysina— G+ Nocosa=0, M — Fyr=0. (4.2)

Pri drsenju zagozde in valja velja Fy = k1 N1 in F5 = kN5, Vstavimo to v prvi dve enachi
(4.1). Tako dobimo dve enacbe za neznanki N7 in No. Resitev je

G1 (sina — kg cos )
N, = 4.3
! sina + k1ks sina + (k1 — ka) cosa’ (4.3)
lel
Ny = — . 4.4
2 sina + kiko sina + (k1 — ko) cos a (4.4)

Drugo enacbo v (4.2) preoblikujemo v

Ny(cosa + kg sina) = Ga.
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Upostevajmo sedaj izraz za Ny. Tako dobimo enacbo, ki povezuje koeficienta trenja ki in ko.
Ce jo resimo na ko, dobimo

o tana+(1+G1/G2) k’l
11— (1+G1/G)kytana’

ko

Za konec izra¢unajmo $e navor M. Iz tretje enacbe (4.2) sledi

M =rF; =rkaNy =1 (GQ sin o + (Gl + G2) k1 cos a) .

4.2 Dodatne naloge

1. Trocleni lok s polmerom R sestavljen iz
lokov AC' in C'B je obremenjen tako kot
kaze skica. Dolo¢i sile podpor.

Resitev: A; = (=2 + V2)F, Ay =

_1$F7 By = -2+ V2)F, B, =

2. Trocleni lok s polmerom R sestavljen iz
lokov AC in C'B je obremenjen tako kot G
kaze skica. Doloci sile podpor. C
~e . _ 1 _ 1
Resme:/. A = f@G, Ay = —;G,
B1 = mG, BQ = _ZG

A 77/3 /3 B

3. Trocleni lok s polmerom R sestavljen iz C F

lokov AC' in C B je obremenjen tako kot

kaze skica. Doloci sile podpor.

Resitev: A; = —iF, Ay = —?F,

Bi=-3F, By = %F. A 71/3 /3 B
4. Trocleni lok s polmerom R sestavljen iz F

lokov AC' in C B je obremenjen tako kot

kaze skica. Dolod¢i sile podpor in pokazi, c m

da lahko nalogo resis tudi s kombinacijo

resitev prdhodnih nalog.

Resitev: A1 = — (31+2\/\/3>§)F, AQ =

_ 71/3 71/3
V24 BF, B, = CHE A B
(=3+V3)F

4V2
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5. Trocleni okvir sestavljen iz levega dela
AC in desnega CB je clenkasto ne-

pomic¢no podprt v A in B, glej skico. %
Izracunaj sile v podporah za primer b
F, = F, Fy = 2F. }/2
Resitev: F
al’ 3F 2b
Ay = —, Ay=—
' 3 T 20 Fa
aF 3F
B, = ——, By=—A;.
1 3b ) 2 2 1 A B
| a l 2a >

w)

6. Togo telo je sestavljeno iz treh togih ele-
mentov in obremenjeno tako kot kaze F ﬁ)
skica. Dolo¢i sile v podporah in ¢lenkih.
Pri tem obravnavaj primera:

e sila F' deluje na element AD;

e del sile AF' deluje na AD, del (1—
A)F pa na element BD.

3a/2
Resitev:
[ ] A1 :F, A2 = 2F, B2 - 72F,
C1:CQZE1:E2:O,D1:
—F, Dy = —-2F.
e Enako kot prej, z razliko D; = E (O OD C
(A=1)F, Dy = —2F.
a al2
Velja splosno, ¢e je obremenitev v ‘ g
¢lenku, sila v D ni enolicno dolo¢ena. A B
Sile podpor pa so seveda neodvisne od &
delitve obremenitve F'. a U

Ny
Y
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7. Togo telo je sestavljeno iz treh togih ele-
mentov in obremenjeno tako kot kaze
skica. Doloc¢i sile v podporah in ¢lenkih.

Resitev:

F
Ay = ——,
2 23
F
B =,
T2
3F
By =——,
2V 2F
C]Z_L,
3
Cy =0,
F
Dy =———,
3F
Dy=-2",
2 22
E1:2\/§F7
3
Ey;=0

8. Med navpi¢nima stenama je zapora iz za-
gozde in dveh enakih valjev, glej skico. Pol-
mer valjev je R, kot v vrhu zagozde pa /3.
Masi valjev sta m, zagozde pa M = 2m.
Vse sti¢ne ploskve imajo enak koeficient
trenja k.

(a)
(b)

Identificiraj vse zunanje sile.

Razstavi sistem na prosta telesa in
narisi njihove diagrame sil.

Za vsako prosto telo posebej napisi
ravnovesne enacbe.

Resi  ravnovesne  enacbe  (tu
upostevaj simetrijo naloge).

Dolo¢i pogoj na koeficient trenja, da
zapora ne zdrsne.

1

Resitev: Pogoj je 5 < k.
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9.

10.

Za tra¢no zavoro na skici, z roc¢ico AB
dolzine [ in polmerom koluta r, dolo¢i
silo F' na rocico, ki bo uravnovesila na-
vor M na kolut. Loceno obravnavaj pri- M

mera sournega in protiurnega delovanja . b
navora M.

Resitev: Protiurno vrtenje

2Me'3>kﬂ'/2

="
[ (e3hm/2 —1)’

sourno

2M B

F=—r——-.
l(e?)kﬂr/Z _1)

[ ]

Tri enake krogle s polmerom r in tezo GGy pokrijemo z valjem s polmerom R(r < R < 2r) in
tezo G, glej skico za primer dveh krogel. Dolo¢i tezo valja, da se valj ne prevrne.

Resitev: Velja enak pogoj kot za dve krogli.
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Poglavje 5
Palicje

5.1 Resene naloge

1. Za pali¢je sestavljeno iz enako-
stranicnih  trikotnikov na  sliki
izracunaj sile palic.

Resitev: Oznacimo levo podporo z 1
A, desno z B in postavimo koordina-
tni sistem z osjo x v vodoravni smeri
in osjo y v navpicni. Sili podpor sta
A= A7in B = BiT+ Bs7. 1z si-
metrije naloge takoj sledi By = 0 in 4 5
A = By = F/2. Ker je vrh pali¢ja
neobremenjen, sta sili palic v vrhu

enaki nic, F; = Fy = 0. Nadalje za- . 8
radi simetrije sledi, da je Fy = F7,

. . /777777777777
F5 = F6 m Fg = Fg. Sile Fg, FG» F7 F

in Fy dolo¢imo z vozlis$éno metodo.
Iz ravnovesja sil v desni podpori

1 V3 1
—F+ —F, =0 —Fy—=-F, =0
5 + 5 17 ) 9= 547

sledi
1 1

—F, = Fy=——
\/g 9

Iz ravnovesja v preseciscu palic 2, 3, 6 in 7

Fr=-—

1 1 V3 V3
—Fg - §F6+ §F7 — 0, _7F6 - 7F7 — 0
dobimo
F _LF F __LF
V3 RV
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2. Za pali¢je na sliki izracunaj:

a a a a
(a) sile v podporah A in B; 3
(b) sile oznacenih palic 1,2, 3. a 2
~e ~ . . 1
Res1te.v.. Prvo doloc1mo sﬂg pod—' £y oF £y
por. Sili podpor v vertikalni smeri
oznatimo z A in B. Momentna \J

enacba s polom v A je

4aB — F(a + 4a+ 3a) = 0.

Od tod B = 2F in zaradi simetrije problema A = B = 2F. Horizontalna komponenta v
podpori je enaka nic.

Sile palic bomo izra¢unali s prerezno metodo. Zapisali bomo ravnovesne enacbe za desni del
pali¢ja. Momentna enacba v presec¢iséu prve in druge palice je aF3 + aB = 0. Potem F3 =
—B = —2F. Momentna enacba v presecis¢u druge in tretje palice je —aF; — aF + 2aB = 0.
Od tod F} = —F 4+ 2B = 3F. Silo F; druge palice dobimo iz ravnovesja sil v navpi¢ni smeri.
Velja B — F + %FQ =0 in tako Fy = —/2F.

3. Za pali¢je na sliki izrac¢unaj:

a a a a
(a) sile v podporah A in B; 3
(b) sile oznacenih palic 1,2, 3. a 2
R Prvo dol le pod :
Sitev: .. . i
esitev: Prvo dolocimo sile pod- - £V oF
por. Sili podpor v vertikalni smeri
ozna¢imo z A in B. Momentna Y Y

enacba s polom v A je

—4aB + F(2a + 2a + 6a) = 0.

Od tod B = gF in zaradi simetrije A = B = %F Horizontalna komponenta v podpori je
enaka nic.

Sile palic bomo izra¢unali s prerezno metodo. Zapisali bomo ravnovesne enaCbe za desni
del pali¢ja. Momentna enacba v preseCis¢u prve in druge palice je aF3 + aB = 0. Potem

F; = —%F. Momentna enacba v presecis¢u druge in tretje palice je —aF; — 2aF 4 2aB = 0.
Od tod Fy} = 3F. Silo Fy druge palice dobimo iz ravnovesja sil v navpi¢ni smeri. Velja
B — 2F + %FQ = 0 in tako Fy = —%F. Pravilnost izracuna sil lahko preizkusimo z

zapisom ravnovesja sil v vodoravni smeri za desni del pali¢ja. Izracunajmo F; + %FQ + F5 =

3F — %F + %F = 0. Vsota je enaka ni¢. Ravnovesni pogoj v vodoravni smeri je res izpolnjen.
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4. Za dano pali¢je na skici doloc¢i sile

oznac¢enih palic. HLH

Resitev: Prvo izrac¢unamo sili pod-
por. Silo podpore v A oznacimo z
A= AT+ Asj.vBpazB=Byy a (1) (2 (3
Iz ravnovesne enacbe v vodoravni

smeri sledi A1 = —F. Momentna @
enacba s polom v A je

axBy—2axF—3ax2F—3axF = 0 F

in tako B, = 11F. Momentna
enacba s polom v B pa je

—axAg—ax F—2ax2F—-3axF = 0.

Resitev je Ay = —8F. Preizkus A B
Ay 4+ By = —3F potrdi pravilnost WW A
izracuna. 177777777777,

2F

Sledi izracun sil palic. Prvo opazimo, da je F} = 0, saj je levo zgornje vozlice, ki je povezano
z dvema palicama neobremenjeno. To pomeni, da lahko sile palic izratunamo s prerezno
metodo, ki navidezno prereze pali¢je skozi palice 2, 3 in 4. Zapisali bomo ravnovesne enacbe
za zgornji del pali¢ja. Momentna enacba s polom v prese¢is¢u 2. in 3. palice je

—axXFy—axF—-2ax2F=0 = F,=-5F,
momentna enacba s polom v preseciscu 2. in 4. palice je
—axF3—2axF—-3ax2F—axF=0 = F3=—-9F,

momentna enacba s polom v presecis¢u 3. in 4. palice pa je

a

ﬁxF27axF—2a><2F—a><F:O — Fy = 6V2F.

5. Podano je pali¢je sestavljeno iz
enakostrani¢nih trikotnikov.

(a) Doloci sile v podporah. - i i
F 2F F

(b) Izracunaj oznacene sile pa-
lic.

Resitev:

(a) Oznac¢imo z a dolzino stranice trikotnika, z A levo in z B desno podporo.

Ker so

obremenitve samo v navpicni smeri, sta sili podpor tudi samo v navpi¢ni smeri. Iz

momentne enacbe s polom v A sledi

—aF — 3a x 2F — 5aF + 6aB = 0.
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Od tod B = 2F'. Iz momente enacbe s polom v B pa dobimo
—6aA+5aF +3a X 2F +aF =0 = A =2F.

Za kontrolo A + B — 4F = 0. Sili podpor lahko dobimo tudi takoj z upoStevanjem
simetrije problema.

(b) Sile dolo¢imo s prerezno metodo. Sile palic bomo doloéili s pomo¢jo ravnovesnih enacb
za desni del pali¢ja. Iz momentne enacbe s polom v presecis¢u prve in druge palice sledi

3 2 4
£ong,—&—ozB:O:>F3:——B:

2 B a"

Iz momentne enacbe s polom v presec¢is¢u druge in tretje palice sledi

V3 1 3 5
77&F17 QCLF+§CLB:0:>F1 = %F

Silo druge palice dolo¢imo z upostevanjem ravnovesne enacbe v vodoravni smeri. Imamo
1 2
b+ +F3=0=—F,=———F.
2 V3

Za kontrolo

észFJrB:O.

NN

6. Podano je pali¢je sestavljeno iz
enakostrani¢nih trikotnikov.

(a) Doloci sile v podporah.

(b) Izracunaj oznacene sile pa-
lic.

Resitev:

(a) Oznac¢imo z a dolzino stranice trikotnika, z A levo in z B desno podporo. Postavimo
koordinatni sistem z izhodiS¢em v A in usmerimo os x v vodoravno smer os y pa v
navpicno. Sila leve podpore je A=A+ As7, desne podpore pa B=B8B (—§f+ %j)

13 V3

Primejalisce sile desne podpore je tocka B s koordinatami a (7, 7)

Silo desne podpore dobimo iz momentne enacba ravnovesja s polom v tocki A. Moment

sile podpore je
13, V3 V3, 1 o
o, Vo VoL 1)y .
a<22+23>xB< 22+2J> aBk

Momentna enacba v semri osi z se tako glasi

0= —aF — 6al — 5aF + 4aB.

, 3.1
B:3F<—fi’+j>.

Od tod B=3F in

2 2

Silo podpore A dobimo iz ravnovesja sil v vodoravni in navpi¢ni smeri. ReSitev je
. 3V3 .5,
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(b) Sile dolo¢imo s prerezno metodo. Sile palic bomo doloéili s pomocjo ravnovesnih enach
za levi del pali¢ja. Iz momentne enacbe s polom v presecisc¢u prve in druge palice dobimo
silo tretje palice

F3 = —3V3F.

Momentna enacba s polom v presecis¢u druge in tretje palice nam da silo prve palice

5
F=—F.
1 7

Silo druge palice

V3
2

~ 1.
F2:F2<2Z—]

dolo¢imo iz ravnovesja sil. Po krajsem racunu dobimo

F
Fry=——.
V3
7. Za podano pali¢je na sliki, desna -
podpora je drsna pod kotom 7/4: 3 oF
(a) doloci sile v podporah; EI P2
O
(b) izracunaj oznacene sile palic. . 3F M

Resitev:

(a) Silo desne podpore zapiSemo v obliki B = B(—7'+ 7)/v/2, sila leve podpore pa je A =
A7+ Asj. Momentna enacba s polom v levi podpori se glasi

B 12v2F
CaF —9aF 4+ 2B _gup— oo p 12V2 ,
V2 5

momentna enacba s polom v desni podpori pa

8F
—bals +4aF +6aF —2aF =0 = Ay = =

Ravnovesna enacba sil v vodoravni smeri je

B 2F

7%

(b) Sile palic 1,2 in 3 dobimo s prerezno metodo. Zapisimo ravnovesne pogoje za desni del
pali¢ja. Ravnovesje momentov s polom v preseciscu palice 2 in 3 je

12F
aFi + 2aF + aA; — 3aAy = I = —

Ravnovesje momentov s polom v preseciscu palice 1 in 2 je

2F
—aFs3 + 3aF + 3aF — 4aAy = F3 = -
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Iz ravnovesja sil v navpicni smeri potem sledi

12F/2
Fy=— 5\[.

Sedaj, ko poznamo v presecisc¢u palice 2 in 3 sili F5 in F3 lahko dolo¢imo tudi Fjy.
12F

1
Fy+—F=0=F=——.
4 \/§ 2 4 5

e e
2F= -
8. Podani sta dve pali¢ji, glej skico. :
(a) Izrac¢unaj sile v podporah. > F > F
(b) Doloéi sile oznacenih palic. 1 DENE 1 2 3

(c) Ugotovi, katero pali¢je ima

manjSe kompresibilne sile
oznacenih palic.

A B A B

Resitev: ’ A ’ A

(a)

Prvo izra¢unamo sile podpor. Ker sta obe pali¢ji enako obremenjeni, imata enake sile
podpor. Sila v levi podpori je A= A7+ As7, v desni pa B = By7. Vsota sil v
vodoravni smeri je ni¢. Potem A; = —3F. Iz momentne enacbe s polom v B sledi
—ax Ay —2ax F—3a x2F =0 in od tod Ay = —8F. Nadalje velja A3 + Bo =0 in
tako By = — Ay = 8F.

Izra¢unajmo sedaj sile oznacenih palic levega pali¢ja. Pali¢je navidezno prerezemo skozi
oznacene palice. Zgornji odrezani del je pod vplivom oznacenih palic v ravnovesju.
Postavimo pol momentne enacbe v presek prve in druge palice. Potem 0 = —a x F3 —
a X 2F in tako F3 = —2F. Sedaj pol momentne enacbe v presek druge in tretje palice.
Potem 0 =ax F] —ax F —2a x 2F in I} = 5F. Vsota sil v vodoravni smeri mora biti
enaka ni¢. Torej 0 = Fy/v/2+F+2F in F, = —3+/2F. Za kontrolo preverimo, ¢e je vsota
v navpicni smeri tudi enaka ni¢. Izracunajmo —F) — Fy/\/2 — F3 = —5F +3F +2F = 0.
Tako smo za levo pali¢je dobili

Fy =5F, F,=—-3V2F Fy=—2F.

Poglejmo sedaj se drugo pali¢je. Postavimo pol v presecisce prve in druge palice. Potem
0= —axFs—axF —2ax2F in F3 = —5F.Za presecis¢e druge in tretje palice
velja 0 = a X F} —a x 2F. Torej F1; = 2F. Ravnovesna enacba v vodoravni smeri
je 0 = —F/v2 + F + 2F in tako F» = 3v/2F. Za kontrolo —F; — Fy/\/2 — F3 =
—2F — 3F + 5F = 0. Sile desnega palicja so

F, =2F, F,=3V2F, F;=—5F.
Ker je —5 < —3v/2, ima desno pali¢je veéje kompresibilne sile oznacenih palic, zato je

leva postavitev boljsa.
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9.

10.

Za K pali¢je na sliki izracunaj sile <2 »
palic. § B
Resitev: Pali¢cje  navidezno
prerezemo tako kot kaze skica.
Prerez seka stiri palice. V splosnem
v takem primeru ne moremo upora-
biti prerezne metode, v posebnem F
primeru pa jo kljub temu lahko. Iz
ravnovesja sil v prese¢iscu sile Fj
in F3 sledi, da je F5 = —F5. S to
dodatno zvezo imamo sedaj Stiri = >
neznanke in Stiri enacbe s katerimi Ff <———T-————————————-

lahko dolo¢imo sile palic na pre- F,
seku. Iz ravnovesja sil v vodoravni >

smeri potem sledi F} + Fy = 0,

iz momentne enacbe s polom v F3
preseciséu druge in tretje sile pa F =—F———l e
dobimo hFy/2 — hFy/2 = kaF.

Dobili smo dve enacbi za neznanki

Fy in Fy. Resitev je Fy = kaF/h in F
Fy = —kaF/h.

Dolociti moramo Se Fs. Enacba ravnovesja v navpicni smeri je 0 = Fysina— Fsysina—F = 0,
kjer je a kot med drugo palico in vodoravno smerjo. Resitev enacbe je F» = F/2sin« in
potem F3 = —F/2sina. Kot « dolo¢imo iz slike. Velja sina = h/+v/4a? 4+ h?. Vidimo, da
so sile posevnih palic neodvisne od preseka. Sile spodnjih palic so kompresijske, zgornje pa
natezne. Sile palic so ekstremalne pri podporah.

Za palicje na sliki izra¢unaj kompre-
sijske sile palic.

Resitev: Sile palic ozna¢imo z F;.
Ocitno je Fy kompresijska in tudi

Fy, saj je F» = Fy. V stiku pa- al2
lic 4, 5, 6, 9 mora palica 9 prevzeti
kompresijsko komponento v verti- al2
kalni smeri, zato je tudi Fy kompre-
sijska. Nadalje je F7 kompresijska in a2

ker je Fio natezna, je kompresijska
tudi F11. Ker je F1o natezna, je na-
tezna tudi Fi3. Ker je Fj; kompre-
sijska, je F1o natezna in koncno, ker
je Fr kompresijska in Fjg natezna,
je Fg tudi kompresijska. Kompresij-
ske so tako sile Fy, Fy, Fg, F7, Fy in
Oznacimo kot med palico 1 in 2 z . O¢itno je a = w/4. Kot palico med 7 in 12 palico
oznac¢imo z (. Hitro vidimo, da je sin3 = 1/4/5 in cos 3 = 2/4/5. Dolo¢imo prvo sile
podpore A= AT+ As7 ' in B = By7. Iz momentne enacbe s polom v A sledi By = —3F.
Potem A; = 3F in iz ravnovesja sil v navpi¢ni smeri Ay = F'. Iz ravnovesja sil v A v vodoravni
smeri sledi 3F + Fg/\/§ = 0. Potem Fy, = Fy = —3V2F. Iz ravnovesja v presecisc¢u palic 4,
5, 6 in 9 potem sledi Fy — F5/v/2 = 0 in tako Fy = —3F. Iz ravnovesja na stiku 7 in 12 palice
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11.

dobimo Fy; = —2F in Fj» = V/5F. Potem je F11 = —F. Uporabimo $e momentno enacbo s
polom v preseku palice 10 in 13 za desni del pali¢ja. Dobimo —aFg/2 — 2aF = 0 in od tod
Fs = —4F. Tako smo dobili

Fy=F,=-3V2F, Fy=-AF, F,=—-2F, Fy=-3F, Fy =—AF.

2a e 2a
D\Za.nosﬂca sta Clenkasto speta v A :T>| "C I‘T: B
tocki C, enostavno podprta na svo- &€ »
jih krajis¢ih in spojena s palicjem 7 N
tako kot kaze skica. Izracunaj sile F a
palic.

Resitev: Prvo izrac¢unamo sili pod-
por. Iz simetrije naloge takoj sledi,
da sta sili podpor enaki A = B =
F/2.

Za izracun sil palic, palice prvo
oznac¢imo, tako kot kaze skica. Pa-
lico 3 navidezno prerezemo s prere-

zom skozi tocko C. Na desni del (4) (57
konstrukcije deluje sila desne pod-
pore, levi del konstrukcije s silo C' v e 3 &

tocki C, obtezba F in sila palice ﬁg.

Obtezbo F lahko v celoti pripisemo levemu ali desnemu delu, lahko pa jo tudi proporcionalno
razdelimo med deloma. Kot bomo kmalu videli, kako obtezbo razdelimo, ne vpliva na sile
palic. Ravnotezna ena¢ba momenta s polom v tocki C je Za%aF —aF3 =0in tako F3 = F.
V spoju palic 3, 4 in 5 je vsota sil palic enaka ni¢. Iz ravnovesja v vodoravni smeri dobimo
Fs = v/2F in nato $e v navpiéni Fy = —F. Zaradi simetrije so sile palic na levi in desni
enake, velja Fy = F5 in Fy = F}.
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5.2 Dodatne naloge

1. Za palicje sestavljeno iz enako-
stranicnih  trikotnikov na  sliki

izracunaj sile palic. () (2)

Resitev:

Fy = —F/V3, F, = —F/V3,
F3=0, Fy = —F/V3,

F5 =0, Fs =0,

F; = —F/\/3, Fy = F/2V/3,
Fy=F/2V3, A=F/2,

By =0, By = F/2.

2. Za pali¢je sestavljeno iz enako-
stranicnih  trikotnikov na  sliki
izracunaj sile palic.

Resitev:

F1 == 0, F2 = 0,
Fy=-F/2, Fy=—F/2,
Fs=F/2, Fs = F/2,

Fy = —F/2, Fy = F/4,
Fy =3F/4, A= /3F/4,
By = F/2, By = \/3F /4.

3. Za pali¢je sestavljeno iz enako-
strani¢nih trikotnikov izrac¢unaj sile
oznacenih palic.

Resitev:

Fy =/3F, F, = —2F /3/3,
F3 = —8F/3/3.

4. Za podano pali¢je na sliki izracunaj <2
sile oznacenih palic. 1
a

Resitev:
Fy =14/3F, Fy = —7\/2/3F,
By = —1/3F. F' 2F| 3F
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5. Za podano pali¢je na sliki izracunaj -

sile oznacenih palic. Desna podpora 3 oF
je pod kotom 7 /4. % 2
Resitev: —1)
Fy =T7F/5, F = —7\/2F /5, . oF M
F3 =3F/5, Fy = —4F/5. \

6. Za podano pali¢je na sliki izracunaj a
sile oznacenih palic. Desna podpora 4 3 -
je pod kotom /4. E[ 2
Resitev: 1
Fy = TF/5, Fy = —T\/2F /5, - A M
F3 = —-2F/5 Fy = —9F/5.

7. Za podano pali¢je na sliki izracunaj
sile oznacenih palic.

Resitev:
Fy =\3F, F, =0, F3 = —2V/3F.
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Poglavje 6

Nosilci

6.1 Tockovno obremenjeni nosilci

6.1.1 Resene naloge

1. Enostavno podprti nosilec dolzine [ je vertikalno to¢kovno obremenjen v tockah a;, ¢ =
1,...,n s silami F;.
(a) Doloéi potek precne sile.
(b) Doloéi potek upogibnega momenta.

(c¢) Skiciraj poteka za primer n = 3, ] = 4m, a1 = lm, as = 2m, az = 3m, F, = Filg,
Fy, =1kN, F, =1/2kN, F3 = 1kN.

Resitev: Nalogo resimo v treh korakih. Prvo dolo¢imo sile podpor, nato potek precne sile
in na koncu 8e potek upogibnega momenta.

(a) Podporo v levem krajis¢u oznac¢imo

z A, v desnem z B. Dolo¢imo jih . . .
iz enacbe ravnovesja navorov. Velja /77774;’7777 j i l /77777%7777

Z?:l a;F; =1B in Z?:l(l —a;))F; =
lA. Tako dobimo:

1 n 1.0p
A= 7Zl(l—al)l;‘“ 05k
1 1 2 3 4
B = z Zaze -0.5F
i=1 10l
V konkretnem primeru je A = B = '

5/4kN.
Brezdimenzijski potek precne sile.
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(b) Za enostavno podprti nosilec vemo,
da je precna sila @ v levem krajiséu 15l
enaka sili podpore A, v desnem pa
—B. Nadalje je pre¢na sila odse-
koma konstantna s skoki v tockah
obremenitve, ki so enaki obremeni-
tvam. 05-
Upogibni moment M je pri eno-

1.01

enak ni¢, med to¢kami obremeni- 1 2 3 4

tve pa poteka linearno. Iz enacbe Brezdimenzijski potek upogibnega momenta.

dd—]\f = (Q sledi, da je strmina enaka
vrednosti precne sile.

V konkretnem primeru je maksimalen upogibni moment pri £ = 2m z vrednostjo

Mmar = Qlal + QQ(GQ — (11) = 3/2 kNm.

2. Previsni nosilec dolzine [ je podprt na levem krajis¢u in v oddaljenosti d od levega krajisca.
Nosilec je tockovno obremenjen v tockah a;, i = 1,...,n s silami F;.

(a) Doloéi potek precne sile.

(b) Doloéi potek upogibnega momenta.

(c) Skiciraj poteka za primer n = 3, { = 6m, d = 4m, a1 = 1lm, as = 2m, az = 6m,
F, = Fik, F, = 1kN, F, = 1/2kN, F3 = 1kN.

Resitev: Nalogo resimo v treh korakih. Prvo dolo¢imo sile podpor, nato potek precne sile
in na koncu Se potek upogibnega momenta.
(a) Podporo v levem krajiséu oznacimo
z A, v desnem z B. Dolo¢imo jih - l ; 3 l

iz enacbe ravnovesja navorov. Ve-
lia >0 ja;F; = dB in > ,(d —
a;)F; = dA. Tako dobimo: 1.01

05—

1 n
A=- —a;) F;
d;:l(d a;)F,

1 & o8]  —
B=- 2 a;F;.
= -1.0}
V konkretnem primeru je A =
1/2kN, B = 2kN. Brezdimenzijski potek precne sile.
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(b) Za previsni nosilec vemo, da je

precna sila @) v levem krajis¢u enaka 056

sili podpore A, nato pa ima v

vsaki tocki obremenitve skok, ki je 1
enak obremenitvi. Tu moramo kot _05}

tockovno obremenitev upostevati
tudi desno podporo, kjer ima pre¢na
sila skok podpore. -15f

enak ni¢, med to¢kami obremeni- ~20¢

tve pa poteka linearno. Iz enacbe

dd—]\f = (Q sledi, da je strmina enaka

vrednosti precne sile. Brezdimenzijski potek upogibnega momenta.

V konkretnem primeru je ekstremalni upogibni moment v desni podpori x = 4m z
vrednostjo

Mpaz = Qia1 + Q2(az — a1) + Q3(as — az) = —4kNm.

3. Konzolni nosilec dolzine [ je konzolno vpet v levem krajis¢u in je tockovno obremenjen v
tockah a;, 1 = 1,...,n s silami F;.

(a) Doloéi potek precne sile.
(b) Dolo¢i potek upogibnega momenta.

(¢) Skiciraj poteka za primer n = 2, | = 4m, a; = 1m, ay = 3m, F, = Fjk, F; = 1kN,
Fy = 1/2KkN.

Resitev: Nalogo resimo v treh korakih. Prvo dolo¢imo sile in navor v konzolnem vpetju,
nato potek precne sile in na koncu Se potek upogibnega momenta.
(a) Levo podporo ozna¢imo z A. Re-
akcijo v podpori dolo¢imo iz ravno-
vesja sil in navorov. Velja 5

n 1.5
MA = Z alFZ
i=1

V konkretnem primeru je je A =
3/2kN in M4 = —5/9 kNm.

Precna sila @ je v levem krajiscu 0.5F
enaka sili podpore A, nato pa ima
v vsaki tocki obremenitve skok, ki ‘ ‘
je enak obremenitvi. 1 2 3 4

1.0F

Brezdimenzijski potek precne sile.
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(b) Upogibni moment M je v levem
krajis¢u enak —M 4, nato pa med

tockami obremenitve pa poteka li-
nearno. Iz enacbe % = @ sledi,

da je strmina enaka vrednosti pre¢ne
sile. Upogibni moment je ekstrema-
len v konzolnem vpetju, My, =
—5/9kNm.

Brezdimenzijski potek upogibnega momenta.

6.1.2 Dodatne naloge

1. Za enostavno podprti nosilec dolzine
Il = 4m, ki je tockovno obremenjen
v tockah a1 = 1m, as = 2m, a3z =
5/2m, ag = 7/2m s silami v verti- * > > . —o
kalni smeri F; = 1/2kN, F; = 1kN, Wm i /777%77777
F; = —1/2kN, F, = 1kN doloci
potek precne sile in upogibnega mo-
menta.

Resitev: A =13/16kN, B = 19/16 kN, M0, = 9/8 kNm.

0.5¢
0.8f

0.6

0.4r
-0.5r

-1.0r

2. Previsni nosilec dolzine [ = 6m je
podprt na levem krajis¢u in v odda-
ljenosti d = 4m od levega krajisca f f

5m, as = 6m s silami v vertikalni
smeri F; = 1kN, F, = —1/2kN,
F3; = —1/2kN, Fy = 1kN. Doloci
potek precne sile in upogibnega mo-
menta.

Resitev: A =1/8kN, B = 7/8kN, My, = —3/2kNm.

v tockah a1 = 1m, as = 2m, a3z = Y l - A - l
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1.0r —_—
0.5F e
-0.5F
1 2 é 4 5 é
-1.0p
-0.5F
| -1.5F
3. Konzolni nosilec dolzine [ = 4m
je konzolno vpet v levem krajiscu
in je tockovno obremenjen v tockah
ap = 1m, ap = 3min ag = 4m s
silami Fy = —1kN, Fy = —1/2kN, % T
F5 = 1kN. Dolo¢i potek precne sile _
in upogibnega momenta. %
Resitev: A = —1/2kN, M4 = 3/2kNm, Mp,;,, = —2kNm.
1.0} e 1 2 3 7
-0.5
0.5F
-1.0p
1 2 3 4 _15
-05F———— -20

6.2 Linijsko obremenjeni nosilci

6.2.1 Resene naloge

1. Enostavno podprti nosilec dolzine [ je linijsko vertikalno obremenjen s silo z gostoto ¢(z) =

qo + a(l — z).
(a) Dolodi sili podpor.
(b) Dolo¢i potek precne sile.
(c)
(d)

Resitev:

Dolo¢i potek upogibnega momenta.
Skiciraj poteka za primer [ =4m, go = 1/2N/m, o = 1/4N/m?.
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(a)

Linijski obremenitvi je ekvipolentna
tockovna obremenitev z rezultanto

l
1
F= / q(z)dx = qol+§a12 = 4kN.
0

Vrednost sile F' je enaka vsoti Q A
povrsini pravokotnika [ x ¢ in tri-
kotnika z osnovno stranico dolzine [
in visine «al. Sila ima prijemaliSce v
masnem srediS¢u sestavljenega lika 4

L _wltal/3 5 | | | |
T 20p+al) 3 1 3 1

Iz momentne enacbe s polom v levi
podpori potem sledi —z,F+1B =0
in tako B = %F = 5/3kN. Sila

desne podpore je potem A = F — . Gk K . 1
B = 7/3kN. Brezdimenzijski potek precne sile.

Precno silo dolo¢imo iz zveze dQ/dx = —q(x) = —qo — a(l — x). ReSitev enacbe je

Q(z) = —qox + %a(l — )%+ Cy.

Konstanto C; lahko dolo¢imo iz vrednosti precne sile na levi podpori z = 0. Vemo,
da je Q(xz = 0) = A, kjer je A sila leve podpore. Potem je C; = A — %ozl2 = 1/3kN.
Videli pa bomo, da lahko konstanto C7 lazje dolo¢imo iz robnih vrednosti upogibnega
momenta.

Upogibni moment M dobimo iz

zveze M = dQ/dx. Potem je 20l
L5 1 3

M= —54%u —éa(l—x) +Crax+Cs. 150

1.0}

Nosilec je enostavno podprt, zato je

ni¢, M(0) = M(l) = 0. Potem 0 = 051
M(0) = —13/6 4+ Cy in Cy = al®/6. ‘ ‘ ‘
Iz 0 = M(l) potem dobimo C; = 1 2 3 4
qol/2 — al? /6. Tako smo dobili Brezdimenzijski potek upogibnega momenta.
Lo 1 3 2 3
M = —5%1" — 604(1 —z)° + (gol/2 — al®/6)z + al” /6
1
= éx(l —1z) (2al + 3q0 — ax)
3 32 Tx
= <244+3>kNm

Pri zvezi linijski obremenitvi je upogib ekstremalen, ko je 0 = dM /dxz = Q. Iskani x je
resitev kvadratne enacbe

L2 33: + ’ 0

=z — - - =0.

8 2 3
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Resitev je x = %(9 — \/39) m. Maksimalna vrednost momenta je potem My, =
2.04 kNm.

2. Enostavno podprti nosilec dolzine | = 4 m. ki je obremenjen s konstantno linijsko obremenitev
z gostoto ¢o = 1/2N/m je tockovno obremenjen v tocki a; = 1m z vertikalno silo navzdol
Fy = 1kN.

(a) Dolo¢i potek precne sile in upogibnega momenta.

(b) Izracunaj sile podpor.

Resitev: Nalogo bomo resevali v brezdimenzijski obliki. Konéne vrednosti bomo pomnozili
z ustreznimi dimenzijami.

(a) Nosilec razdelimo v dve polji 0 <
z < 1inl < z < 4. Precno silo
in upogibni moment na prvem polju
ozna¢imo z (1 in M7, na drugem pa

/777777777777
z Q2 in M5. Na obeh poljih je linij-
ska obremenitev zvezna, zato velja
zveza dQ/dx = —q na vsakem polju
posebej. Potem 1'5\
1.0
1 1
Q1= *51174*01, Q2= *§I+C2 05¢
> ‘
. 1 3 4
n ~05}
1, -1.0f
M, :—11‘ +Cl.’L‘+Cg,

L,
M, = 3t + G+ Ca. Brezdimenzijski potek precne sile.

Konstante 7, Cs, C3 in Cy4
dolo¢imo iz pogojev, da ima precna
sila v tocki obremenitve skok enak
obremenitvi in pogojev, da sta 10l

1.5¢

ment enak ni¢. Upostevamo Se dej-
stvo, da je upogibni moment zvezen
v tocki obremenitve. Tako dobimo

0.5

O1(1) — 1 =Qs(1), My(0) =0, ! 2 ’ :
(1) (1) (©) Brezdimenzijski potek upogibnega momenta.

M>(4) =0, M(1) = M(1).
Iz enacb sledi

1
Ci—1=0Cy, C3=0, 0=—-4+44C,+Cy, ——-+4+C1+C3=—-4+4C5+ Cy.

4
Resitev je
C—z C’—§ C3=0, Cys=1
1_43 2_4a 3 — Y 4 — 1.
in tako
7 3 7 1
Qu=-gz+, Q=-37+ 7, M1:—1$2+1337 Q2:—1$2+E$+1



(b) Dolo¢imo Se sile podpor. Ker je nosilec enostavno podprt, je sila sila leve podpore enaka
enaka precni sili v levi podpori, sila desne podpore pa je nasprotno enaka precni sili.
Velja torej

7 3 5
A =0Q:1(0) = Cy = kN, B=-Qy(l)=2—--=-kN.
4 4 4
Upogibni moment je maksimalen v temenu parabole Ms. Teme je v tocki, ko je Q2(x) =
f%z + % =0, torej pri x = 3/2. Vrednost momenta v tej tocki je
25

3. Nosilec dolzine [, ki je obremenjen s konstantno linijsko obremenitvijo gy je ¢lenkasto podprt
v levem krajisc¢u in v podpori, ki je v razdalji a < [ od leve podpore.

(a) Dolo¢i potek precne sile in upogibnega momenta in skiciraj njuna poteka za primer
l=6m,a=4m, go =1/2N/m.

(b) Doloéi sile podpor in ekstremalni upogibni moment.

Resitev:

(a) Nosilec je v tocki x = a tockovno
podprt, zato ga razdelimo v dve po-
ii, 0 <z < aina <z < [

», A
Za obe polji velja dQ/dx = —qp in 7
dM /dx = Q. Potem je za levem po-
lju
Ql :*QOZE+017 1.0F
1
Ml = 75(]0’132+01$+03. 0.5+
Na desnem polju pa je ; 3 5 1 s s
Q2 = —qoz + Ch, 08¢
1, -1.0f
My = ——qoz* + Cox + Cy.

2

Konstante 01, 02, 03 in 04
dolo¢imo iz pogojev, da sta upo-

Brezdimenzijski potek precne sile.

gibna momenta na krajis¢ih enaka 051
ni¢, da je prec¢na sila na desnem
krajis¢u enaka ni¢ in da je upo- ] 5 3 g - 5
gibni moment zvezen v desni pod-
pori. Tako dobimo enacbe 0 = Cj, _05k
L
0= _§(JOZ +Col4Cy, 0= —qol+C2, 1

1 1 Brezdimenzijski potek upogibnega momenta.
— 5900 +C1a+Cs = =S q0l*+Col+Cl.

Resitev sistema je



V brezdimenzijskem zapisu je potem za dane podatke

3

T
QI—Z_Ea Q2=3-

z 3v 22 z?

- Mi=———, My;=——+43x—0.

R R Y H

(b) V levem krajis¢u je sila podpore enaka A = @Q1(0) = 3/4kN, v desnem krajis¢u pa
je Q1(a) + B = Q2(a). Potem B = Q2(a) — Q1(a) = 9/4kN. Upogibni moment je
minimalen v desni podpori M, = —1kNm, maksimalen pa pri z = 3/2m z vrednostjo
Mmaz = 9/16 kNm.

4. Nosilec dolzine [, ki je obremenjen s konstantno linijsko obremenitvijo qq je ¢lenkasto podprt v
levem krajis¢u in v podpori, ki je v razdalji a < [ od leve podpore. Poleg linijske obremenitve
je nosilec obremenjen e tockovno v a; € (0,a) in na koncu as = [ z vertikalnima silama Fy
in FQ.

(a) Dolo¢i potek pre¢ne sile in upogibnega momenta in skiciraj njuna poteka za primer
l=6m,a=4m, go=1/2N/m, a; =2m, F; = 1kN in F», = 1/2kN.

(b) Doloéi sile podpor in ekstremalni upogibni moment.

Resitev:

(a) Nalogo bomo resili v brezdimenzij-
skem zapisu. Nosilec razdelimo v tri
polja, 0 < =z < 2,in 2 < x < 4

7 N A
in4d < x < 6. Za vsa polja velja 7 l
dQ/dx = —qp in dM /dx = Q. Po-
tem je
Qi = —qox + Cj,
in

2,
1
Mi:_§q0$2+ci$+03+i + \

za 1+ = 1,2,3. Konstante C;
dolo¢imo iz pogojev, da sta upo-

ni¢, da je moment zvezen v x = a ol
in tocki podpori x = a in da ima

pre¢éna sila v x = a; skok Fj in -3t
vrednost F» na desnem krajiscu. 7 Brezdimenzijski potek precne sile.
enacbhami
Cy=0, 6C35+Cs—9=0, s

Ci+Cy—1=204+C5 — 1, ‘i é : 4‘1 é é

4024’05*4:4034*0674, -1r

C1—3:CQ—1, 03—3:].. -2r
Resitev sistema je _3t

5 3 Brezdimenzijski potek upogibnega momenta.
Ol Za 02:_17 03:45
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Potem

5 r 3 x
- _=Z —_Z_= —4-=
Q1 1 Q2 5 T Qs 5
in 2 2 2
b x T 3 T
M,y 1 1 My 1 1 +4, M; 1 + 4z

(b) V levem krajiscu je sila podpore enaka A = Q1(0) = 5/4kN, v desnem krajiscu pa je
Q1(a) + B = Q2(a). Potem B = 19/4kN. Upogibni moment je minimalen v desni
podpori My, = —3kNm, maksimalen pa pri z = 2m z vrednostjo My, = 3/2kNm.

5. Nosilec dolzine [, ki je konzolno vpet
na svojem levem krajisc¢u, je obre-
menjen na odseku 0 < x < 1/2 z li-
nijsko obremenitvijo ¢(z) = qo + az,
na odseku /2 < x <l paz q(x) =

qo — a(z —1).
(a) Dolo¢i potek precne sile in
upogibnega momenta in ski-

ciraj njuna poteka za primer
l=4m, g0 = 1/4N/m, a =
1/2N/m?.

(b) Doloéi silo in moment v kon-
zolnem vpetju.

Resitev:

(a) Nalogo bomo resili v brezdimenzijskem zapisu. Nosilec razdelimo na dve polji 0 < z < 2
in 2 <z < 4. Za obe polji velja dQ/dx = —q(x) in dM /dz = Q. Potem je

1 1 1
Q1 =—sax® —qur+Cy = ——2> — —x 4+ (),

2 4 4
1 9 1 5 1
Qr=-alzr—1)"—qr+Cy=—(r—4)°— -z + Cs.
2 4 4
in po krajSem racunu
2 28
M = _—
1=C3+Ciz 3 1
9x2 28
My =Cy+ C dor — — + —.
2 4+ Cox + 4z 8 + 12

Konstante C; dolo¢imo iz pogojev, da sta pre¢na sila in upogibni moment zvezna v
x = 1/2 in da je desni konec prost, od koder sledi, da sta preéna sila in upogibni

moment enaka ni¢ pri x = [. Tako dobimo enacbe

Q1(2) = Q2(2), Mi(2) =Mx(2), Q2(4) =0, My4)=0
oziroma
1 2 1
1O+ Ot =0, 20+ 0 =2k Gt D, Gl S =Cobl G110
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Brezdimenzijski potek precne sile. Brezdimenzijski potek upogibnega momenta.

Resitev sistema je

22
01:3, 02:1, 03776, 04*73
Tako smo dobili
2 oz 1 9 T
Ql—_74_1+3, Q2—1(4—$) —Z"‘l
3 z? 3 9z? 22
Mi=—g5 -5 F3e=6 M= -~ +hr——.

(b) V konzolni podpori je sila podpore enaka A = @Q1(0) = 3kN, moment pa je My =
—M(0) = —6kNm. Upogibni moment je minimalen v konzolnem vpetju, maksimalen
pa na desnem krajis¢u, kjer je enak nic.

6. Nosilec dolzine I = 4m, ki je
konzolno vpet na svojem levem A
krajiscu, je linijsko obremenjen na
odseku 3m < z < 4m s konstan-

tno linijsko obremenitvijo ¢(z) = g

go = 1/2N/m. Na nosilec delujeta
Se tockovni obremenitvi v a; = 2m
in ap = 4m s silama F; = 1kN in
Fy = —1kN.
(a) Doloéi potek precne sile in upogibnega momenta in skiciraj njuna poteka.

(b) Doloéi silo in moment v konzolnem vpetju.

Resitev:

(a) Nalogo bomo resili v brezdimenzijskem zapisu. Nosilec razdelimo na tri polja 0 < = < 2,
2 <z <3in 3 <z <4. Napoljih velja dQ/dx = —q(z) in dM /dx = Q. Potem je

1
Q1 = Ch, Q2 = Cy, Q3=—§$+C4,
1
M, = Ciz + Oy, My = Cox + Cs, M3 = _sz + Cyzx + Cs.
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Konstante C; dolo¢imo iz pogojev, da je upogibni moment zvezen v x = 2 in x = 3,
da ima precna sila v x = 2 skok enak tockovni obremenitvi in da je zvezna v x = 3.
Na koncu nosilca je upogibni moment enak ni¢, precna sila pa ima ponovno skok. Tako
dobimo enacbe

M;(2) = Ma(2), M3(3) = Ms(3), Q2(2) = Q1 — 1,
Q2(3) = Q3(3), M3(4) =0, -Qs(4) =1
oziroma
2C1 4+ Cy = 2C5 + Cs, 3C2+C5:3C'3+C'6—Z, Co=C1 —1,
02203—2, 4C5+ Cs —4 =0, —C3+2=1.

Resitev sistema je

1 1 1 9
Clziv C2:_§7 C3_]-7 C4_17 05217 CG_O
0.5 12r
1.0}
‘ 08f
1 2 3 4
06}
-05/ 0.4t
AN 0.2f
-1.0f
Brezdimenzijski potek precne sile. Brezdimenzijski potek upogibnega momenta.

Tako smo dobili

1 1 z

= — = —= =1 - =

Qu=3, Q2 , Qs 2
z 1 9 =z x?
M1—§+Z, MQ—ng, Mg—mfz

(b) V konzolni podpori je sila podpore enaka A = @1(0) = 1/2kN, moment pa je M4 =
—M(0) = —1/4kNm. Upogibni moment je minimalen na prostem koncu, kjer je enak
ni¢, maksimalen pa v tockovni obremenitvi z vrednostjo Myq; = 5/4kNm.
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6.2.2 Dodatne naloge

1. Enostavno podprti nosilec dolzine
[ = 4m je linijsko obrmenjen z od-
sekoma linearno funkcijo g(x) defini-
rano z g(z) = zN/m? za z € [0,1/2]
in g(r) = 4N/m — 2N/m? za z €

[/2,1].
(a) Skiciraj obremenitev.

(b) Dolo¢i potek precne sile in
upogibnega momenta.

(¢) Izracunaj sile podpor.

Resitev: A =2kN, B = 2kN, M4, = 8/3kNm.

2. Enostavno podprti nosilec dolzine
I = 4m, ki je obremenjen s konstan-
tno linijsko obremenitev z gostoto
qgo = 1/2N/m je tockovno obreme-
njen v tockah a1 = 1m in as = 2m
z vertikalno silo navzdol F; = 1kN
in F, = —1/2kN.

(a) Dolo¢i potek precne sile in
upogibnega momenta.

(b) Izracunaj sile podpor.

Resitev: A =3/2kN, B = 1kN, My, = 5/4kNm.

1.5\
1.0p

0.5¢

-0.5¢

-1.0r

80

1.2F
1.0
0.8f
0.6f
041
0.2




3. Enostavno podprti nosilec dolzine
[ = 4m, ki je obremenjen s kon-
stantno linijsko obremenitev z go-
stoto go = 1/2N/m od z = 2m do .

x = 3m je totkovno obremenjen v Wm P N
tockah a1 = 1m in ay = 3m z ver-

tikalno silo navzdol F; = 1kN in

F, =1/2kN.

(a) Doloc¢i potek precne sile in
upogibnega momenta.

(b) Izracunaj sile podpor.

Resitev: A = 17/16kN, B = 15/16 kN, Myq, = 9/8kNm.

100 10F

050 0.8

0.6

1 2 3 4 0.4

-0.5¢ 0.2
-1.0 1 2 3 4

4. Enostavno podprti nosilec dolzine
Il = 6m s prevesno podporo pri
r = 4m je obremenjen s konstan-
tno linijsko obremenitev z gostoto

go = 1N/m v razponu od & = a; in 2 l y |

x = [. Poleg te linijske obremenitve
je nosilec obremenjen Se tockovno v
a1 = 2m s silo F; = 1kN.

(a) Doloc¢i potek precne sile in
upogibnega momenta.

(b) Izracunaj sile podpor.

Resitev: A = 1/2kN, B = 9/2kN, Mya, = 1kNm pri = 2m in My, = —2kNm pri

T =4m.
2 1.0
i 0.5
‘ 1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6 -05

-1F -1.0f

-15F

-2.0F
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5. Konzolno vpeti nosilec dolzine | =
4m je obremenjen s konstantno li-
nijsko obremenitev z gostoto gy = A
1/4N/m in tockovno obremenjen v
a; = 3m s silo F; = 1kN navpi¢no
Navzgor.

(a) Doloc¢i potek precne sile in
upogibnega momenta.

(b) Izracunaj reakcijo v konzolni
podpori in dolo¢i maksimalen
ter minimalen upogibni mo-
ment.

Resitev: A = 0, My = —1kNm, My, = 1kNm pri z = 0 in My, = —1/8kNm pri

T =3m.
0.2f \

-0.21

-0.41

-0.61

-0.8+-
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Poglavje 7

Enoosna deformacija in napetost

7.1 Staticno nedolocene naloge

7.1.1 ReSene naloge

1. Pali¢je na sliki je sestavljeno iz
treh elastiénih palic. Vse tri imajo
enak presek A in Youngov modul
E. Kot « je m/4, srednja palica
pa ima dolzino 1m. Palice so pri-
trjene clenkasto na stropu in so v
spodnjem ¢lenku obremenjene s silo
Fy = 15kN. Doloci sile v palicah in
izracunaj pomik spodnjega clenka.

Fo

Resitev: Sistem treh neznanih sil ima skupno prijemalis¢e, zato je naloga staticno ne-
dolocena. Za dolocitev sil palic moramo upostevati osne deformacije palic. Zaradi simetrije
je F1 = F3. Ravnovesna enacba sil v navpi¢ni smeri je

2F1 cos o + F2 = FQ.

Po Hookovem zakonu je

Fl = AE&’ F2 - AE%,
Iy lo

kjer sta l; in l5 dolzini leve in sredinske palice, Al in Als pa njuna osna pomika. Pri obtezitvi
se paliCje raztegne v navpicni smeri. Po deformaciji velja

(I + Al)? = d* + (I + Aly)2.
Tu je d razdalja med pritrdiséema palic na stropu. Ker je 12 = d? + 2, sledi da je

20, ALy + (AlL)? = 2l,Alp + (Aln)?.
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Pri predpostavki majhnih deformacij pri kateri velja Hookov zakon smemo zanemariti ¢lena
(Al1)? in (Aly)?. Tako dobimo
L AL =15Al.

oziroma Al; = Alsly/l;. Ravnovesna enacbe se potem glasi

- QAEAlQZQ COoS + AEAZQ 2AEAZ2Z% n AEAZQ

12 ., B Iy

Fy

V zadnji enakosti smo upostevali, da je cosa = l3/l;. Resitev enacbe je

Foldly

T ARG

Sili sta potem

N Folllg - Fo COSQ(O()
B +23 2cos3(a) + 1
Fol‘;’ Fy

= = =30(1 —-1/v2)kN.
T B 423 2cost(a) + 1 ( V)

P =15(1 — 1/v/2)kN,

. S stropa je na treh zici obesen togi nosilec
dolzine d, glej sliko. Zice so enako dolge, d
imajo enak Youngov modul F in presek A. dr4

Za obremenitev na skici doloéi sile zic.

Resitev: Sile Zic oznacimo z I, Fy in Fj.
Sistem vzporednih sil ima skupno prije-
maliSce, zato je sistem stati¢no nedolocen.

Ravnovesni enacbi, vsota sil v navpicni 'FO
smeri in ravnovesje momentov sta
0=F + F> + F5 — Fo,
d d
0=—-Fy+ -F> + dFs;.
710 + 512 +ars
Sile #ic so osne sile dane s Hookovim za- . di2 ) dr2 R
konom F; = AEAl; /I, kjer je | nedeformi- Al Al Al
rana dolzina zZice, Al; pa njen raztezek, glej
skico.

Ko obesimo nosilec, se zice raztegnejo in ker je nosilec tog, pritrdisc¢a zic na nosilec ostanejo
na isti premici. Smerni koeficient premice je dolo¢en s parom dveh tock. Ker je za oba para
enak, sledi enacba

Aly — Al _ Als — Alsy
d o d '
oziroma

2Aly = Als + Als.
Vstavimo v ravnovesne enacbe Se Hookov zakon. Tako dobimo sistem

AEAl, AEAl, AEAI
Fy = ll+ l2+ lg,

d . AEdAl, ~AEdAl
ot

2Al; = Als + Als.
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Resitev sistema je

TEyl Fol Fyl
Al = =—  Alz3= .
'T 1240 TP 34E0 77T 124E
Iskane sile so - r .
F=—2 FR==" K==
1 12 ’ 2 3 ) 3 12
. V ogliscih togega kvadratnega okvirja, so
pritrjene stiri palice tako kot kaze skica.
Spodnji in zgornji par palic ima enako
dolzino. Palice so elasti¢ne, imajo enak
presek in Youngov modul. Palice spojimo
skupaj. Dolo¢i napetosti v palicah ; f
> >

Resitev: Zaradi simetrije sta ocitno sili

spodnjih palic enaki in prav tako tudi zgor-

nji. Ravnovesna enacba je potem vsota sil

v navpiéni smeri. Oznacimo velikost spo- Iy Iy
dnje sile z Fi, zgornje pa z F;. Dolzino

stranice kvadrata oznac¢imo z a. Tocka v

kateri spojimo palice je na simetrali kva-

drata in naj bo v oddaljenosti i od spodnje

stranice. Ravnovesna enacba je

h a—nh

F — .
YWEAL T Pl Al

Palici sta elasti¢ni, zato lahko sili palic zapiSemo s Hookovim zakonom F; = AFe; =
AEAL;/l;. Tako dobimo
Allh - Alg(a — h)
ll(ll + All) o 12(12 + Alg) ’
Upostevajmo, da so deformacije majhne. Potem je do prvega reda natanko, kjer zanemarimo
¢len drugega reda Al Als,

Al1hi2 = Aly(a — h)I2.

Spojeni levi palici s stranico okvirja tvorita trikotnik, ki ga razdelimo na dva pravokotna
trikotnika. Potem po Pitagorovem izreku

(ll + All)Q = hQ + (a/2)2 in (lg + Alg)z = (a — h)2 + (a/2)2.

Ponovno zanemarimo ¢lene drugega reda. Ker so deformacije palic majhne, je h = a/2+ Ah,
kjer je Ah majhen. Tako je do prvega reda natanc¢no

134+ 20,A12 = (a/2)* + aAh in 15+ 2,A15 = (a/2)* — aAh.
Enacbi sestejemo. Potem
Alyly + Algly = (a* — 13 - 13)/2.

Upostevajmo Se zvezo h = a/2 + Ah v enacbi, ki povezuje Aly in Als. Tako dobimo iz te
zveze

ALLZ = AlLl2.
Sedaj imamo dve enacbi za dve neznanki, Al; in Aly. ReSitev je

_ B -1 -1 13(a? — 13 — 13)

Al = i Al =
(R R T (F )

85



Napetosti v palicah sta tako

li(a® — 13 —13)
2(13 +13)

lo(a® — 17 — I3)

i =F .
"o 2017 +13)

g1 =

Vidimo, da sta napetosti enaki, ¢e sta palici enako dolgi. V primeru razliénih dolzin je
deformacija daljse palice vecja in zato je ve¢ja tudi napetost.

7.1.2 Dodatne naloge

1. S stropa je na treh zici obeSen togi nosilec

dolzine d, glej sliko. Zice so enako dolge, d
imajo enak presek A, Youngovi moduli pa dr4 d/4
SO E1 = E(), E2 = 2E07 E3 = E(). Za,

obremenitev na skici doloéi sile Zic.

L]
Fo
Resitev: F1 = Fo, F2 = 3F0/2, F3 =

Fy/2. 2F,

2. S stropa je na stirih zicah obesen togi nosi-
lec dolzine d, glej sliko. Zice so enako dolge,
imajo enak presek A in Youngov modul E. d/
Za obremenitev na skici doloé¢i sile Zic.

Resitev: Fy, = 19F,/40, F, = 13F,/40,
F3:7F0/40, F4:F0/40 FO

Q

N

7.2 Staticno dolocene naloge

1. Med palicama, ki sta pritrjeni na togi steni

. c o . . . 6
je razmak ¢, glej skico. Palici sta elasticni, I
imata enak presek S, razmerje Youngovih
modulov in dolzin pa je F; : E5 = 1 : a,
inly :lo =1:b. Palici spojimo. Pri tem
se leva palica raztegne za Aly, desna pa za
Als.

(a) Izrac¢unaj razmerje Al : Als.
(b) Dolo¢i napetosti v palicah.

(¢) Za koliko moramo segrete palici, da bo napetost v palicah enaka ni¢? Razmerje koefici-
enta toplotnega raztezka je a; : g = 1: c.

Resitev:
(a) Imamo Fy = aF; in ly = bl;. Deformacija leve palice je

Ah_ _ 2
L YR
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desne pa
Alg g9

T E
Skupni raztezek je § = Al; + Aly. Ker imata palici enak presek, sta napetosti v palicah
enaki, 0 = 01 = 03. Tako dobimo encbo

110' l20' ll b
= (14—,
=B T h UE1<+)

a
Resitev je
SE,
c=——.
li(1+b/a)
Potem ] 5 5
gl .
Al = — = Alp = —.
A Ty P
Razmerje deformacij je tako
b
Ay Ag=1+-:1+2,
a b

. Napetost smo ze izracunali in je enaka o.

. Spojeni palci segrejemo. Ker sta palici med togima stenama, segrevanje doda nateznemu
napetostnemu stanju o v palici kompresijsko napetost ¢’. Is¢emo temperaturo, ko je vsota
teh dveh napetosti enaka ni¢. Segrevanje ne povzro¢i dodatne deformacije, zato je vsota
deformacij leve in desne palice enaka ni¢. Velja torej

/ /

g ag
— AT + — AT = 0.
B + aq + z, + Qo 0

Od tod , ) ) , .
VAN (S A O
@1 + a2 E1 E2 E1a1(1 + C) a
Upostevajmo, da je 0/ = —o. Tako dobimo
1
VA U )
Lai(a+b)(1+c)

. S stropa je na dve zici obesen togi nosilec Z
dolzine [, glej sliko. Zici s kroznim prese- A I B
kom sta enako dolgi, imata enak Youngov 21/3 | h
modul F, leva zica ima polmer preseka 71, c D

desna pa ro. Za obremenitev na skici :
(a) izracunaj sili zic;

(b) dolo¢i polmer ro tako, da bo nosilec
vodoraven.

Resitev:

(a) Oznag¢imo z F silo leve Zice, z Fp pa silo desne. Uporabimo momentno ena¢bo s polom
v levem in desnem pritrdiséu. Tako dobimo Fa = %F in Fg = %F .
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(b) Oznacimo z Aa deformacijo leve Zice, z Ab pa desne. Po Hookovem zakonu je

Aa 1 FA F

h — ESs 3nEr?

Podobna enacba velja za Ab. Ker nosilec po deformaciji ostane vodoraven, je Aa = Ab.
Od tod potem sledi
Fh 2Fh

= = = Ab
3rEr?  3mEr3

Aa

in od tod 79 = v/2r.
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Poglavje 8

Deformacija

8.1 Resene naloge
T

1. Pravokotnik ABCD se homogeno deformira v
cetverokotnik A’B'C’D’ tako kot kaze skica.
Dolzine stranic referen¢nega pravokotnika sta D
|AB| = 200 mm in |AD| = 100 mm, dolzine stra-
nic deformiranega ¢etverokotnika pa so |AB’| =

200.5mm, |AD’| = 100.3mm, kot ZB’AD’ pa je
A=A'

89.5°.
(a) Izrac¢unaj infinitezimalni deformacijski tenzor.

(b) Dolo¢i maksimalno osno deformacijo.
(c¢) Dolo¢i osno deformacijo v smeri diagonale pravokotnika.

Resitev:
(a) Komponente deformacijskega tenzorja dobimo po formulah

A5 1=25x%x1073
€1 = —F———1=2.
11 ‘AB| )

|A'C| 3
=——1=3x10
€22 \AD\ X

1 1£w =44 %1073,

in
2T 72T 5800

(b) Maksimalno osno deformacijo dobimo po formuli
€11 — €22\
“22) +e2, =7.2%x1075.

— (e +ex) +
6max—2€11 €22 2

= L (277+7). Osna deformacija v smeri diagonale

(¢) Enotski vektor v smeri diagonale je 7 -

11.8

je tako
25 4471 1 [2 1073 [ 2 9.4 | . _3
][1}_ : [1H }_6.12><10 .

14 3 |5
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se deformira v
D' -

2. Pravokotnik ABCD
Cetverokotnik AB'C'D’ tako kot kaze

skica. Dolzine stranic referencnega D
pravokotnika sta |AB| = 20.0cm in
|AD| = 10.0 cm, dolzine stranic deformira-

nega cetverokotnika pa so |[AB’| = 20.1 ci,
|AD'| = 10.1cm, kot /B’AD’ pa je 87.5°.

(a) Izrac¢unaj infinitezimalni deformacij-
A

ski tenzor v A.

(b) Dolo¢i maksimalno osno deformacijo
v A. V kater smeri nastopi?

|

Resitev:
(a) Osni deformaciji sta
|AB'| — |AB|  20.1—-20
= = = 0.005
‘u |AB| 20
" |AD'| - |AD|  10.1— 10
= — = —0.0l
22 |AD] 10 00
Sprememba kota je
= ——7 = 0.0426.
Y12 18007T 0 O 6
Potem
[ 5 218
e=10 [ 21.8 10

(b) Maksimalno osno deformacijo dobimo po formuli
1
= (15 +/25+ (42.6)2) = 929.4 x 1073

1
=g <611 + €22 + \/(611 —€22)% + ’Y%z) =3
(¢) Ekstremalna smer je dana z
M2 - ogq e

1
1 = — arctan
2 €22 — €11

3. S tremi ekstenziometri, ki oklepajo medsebojni kot 45° smo izmerili osne deformacije: v

vodoravni smeri ¢, = 1073, v navpiéni smeri ¢, = —3 x 10~2 in v diagonalni smeri ¢, = 1073.

(a) Dolo¢i pripadajoci deformacijski tenzor.
(b) Dolo¢i maksimalno osno deformacijo.

Resitev:
(a) Postavimo os z v vodoravni smer, os y pa v navpi¢no. Deformacijskemu tenzorju pripada

€11 €12 }

matrika,
N
= €12 €22
Ocitno je €11 = €4 in €22 = ;. Komponento €12 dolo¢imo iz pogoja 7 - € - 7 = €., kjer je
n= %(T—l— 7). Tako dobimo enacébo %(611 + 2612 + €92) = €c. Od tod €15 = 2 x 1072 in
1 2 }

_ -3
£=10 [2 -3



(b) Uporabimo formulo

1
€max = 5 (611 + €22 + \/(611 —€22)? + 46%2) :

Vstavimo izrac¢unano in dobimo €pax = (=1 + 2\5)10*3 .

4. 7 ekstenziometrom smo v oznacenih smereh na skici izmerili osne deformacije €, = 0.003,

€p, = 0.002 in €. = 0.001.

(a) Dolo¢i infinitezimalni deformacijski
tenzor.

(b) Izracunaj ektremalni osni deformaciji €b

in pripadajoci smeri. c
C

(¢) V kateri smeri je osna deformacija "
najvecja? T -

(d) Doloéi tudi ekstremalno strizno de- €a

formacijo.
Resitev:

(a) Postavimo os z v smeri deformacije €¢,. Potem je

e=10—3[ ca 612]

€12 €22

Uporabimo formulo za osno deformacijo

1 1 .
e(p) = 5(% + €92) + 5(6‘1 — €92) €08 2¢ + €19 8in 2¢

enkrat za ¢ = /4, drugi¢ pa za ¢ = 37 /4. Tako dobimo enacbi

1 1
€y = 5(6(1 +e22) te12, €= i(ea + €22) — €12.

Enacbi sestejemo. Potem €,+¢€. = €,+€29 in €50 = ¢,+€.—¢, = 0. Ce enacbi odstejemo,
dobimo ¢, — €, = 2¢12 in tako €15 = %10_3. Tako smo dobili

5[ 3 3
10&0.

Ien
I

(b) Ekstremalna osna deformacija je

€eat = (3/2 £ /(3/2)2 + (1/2)2)107° =

Pripadajoci ekstremalni smeri dobimo po formuli

(3 + \@) 103,

DN =

¢ 9 2612 1
an2p = ——— = —,
4 €11 — €22 3

Od tod

1 ¢ 1 1 ¢ 1+7r
—= — arctan — —= — arctan — —.
LD 3 Y273 372

91



(¢) Iz skice Mohrove kroznce za deformacijo vidimo, da je maksimalna osna deformacija v
smeri 7.

(d) Maksimalna strizna deformacija je

Ymaz = €max — €min — \/E1073.

5. Ravninska deformacija ima glavni deformaciji €, = €y in ¢, = —3¢y. Doloé¢i koordinatni

sistem v katerem je €j; = 0 in €}, > 0.

Resitev: Smeri ektremalnih osnih deformacij sta med seboj pravokotni. Postavimo koordi-
natni sistem z osjo x v smeri maksimalne, os y pa smeri minimalne osne deformacije. V tem
koordinatnem sistemu deformaciji pripada diagonalna matrika s komponentama €17 = €g in
€22 = —3¢g. V koordiantem sistemu 'y, ki je zasukan glede na os x za kot ¢, je

1 1 1
€11 = 5(611 + €22) + 5(611 — €22) COS 2 = 550(—2 + 4 cos2p)
Zahtevamo €}; = 0. Potem je cos2p = % in ¢ = £7/6. Predznak dolo¢a pogoj
' 1 . .
0<ey= —5(611 — €92) 8in 2 = —2¢ sin 2¢

Iskani kot zasuka je tako ¢ = 7/6.

. 'V danem koordinatnem sistemu ima deformacijski tenzor ravninskega deformacijskega stanja
komponente €17 = (2 + v/3)eg, €12 = €g in €2 = (2 — V/3)eg. Poisci tak koordinatni sistem,
da bo pripadajoc¢a matrika komponent deformacijskega tenzorja diagonalna in izracunaj di-
agonalna elementa.

Resitev: Pri rotaciji danega koordinatnega sistema za kot ¢ okrog osi k ima deformacijski
tenzor komponente

1 1 . .
€11 = 5(611 + €92) + 5(611 — €92) €Os 2¢ + €12 8In 20 = €p (sm 2¢ + V3 cos 2¢ + 2)

1 1
€ho = 5(611 + €22) — 5(611 — €22) OS2 — €128iN 2 = € (— sin 2¢ — V3 cos 2¢ + 2)
1

€lo = —5(611 — €99) sin 2¢ + €12 cos 2 = € (cos 2¢ — V3 sin 2¢) .

Zahtevamo €}, = 0. Od tod
cos 2¢ — V/3sin 2¢ = 0.

Enacba ima dve resitvi, ¢ = —57/12 in ¢ = 7/12. V prvem primeru je €j; = 0 in €}, = 4ep,
v drugem pa €}; = 4¢p in €5, = 0.

. Ravninska deformacija deformira pravokotni trikotnik z dolzinama katet a in b v trikotnik z

oglisci v tockah A = (9, y0), B = (o +a11,y0+a12) in C = (x¢+ az1,yo + asz). Spremembe
dolzin so majhne.

(a) Doloci deformacijski tenzor na geometrijski nacin.
(b) Zapisi deformacijo s pomikom.
(¢) Izracunaj infinitezimalen deformacijski tenzor.
(d)

)

(e) Primerjaj dobljene mere deformacije za primer a7 = 1.02,a15 = —0.01, a1 = 0.03, a2 =
2.05,a=1inb = 2.

Izrac¢unaj deformacijski tenzor.
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Resitev:

(a)

Postavimo os X v smeri katete z dolzino a in os Y v smer druge katete. Potem sta v ko-
ordinatnem sistemu XY diagonalna elementa deformacijskega tenzorja pri predpostavki
majhne deformacije enaka relativni spremembi dolzin stranic. Tako velja

2 1a2 2 _ 2

By == 1/a11+a12—1_\/1+a11+a12 CHg P s Tl
2 a

/ a2, + a2, — b? la2, +a3, — b2

E22— a21—|—a22 1_\/1+ 221 T M2 Y 22 _125 21 b222 .

Pri izra¢unu smo upostevali, da je deformacija maJhna7 zato se dolzina stranice AB le
malo razlikuje od prvotne dolzine a. Z enacbo, velja

in

2 2 2
ais +aj, —a
A2
a
in zato
af) +afy —a® . La?, +af; — a?
a 2 a

Izvendiagonalna komponenta F15 je enaka eni polovici skalarnega produkta med vektor-
jema éAB in %AC, kar je do prvega reda enako polovici kosinusa vmesnega kota med

AB in AC. Torej

1 1 1 1
Ep = 5% = Seosp =3 sin(m/2 — @) = sin §A<p.
Ker se trikotnik deformira v trikotnik, je deformacija afina. Splosna oblika afine presli-
kave med referen¢nimi koordinatami X, Y in prostorskimi je

T =01 +anX + any,

Yy =as+oa12X + Y.
Ker se izhodisée X =0, Y = 0 preslika v tocko A, velja a3 = z¢ in as = yo. Nadalje se
par X = a, Y = 0 preslika v tocko B. Potem xg+a11 = xo+a110 in yp+a12 = xo+aqsa.

Tako dobimo a11 = a11/a in a2 = aj2/a. Podobno asy = as1/b in ags = age/b. Iskana
preslikava je tako

a1 a21

x—xo—&——X—i—TY
a
y_yo-l-—X—&-%Y

Ce deformacijo zapisemo s pomikom je

ail a1

a
y=Y 4+ us(X, Y)—ZUO%‘*X—F%Y

Od tod sledi

ui (X, Y)_m0+—X+a—21Y X,

us (X, Y)—y0+—X+a—ZQY Y.
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(¢) Gradient pomika je

Potem

an _ 1 (az 4 ai
(Grad @ + (Grad @)" @) = [ ;(7 Lo a5+ o) }
2

€= az1 | a12
- g+er) ol

Ce primerjamo € z E, vidimo, da se navidez razlikujeta.

(d) Izracunajmo sedaj se deformacijski tenzor £ po formuli

a

a 2 a 2 a a a a
(Grad @)" Grad @ = g+% (3 =07+ ()" (1) (- é) o

1
E=ct=
E=et;

Po krajsem racunu dobimo

E=- a?
=72

2 2 2
1 [ aytajp—a a11a21+a12a21

a
agl +a§2 —b*
b2

Dobljeni rezultat se do prvega reda natankosti ujema z rezultatom, ki smo ga dobili po
geometrijski poti.

8. Po tocki (a) je ]
0.02005  0.00253
0.00253 0.02511

Q:

Infinitezimalni deformacijski tenzor je

0.02000  0.00250 |
0.00250  0.02500

Ien
Il

deformacijski tenzor pa je
_ | 0.02025 0.00253
=" | 0.00253 0.02542 |°

Vidimo, da so pri majhnih deformacijah vse mere priblizno enake.

9. Na primeru rotacije pokazi, da infinitezimalen deformacijski tenzor ni dobra mera deformacije
pri velikih pomikih.

Resitev: Postavimo koordinatno os Z v smeri osi rotacije. Potem rotaciji za kot 6 pripada
matrika

cosf) —sinf 0
in sinf cosf® O |,
0 0 1

deformacija, ki jo lahko obravnavamo kot ravninsko deformacijo, pa je dana z

r=Xcos —Ysinf =X+ Xcosf —Ysinf — X,
y=Xsinf+Ycosd =Y + Xsinf+ Y cosf —Y.

Od tod dobimo komponenti pomika

u; = X cosf —Ysinf — X,
Uy = X sinf + Y cosf —Y.
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Gradient pomika je

Grad il — {0039—1 —sinf }

sin 6 cosf —1

Pripadajoéi infinitezimalni deformacijski tenzor je tako

1 . 7y | cosf—1 0
e=3 (Grad @ + (Gradw)") = { 0 cosf —1 }

Rotacija ohranja razdalje, zato je prava mera rotacije enaka nic. Za ¢ = 7/2 pa dobimo ¢ =

-1 0 |. . . . . s
{ 1 } in potemtakem ¢ ni prava mera za velike pomike. Prava mera je deformacijski

0
tenzor )
E =c+ 5(Grad @)" Grad .
Po kratkem racunu dobimo, da je E = 0.
8.2 Dodatne naloge
1. Ravninska deformacija ima glavni deformaciji ¢, = 3¢p in €, = —e€p. Dolo¢i koordinatni

sistem v katerem je €}; = 0 in €}, > 0.

Resitev: Os 2’ oklepa kot 7/6 s smerjo maksimalne osne deformacije.

2. V treh smereh, ki oklepajo kot /4 smo izmerili osne deformacije €, = 2-1073, ¢, = —5" 1073
ine=-1-1073
(a) Doloci deformacijski tenzor.
(b) Izracunaj njegovi ekstremalni osni deformaciji in smer maksimalne osne deformacije.

(c) Skiciraj Mohrovo kroznico.

Resitev: V koordinatnem sistemu z osjo = v smeri osne deformacije €, je €37 = 2 - 1073,
€21 = —1-1073 in €90 = —1 - 1073 . Extremalni osni deformaciji sta €epr = % (1 + \/ﬁ) 2 -
1073, Maksimalna smer oklepa z osjo # kot —1 arctan(2/3) = —16.85° minimalna pa kot =
— 3 arctan(2/3) + 7/2 = 73.16°.

3. V treh smereh, ki oklepajo kot 7/3 smo izmerili osne deformacije €, = % 21073, g =
1(2-3V3) 10 ine =7 (2+3V3)-1073
(a) Doloéci deformacijski tenzor.
(b) Izracunaj njegovi ekstremalni osni deformaciji in smer maksimalne osne deformacije.

(c) Skiciraj Mohrovo kroznico.

Resitev: V koordinatnem sistemu z osjo x v smeri osne deformacije ¢, je €17 = €29 =
1/2-1072 in €3; = —3/2- 1073, Extremalni osni deformaciji sta enq, = 2 - 1073, minimalna
pa €min = —1- 1072, Maksimalna smer oklepa kot —7/4 z osjo z, minimalna pa /4.

4. V danem koordinatnem sistemu ima deformacijski tenzor ravninskega deformacijskega stanja
komponente €17 = 3€q, €12 = €0V3 in €33 = €. Poiséi tak koordinatni sistem, da bo pri-
padajoca matrika komponent deformacijskega tenzorja diagonalna in izracunaj diagonalna
elementa.

Resitev: Kot p = 7/6 ali ¢ = —27/6. Diagonalna elementa 4¢; in 0.
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Poglavje 9

Napetost

9.1 Ravninska napetost

9.1.1 Resene naloge

1. Pravokotnik s stranicami v razmerju 2 : 1, glej skico, ima na stranicah napetosti i =
(%Z—l— ij) 30 MPa in t_;, ki ima velikost 10v/5MPa.

t
(a) Dopolni sliko z vektorjema napetosti
na preostalih dveh stranicah.

(b) Doloéi ] in pripadajoéi napetostni
tenzor.

(¢) Izracunaj polmer Mohrove kroznice.

(d) Dolo¢i normalno in strizno napetost
na oznaceno diagonalo pravokotnika.

Resitev:

(a) Dopolnjena skica napetosti je
(b) Ker je & = L. je

e+

_ [ ;}13 fﬁ ] 30 MPa.

Potem je t1 = t7'= (t117+ %7) 30 MPa in

2
2 4
t1] = (til + §> 900 MPa? = 500 MPa’

in od tod t1; = 10 MPa.
(¢) Polmer Mohrove kroznice je

2 2
1 1 4 )
T = \/<§(t11 - tzg)) + t%z = \/(ﬂ) + 5 30 MPa = ZV 257 = 20.04 MPa.
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(d) Vektor v smeri diagonale je 20+ 7. Potem je normala na diagonalo @i = %(—Z? 27).
Vektor napetosti na ravnino v smeri diagonale je

F:gﬁ:% [ ;g fﬁ] [ _21 }3OMPa:

Normalna napetost je tako

30 ]MPa:\/E_)[ _61 }MPa.

a5

.1 0[3] 1[-1
tp =71 T= — — 30 MPa = —8 MPa.
" \/5[_5] \/5[ 2 ]

Strizna napetost je 7 = 4/ |ﬂ ’ —t2. Izra¢unajmo posebej
|t] = V185MPa.
Potem 7 = 11 MPa.

2. Kvadrat na sliki ima na stranicah napetosti
iy = (%?—i— %f) MPa in #, ki ima velikost
V73
WMP&

(a) Dopolni sliko z vektorjema napetosti
na preostalih dveh stranicah.

(b) Doloéi 5 in pripadajoéi napetostni
tenzor.

(¢) Skiciraj Mohrovo kroznico.

(d) Dolo¢i normalno in strizno napetost
na diagonali kvadrata.

Resitev:

(a) Dopolnjena slika je

(b) Tenzor napetosti je oblike

e+
Il
| —
~+
win =
oy
ol
| I



Neznano komponento ¢;; dobimo iz pogoja, da je [ti] = @ Potem 2, + % = % in

tako t11 = :l:i. Iz skice sledi, da je t1; = i. Potemtakem

)

e+

(c) Skica Mohrove kroznice je

Umn\ 7/24 Omax

(d) Na diagonali z normalo 7 = —=(7+7) je vektor napetosti enak & = tn= %(%T—}—j}MPa.

i = ZMPa. Strizna napetost pa t, = \/[f]2 — 12 =

5

Normalna napetost je t, =
iMPa.

3. V danem koordinatnem sistemu ima napetostni tenzor ravninskega napetostnega stanja kom-

ponente t1; = o, t1o = V/30 in tey = 30. Poisé tak koordinatni sistem, da bo pripadajoca
matrika komponent napetostnega tenzorja diagonalna in izra¢unaj diagonalna elementa.

Resitev: Pri rotaciji danega koordinatnega sistema za kot ¢ okrog osi k ima napetostni
tenzor komponente

1 1
t/ll = 7(7511 + t22) + §(t11 — tgg) cos2p +t1asin2p = o (\/gsin 2¢ — cos2¢ + 2)

2
, 1 1 . \f .
thy = 5(7511 + ta2) — §(t11 — t99) co82p — t1a8in2¢p = o (— 3sin2¢ + cos 2¢ + 2)
/ 1 3 . r \[ .
tio = —§(t11 — o) 8in2¢ + t12 o820 = o (sm 2¢ + V3 cos 2(;5) .

Zahtevamo 1, = 0. Od tod
sin 2¢ 4+ v/3 cos 2¢ = 0.

Enacba ima dve resitvi, ¢ = —x/6 in ¢ = 7/3. V prvem primeru je t); = 0 in thy, = 4o, v
drugem pa t]; = 40 in thy = 0.

. Pokazi, da je ravninsko napetostno stanje enoosno natanko takrat, ko je dett = 0.

Resitev: Napetostno stanje je enoosno, ¢e obstaja tak koordinatni sistem, da so vse kom-
ponente, razen komponente ¢1; napetostnega tenzorja enake ni¢. Ker je napetostno stanje
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ravninsko, je t13 = ta3 = t33 = 0. Nadalje, ¢e usmerimo kordinatni sistem v smeri ekstre-
malnih normalnih napetosti, je t;2 = 0, daigonalna elementa pa sta enaka ekstremalnima
normalnima napetostima. Ekstremalni napetosti sta

1

1
Oeat = 5 <t11 +l2+ \/(tu — t22)” + 475%2) =3 <81§i (512)2 - 4det£> :

Privzemimo slt > 0. Potem je oy, = 0 natanko tedaj, ko je dett = 0 in oymae = slt. V
primeru slt < 0 pa Omin = slE in Omaz = 0.
9.1.2 Dodatne naloge

1. Kvadrat na sliki ima na stranicah
napetosti t; = (%z + %j) MPa in i,

ki ima velikost 3§MP3.

(a) Doloci ty in pripadajoci nape-
tostni tenzor.

(b) Dolo¢i normalno in strizno -t
napetost na obeh diagonalah
kvadrata.

Resitev:

1 2

P (2> 1 _ 1
(a) to = (§Z+ §j)MPa, E— 3 |: 9 1 :| MPa.
(b) Normalni napetosti sta 1 MPa in —2MPa, strizni pa sta obe enaki ni¢.

2. V danem koordinatnem sistemu ima napetostni tenzor ravninskega napetostnega stanja kom-
ponente t11 = 0, t12 = 0 in tas = 0. Poisci tak koordinatni sistem, da bo pripadajo¢a matrika
komponent napetostnega tenzorja diagonalna in izrac¢unaj diagonalna elementa.

Resitev: Kot ¢ = 7/4, diagonalna elementa pa sta 20 in 0.
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Poglavje 10

Hookov zakon

10.1 Zveza med napetostjo in deformacijo

10.1.1 Resene naloge

1. Ravninska deformacija deformira pravokotnik dimenzije 2cm X 1cm v romboid dimenzije
2.05cm x 0.98 cm z diagonalo, ki je za v/5/50 cm daljsa od prvotne diagonale pravokotnika.

(a) Doloci deformacijski tenzor.

(b) Izracunaj ekstremalni osni deformaciji in skiciraj Mohrovo kroznico. V kateri smeri je
osna deformacija najvecja?

(¢) Za izotropi¢ni material z v = 1/5 in F = 120 GPa z uporabo Hookovega zakona dolo¢i
pripadajoc¢i napetostni tenzor.

Resitev:

(a) Postavimo koordinatni sistem v smeri stranic pravokotnika in izra¢unajmo osni defor-
maciji. €11 = 22 = 0.025 = 1/40 in ezp = 42 = —0.02 = —1/50. Za izracun e;2 bomo
upostevali deformacijo v smeri diagonale, ki je

_d+Ad—-d 1

_4radme . g2
€ d 50

Uporabimo sedaj formulo
1 1 .
€4 = 5(611 + 622) + 5(611 — 622) COS 2@ + €12 S1 QQD,

kjer je ¢ kot med osjo x in diagonalo pravokotnika. Potem cosp = 2//5 in singp =
1/4/5. Od tod cos2¢p = cos?p —sin® ¢ = 3/5 in sin2p = 2singcosp = 4/5. Tako

dobimo enacbo
r_1_3 4
50 400 ' 1000 ' %5

in od tod €15 = 1/20 = 0.05. Deformacijski tenzor je tako enak

[ 1740 1/200
= 1/200 —1/50 |-

€
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(b) Ekstremalni deformaciji sta po formuli

2
1 1
€oxt = 5(611 +e20) £ \/(2(611 - 622)) + €2y

enaki

1 , 1 .
emax = 755 (1+ V85) = 0.0255  €min = 100 V/85) = —0.0206.

Smer maksimalne osne deformacije dobimo po formuli

2612 2
fan2p = ——12_ _ 2,
sy €11 —€2 9

Potem ¢ = 6.26°. Iz skice Mohrove kroznice vidimo, da je to smer ekstremalne osne

deformacije.

A yI2

Emin

Slika 10.1: Slika Mohrove kroznice.

(c) Napetostni tenzor je
t=2pe+Asl(e) L,

kjer sta p in A Lamejeva koeficienta dana z p = ﬁ in A\ = (1+VVE Njuni

Y(1—20) "
vrednosti sta p = 50 GPa in A = 100/3 GPa. Potem

=[5 o

101



2. 7 ekstenziometrom smo v smereh, ki med
seboj oklepajo kot 27/3, glej skico, izmerili
osne deformacije €, = 0.003, e, = 0.002 in
e. = 0.001.

(a) Dolo¢i infinitezimalni deformacijski

€b
tenzor.

(b) Naj bo deformiran material izo-
tropicen z Youngovim modulom E =
210 GPa in Poissonovim koli¢nikom / i >

€

v = 0.2. Za po prvi tocki izra¢unano
ravninsko deformacijo dolo¢i pri-
padajo¢i napetostni tenzor. Tu
upostevaj, da je

E vEsl (g)

BE TR I

Il

e

I~

Resitev:

(a) Ker je osna napetost v smeri osi « enaka €,, je €17 = 2X 10~3. Enotski vektor v smer osne

deformacije ey, je &, = cos 2 /37+ sin 27 /3] = — 37+ ?ﬁ v smeri €. pa € = —31— @j
Zapisimo tenzor deformacije
31 3 B
e=10"3 :
- { B }
Neznanki 3 in v dolo¢imo iz pogojev
ey - (géb) =€y € - (ggc) = €.
Tako dobimo enacbi
W3BB—3y=-5 2V38+3y=1.
Resitvi sta 5 = f% in v = 1. Potemtakem je
3 _ 1
e=10"" [ ) ]
B V3
(b) Uporabimo dano formulo. Izréunajmo posebej
E
—— = 175GPa,
1+v
vE 175
— = —GP
A+v)1-2v) 3 @
in sl (g) =4 x 1073, Tako dobimo
1 13 1
3 BVE 0 4 100 3 *ﬁ 0
t=175MPa| | —% 1 0 +3]0 1 0| ]=175MPa -% 5 0
0 0 1 00 1 0 0 3

102



3. Kvadrat na sliki ima na stranicah
napetosti t1, ki ima velikost ‘/TEMPa

in fg
(a)

(b)

= <%;+ %5) MPa.

Doloéi 7 in pripadajoci nape-
tostni tenzor.

Privzemi, da se kvadrat ela-
sticno deformira. Izracunaj
pripadajoc¢i deformacijski ten-
zor, Ce je iz izotropi¢nega ma-
teriala in je E = 120GPa in
v=1/3.

Dolo¢i pripadajoce ekstre-
malne osne deformacije.

Resitev:

(a) Vektor t5 je drugi stolpec matrike napetostnega tenzorja. Ker je simetricen, je oblike

1S

_ [ 1”/32 1?; ]MPa.

Doloéiti moramo e x. Vektor napetosti ; je prvi stolpec napetostnega tenzorja. Torej
t = (mﬂ— }J) MPa. Ker je || = %MP&, je 2%+ 1 = 2 in tako z = 1. Torej

16

_[1/4 1/2
| 1/2 1/3

IS

] MPa.

(b) Deformacija je dana s Hookovim zakonom

Od tod po krajsem racunu

g [ 1 3] 55 1)

116 5567 6
g_[5.56 2.08]10

(¢) Ekstremalne osne deformacije dobimo po formuli

€nnax,nﬂn

2

1 1
=z <611 + €20 & \/(611 — €)%+ 7f2> =3 (3.24 +1/0.922 + 11.122) 107°

Tako dobimo e™®* = 7.2010~6 in e™® = —3.95010-6.

4. Pokazi, da se za izotropi¢en material smeri ekstremalne osne deformacije ujemajo s smermi
ekstremalnih normalnih napetosti. Privzemi, da je deformacija ali napetost ravninska.

Resitev: Privzemimo ravninsko deformacijo. Smer ekstremalne osne deformacije je dana s
formulo

1

2612

1
Y= aarctan— ©? =t + /2.

)
€11 — €22
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Po Hookovem zakonu

L=y Y b+ ot L,
€11 = —t11 — — €99 = —— — €12 = —1t19.
=gl = plar, €2 pint gle a2=gahe
Potem 1+
v
€11 — €22 = (t11 — ta2).

Upostevajmo Se, da je G = E/(2(1 + v)). Potem

1 2612 1 2t12

— arctan —— = — arctan

2 €11 — €22 2 t11 — to2

in ekstremalne smeri se res ujemajo.

.V treh smereh, ki oklepajo medsebojni kot /4 izmerimo osne deformacije e, = 1073, ¢, =
—3/2x 1073 in €, = 2 x 1073 in pripadajo¢i normalni napetosti o, = 240MPa in o}, = 0MPa.
Material je izotropic¢en, deformacija pa je ravninska. Dolo¢i F, v in p.

Resitev: V prvem koraku iz podatkov dolo¢imo deformacijski tenzor. Postavimo koordinatni
sistem tako, da se smeri podane osne deformacije ujemata s koordinatnima osema, tretja pa
je v smeri diagonale. Potem je

6103{ L ]MPa,
= r 2

kjer je x Se neznano Stevilo. V smeri diagonale je
-3 1 1 : -3
-3/2x 10 =6b=§(€11 +€22)—|—§(611—622)COS7T/2+61QSID7T/2:10 (3/24x).

Tako dobimo €15 = —3 x 1072.

Napetostni tenzor je dan s Hookovim zakonom

t=2ue+ Asl@I = 1073 | 2 F3A =01 lypy

= —6p  4p+3A
Podani normalni napetosti sta v smereh 7'in 7+ 7. Potem je

240MPa = 0, = 1072 (21 + 3)\)
OMPa =0, =3 x 1073 (A — p) .

Od tod sledi A = p = 48 GPa. Iz formul
E vE

HE o )y T arwa—)

tako dobimo
g HBA+2u) = HBA+2p)

O Ap A+
in od tod E =120GPain v = 1/4.
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Poglavje 11

Termoelasti¢énost

11.1 Osna termoelasti¢nost

11.1.1 Resene naloge

1. Dana je kompozitna palica s konstantnim presekom A = 1cm?. Dolzina levega dela palice

je 1.0m, desnega 0.5m. Levi del palice ima Youngov modul F; = 70GPa, desni Fy =
120 GPa, koeficient termalnega raztezka levega je a; = 23 x 107°m/°C, desnega pa ap =
17 x 1075m/°C.

(a) Palico segrejemo za 10°C. Izratunaj njen raztezek.

(b) Nato palico tlaéno obremenimo v osni smeri. Kaksna naj bo sila, da se bo palica skréila
na prvotno dolzino?

Resitev:
(a) Raztezek palice je dan s formulo Al = alAT. Potem
All = a1 1 AT = 0.23 mm in Al = aplas AT = 0.085 mm.

Palica se podaljsa za Al = Al; + Als = 0.315 mm.

(b) Pri dani deformaciji je osna napetost dana s formulo ¢ = E%. Potem Al; = o4 in

by
Aly = 0. Od tod

l1 la ) Al
Al = Al + Al = —_— 4+ = =—
! ? 0<E1 E, 7 l1/E1+ 12/ Es
Vstavimo vrednosti in dobimo
315 x 107 %m
= — = —17.1 MPa.
7T 71845 x 10 T mpPa ! &

Sila je enaka
F=A0c=-10"*m? x 17.1 x 105 Pa = —1.7kN.
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11.2 Prostorska termoelasti¢nost

11.2.1 Resene naloge
1. V togi matriki krogelni elasticen vkljucek segrejemo za AT. Dolo¢i napetost.

Resitev: Celotna deformacija € je vsota elasticne € in termalne €' deformacije. Ker je
vkljuéek v togi matriki, je celotna deformacija enaka ni¢. Velja torej

¢ = fgt = —aATL

Ien

Po Hookovem zakonu za izotropi¢en material je potemtakem napetostno stanje hidrostaticno,
t = —pl. Potem

1+v v 1-2v
¢ = t— —=sl(t)l = — 1.
g E = E 5 (:): p:
Iz dobljenih ena¢b potem sledi
1-2
aAT = Vp
in
P T 2ya 3raAT,

kjer je x kompresibilni modul.

2. V togo kotanjo v obliki kvadra s kvadratno osnovno ploskvijo dimenzije a x a in dano visino
h vlozimo elasti¢ni kvader enakih dimenzij. Kvader segrejemo za AT.

(a) Dolo¢i napetostno stanje.

(b) Za koliko zgornja ploskev pogleda iz kotanje?

(¢) Kocko Zelimo potisniti nazaj v kotanjo. Doloéi silo.
Resitev:

(a) Postavimo koordinatni sistem z osmi v smereh kvadra, os z pa naj bo v smeri stranice
z dolzino h. Celotna deformacija je vsota elasti¢ne in termalne,

e=¢" +aAT.

Ker je kotanja toga, je 0 = €11 = €22 = €23 = €13 = €12 in ker je zgoraj odprta 0 = t33.
Potem z uporabo Hookovega zakona sledi

1 v
0= €11 — CkAT-I— *tll — *t227

E E
v 1
0= =alAT — —=t —t90,
€22 = ol + 22
v v
33 = AT — —t1; — —t
€33 = & E 11 E 22
0= _ ! t 0= _ ! t 0= _ ! t
= €23 = ek = €13 = ek = €12 = ek
Sistem zgornjih treh enacb resimo na t11, too in €33. ReSitev je
aATE
t11 =ta2 = — 1
—v
in
aAT(v+1)
€3z = ————.
1—v
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(b) Zgornja ploskev pogleda iz kotanje za

AT 1
Ah = €33h = Oéhlf(l/y—l—)

(¢) Sedaj zelimo kocko potisniti nazaj v kotanjo. Vemo, da se je v smeri osi z deformirala
za € = Ah/h. Potisna sila F' = 0a? = Ea?Ah/h kocko, ki je ob strani prosta, skréi za
predpisan Ah. Vendar je kocka v kotanji, njene stranske ploskve niso proste, zato tako
dobljena sila

o aEa?AT(v +1)
1—-v

ni prava. Pravo silo dobimo z naslednjim razmislekom. Privzemimo, da kotanjo pred

termalnim razteskom pokrijemo s pokrovom in na pokrov delujemo s silo, ki prepreci,

da kocka po segretju pogleda iz kotanje. Ta sila je dejansko tista sila s katero kocko
stisnemo nazaj v kotanjo. Naj bo torej kotanja zaprta. Potem je

0=¢c=¢"+aAT.
oziroma

1 v v
0= = aAT + —t11 — —tag — —=t
€11 =« + E 11 22 B 33,

E
v 1 v
0= = aAT — —t —loo — =1
€29 = E11+E22 B
v v 1
= €33 = QAT — —t11 — —tgg — —t
0=¢€33 =« g T gt T s
1 1 1
— - ¢ = = _— ¢ = = ——to.
0= €23 528 0=-¢€3 Yeless 0=¢€12 5G 112
Sistem resimo in dobimo
by e — fan aATFE
1=ty =ty = -7
Sila s katero kocko nazaj potisnemo v kotanjo je tako enaka
Ea?2AT
P aFa
1—2v

Vidimo, da je ta sila vecja kot F’, saj je

202

F—F =aBd’AT—————.
R — w)

3. V togo kotanjo v obliki kvadra s kvadratno osnovno ploskvijo dimenzije a X a in dano visino

h vlozimo elasti¢ni kvader enakih dimenzij.

(a) Kvader potisnemo s silo F. Dolo¢i napetostno stanje in izra¢unaj za koliko se zgornja
ploskev pogrezne v kotanjo.

(b) Za koliko moramo kvader nato segreti, da pogleda iz kotanje.

Resitev:

(a) Postavimo koordinatni sistem z osmi v smereh kvadra, os z pa naj bo v smeri stranice z
dolzino h. Ker je kotanja toga, je edina nenicelna komponenta deformacijskega tenzorja
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€33. Po drugi strani pa je v smeri osi z je podana napetost t33 = —F/a?. Po Hookovem
zakonu tako velja

1 v v
0=e€n = Etn - Et22 - Et337
v 1 v
0=¢€0= —Etn + EtQQ - Ets&
v v 1
€33 = Etn - Etzz + Et337
0=e3 = %1&3, 0=e13= %tl& 0=e€12= %tlx
Strizne komponente napetostnega tenzorja so enake ni¢. Sistem re$imo Se za t17 in tas.
Dobimo
vF
t11 =122 = - Vt33 = N
Potem je
(= v—-2F
Y Sy

Zgornja ploskev se pogrezne za

(1—v—20%Fh

Ah = (1-v)Ea?

(b) V drugem koraku pogreznjeni kvader segrejemo. Nova celotna deformacija je € = ¢® +

e = ¢ — aATI1. Po Hookovem zakonu potem

Tu je £ napetost v kvadru na drugem koraku. Komponenta deformacije je €33 je enaka
Ah/h, vse ostale pa so enake ni¢. Komponenta napetosti t33 pa je enaka nic, saj je v
tem drugem delu naloge zgornji rob prost. Tako dobimo sistem

1 v
0=-¢€11 =aAT + Etn - Et227
v 1
= =aAT — —t —t
0=¢€x2=a E11+E22,
Ah v v
—— =33 = AT — —ty; — —t
A €33 = & BT gt
1 1 1
0= = —t 0= = —t 0= =—t
€23 20 23, €13 20 135 €12 20 12
za neznane komponente napetostnega tenzorja in AT. ReSitev sistema je
PR AhE
11 =tz = ek
tog = t13 = t12 = 0,
Ah(1 —
AT — M
ah(v+1)

4. V togi matriki je elasti¢ni vkljucéek v obliki kocke. Polovico kocke segrejemo za AT}, drugo
pa za ATs.

(a) Dolo¢i napetostno stanje.
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(b) Izracunaj relativno spremembo volumna ene in druge polovice kocke.

Resitev:

(a) Postavimo koordinatni sistem v smereh stranic kocke z izhodis¢em v njenem srediséu.

(b)

11.2.2

Privzemimo, da smo polovico kocke na negativni strani osi x segreli za AT}, na pozitivni
pa za ATs. Deformacijo in napetost na negativni strani osi x oznaqéimo z € 1 int , ha

desni pa z €, in L, Za obe polovici, p = 1, 2 velja

14 14
ep11 = ptp11 — ptp22 = ptpss + opAT,
12 1 v
0= €p,22 = —Etnll + Etp,QQ - Etp’?’?) —+ apATpa
v 1 1
0=r¢€p33 = —Etp,n - Etp,QQ + Etp,gg + ap AT,

1
0=¢po3 = %tp,zs, 0=¢p13= %tp,ll% 0=¢p12= %tp,12~

Tu smo upostevali, da se koti ohranijo, in da se mejna ploskev med polovicama zaradi
razlicne temperature pomakne, zato €, 11 # 0. Iz enacb vidimo, da so vsi izvendiagonalni
elementi enaki ni¢. Upostevajmo, da se celotni volumen kocke ne spremeni. Potem

0=sl (%) + sl (gQ) =€1,11 T €2,11-

Nadalje je mejna ploskev v ravnovesju. Velja

e

1'Z:£2'Z

oziroma t1711 = t2711.

Dobili smo sistem enacb za neznanke €, 11, tp11, tp22,tp33 za p = 1,2. Iz simetrije
naloge sledi ¢, 20 = %, 33. UposStevjmo Se zadnji dve enacbi. Prvotni sistem je tako
sistem za neznanke €q 11, t1,11, t1,22,t1,33. ReSitev sistema je

a (AT + ATL) E
20 —20)
aF (AT (3v — 2) — ATyy)
2(1—2v)(1 —v) ’
aF (ATy(3v — 2) — ATyv)
2(1—2v)(1 —v) ’
a (AT — ATy) (v +1)
2(v—1)

t111 =t211 = —

t1,00 = t1,33 =

to 00 = to 33 =

€1,11 = —€2,11 = —

V primeru AT} = ATy dobimo dobro znano resitev.

Relativni spremembi volumna sta €111 in €211 in sta podani z zgornjo resitev. Vidimo,
da se volumen ene polovice zmanjsa, druge pa poveca.

Dodatne naloge

1. V togi matriki je elasti¢ni vkljucek v obliki kvadra. Kvader segrejemo za AT. Doloé¢i nape-
tostno stanje.

aEAT

Resitev: {11 = oy = t33 = —F75-, t12 = t13 = t23 = 0.
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2. V togi matriki je kompozitni elasti¢ni vkljucek v obliki kocke. Ena polovica ima koeficient
termalnega razteska «q, druga pa as. Kocko segrejemo za AT. Doloé¢i napetostno stanje.

Resitev:

(a1 + ag) EAT
2(1—-2v)

AT (a1(3v —2) — ) E
2(1—2v)(1 —v) ’

AT (qv+ a2(2—3v)) E

21— 20)(1—v)
(011 — O[Q) AT( + )
2(v-1) '

t1,11 =t 11 = —

t1,00 =t133 =

ta22 = t233 = —

€1,11 = —€2,11 = —

110



Poglavje 12

Upogib Nosilca

12.1 Upogib nosilca

12.1.1 Resene naloge

1. Konzolno vpeti nosilec dolzine 50 cm je linijsko obremenjen s konstantno gostoto ¢y =
50kN/m. Nosilec je tankostenski s kroznim presekom polmera R = 2cm in debelino stene
t = 2mm, Youngov modul pa je E = 120 GPa.
(a) Izrac¢unaj ploskovni moment preseka.
(b) Dolo¢i upogib nosilca.

(c) Koliksen je najveéji upogib?

Resitev:

(a) Ploskovni moment je I = § (R* — (R —t)*) = atR? = 16710 *m* = 50.2710 ®m*.

(b) Enacba upogiba je 88—;2 (EI gi’;’ ) = qo. Po stirih integracijah dobimo

w = q0
24FE1T

1 1
x4 éClmS + 5021'2 + Csx + Cy.
Robni pogoji so w(0) = 0, w'(0) = 0 na levem krajiscu in w”(l) = 0, w”(I) = 0 na

desnem krajistu. Resitev je
qol?xz? [ 22 T
= 24 46).
Yoy, (12 1t

(¢) Upogib na prostem koncu je

qol* .
Wmax = @ = 6.5cm.
2. Enostavno podprt vodoravni nosilec dolzine | = 2m je enakomerno obremenjen s konstantno
linijsko obremenitvijo go. Nosilec je votel s tankoslojnim kvadratnim presekom debeline
t = 5mm in povrsino praznine A = 1cm?, Youngov modul pa je E = 120 GPa.

(a) Skiciraj potek preé¢ne sile in upogibnega momenta. Dolo¢i vrednost maksimalnega upo-
gibnega momenta.
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(b)
()

Doloé¢i dopustno linijsko obremenitev gg, da bo osna napetost v nosilcu po absolutni
vrednosti manjsa od oy = 120 MPa.

Izra¢unaj maksimalni upogib nosilca.

Resitev:

(a)

0.5-

Rezultanta obremenitve nosilca ima velikost lgg s prijemalis¢em na sredini nosilca. Po-

tem A = B = %lqo, kjer sta A in B vertikalni sili podpor. Nadalje je % = —qo
in tako Q@ = —qoxr + C. Ker je precna sila v levi podpori enaka sili leve podpore je

Qxz=0) = %lqo in tako Q = —qox + %lqo. Za upogibni moment velja % =@ in od
tod M = $qox(l — x), saj je M(0) = M(l) = 0. Upogibni moment je o¢itno najveéji na
1.0r
0.8f

0.6

-0.5}

1 2 8 4 041

0.2

1 2 3 4

Slika 12.1: Potek preéne sile in upogibnega momenta.

2
sredini in tako Mpy4r = %.

Uporabili bomo formulo ¢ = %z, kjer je I ploskovni moment preseka nosilca. Ozna¢imo
z a dolzino stranice notranjega kvadrata, z b pa zunanjega. Oc¢itno je a = 1cm. Velja
b= a+t, kjer je t debelina nosilca. Potem b = 2cm in

1 15

. 4

1
I=—b'— = Zem?.
120 T 12° T 12

Napetost je exstremalna na robu, pri z = :I:% = +1cm. Tako dobimo neenakost
QQl212
8. 15cm® —
Potem

10 3
Q0 < % = 300 N/m.

Upogib nosilca dobimo iz enacbe EIw(4) = qo. Potem je

1 @ 4, 1 3 1 9
= ——= -C —C! C Cy.
WS prt T Tyt r Gt e
Iz robnih pogojev w(0) = w(l) = 0 in w”(0) = w” () =0 sledi Cy, = Cy, =0 in
qol qol®
Cr=—+= Cs = .
' 2RI 5T UEI
Potem
w = 25211 (x4 — 2231 + l?’x) .
Upogib je najvecji na sredini in je enak
w _ 5qol*
TeE T 384K
Za maksimalno dopustno linijsko obremenitev je wyq, = im =41.6 mm.
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3. Enostavno podprt T nosilec dolzine | = 1m je

az

tockovno obremenjen v navpicéni smeri pri x; = 1/4,
xe =1/2 in x3 = 31/4 s silami F} = Fy, Fy = 2F, b,
in F3 = —Fy. Dimenzija preseka so, glej skico,

a1 =

(a)

(b)

()

lcm, as = 3cm, by = 2cm in by = 1cm.

Skiciraj potek precne sile in upogibnega mo-
menta.

. . o . by
Dolo¢i sredisce preseka in njegov ploskovni mo-

ment drugega reda I.

Doloéi Fy tako, da bo maksimalna natezna na-
petost nosilca manjsa od oy = 120 MPa.

a

Resitev:

(a)

Prvo dolo¢imo sili podpor. Oznac¢imo levo z A, desno z B. Iz ravnovesnih ena¢hb dobimo
A =3Fy/2in B = F,/2. Skici poteka precne sile in upogibnega momenta sta:

0.5}
15
10k 0.4f
0.5F 0.3F
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.21
-0.5f _
0.1}
-1.0f
-15F 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

(b)

()

Slika 12.2: Potek precne sile in upogibnega momenta.

T nosilec je sestavljen iz dve pravokotnikov. Dolo¢imo prvo masno sredis¢e. Posta-
vimo pomozni koordinatni sistem z izhodis¢éem na vrhu T nosilca. Koordinati ma-
snega srediSCa sta potem z; = by + %bl = 2cm in z9 = %bg = 1/2cm. Ploscini sta
Ay = a1b; =2cm? in Ay = azby = 3cm?. Potem je masno sredisce

11

(2141 + 22045) = —cm.

=0 10

1
TA + A,y

Postavimo sedaj izhodis¢e koordinatnega sistema v izracunano masno srediS¢e. Novi
koordinati masnih sredis¢ pravokotnikov sta zj = 9/10cm in z5 = —3/5cm. Ploskovni
moment je potem

1 . . 1 27 81 217
I= E(alb‘;’ +agh3) + Ay (21)% + Ax(23)* = (12(3 +8)+ % + 50) em?* = ——cm*.

Dopustno silo Fj doloca neenakost

M <
IZ_O'Q.
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Maksimalni upogibni moment je M = %ZFO, napetost pa je natezna na spodnjem delu
preseka, zato z = 19/10cm. Potem

2T
Ry < 2oo 8080 N
lz 19

4. Enostavno podprt U nosilec dolzine I = 1m je linijsko obreme-
njen s konstantno obremenitvijo qy. Dimenzija preseka so, glej

) . b
skico, a1 = lcm, ao = 2cm, a3 = lcm, by = 2cm in by = 1cm. 2

(a) Skiciraj potek precne sile in upogibnega momenta.

(b) Doloci sredisce preseka in njegov ploskovni moment I. o

(¢) Doloci dopustno obremenitev go tako, da natezna nape- x

tost ne bo presegla vrednosti og = 180 MPa. Fa—*a—*a—ﬂ
1 2 3

Resitev:

(a) Prvo izrac¢unamo sile podpor, levo oznac¢imo z A, desno z B. Iz simetrije problema sledi
A = B. Vsota vseh sil je qol, potem A = B = %qol. Potek pre¢ne sile in upogibnega
momenta je dan na sliki. Maksimalni upogibni moment je My,.x = éqOZQ.

0.12f
04f 0.10F
0.2} 0.08}
. . 0.06f
0.2 0.4
0.04f
-0.2}
0.02
_0'47 L L L L
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Slika 12.3: Brezdimenzijski potek preéne sile in upogibnega momenta (I = 1,q9 = 1).

(b) Presek je sestavljen iz treh pravokotnikov, Aj
pravokotnik a; x by, Ay pravokotnik ag X by in
As pravokotnik (a; 4+ as + a3) X by. Postavimo
pomozni koordiantni sistem 7'z’ tako kot kaZe
skica. O¢citno je sredisce na osi z’. Koordinato B I

by

2! dolo¢imo po formuli v
, 1 , , , 2 b
=—(4A A A )
2 Al +A2 +A3 ( 121 + 229 % + 323*)

L
o

aq ‘ as ‘ as ‘
Izraéunamo posebej A; = a; x by = 2cm?, Ay = az x by = 2cm?, Az = (a1 +ag +az) x

bo =4cm? in 2, =lcm, 2, = lem in 25, = —4 cm. Potem

1 1 1
Z;=§(2><1—|—2><1—4><§)Cm:10m

V koordinatnem sistemu yz, ki ima izhodiS¢e v srediséni tocki preseka imajo pomozni
pravokotniki z koordinato sredi$¢ zi ., = %cm, Zoy = %cm in 23, = —% cm. Ploskovni
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moment preseka je potem

1
124

1
b‘;’ + zg*Ag + Eagbi’ + zg*Ag +

1

I=22_A
21 % 1+ 12

(a1 +as + ag)bg.

Vstavimo podatke in dobimo [ = % cm?.

(¢) Maksimalnemu upogibnemu momentu pripada maksimalna osna napetost onax. Veljati

mora
Mmax

g0 Z Omax — Zmax
1
kjer je zmax koordinata na vrhu nosilca, kjer je natezna napetost najvecja. Po predho-
dnen izracunu je zZmax = %, cm. Tako dobimo
8]0’0

l22max

qo < =71N/m.

5. Enostavno podprt nosilec s presekom v obliki kriza dolzine
[ = 1m je tockovno obremenjen v navpi¢ni smeri pri x; = %l
in xo = %l s silama Fy; = Fy in Fo = 2Fy. Dimenzija preseka

80, glej skico a3 = az = a3 =1cm, by = 2cm, by = b3 = 1cm. b
(a) Skiciraj potek precne sile in upogibnega momenta. Ko-
likSna je maksimalna vrednost upogibnega momenta? bz

(b) Doloci sredisce preseka in njegov ploskovni moment I.

(¢) Dolo¢i dopustno obremenitev Fy tako, da bo maksimalna
napetost manjsa od opyax = 120 MPa.

a az as

Resitev:

(a) Skica obremenitve s potekom preé¢ne sile in upogibnega momenta je podana na spodnji
sliki. Za potek precne sile, ki je odsekoma konstantna prvo izracunamo sile podpor.
Imamo enacbi ravnovesja momentov v podporah. Torej L x 2F, + % x Fy = [A in

4
%Fg + 3Zl x 2Fy = IB. Tako dobimo A = Fy in B = 2F,. Za potek momenta M
upostevamo, da je % = Q. Od tod sledi, da je maksimalen upogibni moment enak
Mmax = %FO
112 314 05 0.4,

W /777777‘777777 0.2 0.4 06 08 1.0 03
Fo 2F, ) ) )

Slika 12.4: Tockovno obremenjen nosilec s potekom precne sile in upogibnega momenta.

(b) Kriz je sestavljen iz treh pravokotnikov, pokonénega dimenzije ag x (b1 + ba + b3) in
dveh krakov dimenzije a1 X bs oziroma ag X bs. Postavimo koordinatni sistem v sredisce
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preseka krakov in pokonénega dela. Oc¢itno z, = 0, za y. pa velja formula

1

y=—(A A A ,
] A1+A2+A3( 11+ Agyz + Asys)

kjer je A1 = 4cm? povrsina pokonénega dela, Ay = Az = 1cm? pa povrsini krakov.

Nadalje y1 = —%cm in yo = y3 = 0. Tako dobimo y, = —%cm. Ploskovni moment

dobimo po formuli

1 1 1\? 1 1 \?
I = Eag(bl + bz + bd)?) —+ <2 — 3) Cm2A1 +2 (ualbg + <3cm) A2> .

Tu smo upostevali simetrijo levega in desnega kraka. Tako dobimo

35
I="cm*.
6
Vsavimo dobljeno v formulo o2 = %, kjer je zmax maksimalna oddaljenost od

centralne osi do roba preseka nosilca v smeri obremenitve, torej zmax = (2+%)cm = %cm.

Vstavimo izracunane vrednosti v formulo. Tako dobimo

F, 6 7
120 MPa = 70m X g5 X 108m 4 x g10—2m.

Tako dobimo Fy < 600 N.

6. Enostavno podprt vodoravni nosilec dolzine [ = 1 m je v vertikalni smeri tockovno obremenjen

_ 3l

pI'i Tr1 = £7 Ty = é in T3 = Y s silami Fl = —Z?()7 FQ = 2F() in F3 = —F().

(a)
(b)

Skiciraj potek precne sile in upogibnega momenta. Dolo¢i vrednost maksimalnega upo-
gibnega momenta.

Nosilec je votel s kvadratnim presekom dimenzij 2cm x 3cm. Doloc¢i pogoj na velikost
sile Fy tako, da bo osna napetost v nosilcu manjsa od oy = 120 MPa.

Resitev:

(a)

0.5

Prvo izracunamo sile podpor, levo ozna¢imo z A, desno z B. Iz simetrije problema sledi
A = B. Vsota vseh sil je ni¢, potem A = B = 0. Potek precne sile in upogibnega
momenta je dan na sliki. Maksimalni upogibni moment je Mpy,.x = éFo.

0.25¢
0.201

0.151

-0.5}

(b)

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.101

0.05

. 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Slika 12.5: Potek precne sile in upogibnega momenta.

Ploskovni moment pravokotnika dimenzije a X b je

a/2 b2 b/2 1 9
I'= / y dy = 2G/ yidy = —ab® = —cm?.
—a/2J-b/2 —b/2 12 2
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7. Enostavno podprt T nosilec dolzine [ = 1m je
tockovno obremenjen v navpicéni smeri pri x; = 1/4,
xo = 1/2 in x3 = 31/4 s silami Fy = 2Fy, Fy = Fy
in F3 = —Fy. Dimenzija preseka so, glej skico,
a1 = 1lcm, ap = 3cm, by = 2cm in by = 1cm.

(a) Skiciraj potek precne sile in upogibnega mo-

(b) Doloci sredisce preseka in njegov ploskovni mo-

(¢) Doloéi Fy tako, da bo maksimalna natezna na-

Osna napetost je dana s formulo o = %z Veljati mora pogoj

Mmax

Zmax S go-

Ker je zmax = % in Myax = ﬁFo, dobimo od tod neenacbo

2

= 2.16 kN.

FO S 8[0'0
la

a

b1

menta.

ment drugega reda I.
b,

petost nosilca manjsa od o¢p = 120 MPa.

az

Resitev:

(a) Prvo dolo¢imo sili podpor. Oznac¢imo levo z A, desno z B. Iz ravnovesnih enac¢b dobimo

0.4

0.3r

0.2

011

A =T7Fy/4 in B = Fy/4. Skici poteka precne sile in upogibnega momenta sta:

1.5F
1.0F
0.5¢

02__04 _ 06 08 10
-0.5¢

-1.0f

(b)

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Slika 12.6: Potek preéne sile in upogibnega momenta.

T nosilec je sestavljen iz dve pravokotnikov. Dolo¢imo prvo masno sredis¢e. Postavimo
pomozni koordinatni sistem z izhodiséem na dnu T nosilca. Koordinati masnega sredisc¢a
sta potem z; = by + %bl =2cm in z9 = %bz = 1/2cm. Plo&cini sta A; = a1b; = 2 cm?
in Ay = asby = 3cm?. Potem je masno sredisce

11

(2141 + 2245) = —cm.

=0 10

1
TOA + A,

Postavimo sedaj izhodis¢e koordinatnega sistema v izra¢unano masno sredis¢e. Novi
koordinati masnih sredis¢ pravokotnikov sta z; = 9/10cm in 2 = —3/5 cm. Ploskovni

117



moment je potem

1 1
I= ﬁ(alb? +agb3) + A1 (27)? + Ag(23)? = <

(¢) Dopustno silo Fy doloc¢a neenakost

—z <
z ag.
[ >~ 00

Maksimalni upogibni moment je M = Al/4 = 7Fy/16, napetost pa je natezna na
spodnjem delu preseka, zato z = 11/10cm. Potem
16159 9920

F, < — ZZUN = 902N.
0="7 11
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