Poglavje 1

Statika togega telesa

1.1 Operacije nad sistemom sil

V tem razdelku si bomo ogledali operacije, ki ohranjajo ekvipolentnost sistema sil. Prvo se
vprasajmo, ali lahko dani sili sistema sil spremenimo prijemalisce. Naj bo

—

F={(P,F), (P, Fy),...,(P.,F,)}
dani sistem sil. Sili 131 prestavimo prijemalisée v P;. Tako dobimo sistem
F' ={(P,F),(Py, Fy),...,(Pn, Fy)}.

Ali sta sistema sil F in F' ckvipolentna, ali velja E(F) = E(F’) in N(F,0) = N(F',0) za
poljubni izbrani pol? Ocitno je ﬁ(}') = ﬁ(}"), saj imata sistema enake sile, le prijemalisée sile Fy
je razlicno. Zapisimo

N(F,0)=> 0P, x F;.
i=1

Vidimo, da je N(F,0) = N(F',0), ¢e je
O_Pl Xﬁl :O_Pll XF’;'

oziroma

((fp1 - O}D{) x Fy = 0.

Vektorski produkt je enak ni¢, ¢e sta vektorja vzporedna, torej ce je PfP I Fi. To pomeni, da
lahko prijemalisce sile prestavimo samo po premici, ki gre skozi prvotno prijemali§¢e in ima smer
sile. Temu pravilu pravimo princip o polznosti sile.

Naj bo sedaj sistem sile oblike

—

F={(P1,F1), (P, F5), (Ps, Fy), ..., (Po, P},
sili Fy in F, imata isto primejalis¢e. Pokazimo, da je sistem sil
F ={(P\,Fi + F), (P, F»),(P3, Fy), ..., (Pa, Fy)}
ekvipolenten sistemu F. O¢itno je ﬁ(}') = E(}"’). Nadalje, ker je

O_pl Xﬁ1+O_P1 XFF:O_Pl X (ﬁ1+ﬁ2)



je tudi ]\7(.7-",0) = N(}",O) in sistema sil sta res ekvipolentna, torej F = F’'. Temu pravilu
pravimo princip o sestevanju sil s skupnim prijemaliséem.
Ocitno dodajanje nicelne sile ne vpliva na ekvipolentnost. Velja torej

{(Plvﬁ)a(P2aﬁ2)v(P37ﬁ2)7"'7(Pn;ﬁn)}E{(P27ﬁ2)7(P3aﬁ2)a"'7(Pn7Fn)}'

Potemtakem je po principu o seStevanju sil s skupnim prijemalis¢em tudi

—

{(P1,FY), (P, —F\), (P, F), ..., (Po, E)}Y = {(Po, Fy), (P3, FS), ..., (Pa, Fy)}.

Tej enakosti pravimo princip o uravnotezenem paru sil. Zapisanim principom pravimo osnovni
principi statike. Poglejmo si sedaj primer njihove uporabe.

1.2 Redukcija ravninskega sistema

Dan je ravninski sistem dveh sil F = {(P, ﬁl), (Pa, ﬁg)} Lo¢imo primera, ko sili nista vzporedni
in ko sta vzporedni. Ce sili nista vzporedni, se njuni premici nosilki sekata v skupni tocki Fy. Po
principu o polznosti lahko potem prijemalisci sil premaknemo v presecisée nosilk. Potem velja

{(P, Fy), (Po, Fo)} = {(Po, F), (Po, Fa)} = {(Po, Fi + Fy) .

Dani sistem sil smo reducirali na sistem z eno samo silo. Pravimo, da smo uspeli reducirati sistem
sil na skupno prijemalisce, saj je oc¢itno N(F, Py) = 0. Tocki Py pravimo tudi redukeijska tocka.
Za graficni prikaz glej sliko.

FieFo F2+Fo

Slika 1.1: Redukcija ravninskega sistema, levo Fj H/ﬁg, desno Fy I B

Naj bosta sedaj sili vzporedni. Prepostavimo prvo, da sta sili enako usmerjeni. S principom
o polznosti lahko dosezemo, da sta prijemalis¢i poravnani, kaj ve¢ pa ne. Sedaj nam pride prav
princip o uravnotezenem paru sil. ZapiS$imo

F={(P, F), (P, Fy)} = {(P1,—Fy), (P, Fo), (P, F1), (P2, Fa)},

kjer je Fy poljubna sila. Ker sta prijemali§¢i poravnani, glej sliko, je potem po principu o polznosti
in sestevanju sil s skupnim prijemaliscem

F={(P,F - K), (P, Fy+ Fy)}.
Dobili smo sistem dveh sil, ki nista vzporedni. Nosilki se sekata v tocki Py, glej skico. Potem je

f = {(Po,ﬁl + ﬁg)}



Sistem sil ima tudi v tem primeru skupno prijemalsce. Izbor sile Fy je bil poljuben. Kako njegov
izbor vpliva na redukcijo na skupno prijemalis¢e? Iz slike vidimo, da vecja sﬂa Fy pomakne skupno
prijemaliS¢e navzgor, manjSa pa navzdol, obakrat v smeri rezultante F1 + F,. Ta pomik ustreza
polznosti sile, zato izbira velikosti sile nima vpliva na doloc¢itev redukcijske tocke.

Poglejmo sedaj primer, so sta sili vzporedni in nasprotno usmerjeni. Postopamo tako kot v
primeru, ko sta sili enakousmerjeni. Opazimo, da tudi sedaj dobimo skupno presecisce, ki pa se
pomika v neskoncnost, ko sta velikosti nasprotno usmerjenih sil vedno bolj enaki. Tako v primeru,
ko je F, = —F, sistem dveh sil nima skupnega prijemalis¢a. Tak sistem sil

F={(P, F), (P, —F\)}

je dvojica, saj je R(F) = 0 in N(F, Py) # 0. Povzamimo, ravninski sistem sil, ki ni dvojica lahko
reduciramo na sistem z eno samo silo, ki je rezultanta sil s prijemalis¢éem v redukcijski tocki.

1.3 Dvojica

Dvojica je sistem sil F, za katerega je R(F) = 0 in N(F,O) # 0. Navor dvojice je neodvisen od
pola. To sledi iz formule, ki pove, kako je navor sistema odvisen od pola. Na odvisnost navora od
pola vpliva rezultanta sistema sil in ¢e je rezultanta enaka nic, je potem navor neodvisen od pola.
Potemtakem je za dvojico ]\7(]:, 0) # 0 za vsak pol O. Sistem sil, ki je dvojica bomo v nadaljevanju
oznacili z D. Neodvisnost dvojice od pola dovoljuje, da dvojico D, ki je sistem sil, identificiramo s
pripadajo¢im navorom. Po tej identifikaciji D = N (D, 0), kjer je O poljubna tocka. Ker je navor
neodvisen od pola, pravimo, da je navor prosti vektor. Po drugi strani pa sila ni prosti vektor, ker
je odvisna Se od prijemalisca.

Sistem sil F = {(Py, —F), (P, F)} je dvojica. Pokazimo sedaj, da lahko vsaki dvojici D prire-
dimo tak ekvipolenten sitem sil. Dolo¢iti moramo prijemalis¢i P; in P, in silo ﬁ, da bo

D= N(F,P,)= PP, x F.

Izbira tocke P; je poljubna, saj je dvojica neodvisna od pola. Ker je vektorski produkt dveh
vektorjev vektor, ki je pravokoten na oba vektorja, je sila F pravokotna na D, tocko P» pa izberimo
v taki smeri, da je vektor PPy pravokoten ne samo na D, ampak tudi na F. Sedaj si lahko poljubno
izberemo velikost sile F' ali pa vektorja Py P. Preostalo velikost potem dolo¢imo iz enakosti

D| = ‘prg‘ )ﬁ‘

Orientacijo vektorja PPy potem doloca pravilo desnega vijaka za vektorski produkt. Dvojici D smo
tako uspeli prirediti ekvipolentni sistem {(P;,—F), (P2, F)}. Vidimo, da lahko pri tem poljubno
izberemo silo F' ali ro¢ico P; P». Edini pogoj je, da sta izbiri pravokotni na D.

1.4 Redukcijska tocka in prestavitveni moment

Sedaj ko vemo, kako je z redukcijo ravninskega sistema dveh sil se vprasajmo, kdaj je redukcija
na skupno prijemalis¢e mozna za poljubnen, bodisi ravninski ali prostorski sistem sil. V ta namen
prvo definirajmo unijo dveh sistemov sil. Unija dveh sistemov sil F; in 3 je unija, ki vsebuje vse
pare prijemaliSce, sila obeh sistemov in je potemtakem tudi sistem sil. Ocitno je

R(FLUF,) = R(F1) + R(F), N(F1UF,,0) = N(F1,0) + N(F3,0).

Unija dveh ravnovesnih sistemov je torej tudi ravnovesni sistem, unija dveh dvojic pa je dvojica
ali pa ravnovesni sistem, saj je mozno, da je R(Fy) + R(F2) = 0, ¢eprav je R(F;) # 0, i = 1,2.



Madalje, ¢e je F1 poljubni sistem, F5 pa je ravnovesni sistem, je F; U Fo = F1. Ravnovesni sistem
sil zato lahko oznacimo tudi z znakom za prazno mnozico @), Fa = 0.

Naj bo sedaj F poljubni sistem sil

—

F = {(P17ﬁ1>7(P2>ﬁ2)a---a(Pn7Fn)}-
Izberimo poljubno tocko Fy. Po principu o uravnotezenem paru sil je
fE{(P()vﬁl)?(P07_F_:1)7(Plvﬁl)v(P%ﬁ?)a---a(Pnaﬁ7L)}-

Par {(Po, —ﬁl), (P, 131)} je sistem sil, ki je dvojica. Oznac¢imo jo z D;. Potem je

—

F=DyU{(Py,F)),(Ps, Fy),...,(Py, Fy)}.

Ponovno uporabimo princip o uravnotezenem paru sil, tokrat za silo F5,

—

FEDlU{(POaF_:l)a(POaFQ)v(P077ﬁ2)7(P27ﬁ2)7'"7(P7L7Fn)}-

Sedaj ozna¢imo z Dy dvojico {(Py, —F,), (P1, Fy)} Potem, uporabimo e princip o sestevanju sil s
skupnim prijemalis¢em, dobimo

F=DyUDyU{(Py, Fy + F), (Ps, Fs),..., (P, Fy)}.
Postopek nadaljujemo. Po n korakih dobimo

F=DU{(Py,Fi+---+F,)}

kjer je D =Dy U---UD, unija dvojic in potemtakem tudi dvojica ali ravnovesni sistem sil.

Kaj smo dosegli? Obravnavajmo prvo primer, ko je D ravnovesni sistem sil. Potem je
F=DU{(Po, Fi 4+ F)} = {(Po, Fi + -+ + F)} = {(Po, R(F))}.

Sistem sil smo reducirali na rezultanto sistema s prijemalis¢em v Py. Dani sistem F ima tako v Py
skupno prijemalisce.

V primeru, ko je D dvojica pa je
F=DU{(Py, R(F))}.

Sistem F sedaj nima skupnega prijemaliséa v Py. Ce zelimo sistem F nadomestiti z rezultanto s
prijemalis¢em v Fy, moramo dodati dvojico oziroma navor D. Navoru D pravimo premestitveni
moment. Premestitveni moment je enak momentu sistema sil s polom v redukcijski tocki, velja
torej

n
D:ﬁ(f,Po)ZZPO_PlXE
i=1

1.5 Skupno presecisce sistema sil

Sedaj is¢emo redukcijsko tocko, v kateri je premestitveni navor enak ni¢. Povedano drugace,
i8¢emo skupno prijemalisce sistema sil. Privzemimo, da ima dani sistem sil F skupno prijemalisce.
Oznacimo ga s Py. Potem je N(F, Py) = 0 in po formuli za odvisnost navora od pola

0= N(F,Py) = P,O x R(F)+ N(F,0)



za poljubni pol O. Od tod, upostevajmo, da je OPy = —P,0, sledi
N(F,0) = OPy x R(F).

Vidimo, ¢e obstaja skupno prijemalisce sistema sil F, je é(f) € ]\7(.7-', 0) za vsak pol O. Pogoj,
da sta vektorja R(F) in N(F,O) med seboj pravokotna je torej potrebni pogoj za obstoj skupnega
presecisca. Pokazimo Se, da je pogoj tudi zadostni, da iz veljavnosti pogoja sledi, da obstaja skupno
presecisce. Izberimo poljubni pol O in sistemu sil priredimo ekvipolentni sistem

F = N(F,0)U{(0,R(F))}.
Ker je N(F,O) pravokoten na R(F), lahko dvojico D = N(F, Q) zapisemo v obliki
N(]:7 0) = {P, —ﬁ(]:)), (Po, ﬁ(f))}

Potem je

F ={0,-R(F)),(Po, R(F))} U{(0,R(F))} = {(Po, R(F))}.

Sistem sil ima tako skupno prijemalis¢e v tocki Py. Kako Py izra¢unamo bomo videli v nadaljevanju.

1.6 Os sistema

Sedaj ze vemo, da sistem sil nima skupnega prijemaliica, ¢e rezultanta navorov in sil nista pravo-
kotna. Pokazali bomo, da v tem primeru obstaja redukcijska tocka Py tako, da je potem rezultanta
navorov s polom v Py vzporedna rezultanti sil. N(F,P,) | B(F). Naj bo F dani sistem sil.
Ozna¢imo na kratko z R = ﬁ(}") in N = N(}", 0), kjer je O poljubno izbrani pol. Is¢emo tako
redukcijsko tocko Py, da je

N(F,By) = (PJO x B+ 1\7) | &.

Enacba ne doloca iskani Py enoli¢no. To sledi iz principa o polznosti sile, N (F, Py) je neodvisen
od pomika tocke Py v smeri R. Zgornjo enacbo pomnozimo vektorsko z R. Potem je

(PJO-E)E— (}?Fz) PO =—N x R.
Izberimo tak Py, da je PO - R = 0. Potem je iskana redukcijska tocka dana z enacbo

OPy =

RxN R(F)xN(F,O0)
12 T . 2 :
B ‘R(}')‘

Premici skozi Py v smeri R(F) pravimo os sistema.

Veno, da ima sistem sil skupno prijemalisce, ¢e sta R(]—' ) in N (F,O) med seboj pravokotna.
Pokazimo, da v tem primeru skupno prijemaliS¢e lezi na osi sistema. Res, z uporabo zgornej
formule izrac¢unajmo

= - = = NxRyxR - -
N(F,Py) = PO x R(F)+ N(F,0) = % + N =0,
R

=

- - - - S o 512 5
sajje (NxR)xR=(N-RR—(R-R)N = — ’R‘ N. Dokazali smo, ¢e ima sistem sil skupno

prijemaliSce, lezi to na osi sistema.



1.7 Invarianta sistema sil

Invarianta sistema sil je I(F) = é(]—') . ]\7(]—", 0). V definiciji nastopa pol O. Hitro pa vidimo, da
je definicija neodvisna od pola saj je

R(F)-N(F,P)=R- (PJO % R(F) + N(F, 0)) — R(F)-N(F,0),

saj je meSani produkt z dvema enakima faktorjema enak nic.

Poglejmo kaj nam pove invarianta sistema sil.

1. Naj bo I(F) = 0. Potem imamo naslednje moznosti

e Oba faktorja sta enaka ni¢, torej R(F) = 0 in N(F,0) = 0. To pomeni, da je v tem
primeru F ravnovesni sistem sil.

e Ena faktor je enak ni¢, recimo é(]—') =01in ]\7(]—', 0) # 0. Sistem sil je dvojica.
e Naj bo sedaj R(]—') =0 in ]\7(}", 0) = 0. Sistem sil ima skupno prijemalisée v O.

e Oba faktorja sta nenicelna vektorja. Potem iz I(F) = 0 sledi, da sta E(F) in N(F,O)
med seboj pravokotna. Vemo, da ima tudi v tem primeru sistem sil skupno prijemalisce.

2. I(F) # 0. Sistem sil nima skupnega prijemalis¢a. Pravimo, da je dinama. V tem primeru
obstaja redukcijska tocka Py, da sta R(F) in N(F, Py) med seboj vzporedna. Tak par
povzroci vija¢no gibanje.

1.8 Primeri

1.8.1 Sistem vzporednih sil
Poglejmo si prvo sistem vzporednih sil. To je sistem
F={(P1,F),(Po, F),...,(Pn, Fy)},

kjer so vse sile ﬁl med seboj vzporedne, velja torej ﬁz = m;g za Stevila m; in vektor g. Rezultanti
sistema sta
n n
R(F)=Y_mig in N(F,0)=> mOP x§.
i=1 i=1

Potem je ocitno I(F) = 0 in e sistem ni dvojica, ima sistem skupno prijemalisce. Vemo, da je
skupno prijemalis¢e na osi sistema, vendar ga v tem posebnem primeru dolo¢imo direktno. I§¢emo

torej tako tocko, da je . . . .

Enacbo z desne pomnozimo vektorsko z g. Potem je natanko, do pomika v smeri ﬁ(}" ),
0= —(R(F)-§)PoO + (Z m;OP; x g) X g.
i=1
Upostevajmo, da je E(]-") || §- Do pomika do pomika v smeri ﬁ(]—') je tako

0= imiPJOW - imiofmgf
i=1

i=1



in od tod

- 1 " -
V posebnem primeru, ko je m; > 0 je skupno prijemalis¢e natanko v masnem sredis¢u mas m;, ki
imajo polozaje P;.

1.8.2 Redukcija na dve ali tri tocke

Pokazimo §e, da lahko ravninski(prostorski) sistem sil vedno reduciramo na dve(tri) sile, ki imajo
poljubno izbrana prijemalis¢a. Poglejmo prvo ravninski sistem. Naj bo dani sistem

F={(P,E),(Py, Fy),...,(Py,F,)}.

Izberimo poljubni dve tocki A in B, ki lezita v ravnini prijemalis¢ oziroma sil. Za¢nimo s silo
(Pl,ﬁl) Ce je slucajno P; na premici, ki gre skozi A in B, premaknimo P, v smeri Fl, da
premaknjeno prijemaliS¢e ne bo ve”na tej premici. To lahko vedno storimo, ¢e le Fi ni v smeri te
premice. Ce slu¢ajno Je, potem lahko po principu o polznosti (P, Fl) takoj premaknemo v A ali
pa v B. Naj bo torej F H/AB. Potem iz P; potegnemo poltraka v smeri A in B. Silo F} lahko
potem zapiSemo kot vsoto dveh sil, ki imata smeri teh dveh poltrakov. Te dve sili po polznosti
premaknemo v A in B in s tem smo (P, ﬁl) uspeli reducirati na dve sili s prijemaliS¢ema v A in
B. Enak postopek naredimo Se za vse preostale sile.

F2

Fa

F

Slika 1.2: Redukcija ravninskega sistema sil na dve tocki. Silo ﬁg razstavimo na komponenti v
smeri vektorjev AP3 in BP5 in jih po polznosti premaknemo v A in B.

Podoben postopek naredimo v prostorskem primeru. Razlika je le v tem, da sedaj potegnemo
tri poltrake.

1.9 Ekvipolentnost sistemov sil na osnovi enakosti momen-
tov

Naj bosta F in F, dva ekvipolentna sistema sil. Po definiciji to pomeni, da je E(F;) = R(F>) in
]\7(.7-'1, 0) = ]\7(]—"2, 0) za poljubno izbrani pol O. Pokazimo sedaj, da sta dva prostorska sistema
sil ekvipolenta natanko tedaj, ko imata enaka momenta v polih v §tirih nekoplanarnih tockah.
Podobna trditev velja za ravninski sistem sil v treh nekolinearnih tockah. V eno smer je trditev



oc¢itna. Pokazimo Se drugo smer. Naj bodo P;, ¢ = 0,1, 2, 3 stiri tocke, ki ne lezijo v isti ravnini in
naj velja N(F1,P;) = N(Fa, P;) za i =0,1,2,3. Uporabimo enakost

N(F,P,)— N(F,Py) = R(F) x PyP;, i=1,2,3

za sistema Fj in Fs. Ta enakost sledi iz formule, ki pove, kako se navor sistema sil spremeni s
spremembo pola. Potem je

—

R(Fy) x PoP, = R(Fy) x PoP;, i=1,2,3

oziroma B B -

(R(F) - B(F2)) x RP, =0, i=123 (1.1)
saj je N(F1, P) — N(F1, Py) = N(Fa, P) — N(Fa, Py). Vektorji Py, i = 1,2,3 tvorijo bazo vek-
torskega prostora. To pomeni, da lahko vektorja ﬁ(}"k), k =1, 2 zapiSemo kot linearno kombinacijo

te baze in tako tudi, . . ~ . ~
R(./T"l) —R(]:Q) = 061POP1 —|—052POP2 +O{3POP3. (12)

Sistema sta ekvipolentna, ¢e so koeficienti «;, ¢ = 1,2,3 vsi enaki ni¢. Pokazimo, da je to res.
Vstavimo (1.2) v (1.1). Potem dobimo

—

QQPO_PQ X Po_Pl + Oégpo_Pg X PO_Pl =0
quo_Pl X PO_PQ + O[3P0_P3 X PO_PQ =0
ozlPo_Pl X PO_Pg + QQPO_PQ X P(ng =0. (13)

l

1

Pri izpeljavi (1.3) smo upostevali, da je Po_»Pi X Po_‘Pi = 0. Pomnozimo sedaj prvo enacbo skalarno
Z PO_PQ, drugo z PO_P3 in tretjo z Po_Pl in upostevajmo, da je meSani produkt (PO_Pl X PJPg) 'PO_Pg,
razlicen od ni¢, saj tocke P;, i = 0,1,2,3 ne lezijo v isti ravnini. Ker je po drugi strani mesani
produkt z dvema enakima faktorjema enak ni¢, sledi a3 = 0, @1 = 0 in ay = 0 in sistema sta res
ekvipolentna. Strnimo ugotovljeno v trditev:

Izrek 1. Dva prostorska(ravninska)sistema sil Fy in Fao sta ekvipolentna natanko tedaj, ko N(}"l, pP) =
N(Fa, P;) za stiri(tri) tocke Py, ki ne leZijo na isti ravnini(premici).

V statiki nas posebej zanimajo ravnovesni sistemi sil. Oc¢itna posledica zgornje trditve je:

Posledica 1. Prostorski(ravninski) sistema sil F je ravnovesen natanko tedaj, ko N(F,P;) =0 v
Stirih(treh) tockah P;, ki ne leZijo na isti ravnini(premici).

Dokazano lastnost pogostokrat uporabimo pri resevanju nalog statike, Se posebej za ravninske
naloge, kjer je raCunanje navora enostavno, saj lahko po principu o polznosti sile vedno dosezemo,
da sta roc¢ica in sila med seboj pravokotna, glej sliko 1.3. V tem primeru je velikost navora
enaka produktu dolzine rocice in velikosti sile, navor pa je usmerjen po pravilu desnega vijaka.
Uporabljamo pa tudi kombinacijo pogoja ravnovesnosti sil in momentov. Naprimer, zahtevamo
ravnovesje sil v eni smeri in ravnovesje navorov v treh oziroma dveh polih.

1.10 Osnovna naloga statike

Naj bo F sistem sil, ki ni v popolnosti dolo¢en. Naprimer, znana so vsa prijemali§¢a, niso pa znane
vse sile. Ali pa poznamo sile, ne poznamo pa vsa prijemaliS¢a. V splosnem pa morda ne poznamo
vseh prijemaliS¢ in Se kaksne sile. Osnovna naloga statike je dolociti neznanke sistema sil, tako da
bo sistem sil postal ravnovesni sistem sil. Seveda lahko tako nalogo resimo samo, ¢e ima naloga



Slika 1.3: Polznost sile in ra¢unanje navora.

toliko enach, kot ima neznank. Enacbe so R(F) = 0 in N(F,0) = 0. To sta vektorski enacbi. V
ravninskem primeru je E(}" ) lahko poljubni ravninski vektor, N (F,O) pa ima komponento samo
v smeri normale. Potemtakem ima ravninska naloga tri ravnovesne enacbe. Za prostorski sistem
sil pa je N (F,0) lahko poljubni prostorski vektor. Tako imamo v tem primeru Sest enacb. Ce
imamo toliko enacb, kolikor je neznank in je sta sistem enacb enoli¢no resljiv pravimo, da je naloga
statiéno dolo¢ena. V nasprotnem primeru je naloga staticno nedolocena. Primer ravninske stati¢no
dolocene naloge je, da poznamo vsa prijemali$¢a, poznamo smeri vseh sil, ne poznamo pa velikosti
treh sil. Prostorski primer pa je, poznamo vsa prijemalisca in vse sile razen dveh.

V konkretnih primerih pogostokrat poznamo obremenitve togega telesa, ne poznamo pa sile
podpor. Tipi¢ni primer je naslednja naloga, glej sliko 1.4. Nosilec dolzine a je enostavno podprt
na svojih koncih. Levo podporo ozna¢imo z A, desno pa z B, silo s prijemalis¢em v levi podpori
zapisimo z fi v desnem pa z B. Leva podpora je fiksna, desna pa drsna. To pomeni, da leva
podpora preprecuje pomik v kateri koli smeri, desna pa dopuséa vodoravni pomik. Sila A ima
tako dve komponenti, sila B pa samo vertikalo komponento. Pri dani obremenitvi nosilca je nasa
naloga, da dolo¢imo sili podpor tako, da bo nosilec v stati¢cnem ravnovesju. To pomeni, da iS¢emo
sili podpor Ain B tako, da je sistem sil

F= {(A’ E)a (Ba B)’ (Pv ﬁ)}
ravnovesni sistem sil. Tu smo s P zapisali prijemalis¢e obremenitve nosilca. Postavimo koordinatni
sistem z izhodiséem v levi podpori, z osjo = v smeri nosilca. Potem so prijemalisca A(0,0), B(a,0),
P(b,0), sile pa so A= AT+ AyJ, B=B,Jin F = —F7.

a a

- = - =
b b FLH
2 7
A B A B
/777777777777 JT77777777777 777777777777
F F

Slika 1.4: Enostavno podprt nosilec, levo dvotockovno, desno trotockovno podprt.

Enacba ravnovesja sil ﬁ(]—' ) se po komponentah glasi
A1 =0, As+By,—F=0.

Za ravnovesje momentov moramo prvo izbrati pol. Kam ga postavimo? Lahko kamorkoli, pravi-
loma pa tja, da bo ravnovesni sistem ¢im enostavnejsi. Zato ga postavimo v prijemalisce A. Iz



N(F, A) =0 sledi
—bF + aBy = 0.

Dobili smo tri skalarne enacbe za tri neznanke Ay, As in By. Iz zadnje encbe dobimo By = EF , nato
pase Ay =F—By = (1—-b/a)F in A; = 0. V posebnem primeru b = a/2 dobimo Ay = By = F/2.
Podpori sta enako obremenjeni. To seveda vemo zaradi simetrije tudi brez racunanja. Pri nalogah
s splosnimi podatki je vedno koristo, ¢e preverimo, ali se izracunana resitev ujema s tem, kar vemo,
da mora veljati.

Naloga pa lahko resimo tudi takole, zapiSemo pogoj ravnovesja sil v vodoravni smeri A; = 0,
nato pa ravnovesje momentov v obeh podporah N(F,A) =0 in N(F, B) = 0. Dobimo

(a—b)F —aAy =0 —bF +aBy;=0.

Potem A; = “T_b in By = gF , kar se seveda ujema z ze izracunano resitvijo. Razlika med obema
nacinoma je, da smo po drugi poti dobili takoj neznani vertikalni komponenti sil, po prvi poti pa
smo morali resiti enostavni sistem. Pri tej nalogi ni razlike med obema nacinoma, ¢e pa je naloga
racunsko bolj zahtevna, je bolje, da za ravnovesni pogoj uporabimo ravnovesje navora s polom v
prijemalis¢u neznane sile.

4Poglejmo si sedaj nalogo trotockovno podprtega nosilca, slika 1.4. Silo podpore v C ozna¢imo
z C' = (C5). Ravnovesne enacbe so

A =0, A2+BQ+02=O, —bF—‘ran/Q—FaBQ:O.

Imamo tri ravnovesne enacbe in sedaj Stiri neznanke A, As, Bs in Cs. Ker je neznank veé kot
enacb, sistema ne moremo enoli¢no resiti, naloga je stati¢no nedolocena. Seveda pa to ne pomeni,
da naloga ni smiselna. Se ve¢, ¢e v podpore postavimo silomere, bomo v izvedbi te naloge izmerili
sile podpor. Kako je mozno, da lahko nekaj izmerimo, ne moremo pa izra¢unati? Odgovor je v
modelu togega telesa. V naravi je vsak nosilec tog samo v okviru modela, v resnici pa se deformira
in ta deformacija potem dolo¢a sile v podporah. Kako se nosilec deformira bomo spoznali pri
Trdnosti. Vidimo, da je model togega telesa omejen, zelo hitro pridemo do staticno nedolo¢enih
nalog. Po drugi strani pa je model enostaven in zato omogoca za staticno dolocene naloge resitev
v zaprti obliki. Sposobnost dobrega modeliranja je, da izberemo tak model, ki je izracunljiv in ki
dobro opiSe pojav.

1.11 Klasifikacija podpor

Pri primeru nosilca smo spoznali dve vrst podpor, pomi¢no in nepomi¢no. Poglejmo si, kaksne
podpore poznamo. Vrsto podpore doloca prenos sil in momentov v tocki podpora. Poznamo
naslednje podpore:

1. Konzolna oziroma vpeta podpora. V tem primeru v tocki podpore delujejo vse komponente
navora in sile. To pomeni, da imamo v ravninski konzolni podpori tri neznanke, v prostor-
ski pa Sest. Potemtakem lahko poljubni sistem sil uravnovesimo, ¢e mu dodamo konzolno
podporo.

2. Clenkasta podpora. Ta prenasa vse komponente sil, ne prenasa pa navorov. Ker prenasa vse
komponente sil s tem preprecuje pomike v poljubni smeri. Clenkasti podpori, ki prenasa vse
komponente sil pravimo tudi nepomiéna ¢lenkasta podpora.

3. Rawvninsko pomicna clenkasta podpora. Podpora je pomicna v smeri ravnine in tako prenasa
samo silo v smeri normale na ravnino. Ravninsko pomi¢na podpora nastopa samo v primeru
prostorske naloge.
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4. Linijsko pomi¢na ¢lenkasta podpora. Sedaj je podpora pomic¢na v eni smeri, v preostalih

dveh pa ne. Podpora torej prenasa dve komponenti sili, ki sta pravokotni na smer moznega
pomika.

Nasteli smo samo osnove vrste podpor. V sploSnem podporo doloc¢a stevilo v podpori delujoc¢ih
komponent sile in navora. V ravninskem primeru lahko podpora prenasa ni¢, eno ali dve kompo-
nenti sil in ni¢ ali eno komponento navora. Mozno §tevilo ravninskih podpor je tako 6. Vendar
niso vse prave podpore, saj podpora mora prenasati vsaj eno komponento sil. Tako poznamo 4
prave ravninske podpore, konzolno, fiksno ¢lenkasto, pomicno ¢lenkasto in pomi¢no podporo, ki
prenasa vse komponente navora. V prostorskem primeru pa obstaja 12 pravih podpor.

1.12 Osnovni koraki reSevanja stati¢nih nalog

Osnovni koraki reSevanja naloge statike togega telesa so

1.

Identifikacija vseh sil in njihovih prijemalis¢. Ta korak je bistven, ¢e spustimo kaksno silo,
narobe dolo¢imo prijemalisc¢a ali napacno predvidimo smer delovanja sil, skoraj gotovo naloge
ne bomo pravilno resili. Resi nas lahko samo posebni primer, ko napa¢na identifikacija ne
vpliva na resitev. V veliko pomo¢ pri pravilni identifikacije sil in prijemalis¢ je dobra in
pregledna skica naloge. Dolocene sile opredeljuje ze besedilo naloge, nekatere sile pa lahko
pravilno identificiramo samo ¢e pravilno razumemo nalogo.

. Postavitev koordinatnega sistema, vektorski zapis sil in koordinat prijemalis¢. Pri tem koraku

je bistveno, da postavimo tak koordinatni sistem, ki je skladen s problemom. Nerodno
postavljeni KS lahko bistveno otezi racunski del naloge.

. Sledi zapis ravnovesnih enacb. Kot smo videli v primeru enostavno podprtega nosilca, imamo

tu ve¢ moznosti. Praviloma se racunski del poenostavi, ¢e uporabimo ravnovesje navorov v
polih, ki so v prijemalis¢ih neznanih sil. Potem ko zapiSemo ravnovesne enacbe, prestejemo
neznanke. Ce je neznank veé kot je enacb, je sistem statiéno nedoloGen. V tem primeru
reSevanje naloge prekinemo, ali pa dodamo novo enacbo. Seveda nove enacbe ne smemo
dodati kar tako, ampak jo moramo utemeljiti. Naprimer, pri nalogah s simetrijo pricakujemo,
da je tudi resitev simetricna. Pri simetri¢ni nalogi za trotockovno obremenjen nosilec tako
lahko predpostavimo, da so sile podpor enake. Ce je neznank manj kot je enacb, je naloga
predolocena. Konkretno, dani sistem sil ne moremo uravnovesiti s silo s prijemaliS¢em v
predpisani tocki, ki ni skupno prijemalisce sistema sil. Razlog za predolocen sistem je lahko
napaka v identifikaciji sil, lahko pa je tudi naloga napacno zastavljena.

. Ce imamo toliko neznank kot je enacb, sledi reSevanje sistema. Vendar pozor. Ceprav ima

naloga toliko enacb kot neznank, to Se ne zagotavlja, da je naloga enoli¢no resljiva. Naprimer,
¢e ima sistem sil skupno prijemalis¢e je momentna enacba s polom v skupnem prijemalis¢u
trivialna 0 = 0. Ce smo zapisali momentno ena¢bo v polu, ki ni skupno prijemalisce, enacba
ni trivialna. Vendar pa so ravnovesne enacbe ekvivalentne enacbam, kjer je pol skupno
prijemaliSce in zato ta naloga ni enoli¢no resljiva, ¢e ima v ravninskem primeru dve oziroma
v prostorskem tri neznanke.

. Po resitvi ravnovesnega sistema je na mestu analza rezultata. Velja preveriti, ali se reSitev

kvalitativno ujema s pri¢akovanim rezultatom. Ceprav resitve ne poznamo, pogostokrat vemo
v naprej, kam so naprimer usmerejne neznane sile. Ce v nalogi nastopajo parameteri, lahko
preverimo ali limitne vrednosti teh parametrov dajo pri¢akovani rezultat. V primeru, ¢e smo
nalogo resili za konkretna Stevila, je kontrola rezultata tudi dimenzijska skladnost resitve.

Primer 1. Doloé¢i najmanjso silo, ki povlece kolo z maso m in polmerom rg ¢ez robnik visine h.
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Slika 1.5: Potisk kolesa ¢ez robnik.

1. Prvi korak je dolocitev sil. Prvo obravnavajmo silo teze. Na vsak del¢ek kolesa dm deluje sila
teze dmg, kjer je g pospesek teznosti. Sistem teh sil je sistem vzporednih sil. Kot Zze vemo,
ima ta sistem vzporednih sil skupno prijemalis¢e v masnem sredisScu, ki je za homogeno kolo
v njenem sredis¢u Fy. To bomo v nadaljevanju vedno upostevali, na togo telo deluje sila teze
kot tockovna sila mg s prijemalis¢em v masnem sredis¢u. Nadalje deluje na kolo vle¢na sila
F. Privzeli bomo, da je ta sila v vodoravni smeri v viSini kolesa. Po polznosti lahko potem
prijemalis¢e premaknemo v srediSce kolesa. Robnik se upira vle¢enju kolesa. Robnik in kolo
se dotikata v eni tocki in tako ima sila robnika na kolo prijemalisce v tej tocki, ki jo oznac¢imo
s P;. Razmislimo Se o smeri sili robnika. Ena komponenta sile robnika je v smeri, ki je
pravokotna na krog v P;, druga pa v obodni smeri. Hitro vidimo, da je obodna komponenta
enaka ni¢. Nenicelna obodna komponenta bi kolo zavrtela in je tako lahko prisotna samo, ¢e
kolo ¢ez robnik potisne moment kolesa. To pa je Ze druga naloga, saj v nasi nalogi deluje
samo sila vlec¢enja. Sila robnika na kolo §1 tako kaze v smeri od prijemalis¢a P; do sredisca
kolesa. Na vrsti je razmisilek o sili podlage na kolo. Dokler je kolo v kanalu, se kolo dotika
dna kanala v tocki P, in v tej tocki deluje sila podlage Sy v navpic¢ni smeri. Vecja je sila
vlecenja, manjsa je sila podlage in v dolocenem trenutku je sila podlage S, enaka ni¢. Is¢emo
torej tako vlec¢no silo F da bo S, = 0. S tem smo zakljuéili identifikacijo sil. Dobili smo
sistem Stirih sil. Posebnost tega sistema je, da lahko vse te sile po polznosti prestavimo v
sredisce kolesa. Sistem sil je tako sistem s skupnim prijemalis¢em.

2. Sledi postavitev koordinatnega sistema. Najenostavnejse je, ¢e izhodisée postavimo v sredisce
kolesa, os x usmerimo vodoravno, os y pa navpi¢no. Potem je

F=F7, mg=—mgj, §1:Sl(—cosozi°+sinozj), Sy = S7.

Tu smo z « oznacili kot med smerjo PO_Pl in osjo x. Kot « lahko izrazimo s podatkoma,
polmer kolesa in visina robnika. Iz slike vidimo sina = (r — h)/r. Tu smo predpostavili, da
je h < r, saj ¢e je robnk previsok, kolesa z vodoravno vle¢no silo s prijemalis¢em v visini
sredisca kolesa ne moremo potegniti ¢ez robnik.

3. Zapisimo ravnovesne enacbe. Ker ima naloga sistem sil s skupnim prijemalis¢em, je edina
ravnovesna enacba ravnovesje sil F'+ mg + S; = 0. Tu smo ze upostevali, da je v trenutku
dviga kolesa Sy = 0. V komponentnem zapisu je potem

F —Sicosa=0, —mg + Sysina = 0.

Imamo dve enacbi. Kaj so neznanke? Ne poznamo F, S;. Imamo torej dve enacbi in dve
neznanki. Naloga je staticno dolocena.
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4.

5.

Sistem brez tezav resimo. Iz druge enacbe sledi S; = mg/ sin « in potem iz prve

Cos &

= — mg.
sin o

Analizirajmo rezultat. Vleéna sila je sorazmerna sili teze. To je pricakovan rezultat. V
primeru, ¢e ni robnika, h = 0, je « = 7/2. Vletna sila je v tem primeru enaka ni¢, kar
mora tudi biti, saj ni robnika. Z visino robnika naras¢a vlecna sila in s A — r gre proti
neskoné¢nosti. To se ujema z dejstvom, da kolesa ne moremo povleci ¢ez robnik visine r.

1.13 VprasSanja in naloge

1.13.1 Vprasanja

1.

10.

Za tri tocke na premici doloci tri sile s temi prijemalisci tako da bo dobljen sistem sil:

e ravnovesen;
e dvojica;

e sistem s skupnim prijemalis¢em.
Ali je lahko ravninski sistem dinama?
Definiramo presek dveh sistemov sil kot presek dveh mnozic.

e Ali je presek dveh ravnovesnih sistemov tudi ravnovesni sistem?

e Poiséi primer, ko je presek dveh dvojic tudi dvojica. Ali je lahko presek dveh dvojic
sistem sil, ki ni dvojica, niti ravnovesni sistem?

Ali lahko
e dvojici
e dinami
dodamo silo tako, da bo novi sistem sil ravnovesni sistem?

Zapisi poljubni ravninski sistem treh sil. Izberi Se dve tocki in reduciraj sistem sil na sistem
dveh sil s prijemaliscema v teh dveh tockah.

Za ravninski sistem sil F naj velja N(F, P1) = N(F, P,) = 0. Kaj lahko poves za R(F)? Ali
je R(F) -7 =0, kjer je it L P P;.

Za trotockovno podprti nosilec zapisi ravnovesne enacbe, vsota sil v navpi¢ni smeri in rav-

Kaj lahko ugotovi$ za ta sistem Stirih enacb za Stiri neznanke?
Najdi Se svoj primer staticno nedolo¢ene naloge.
Izrac¢unaj silo podore in momenta v konzolno vpetemu nosilcu.

Dolo¢i navor, ki dvigne kolo ¢ez robnik.
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1.13.2 Naloge
1. Dan je ravninski sistem sil F = {(Py, ﬁl), (P2, ﬁg), (Ps, ﬁg) (Py, F4)} kjer 1majo prijemali§ca
sil koordinate P, = (0,2a), P, = (a,—2a), P; = (2a,— ) = (—2a,—2a), sile pa so
Fy = Fo(—2v—17), Fy» = Fo(37—27), F3 = 2Fu, Fy = Fo(—2v— 27).
(a) Izrac¢unaj rezultanto sistema sil.
(b) Izracunaj rezultanto navora sistema sil glede na pol v koordinatnem izhodiscu.
(c¢) Izracunaj invarianto sistema sil.
)

(d) Doloti os sistema.

Resitev:

(a) Rezultanta sistema sil je B(F) = Z?Zl F; = Fy(7—57).

(b) Izra¢unajmo

4
]\7(.7, O) = Z O_Pl X F;z = 4(1FOE + 4(1Fol;; + 2&FOE+ O(IF()E = ].OGF()E
i=1
(¢) Invarianta sistema sil je enaka ni¢, ker je sistem ravninski. Ker je rezultanta sil razlicna
od ni¢, sistem sil ni dvojica in ima skupno prijemalisce, ki lezi na osi sistema.

(d) Os sistema je premica v smeri ﬁ(]—'), ki gre skozi tocko Py dano s krajevnim vektorjem

2. Podan je prostorski sistem sil Fi=7— 7 Fy=27— T+ k, F3=—7+27+ IZ, s prijemaliSci v
tockah Py(1,2,1), Py(—1,0,1), P5(1,—1,0)
(a) Izrac¢unaj rezultanto sistema sil.
(b) Izracunaj rezultanto navora sistema sil glede na pol v koordinatnem izhodiscu.
(c¢) Izracunaj invarianto sistema sil.
)

(d) Doloéi os sistema.

Resitev:

(a) Rezultanta sistema sil je B(F) = Fy + F5 + F3 = 27+ 2F.

(b) Izra¢unajmo

ﬁl

3
Z = T4+ 7—3k) + (T+37+ k) + (—=7— j+ k) =7+ 37— k.
(¢) Invarianta sistema sil je I(F) = R(F)-N(F,0) = 0. Ker je I(F) = 0 in R(F) # 0, ima

sistem sil skupno prijemalisce, ki lezi na osi sistema.
(d) Os sistema je premica v smeri E(]—' ), ki gre skozi tocko Py dano s krajevnim vektorjem
R(F) x N(F,0)

OPy= "2 """ __3
R(F).R(F) 4

Kratek racun . . . .
N(F,Py) = PbOx R(F)+ N(F,0)=0

potrdi, da je Py res skupno prijemalisce sil.
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3. Podan je sistem sil Fy = Fo(37+ 27+ k), Fy = Fo(—=37+ k), Fy = Fo(—27+ 37— 3k) s
prijemaliséi v tockah Pi(a,0,a), P>(2a,2a,—2a), P3s(—a,0,0). Dodaj sistemu silo (P47ﬁ4)
tako, da razsirjeni sistem sil imel skupno prijemalisée v tocki Py(a, —a,a).

Resitev: Racunali bomo brezdimenzijsko, z a = 1 in Fy = 1. Za vrnitev v dimenzijski
zapis, sile pomnozimo z Fy, polozaje z a, navore pa z aFy. Oznac¢imo dani sistem sil s F in
izracunajmo N = N(F, Py). Imamo

N= ((zt 3K) + (—67— 7 — 3K) + (—47— 412)) — (=57 57— 10k).

_ N, ~
Sistemu sil moramo dodati (Py, Fy) tako, da bo PyPy x Fy = —N | saj bo potem za razsirjeni
sistem sil G = F U {(Py, Fy)} veljalo N(G, Py) = 0.

=7 =3 2. . . R .. S
Enacba PyPy x Fy = —N ima vec reSitev. Izberimo P, in Fy tako, da bodo vektorji PyPy,

F, in N med seboj paroma pravokotni. Izberimo prvo PyPy = (374 7+ a:E) in dolo¢imo =z
tako, da bo
0= PyPy- N =—-20— 10z.

N - - —
Resitev enacbe je x = —2 in tako PyPy = 31+ J— 2k. Sila Fy je v smeri PyP, X N. Potem
_ — . =

— PP, x N = 10f (—27+ 47— k) :

kjer je f neznanka, ki jo dolo¢imo s pogoja

—

_N=ByP, x By = fPP, x <P0P4 x N) - —f‘P0P4 N = —14fN.

Torej f = 1/14. Tu smo uporabili formulo @ x (b x &) = (@- )b — (- b)€ in upostevali, da sta
— =
Py P, in N med seboj pravokotna. Dodana sila je tako

5F
20 ( 20+ 47— k)
7
s prijemalis¢em v
P4 =P0—|—POP4 = (4(170,—0).
d
I S —
4. Nosilec dolzine d je podprt tako kot a3 a2

kaze skica. Leva podpora je ne- < > < >

obremenitev dolo¢i sile v podporah.

pomicna, desna pa je drsna v smeri & * . 3
ki oklepa kot a = 7/3. Za dano P l l ¥ A
F F

Resitev: Postavimo koordinatni sistem z izhodis¢em v levi podpori in usmerimo os z v smeri
nosilca, os y pa navpicno navzgor. Silo leve podpore oznacimo z A= AT+ As7, 7, silo desne
podpore pa z B Ker je desna podpora drsna, je smer sile B dolocena, neznana je samo njena
velikost. Sila B oklepa z navpitnico kot a. Potem je B = B(—sina7 + cosaJ). Nosilec je
obremenjen v tockah P;(d/3,0) in Py(d/2,0).

Sile podpor dolo¢imo iz ravnovesnih enacb. Rezultanta navorov sistema sil s polom v desni
podpori je enak ni¢. Velja torej

d 2d
—dA; + F+ 3F—O
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Od tod sledi Ay = %F . Rezultanta navorov s polom v levi podpori je prav tako enaka nic.
Potem

d d
—gF—iF—I—BcosafO.
Resitev je
_ 5F _sF
" 6cosa 3

Komponento A; dolo¢imo iz ravnovesnega pogoja, da je vsota vseh sil v vodoravni smeri

enaka nic.
5F 5v3
A; — Bsina=0=— A; = Bsina = Ftana: T\[F

Za kontrolo lahko Se preverimo, da je tudi vsota sil v navpi¢ni smeri enaka ni¢. Res,

F
A27F7F+Bcosa:gF72F+%:0.
a b
— e~
. Na zico med dvema stebroma je
obeSena utez tako kot kaze skica. h
Doloéi sili zic. a B

Resitev: Silo leve Zice oznacimo z

Fi, desno z F5. Sistem sil F', F} in

F5 ima skupno prijemaliSce v tocki

obremenitve. Ravnovesna enacba je

ravnovesje sil F+ ﬁl + FE = 0. Po- F
tem je po komponentah

F| cosa = F5cos 3, Fisina+ Fysin = F.

Tu sta « in B kota, ki ju zici oklepata z vodoravno smerjo. Potem je Fy = Fj cosa/ cos 8 in
F = Fy (sina + cosasin B/ cos f) = Fy sin(a + )/ cos .

Sili zic sta tako

cos 3 wF Cos &
= ——— 1n - .
! sin(a + ) 2 sin(a + )
Ce upostevamo, da je
h h b
sina = ——, cosa = a4 sin 8 = cosf =

dobimo
o bEFva? + h? o aFvb2 + h?
VT Tah+ bR 27 T ah+bh
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6. Homogena plosca s povrsinsko go-

stoto p, glej skico, je v tocki A vpeta

Y

y
A

na steno s tecajem A, v tocki B pa a
je pripeta z vodoravno vrvico BC. < ——
C B
(a) Izracunaj koordinati masnega a2
sredi$ca plosce. %P
(b) Doloéi silo podpore v A in silo g
vrvice BC. o

Resitev: Postavimo izhodisée koordinatnega sistemav tocko A. Plosc¢a je sestavljena iz treh
likov, levi trikotnik, kvadrat in desni trikotnik. Za izracun masnega sredisca sestavimo tabelo:

Lik Te | Ys A
Levi trikotnik 20 | Lo | La2
3 6 1
Kvadrat %a %a a?
Desni trikotnik %a %a %a2

Ploséina lika je %az, koordinati masnega sredi$¢a pa sta

e A (215 08 o T 15\ 3
T 72\ 3 4 2 372 21
in
RS S UPIN SUPINE U SPA RIS |y
Tz \6%1" T2% T3 ) T Rt

Doloc¢imo sedaj iskane sile. Oznac¢imo z A, in A, komponenti sile podpore v A v smeri osi =
in y, z F pa silo vrvice. Sila teze je F, = mg = pAg = Zpan, kjer je p ploScinska gostota.
Para sil {A,7,—F%} in {A,7, —F,j} sta dvojici. Potem je A, = F, A, = F,. Nadalje iz
ravnovesja navora v tocki A sledi aF" — x,F, = 0. Potem F = %pga2 in tako

17 7
A, = Fpga{ —pa’g.

Ay:4
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7. Homogena krogla s polmerom a in
z maso m visi pripeta na vrvico
dolzine ! v vogalu med dvema pra-
vokotnima stenama tako kot kaze
skica. Doloci silo vrvice.

Resitev: Postavimo koordinatni
sistem z osjo z navpi¢no navzdol
v smeri sile teze, osi = in y pa v
smeri sten. Na kroglo deluje sila
teza F' , sila vrvice S in sili sten A; in
A,. Sili sten sta pravokotni na steni.
O¢itno ima ta sistem sil skupno pri-
jemalisce, ki je v srediscu krogle.
Ravnovesni pogoj iz katerega bomo
dolocili silo vrvice je pogoj, da je
vsota vseh sil enaka ni¢. Koordina-
tni zapis sil je F= ng, A = Aq7,
/T2 = Ao7. Zapisati moramo Se silo
vrvice.

Ta je v smeri od sredis¢a krogle Py(a,a, /(I + a)? —2a?) do koordinatnega izhodiséa O,
kjer je vrvica pripeta v vogal. Pri dolocitvi sredis¢a krogle smo upstevali, da je razdalja od
sredisca krogle do O enaka [ + a. Sila vrvice je potem enaka

S§=- (a7+ a7+ /(I + a)? — 2a2 k).

S
l+a

1z pogoja F+S+ ffl + ffg = 0 dobimo sistem

aS
A —_—_— =
2 l+a 0
aS
A e
! l+a 0

S
_ 2 2 _ 942 — 0.
mg l—l—a\/( +a) a’? =0
Resitev je
l+a a

S=mg————, A=Ay =mg—ou—.
g (14 a)? —2a? ! : g (I+a)? —2a

Vidimo, krajsa je vrvica, vegje so sile. V limiti I — a(v/2 — 1) gredo sile ¢ez vse meje.
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Poglavje 2

Trenje

Po vodoravni podlagi enakomerno vlecemo kvader s tezo mg, glej sliko 2.1. Na kvader deluje sila
teze s prijemaliséem v masnem sredis¢u Py, vleéna sila Fs prijemalis¢em v P; in sila podlage. Tu
smo se zaradi enostavnosti omejili na ravninski primer. Prostorski primer lahko reduciramo na
ravninski primer, na ravnino, ki vsebuje prijemalis¢i vlec¢ne sile in sile teze. Podlaga in kvader se
dotikata vzdolz sti¢ne ploskve, zato je sila podlage povrsinska sila, to pomeni, da nastopa v vsaki
stiéni tocki. Silo razstavimo na dve komponenti vertikalno in vodoravno. Vodoravno komponento
lahko po polznosti prestavimo v tocko P, glej sliko. Njihovo rezultanto oznacimo s T. Vertikalne
komponente tvorijo sistem vzporednih sil. Kot vemo ima sistem vzporednih sil skupno prijemalisce.
Oznagimo ga z Ps, rezultanto pa z S. Ker se kvader giblje enakomerno, veljajo ravnovesne enacbe
ali povedano drugace sistem sil je ravnovesen. Rezultanti sil v vodoravni in vertikalni smeri sta
enaki ni¢. To pomeni, da sta para sil {(P, F), (P, f)} in {(Py, mg), (Ps, §)} dvojici. Prva dvojica
ima tendenco, da se kvader prevaga, druga dvojica pa to preprecuje. Vi§je je prijemalisce vlec¢ne
sile, bolj proti desni se pomakne prijemalis¢e P3 in ko doseze rob se kvader prekucne. Dvojici sta
v ravnovesju in to ravnovesje dolo¢a polozaj prijemalisca sile S. Za dano vleéno silo smo dobili tri

Ag

Py

P F

\J

—A

P; P3

mg

Slika 2.1: Kvader na vodoravni podlagi.

ravnovesne enacbe za tri neznanke, velikosti sil Tin S in polozaj prijemalisca sile S. Ta sistem
enach je enoli¢no resljiv. To pomeni, da lahko kvader enakomerno vlecemo s poljubno vlecno silo.
To pa ni res, eksperimentalno dejstvo je, da lahko kvader enakomerno vle¢emo samo z doloceno
vle¢no silo. To dejstvo je Coulombov zakon trenja, ki imenuje vodoravno rezultanto sile podlage T
silo trenja, za kater velja

e sila trenja ima smer nasprotno od smeri gibanja;

o velikost sile trenja je sorazmerna vertikalni, pravimo ji tudi normalni, rezultanti sile podlage,

z enachbo . .
‘T’ —k ’S‘
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Tabela 2.1: Tabela koeficientov trenja

material /material suho mokro
aluminij/jeklo 0.61
lito Zelezo/baker 1.05
beton/guma 1.0 0.3
beton/les 0.62
les/les 0.25-05 0.2
teflon/teflon 0.04

Koeficient k£ imenujemo koeficient trenja.

V nasem primeru je S = ‘g‘ = mg in potem F = ’ﬁ‘ = ‘f‘ = kmg. Enakomerno gibanje je mozno

samo pri tej vlecéni sili. Ce je vletna sila vecja, se kvader giblje pospeSeno, pri manjsi pa kvader
miruje.

Vprasajmo se, od ¢esa je odvisen koeficient k. Eksperimentalno dejstvo je, da je k odvisen
samo od hrapavosti sti¢nih ploskev, kvadra in podlage in je neodvisen od povrsine sticne ploskve
ali hitrosti gibanja. Seveda velja to samo pri dolo¢enih pogojih, pravimo jim normalnih pogojih. Po
drugi strani ima zelo majhna sti¢na ploskev veliko obrabo povrsin, kar seveda vpliva na hrapavost
in s tem na koeficient trenja k. Nadalje na koeficient vpliva tudi temperatura, in pri trenju pride
do segrevanja, kar pav tako lahko vpliva na k. V nadaljevanju se bomo omejili na normalne pogoje,
kjer teh vplivov ne upostevamo. Vrednosti koeficientov trenja so dane v tabeli 2.1.

Trenje, ki smo ga spoznali imenujemo tudi dinami¢no trenje, ker nastopa pri gibanju. Poznamo
pa tudi trenje, imenujemo ga oprijemalno ali stati¢no trenje, ki nastopa pri mirovanju. Naj tako kot
prej na ravni podlagi stoji kvader. Kvader povlecimo, sprva z majhno silo. Kvader se ne premakne.
Silo vlecenja uravnovesi sila, ki ji pravimo oprijemalno trenje. Silo vleCenja poveCujemo in v
trenutku, ko se kvader premakne razmerje velikosti sil T'/mg oznacimo z k;. Koeficientu k; pravimo
koeficient lepenja, ki je praviloma nekoliko vecji kot sila trenja. To vemo iz vsakdanje izkusnje, ce
zelimo nekaj premakniti, se gibanje pri¢ne s sunkom, sila s katero smo uspeli premakniti je nekoliko
vecja, kot je sila potrebna za enakomerno gibanje. Razlika pa ni velika, je v okviru natan¢nosti
izmere koeficienta trenja, zato v nadaljevanju ne bomo delali razlike med obema koeficientoma.

2.1 Klada na klancu

Olejmo si naslednji primer. Po klancu z naklonskim kotom « dvigujemo oziroma spusc¢amo klado
z maso m s silo F, glej sliko 2.2. Sila F oklepa s strmino klanca kot 3, |B] < w/2. Nasa naloga
je dolociti velikost sile F , da se bo klada gibala enakomerno. Ce bo velikost sile manjsa od te
izracunane vrednosti bo klada mirovala, ¢e bo vecja se bo klada gibala pospeseno.

y\ FS //XV y\\ ‘S: i/;/x'
U T g

Slika 2.2: Klada na klancu. Levo: dvigovanje klade; desno: spuscanje klade.

Na klado delujejo sile F , sila teze mg, normalna sila podlage S in sila trenja T. Postavimo
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koordinatni sistem z osjo x v smeri klanca, glej sliko. Potem je
mg = mg(—sina? — cosaj) in S =297

V primeru dvigovanja je

—

F=F(cosBi—sinB)) in T=-T7 (2.1)
pri spuscanju pa
F=F(cospr—sinfy) in T=T% (2.2)
Primera lahko obravnavamo enotno, ¢e zapisemo (2.1-2.2) v obliki
F= F(cosB7—sinf)) in T = —aT%,
kjer je a = 1 zadvigovanje in a = —1 za spuscanje.
Ravnovesni enacbi sta ravnovesje sil in navorov. Prijemalis¢e normalne sile podlage S ni znano
v naprej. Doloca ga ravnovesje momentov. Ker nas zanima sila F', se bomo omejili samo na
ravnovesje sil. Ta situacija je pri nalogah s trenjem tipi¢na. Ce nas ne zanima prijemalisce
normalne sile podlage, zapiSemo in reSujemo samo ravnvesne enacbe za sile. 1z vektorske enacbe
F+mj+S+T
dobimo enacbe po komponentah
0= —mgsina+ Fcosf —aTl,
0= —-mgcosa— Fsinf+ S.
V prvo ena¢bo vstavimo Coulombov zakon T' = kS. Tako dobimo dve enac¢bi za neznanki F' in S.
Iz druge enacbe izrazimo S = F'sin 8 4+ mg cos « in vsgtavimo v prvo emaco T = kS. Potem je
0=—mgsina + Fcos f — ka(F'sin  + mg cos a).

Od tod sledi

mg(sin « + ka cos )
cos B — kasin 3

Tu smo privzeli, da je imenovalec razlicen od ni¢. Koeficient trenja k zapiSemo v obliki k = tan ay.

Kotu ag pravimo torni kot. Njegovo poimenovanje bomo v kratkem razkrili. Pomnozimo (2.3) z

cos ag Potem je

F =

(2.3)

mg(sin « cos g + a cos a sin «
F =Ml o +acosasinag) (2.4)
cos 3 cos ag — asin B sin ag

Sedaj upostevajm, da za a = %1 velja asinay = sin(aag) in cosag = cos(aap). Potem iz (2.4)
sledi

F=mg (sin @ cos(aayg) + C(')S ! s.m(aao)) _ sin(a + aay) . (2.5)
cos 3 cos(aap) — sin S sin(aay) cos(B + aayp)
V zadnji enakosti smo upostevali adicijska izreka za sin in cos.
Analizirajmo dobljeno formulo. Privzemimo, da klado dvigujemo. Potem je a =1 in
F = o tinle+a0) (2.6)

gcos(ﬂ + )’

Iz formule vidimo, da za vlecenje kot 8 ne sme biti prevelik, veljati mora —7/2 < 4+ ag < 7/2.
Za spuscanje je a = —1 in

sin(a — ap)
cos(f8 — ag)’
Opazimo, da je za a = aq sila F' enaka ni¢. Pri tem kotu torej klada na katero ne deluje sila bodisi
miruje, bodisi se enakomerno spuséa. Torni kot potemtakem lahko dolo¢imo s pocasnim vecanjem
kota strmine «. Za¢nemo z o = 0. Klada miruje. Povecamo kot, klada Se vedno miruje, slej ko
prej, pa pri dovolj velikem kotu zdrsne. Najmanjsi kot pri katerem zdrsne je torni kot «g, ki doloca
koeficient trenja k = tan ag.

F =myg (2.7)
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2.2 Vijacna dvigalka

Slika 2.3: Vijacna dvigalka, dvigovanje bremena.

Vijak zavit v ohiSje se pri vrtenju dviguje ali spus¢a. Zanima nas s koliksnem navorom moramo
delovati na vijak, da bomo enakomerno dvignili ali spustili vijak, ki je osno obremenjen s silo (_j,
glej sliko 2.3. Kot bomo videli, je iskani navor odvisen od polmera vijaka r in strmine vijac¢nice,
naklonskega kota «. Pri vrtenju navoj vijaka drsi ob navoj ohisja oziroma matice, tako da na tem
stiku deluje sila trenja. Koeficient trenja oznac¢imo s k = tan g, kjer je ap torni kot. Celotna
obremenitev vijaka se razporedi po dolzini [ skupnega navoja vijaka in ohisja. ZapiSimo G = lg,
kjer je ¢ dolzinska gostota obremenitve. Na navor N , ki deluje na vijak lahko gledamo kot na
dvojico. Tej dvojici priredimo sistem sil, ki so po velikosti enake in porazdeljene vzdolz navoja
vijaka v obodni smeri. To je res dvojica, saj pripadata dvema diametralno nasprotnima tockama
vzporedni sili, po velikosti enaki in naprotno usmerjeni. To silo s prijemaliscem na navoju vijaka
oznacimo z f, glej sliko 2.3. Navor, ki pripada temu sistemu sil je potem N = rol fk kjer je k
enotski vektor v smeri osi vijaka.

Sedaj moramo dolociti zvezo med ¢ in f. Ker gre za trenje na strmini, bomo uporabili formulo
(2.5), kjer je sedaj f namesto F', g namesto mg in 8 = a. Velja torej

sin(a + aayg)
pu— —_— . 2.
f gcos(a + aao) gtan(a + aag) (2.8)

Potem . . B .
N =rolfk = rolgtan(a + acg)k = roG tan(a + aap)k. (2.9)

Za dvigovanje bremena G je potemtakem potreben navor
N = roG tan(o + ag)k. (2.10)

Vecje je trenje v navoju, ve¢ji navor potrebujemo. Vidimo, da pri dobro mazanem in poloznem
navoju lahko s sorazmerno majhnim navorom dvignemo tezko breme in je pravi smisel vija¢ne
dvigalke. Poglejmo Se kako je s spus¢anjem, kjer je a = —1. Navor spuscanja je

N = roG tan(a — ag)k. (2.11)
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Za o« > «q je navor N v smeri k. To pomeni, da moramo za enakomerno spustanje z navorom
N zadrzevati spuscanje. Brez tega zadrzevalnega navora se breme vedno hitreje, nekontrolirano
spusca. Za a < «g, torej ¢e je strmina navoja manjsa od tonega kota, za spusScanje potrebujemo
navor, ki vijak spusc¢a. Pravimo, da je v tem primeru vijacna dvigalka samozaporna. Breme
dvignemo z navorom danim s formulo (2.10). Potem, ko breme dvignemo, se breme ne pri¢ne samo
od sebe spuscati, saj za spuscanje potrebujemo navor po formuli (2.11).

2.3 Klinasti jermen

V tracnih pogonskih elementih Zelimo prepreciti drsenje traka oziroma jermena. Ena moznost
je uporaba verizneg prenosa ali zobatega jermena, ki pa ima svoje druge pomanjkljivosti kot je
naprimer mazanje ali obraba. Drsenje tracnega prenosa lahko omejimo z manjso obremenitvijo ali
s povecanjem trenja. Zadnje lahko dosezemo z uporabo klinastega jermena.

G

Slika 2.4: Klinasti jemrmen.

Klinasti jermen je prikazan na sliki 2.4. Jermen je gibljiv v smeri, ki je pravokotna na slika.
Privzeli bomo, da je jermen obremenjen s silo G tako kot kaze skica. Ta obrementev je posledica
napetja jermena, bolj je jermen napet, vecja je sila. To silo uravnovesita ploskovni sili na obeh
stranej jermena. Ponovno imamo opravka s sistemom vzporednih sil, ki ima rezultanto 51 oziroma
S,. Kot je vidno s slike se vodoravni komponenti med seboj uravnovesita, vsota navpi¢nih kompo-
nent pa uravnovesi obremenitev G. Sili S’:-, i = 1,2 oklepata z vodoravno smerjo kot «, glej sliko
2.4. Iz simetrije sledi, da sta sili S, in S, enako veliki. Oznagimo njuni velikosti z S. Potemtakem
je G = 2Ssina. Velikost normalne komponente je potem S = 2s§la. Po Coulombovem zakonu
jermen ne zdrsne, ¢e za velkost sile v smeri tendence zdrsa velja T' < kS oziroma

E G

sino 2

T <
Vidimo, da v neenakosti nastopa modificiran koeficient trenja k' = k/sin a > k, ki je pri majhnem
kotu « bistveno vecji od koeficienta k. Klinasti jermen ima potemtakem bistveno boljsi oprijem
kot naveden jermen, ki se naslanja na obod. Manjsi je a vecji je modificiran koeficient trenja, po
drugi strani pa je tudi ve¢ja obraba jermena. Z obrabo jermen leze v utor in ko se nasloni na obod
izgubi svojo ucinkovitost.
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2.4 Trenje vrvi na kolutu

Iz vsakdanjega zivljenja vemo, da je dvigovanje bremena z vrvjo preko roba tezavno, pri spusc¢anju
pa se vrv zelo segreje in obrabi. Razlog je v trenju vrvi na robu. Trenje vrvi je tudi razlog zakaj
drzijo vozli in zakaj lahko z ovitjem vrvi okoli stebra zadrzimo veliko silo na drugi strani vrvi.

S

F(¢:1+A9)

P, F(¢1)

P

Fy

Slika 2.5: Vrv na kolutu, S je radialna, T pa obodna komponenta ploskovne sile na del vrvi med

@1 in ¢1 + Ag.

Teoreti¢cni model trenja vrvi preko fiksnega roba kaze slika 2.5. Tu smo zaradi ensotavnosti
privzeli da je rob fiksni kolut oziroma valj. Naj bo tendenca gibanja vrvi v nasprotni smeri urinega
kazalca, sila Sy vlece, S pa zadrzuje. Pokazali bomo, da za sili velja zveza

Fy = Fy k%o, (2.12)

kjer je k koeficient trenja med vrvjo in kolutom, ¢y pa ovojni kot, torej kot za koliko je vrv
ovita. Kot ovitja je podan v radianih, za polni kot je torej ¢g = 2m. Vidimo, da sila ni odvisna
od polmera koluta. Ce je namesto vrvi napeljan preko utora klinasti jermen, v formuli nastopa
namesto koeficienta k& modificiran koeficient k’. Formula pove, da sila F, narasca eksponentno s
kotom ovitja. Za lazjo predstavo si oglejmo razmerje Fs/F) za razlicne kota ovitja v tabeli 2.2.

Tabela 2.2: Razmerje F5/F} za razli¢ne kote ovitja pri k = 1/2.

o F/Fy
7/4  1.48
w/2 2.19
3r/4 3.5

™ 4.81
5m/d 712
37/2  10.55
7r/4 15.63

27 23.14

Sedaj bomo dokazali formulo (2.12). Izpeljava formule temelji na uporabi Coulombovega zakona
trenja, zato bo edina ravnovesna enacba ravnovesja sil

. . ¢1+A¢ N
For+86) - Foo+ [ G+Ddo=0 (2.13)
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Tu smo rezultanto sile koluta na vrv izrazili z integralom dolzinske gostote sile, kjer je § radialna
gostota, t pa obodna gostota. Rezultanto zvezno porazdeljene sile zapisemo z integralom, podobno
kot rezultanto po tockah porazdeljene sile zapisemo z vsoto. Enaco (2.13) delimo z A¢ in pozenemo
A¢ proti ni¢. Upostevajmo, da je limita diferenénega kvocienta enaka odvodu, da velja

F(¢1 +A¢) = F(¢1) _ dF

Jim s :agwg (2.14)
Nadalje velja po izreku o povprecni vrednosti
$1+0¢ .
AMM/I (5+) do = 5(en) + ). (2.15)

Veljavnost izreka o povprecni vrednosti sledi iz geometrijskega pomena dolo¢enega integrala, ki
pravi, da je dolocen integral funkcije f(x) enak povrsini A lika med abcisno osjo z in funkcijo na

obmocju integracije = € (a,b),
b
A :/ f(z)dx.

Uporabili bomo izrek o povpreéni vednosti, ki pravi. da je

b
/ f(z)dx = f(&), Xjerje &€ (a,b).

Potem je po izreku o povpreéni vrednosti

b
tim [ f(e)do = ().

lim
Vstavimo (2.14) in (2.15) v (2.13). Dobimo

b—a

dF I
— +5+t=0. 2.16
d¢+s+ (2.16)
Enacba velja pri ¢ = ¢; in ker je ¢1 poljuben, velja za katerikoli kot ¢. Sedaj upostevamo, da je
sila vrvi v obodni smeri, da je F= Féy. Podobno § = sé, in t= —téy. Nadalje je
d dF
—Féy — Fe,.
do- " dp €
Uporabili smo pravilo za odvod produkta in enakost d¢e¢, = —¢&,. Enacba (2.16) se potem po
komponentah glasi
dF
-F =0 — —t=0.
+s ) a0

Dobili smo dve enacbi za tri neznanke, F'; s in t. Tretja enacba, ki dolo¢a neznanke je zakon trenja
t = ks, ki velja, ker vrv drsi po kolutu. Potem je

dr

— =t=ks=kF.

de
Dobili smo diferencialno enacbo za F, ki pravi, da je odvod funkcije F' sorazmeren vrednosti
funkcije. To je naravni zakon rasti, ki pravi, da je sprememba neke koli¢ine sorazmerna koli¢ini.
Resitev je

F=Ceé?,
kjer je C' konstanta. Konstanto dolo¢imo iz pogoja, da je F(¢ = 0) = C = F;. Z besedami,
vrednost sile vrvi na enem koncu dolo¢a vrednost vrvi na drugem koncu. Vrednost vrvi na drugem
koncu pri ¢ = ¢g je potem
= F(¢o) = Fy e

in formula (2.12) je s tem dokazana. Dokazali smo jo za krozni kolut, velja pa za kolut poljubne
oblike.

25



2.4.1 Zdrs vrvi na kolutu

mag

mig

Slika 2.6: Zdrs vrvi na kolutu.

Cez skripec potegnemo vrv, na en konec obesimo utez z maso m4, na drugi konec pa z ma, glej
sliko 2.6. Koeficient trenja med skricem in vrvjo je k. Dolo¢iti moramo razmerje med masama,
da vrv ne zdrsne. Uporabili bomo formulo za zdrs vrvi na kolutu (2.12). Ovojni kot je ocitno
pol kroga, torej ¢g = m. Privzemimo, da je m; > my. Potem je tendenca zdrsa v smeri urinega
kazalca. Formula (2.12) dolo¢a kdaj vrv zdrsne. Vrv ne zdrsne, ¢e je sila manjsa kot po formuli,
torej ce je

mig < mage®™.
Iskani kvocient je
my
ma

< ehm

Vrednosti dopustnega kvocienta lahko preberemo iz tabele 2.2.

2.5 Vprasanja in naloge

2.5.1 Vprasanja
1. Ali je sila trenja odvisna od plo§¢ine povrsine stika?
2. Kaj velja za vijac¢no dvigalko, ¢e v vijaku ni trenja?
3. Koliksen je ovojni kot, ¢e vrv ovijemo dvakrat okrog koluta?

4. Za koliko moramo povecati ovojni kot, ¢e se koeficient trenja zmanjsa za polovico?
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2.5.2 Naloge

1. Naklancu z naklonskim kotom « lezi
klada z maso m, glej sliko. Doloc¢i
velikost sile ﬁ, da klada ne zdrsne.
Koeficient tenja med klado in klan-
cem je k.

Resitev: Ker je tendenca gibanja

klade navzdol, kaze sila T' navzgor.
Ravnovesna enacba je

F+T+54+mg=0.
Enacbe za ravnovesje momenta ne upostevamo, saj ni znano pmemahsee normalne sile

podlage S. 'V koordinatnem sistemu na sliki je F = —F7; T = 17, S = S7in mg =
mg(—sin az’ — cos ). Po komponentah je potem

—mgsina+ T =0, —mgcosa— F +5=0.

Potem je
S =F+mgcosa, T = mgsina.

Klada ne zdrsne, ¢e velja
T <EkS,

saj je najveGja tangentna sila, ki jo lahko prenese podlaga enaka kS. Ce smo natanéni, je
tu k koeficient oprijemalnega trenja oziroma koeficient lepenja. Vendar, je med koeficientom
trenja in koeficientom lepenja tako majhna razlika, da med njima ne delamo razlike. Iz
zgornje neenakosti sledi

mgsina < k(F 4+ mg cos «)

in od tod L
mg (k sina — cosa) < F.

Koeficient trenja izrazimo s tornim kotom k = tan «g. Potem po krajsem racunu, tu upora-

bimo adicijski izrek za sin sledi
sin(a — «
sin ay

Ce je ag > «, za ravnovesje ni potrebna sila F, za ag < « pa moramo klado pritiskati ob
strmino, da ne zdrsne. Ce ni trenja, klada zdrsne ne glede na silo F.
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2. Kolo s polmerom r( spelje ¢ez rob-
nik visine h, gkej skico. Dolo¢i po-
trebni navor na kolo. Dolo¢i dopu-
stno vigino robnika, da se kolo ne za-
vrti v prazno, ¢e je koeficient trenja
med kolesom in robnikom k.

Resitev: Na kolo deluje sila teze
mg, sila robnika Fs prijemaliS¢em
na robniku vP; in navor N. Iz
enacbe F + mg = 0 sledi, da je
F = —mg. Par Fin mg je torej
dvojica, ki uravnovesa navor N =
Nk. Potem je N = rgmgcosa is-
kani navor. Upostevajmo Se, da je

sina = (rg — h)/ro.
N =mgy/rg — (ro — h)2.

Dolociti moramo Se pogoj, da kolo ne zdrsne. Velikost projekcije sile F na obodno smer je
T', na normalno pa S. Tako je T' = mgcosa in S = mgsina. Pogoj, da kolo ne zdrsne je
T < kS. Veljati torej mora cosa < ksina. Ce zapiSemo k s tornim kotom k = tan ag, se

pogoj glasi

18 — (ro — h)?

tanag > cota =
T‘o—h
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Poglavje 3

Statika sistema togih teles

Stevilni mehanizmi in stroji so sestavljeni iz togih komponent in jih v enakomernem obratovalnem
rezimu lahko obrvnavamo v okviru statike sistema togih teles. Ravnovesne enacbe sistema togih
teles so ravnovesne enacbe za vsako togo telo sistema. Te enacbe vezejo pogoji, kako so telesa
med seboj sklopljena. Delovanje sosednjega telesa na izbrano togo telo je v bistvu enako, kot
vpliv podpore na telo, zato je klasifikacija spojev med telesi podobna klasifikaciji podpor. Pri tem
dodatno upostevamo veljavnost tretjega Newtonovega zakona. Ce telo By deluje na B s silo Fis in
navorom ng, potem telo By deluje na B; s silo F21 = —F12 in navorom N21 = —ng

Klasifikacijo spojev med dvema togima telesoma je naslednja. Spoju ki ne prenasa vseh kom-
ponent navora pravimo zglob, spoju, ki ne prenasa vseh komponent sil pa drsnik. Spoj lahko
klasificiramo s parom Stevil (s,n). Pvo Stevilo para pove koliko komponent sile prenasa spoj,
drugo pa koliko komponent navora.

Tipi¢ni primeri spojev so naslednji:

e Popolni spoj. Ta spoj prenasa vse komponente sile in navorov med telesoma. Popolni spoj je
v bistvu zvar in eno telo veze z drugim v togo telo. To pomeni, da lahko zvarjeni togi telesi
obravnavamo kot eno togo telo. Pripadajoci par je (3,3).

e Tecaj (3,2) prenasa vseh komponente sil in dve komponenti navora, ki sta pravokotni na
os tecaja. Togo telo spojeno s tecajem z drugim telesom je prosto vrtljivo okrog osi tecaja.
Drugo telo vrteza ne zazna. Primer je tecaj vrat, eno telo je krilo vrat, drugo pa okvir vrat.

e Krizni ali kardanski zglob. Prenos komponent sil je popoln, momenta pa se prenasa samo v
eni smeri. Primer kriznega zgloba je prenos pogona na krmilno kolo. Par je (3,1).

e Krogelni zglob ne prenaSa nobene komponente navora, prenasa pa vse komponente sile. Ta
spoj omogoca prosto rotacijo enega telesa glede na drugo okrog tocke spoja. Primer je koléni
zglob, par pa je (3,0).

o Liniski drsnik prenasa komponenti sile, ki sta pravokotni na smer drsnika, ne prenasa pa sile
v smeri drsnika. Prenos momenta je popoln, zato mu pripada par (2,3). Primer so drsna
vrata.

e Ploskouvni drsnik. Kot pove ime spoj ne omejuje ravninskega gibanja spoja, ne dopusca pa
gibanje spoja izven ravnine. Prenos momenta je popoln, par pa je (1,3).

Nasteli nismo vseh moznih kombinacij spojev in drsnikov, naprimer kombinacije linijskega drsnika
s krogelnim zglobom, ki je realizacija para (2,0). Vseh moznih parov (s,n) je 12, saj je s € {1,2,3}
in n € {0,1,2,3}. Pri ravninski nalogi je s € {1,2} in n € {0,1} tako, da je sedaj vseh moznih
parov 4: zvar, tecaj, drsnik in tecaj na drsniku.
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3.1 Potek resevanja naloge statike togega telesa

1. Prvi korak je razcelnitev sistema na toge komponente. Ce sta dve telesi spojeni s popolnim
spojem, ju obravnavamo kot eno telo.

2. Naslednji korak je identifikacija zunanjih sil. Med zunanje sile §tejemo tudi sile podpor s
katerimi je na$ sistem togih teles uravnovesen.

3. Sledi identifikacija spojev. Spoje med telesi praviloma doloca Ze opis naloge. Vrstni red prvih
treh korakov lahko poljubno spremenimo.

4. Pred zapisom ravnovesnih enacb za vsako togo telo sistema praviloma nariSemo diagram
prostih teles. To pomeni, da za vsako togo telo identificiramo sistem sil, ki deluje na to telo.
Sistem sil sestavljajo zunanje sile, ki imajo prijemalis¢e znotraj telesa in vse sile in navori v
spojih s sosednjimi telesi. Potem nariS§emo togo telo s pripadajoc¢im sistemom sil.

5. Sledi zapis ravnovesnih ena¢h za vsako togo telo sistema. Po zapisu sistema enacb prestejemo
§tevilo enacb in neznank in razmislimo ali je sistem staticno doloc¢en ali nedolocen.

6. Sistem ravnovesnih enacb resimo. Dimenzija sistema je lahko velika, ¢e je sistem sestavljen
iz n togih teles v prostoru je Stevilo enacb 6n.

3.2 Primer: A lestev

Na hrapavo podlago je postavljena A lestev brez vmesne vrvi, ki bi preprecevala razprtje lestve,
glej sliko 3.1. Oba kraka lestve imata enako dolzino in oklepata kot a z vodoravno podlago, levi
krak lestve pa je obremenjen s silo F. VpraSanje je, ali pri danem koeficientu trenja k med podlago
in lestvijo lestev stoji ali se razpre.

Lestev je sestavljena iz dveh krakov. Tako imamo sistem dveh togih teles, ki sta spojeni v tocki
C, glej sliko 3.1. A lestev lahko zlozimo, zato je spoj C' tecaj. Zunanje sile, ki delujejo na lestev
sta sili podpor AinBv podporah A in B ter obremenitev F.

Slika 3.1: A lestev.

Sedaj narisemo diagrama prostih teles, glej sliko 3.2. Prvo obravnavajmo levi krak lestve. Na
njega delujejo sile A, F in sila desnega kraka lestve C'. Ker sta kraka spojena s tecajem, desni krak
na levi ne deluje z navorom. Ravnovesne enacbe za levi krak so ravnovesne enacbe za togo telo.
Enacbe so

A1+ Cy =0, Ay +Cy — F =0, —xFcosa—ICsina + [0y cosa = 0. (3.1)

Zadnja enacba je momentna enacba s polom v tocki A.

Ker je naloga ravninska imamo tri ravnovesne enacbe, nezanke pa so $tiri, po dve komponenti za
AinC. Ta primer je tipi¢en, neznanke za posamezno togo telo sistema togih teles ne moremo resiti
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brez obravnavanja vseh togih teles hkrati. Z drugimi besedami, prvo moramo napisati ravnovesne
enacbe za vsako togo telo sistema, Sele potem se lahko lotimo reSevanja teh enacb.

Cy

o c
c C
C,
|
X
F B2
A 1
A B
B

Slika 3.2: Diagram prostih teles za A lestev; levi in desni krak lestve.

Pri konstrukciji diagrama za desni krak upostevajmo, da levi krak deluje na desni krak s silo
—C'. Ravnovesne enacbe za desni krak so tako

—-B;—C{ =0, By —Cy =0, [ICysina +1C5cosa = 0. (32)
Dobili smo 6 enacb za Sest komponent. Opazimo, da sta momentni enacbi (3.1-3.2) dve enacbi za
neznanki C; in Cy. Resitev je

T

= 2chot a, Cy = y (3.3)

G Y

Potem, ko poznamo Cj in Cs, brez tezav iz (3.1-3.2) dobimo
x x x x
Ay=ZFeota, Ay=F—Cy= (1 - ﬁ) F, Bi=_Feota, By=2F  (34)

Sile so sedaj znane. Odgovoriti moramo Se na vpraSanje, ali se lestev razpre ali ne. Pogoja, da
podpori ne zdrsneta je

Al S ]{/‘AQ in B]_ S kBg,
oziroma po (3.4)

X X X X
il < - — — < k—F. .
2chota7k(1 2l>F, Feota <k F (3.5)

Tako dobimo pogoja

%cotaﬁk(l—%), cota < k. (3.6)
Drugi pogoj se nanasa na podporo B. Ta ne zdrsne, ¢e je lestev postavljena dovolj strmo, ¢e
je cota < k. Pogoj v podpori A je odvisen od z. Pri x = 0 je vedno izpolnjen, potem pa z
narascajo¢im x postaja vedno strozji. Pri x = [ dobimo Ze znani pogoj cot a < k. Potemtakem ta
pogoj zagotavlja, da se lestev ne razpre. Ce pa se razpre, potem zdrsne podpora B.

3.3 Vprasanja in naloge

3.3.1 Vprasanja

1. Nastej kombinacije zglobov in drsnikov, ki jih nismo nasteli v klasifikaciji spojev.
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3.3.2 Naloge

1. Trocleni lok s polmerom R sestavljen iz
lokov AC in C'B je obremenjen tako kot
kaze skica. Doloci sile podpor.

Resitev: Lok razdelimo na dva loka,
glej skico. Za vsak lok veljajo rav-
notezne enacbe. Za levi velja

A+ Cy,
= Ax+Cy,
= R(1—cosp)Cy — Rsin 5C4.

C, c

Cy

B

C,
Aq

Y

Slika 3.3: Sile na levi in desni lok.

Drugi sklop enacb so ravnotezne enacbe za desni lok. Namesto le teh pa raje zapisimo
ravnovesne enacbe za celotni trocleni lok, saj ¢e so izpolnjene ravnovesne enacbe za levi lok
in celotni trocleni lok, so izpolnjene tudi za desni lok. Ravnovesne enacbe za celotni trocleni
lok so namre¢ nekoliko enostavnejse kot enacbe za desni lok.

0 = A+ By —Fcosa,
0 = As+ By — Fsina,
0 = —RAs+ RB».

Tu smo uporabili momentno ena¢bo s polom v sredis¢u loka. Sistem resimo. Prvo dobimo,

da je Ay = Bs in od tod A = By = %F sin . Nadalje je

1—-cosp

¢ = sin 8

1 1 1
Cy = tan 556’2 =3 sin o tan §BF.

Tako dobimo Se

A =-C1 = %sinatan %5}7‘ By =Fcosa— A; = <cosa — %sinatan ;ﬁ) F.
Dobljena formula sil v podporah velja tudi, ¢e je trocleni lok obremenjen v ¢lenku. V tem
primeru lahko silo obremenitve F zapiSemo v obliki F=\F+ (1-— /\)F in nato pri razdelitvi
troclenega loka na levi in desni lok upostevamo, da je levi lok obremenjen v spojnem ¢lenku
s silo Aﬁ, desni pa z (1 — A)ﬁ Rezultat izracuna sil v podporah je neodvisen od Stevila A,
sila v spojnem clenku pa je, vendar to ni pomembno, saj je v okviru statike pomembno samo
to, da je vsota vseh sil na ¢lenek enaka nic.
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2. Za skripec na skici dolo¢i silo F' po-
trebno za enakomerno dvigovanje bre-
mena s tezo G. Trenje v lezajih skripca
zanemari.

Resitev: Skripec je sestavljen iz treh
kolutov, ki jih povezujejo vrvi, glej skico
razclenitve na prosta telesa. Polmere
kolutov oznacimo z rqy, ro in r3. Za
vsak kolut posebej veljajo ravnotezne
enacbe. Ker nas ne zanimajo sile v
lezajih, je dovolj za vpeta koluta napi-
sati samo momentno enacbo. Ravno-
vesne momentne enacbe so tako ri F —
rS1 = 0 za levi zgornji kolut, —ryS7 +
r9S2 = 0 za spodnji kolut in r3S3 —
r3S2 = 0 za desni zgornji kolut. Iz
teh enacb sledi S1 = Sy = S3 = F.
Zapisimo sedaj ravnotezno enacbo za
sile za spodnji kolut. Enacba je F

S1+ 8y +85—G=0. \/

Od tod sledi 3F = @. Sila F, ki zagota- G
vlja enakomerno dvigovanje(spuscanje) Y
bremena je tako G/3.

A
F>
S;
A
G S S
3 2
F Si ¥ \ \

Slika 3.4: Diagram sil na kolute 8kripca, levi, spodnji, desni kolut.
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3. Za tra¢no zavoro na skici, z ro¢ico AB
dolzine [ in polmerom koluta r, dolo¢i

silo F' na rocico, ki bo uravnovesila na-

vor M na kolut. Loceno obravnavaj pri- M
mera sournega in protiurnega delovanja V/)
navora M.

Resitev: Tra¢na zavora je sestavljena
iz roCice, koluta in vrvi, ki drsi po ko-
lutu. Sila trenja vrvi na kolutu je Sy =
S1e*?. kjer je k koeficient trenja vrvi
na kolutu, ¢ pa je ovojni kot vrvi na
kolutu. Pri tem sila Sy kaze v smer
drsenja vrvi. To pomeni, da moramo B
lo¢iti primera sournega in protiurnega !
vrtenja koluta.

F
C A0 C A0
() Son
S1 Sz 82 S1
\ ] \ \ \
A A A A
A A
F F

Slika 3.5: Tracna zavora, protiurna in sourna rotacija koluta.

Poglejmo prvo primer protiurnega vrtenja. Ker ne bomo rac¢unali sil na lezaj koluta in rocice,
je dovolj, da uporabimo samo momentno enac¢bo za kolut in ro¢ico. Momentna enacba za
kolut je M + rS; — rSy = 0. Od tod, z upostevanjem sile trenja na kolutu sledi

M =rS; (e’ —1). (3.1)
Momentna enacba za rocico je —IF + 2rSy = 0. Potem z upostevanjem zgornje enacbe
2R 2R 2M ek
F=""8="8e"=_"" _
1 P2T Y T ek 1)

V primeru sournega vrtenja dobimo ponovno (3.1), za ro¢ico pa —IF + 2rS; = 0. Potem

2M

2R
F=21g=—""
o I(eFm —1)

Vidimo, da je v tem primeru sila ro¢ice potrebna za faktor e*™ manjsa sila.
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Poglavje 4
Palicje

Palicje je togi sistem togih teles sestavljen iz palic s spoji, ki ne prenasajo navore. Spojem palicja
pravimo wvozlis¢a. Primeri, ki jih modeliramo z modelom pali¢ja so daljnovodni stebri, zerjavi,
mostovi in podobne strukture sestavljene iz palic. V naravi palice niso spojene z zglobi, lahko so
zavarjene ali zakovane. Vendar pa je kljub temu zaradi tankosti palic prenos momenta iz ene palice
na drugo palico majhen, zato je model pali¢ja uporaben model.

Palicje je sestavljeno iz palic. Palica je konstrukcijski element, ki prenasa silo samo v osni smeri,
ne prenasa pa precne sile. Neznanke pali¢ja so tako osne sile palic oziroma na kratko sile palic. Sila
palice je lahko natezna ali tlacna. Prevelika natezna sila lahko palico strga, nevarnost tlacne sile pa
je uklon palice. Tla¢na sila palico stiska, in to silo palica dobro prenaga. Ce je tlaéna sila natanko
v smeri palice, je vse v redu, vendar ze najmanjSe odstopanje od te smeri povzro¢i upogib palice
in ker je palica ¢lenkasto vpeta, to odstopanje povzroci upogib oziroma uklon palice. Lep primer
je Spaget. Z vlecenjem ga tezko zlomimo, ¢e ga pa stisnemo v njegovi smeri, se zelo hitro ukloni in
zlomi. Primer so tudi od pozledi podrti stebri daljnovoda. Slika podrtega stebra razkrije, da je le
redko katera palica strgana, Stevilne pa so zvite. Palice pal¢ja tako dobro prenaSajo natezne sile
in slabse tla¢ne sile. Zato moramo pri konstrukciji pali¢ja pozornost posvetiti tlacnim silam in po
potrebi spremeniti konstrukcijo palicja.

Ker palice prenasajo samo osno silo, smemo pali¢je v okviru modela sistema togih teles obre-
meniti samo v vozlis¢ih. Lastne teze palic tako v modelu pali¢ja praviloma ne upostevamo. To
v ve€ini primerov ne predstavlja problema, ker so sile obremenitve pali¢ja dominantne. Ce jih

Pali¢je je seveda tudi podprto. Ker je pali¢je togi sistem, podpore pali¢ja dolocajo ravnovesne
enacbe togega telesa. Enoli¢no jih lahko dolo¢imo, ¢e so podpore staticno dolo¢ene. Nadalje so sile
palic notranje sile pali¢ja. Dolo¢ajo jih pogoji, da mora biti v vsakem vozlis¢u vsota sil enaka nic.
ki ima tu prijemalis¢ée. Ker ima ta sistem sil skupno prijemalis¢e, je momentna enacba trivialna
0 = 0. Ce lahko doloc¢imo vse sile pali¢ja, pravimo, da je pali¢je staticno doloc¢eno.

Oznac¢imo s p Stevilo palic in z v Stevilo vozlis¢é. Vsako vozlisée prinese v ravninskem primeru 2v
enacb, v prostorskem pa 3v. Ker so neznane tudi sile podpor, je pali¢je staticno dolo¢eno, ce velja
zveza 2v = p+ 3 za ravninsko pali¢je in 3v = p+ 6 za prostorsko pali¢je. Najenostavnejse palicje je
ena sama palica, potem v = 2 in p = 1. O¢itno je stati¢no doloceno. Naslednje pali¢je je trikotno.
to pali¢je je statiéno doloéeno. Ce ostanemo pri ravninskem pali¢ju, nadaljujemo po naslednjem
postopku. Dodamo novo vozlisce in dve palici s katerima povezemo novo vozlisc¢e z Ze obstojec¢imi
vozlisci, glej sliko 4.1. Tako konstruiranem pali¢ju pravimo enostavno palicje. V prostorskem
primeru novo vozlis¢e povezemo s tremi ze obstojec¢imi vozlisci.
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Slika 4.1: Ravninsko enostavno pali¢je; ena, dve, tri, Stiri palice.

Ni pa seveda vsako pali¢je enostavno ali stati¢no dolo¢eno. Primer je pali¢je na sliki 4.2. Sedaj
jep=061in v =4, zato 2v = 8 < 9 = p+ 3. Ena palica je odve¢, odstranimo lahko katerokoli
palico in pali¢je bo Se vedno togi sistem. Pali¢ja sestavljena iz takih elementov, kakor ga kaze
slika, pogostrokrat vidimo. Pri izvedbi konstrukcij zaradi varnosti oziroma varnostnega faktorja v
pravokotnik vklju¢imo obe diagonali, ¢eprav zadostuje Ze ena sama diagonala. Z metodami statike
sistema togih teles sil palic stati¢cno nedolo¢enega pali¢ja ne moremo enoli¢no izracunati. Na silo
jih lahko izra¢unamo, ¢e dodamo kaksno, po moznosti ¢im boljSo predpostavko o vrednosti sil
palic, naprimer da sta sili diagonalnih palic enaki. Seveda jo to res samo ob dolo¢eni obremenitvi,
zato moramo biti pri tem zelo previdni. Prava resitev problema stati¢no nedoloc¢enega palcja je,
da opustimo model sistema togih teles in dopustimo osno deformacijo palic. Enostavne primere
tega pristopa bomo srecali pri Trdnosti.

Slika 4.2: Stati¢no nedoloceno palicje.

4.1 VozliSéna metoda

Ravnovesne enacbe pali¢ja so ravnovesne enacbe sil za vsako vozliscée palicja. Metodi izracuna
sil pali¢ja, ki temelji na resevanju ravnovesnih enach za vsako vozlis¢e pravimo vozliséna metoda.
Kako deluje vozliséna metoda si bomo ogledali na naslednjem primeru. Dano je pali¢je sestavljeno
iz dveh enakostran¢nih trikotnikov tako kot kaze slika 4.3. Pali¢je je podprto s fiksno clenkasto
podporo v tocki A, pomic¢no ¢lenkasto v B in je obremenjeno navpi¢no navzdol s silo F. Palice
ostevil¢imo in vsaki palici priredimo silo palic F}. Na sliki 4.3 so z modro barvo narisane sile palic
na vozlisca. Po tretjem Newtonovem zakonu je sila palice na levo vozlis¢e nasprotno enaka sili na
desno vozlisce, glej sliko. Prva palica ima krajis¢i A in B, silo prve palice na A zapiSemo v obliki
ﬁl = F17, silo prve palice na B pa kot ﬁl = —F7. Tu je F) neznana koli¢ina. Ce je sila palice
natezna, je F; > 0, Ce je kompresijska je F; < 0. Podobno naredimo za ostale palice. Tako dobimo
neznanke F;, ¢ = 1,...,5. Na sliki 4.3 smo vse sile palice narisali kot natezne sile in smo tako
sile palic na vozlis¢a usmerili navznoter. To naredimo neglede na to ali so sile natezne ali tlacne,
Ceprav iz obremenitve pali¢ja na sliki pricakujemo, da bo sila na ¢etrto palico tlacna.
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Slika 4.3: Pali¢je sestavljeno iz dveh enakostrani¢nih trikotnikov.

Sedaj se lotimo racunanja. Prvo bomo poiskali sile podpor. Ta korak ni obvezen, sile palic
lahko dobimo tudi tako, da zapiSemo vse ravnovesne enacbe hkrati in nato dobljeni linearni sistem
enacb za neznane sile podpor in palic re§imo. Tako bi postopali, ¢e bi nalogo resili s pomocjo
racunalnika. Za pravo nalogo, ki ni Solska in vsebuje na desetine palic je to seveda edina prava
pot.

Za izracun sil podpor upostevamo, da je pali¢je togo telo, ki je obremenjeno s silama podpor
Ain B in obremenitvijo F. O¢itno je A1 = 0. Momentna enacba s polom v A se glasi

3a 3
B——F_0:>B —F.
abg B 2 = 2

Tu smo z a zapisali dolzino stranice enakostrani¢nega trikotnika. Momentna enacba s polom v B
nam da
a a
7§F70JA2 =0 :>A2 = 7§F

Sile podpor so sedaj doloc¢ene. Izberimo sedaj vozlisce, ki je povezano s pahqem s samo dvema
pahcama V nasem primeru je to vozlisce D. Ravnovesni enacba je F —|—F4 +F5 =0. Upostevajmo,
da je F= —F7, F4 = —Fycosa?— Fysinajin F5 —F57. Tu je o notranji kot enakostrani¢nega
trikotnika, o = 7/3. Po komponentah je

—cosaFy —F5;=0 in —sinaFy, —F =0.

Resitvi sta
2F F

— in F5=—.
V3 Ve
Tu smo uporabili sin7/3 = v/3/2 in cos7/3 = 1/2.

Sedaj se lotimo vozliséa C'. Ravnovesna enacba je Fy+ Fy + F5 = 0. Sila Fs je ze znana,
neznani sta F5 in F3. Po komponentah dobimo sedaj

Fy=—

—cosafFy +cosaFs+ Fs =0 in  —sinaFy —sinaks = 0.

Resitev
F

F
ngi %

V3

Tu smo upostevali ze znano vrednost za Fs.

in ngf

Nadljujemo z vozlis¢em A. Ravnovesna enacba je Fi+F,+A=0. Po komponentah

Al +cosaFy +F; =0 in Ay +sinaFy; =0.

37



Dobili smo dve enacbi za eno neznanko, saj Fy Zze poznamo, poznamo pa tudi silo podpore A
Resimo sistem kokor, da F5 ne bi poznali. To storimo zato, da preverimo pravilnost dosedanjih
racunov. ReSitev je

F F
— in Fp=—.
2V/3 V3
Izrac¢unani F5 se ujema z ze izracunano vrednostjo. Dobili smo vse sile palic. Kompresijske so Fi,
F3 in Fy;. Najvecja kompresijska sila nastopa v ¢etrti palici. Ce Zelimo, lahko preverimo pravilnost
izrac¢una sil z ravnovesnimi enacbami vozlisca B.

F=-

4.2 Prerezna metoda

Pogostokrat zelimo izracunati sile palic samo za posamezne palice pali¢ja. Kot smo videli pri
vozliséni metodi, je lahko pot od vozlis¢a do vozlis¢a zazeljenih palic dolgotrajna. Ta tezavo resi
prerezna metoda po kateri izracunamo samo tiste sile palic, ki jih seka navidezni prerez palicja.
Metoda pa ni vsemogoé¢na, uporabimo jo lahko samo v primerih:

e Navidezni prerez prereze samo tri palice ravninskega pali¢ja oziroma Sest palic prostorskega
pali¢ja.

e Prerezane palice nimajo skupnega presecisca.

Prvi pogoj velja zato, ker imamo v statiki na voljo samo tri oziroma Sest ravnovesnih enacb, drugi pa
zato, ker je v primeru skupnega presecis¢a momentna enacba trivialna in je tako naloga stati¢no
nedolocena. 7 drugo omejitvijo se redko sooc¢imo, prva pa pogosto nastopi pri bolj zapletenih
pali¢jih.

Pri prerezni metodi pali¢je navidezno prerezemo na dva dela. Nato si izberemo en del. Odrezani
del je tudi togo telo in ker je del celotnega pali¢ja, ki miruje, veljajo tudi za ta del ravnovesne enacbe
in te enacbe dolocajo sile prerezanih palic, ki so za odrezani del zunanje sile. Poglejmo na primeru,
kako deluje prerezna metoda.

(3) =
a 2
)
Fy M
2Fy

Slika 4.4: Pali¢je sestavljeno kvadratov.

Za podano pali¢je na sliki 4.4 moramo dolociti sile oznacenih palic. Uporabili bomo prese¢no
metodo, ki z navideznim presekom skozi oznacene palice razdeli pali¢je na dva dela. Prvi korak pri
prese¢ni metodi je izracun sil podpor. Levo podporo, ki je nepomicna ¢lenkasta podpora oznac¢imo
z A, desno pa z B. Desna podpora je drsna v smeri, ki oklepa kot 7/4 z vodoravno smerjo. V levo
podporo postavimo izhodis¢e koordinatnega sistema z osjo x v vodoravni smeri. Potem je sila leve
podpore A=A+ Asj; sila desne podpore pa je B = B(—%i’—i— %j) Tu smo upostevali, da je
podpora drsna pod kotom 7 /4, in je zato sila podpore v smeri 7/4 + w/2. Pali¢je je obremenjeno
v treh tockah s prijemaliséi Py = (a,0), Py = (3a,0) in Ps = (6a,0) s silami F| = —F7, F, = —2F7
in Fy = 2F7. Komponento As dobimo iz ravnovesja momenta s polom v B

—6a X Ay +5a X F'+3a x 2F —a x 2F = 0.
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Resitev je Ao = 3F /2. Momentna enacba s polom v A je

—a><F—3a><2F—a><2F—|—6a><BL:O.
V2

Resitev je B = %ﬁ Komponento A; izraCunamo iz ravnovesja sil v vodoravni smeri. Enacba se
glasi
Ay — B/V2+2F =0.

V ena¢bo vstavimo ze izrac¢unano vrednost za B. Potem je A; = —F/2.
F D 2F
F2 Fg
Fi
C

Slika 4.5: Odrezani desni del pali¢ja.

Po izracunu sil podpor je na vrsti izracun sil oznacenih palic. Izberimo si desni del odrezanega
pali¢ja, glej sliko 4.5. Dolo¢iti moramo sile Fy, F5 in F3. Silo F3 dobimo iz ravnovesja momenta s
polom v tocki C

—ax F3+ax2F—2ax B/V2=0.

Potem F3 = —F. Tu smo upostevali ze znano vrednost B. Silo F} dobimo iz momentne enacbe s
polom v preseciscu sile Fy in F3

—ax Fy —ax B/V2+3ax B/V2=0.

Resitev je Fy = 3F. Silo F izratunamo iz ravnovesja sil. Vsota sil v navpi¢ni smeri je

3FV2

F/V2+B/V2=0= F, = — 5

Pravilnost izracuna lahko Se peverimo z izracunom vsote v vodoravni smeri. Tako smo dobili iskane

sile palic
3FV2
F,=3F, F= —T\[ in Fy=—F

Seveda lahko kombiniramo obe metodi. S prerezno metodo izracunamo sile presekanih palic,
nato pa z vozliséno metodo nadaljujemo z izracunom sil sosednjih palic. Ce presek seka vec kot
tri oziroma Sest palic, zacnemo z vozliséno metodo v vozliscu, ki je povezano samo z dvema(tremi)
palicama(palicami) in nato usmerimo vozliséno metodo proti vozliséem presekanih palic.

4.3 VpraSanja in naloge

4.3.1 Vprasanja

1. Skiciraj tri primere statico nedolo¢enega palicja.
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2. Skiciraj primer pali¢ja pri katerem ne more$ uporabiti prerezne metode.
3. Kaj je prednost prerezne metode in kaj so njene slabosti?
4. Kaj je prednost vozlis¢ne metode in kaj so njene slabosti?

5. Za prostorsko pali¢je, ki je podprto v treh tockah, najdi primer stati¢cno dolo¢ene podpore.

4.3.2 Naloge

1. Za pali¢je sestavljeno iz enako-
stranicnih  trikotnikov na  sliki
izra¢unaj sile palic.

Resitev: Oznacimo levo podporo z (1) (2)

A, desno z B in postavimo koordina-

tni sistem z osjo x v vodoravni smeri

in osjo y v navpicni. Sili podpor sta (3)

A = AJin B = Bi7+ ByJ Iz si-

metrije naloge takoj sledi By = 0 in (4) (5) (6) (7)
A = By = F/2. Ker je vrh pali¢ja

neobremenjen, sta sili palic v vrhu

enaki ni¢, F; = F5 = 0. Nadalje za- ‘ 8 ®
radi simetrije sledi, da je Fy = Fr, W
F5 = F6 in Fg = Fg. Sile Fg, F67 F7 F

in Fy dolo¢imo z vozliséno metodo.

Iz ravnovesja sil v desni podpori

1 V3 1
EF"_?F?—O? _Fg—gF’?—O

sledi
1 1

Fr=-—F,  Fy=——F
7 9 53

dobimo

2. Za pali¢je na sliki izrac¢unaj:

a a a a
(a) sile v podporah A in B; 3
(b) sile oznagenih palic 1,2, 3. a 2
~e v . 1
Res1te.v.. Prvo dolommo Sll.e pod—. £y oF £y
por. Sili podpor v vertikalni smeri
ozna¢imo z A in B. Momentna \J

enacba s polom v A je

4aB — F(a + 4a+ 3a) = 0.
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Od tod B = 2F in zaradi simetrije problema A = B = 2F. Horizontalna komponenta v
podpori je enaka nic.

Sile palic bomo izra¢unali s prerezno metodo. Zapisali bomo ravnovesne enacbe za desni
del pali¢ja. Momentna enacba v presec¢is¢u prve in druge palice je aF5 4+ aF — 2aA = 0.
Potem F3 = 3F. Momentna enatba v presecis¢u druge in tretje palice je —aF; — aA = 0.

Od tod Fy = —2F. Silo Fy druge palice dobimo iz ravnovesja sil v navpi¢ni smeri. Velja
A—F+%F2 =0 in tako Fy = —v/2F.
2 2a sl 2a

. DYa.nosﬂca sta ¢lenkasto speta v A <T>| TC 5 B
tocki C', enostavno podprta na svo- & >
jih krajis¢ih in spojena s pali¢jem 7 N
tako kot kaze skica. Izracunaj sile F a
palic.

Resitev: Prvo izrac¢unamo sili pod-
por. Iz simetrije naloge takoj sledi,
da sta sili podpor enaki A = B =
F/2.

Za izracun sil palic, palice prvo
oznaCimo, tako kot kaze skica. Pa-
lico 3 navidezno prerezemo s prere-
zom skozi totko C. Na desni del
konstrukcije deluje sila desne pod-
pore, levi del konstrukcije s silo Cv
tocki C', obtezba F insila palice fg.
Obtezbo F lahko v celoti pripiSemo levemu ali desnemu delu, lahko pa jo tudi proporcionalno
razdelimo med deloma. Kot bomo kmalu videli, kako obtezbo razdelimo, ne vpliva na sile
palic. Ravnotezna ena¢ba momenta s polom v tocki C' je 2a%aF —aF3 =0 in tako F3 = F.
V spoju palic 3, 4 in 5 je vsota sil palic enaka ni¢. Iz ravnovesja v vodoravni smeri dobimo
F5 = V/2F in nato e v navpi¢ni Fy = —F. Zaradi simetrije so sile palic na levi in desni
enake, velja Fy = F5 in Fy = F}.

[ ]
)
J

OO

(3)
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Poglavje 5

Nosilci

Podobno kot palica je nosilec konstrukcijski element z eno prevladajoco dimenzijo. Tej dimenzij
pravimo dolzina, ostalima dvema pa debelina in visina. Dimenzija je prevladajoce, ce je vsaj za
faktor 10 vecja od prostalih. Z razliko od palice pa nosilec dopusca obremenitev v poljubni smeri
vzdolz celotne dolzine elementa. V tem poglavju bomo nosilec obravnavali v okviru modela togega
telesa. Deformacijo nosilcev bomo obravnavali pri Trdnosti. Omejili se bomo na ravne ravninske
nosilce. Standarden nosilec v uporabi je raven, ukrivljeni so v vecini izdelani po naroc¢ilu. Nadalje,
¢e je raven nosilec obremenjen simetri¢no, lahko uporabimo ravninski model. Ker bomo v tem
poglavju nosilce obravnavali kot toga telesa, oblika nosilca ni pomembna. Pomembna je samo
njegova dolzina, podpore in sile obremenitve, zato je v tem poglavju pomembna samo os nosilca.
Privzeli bomo, da imajo vse sile na nosilec prijemalis¢e na tej osi. Kljub temu pa bomo zaradi
lepSe predstavitve nosilce na slikah upodobili kot razpotegnjene pravokotnike, ki so obremenjeni
na zgornji stranici. Po polznosti lahko obremenitve pravokotne na zgornjo stranico prestavimo na
spodnjo stranico na katero bodo delovale tudi sile podpor. Spodnja stranica bo tako predstavljala
os nosilca.

5.1 Linijska obremenitev

Nosilec je lahko obremenjen vzdolz svoje dolzine. Pravimo, da je linijsko obremenjen. Linijska
obremenitev je podana z dolzinsko gostoto obremenitve. Ker nosilce obravnavamo Se v okviru
modela togega telesa, zelimo linijski obremenitvi prirediti ekvipolentno tockovno obremenitev. V
ta namen se omejimo na dve posebna primera linijske obremenitve, konstantno oziroma enakomerno
in linearno, glej sliko 5.1. V obeh primerih je sila pravokotna na nosilec. Taki sili pravimo preéna
sila.

-~
~—
%
i‘” m
o [0 i
] S777777777777 /777777777777
Ido a0

Slika 5.1: Linijska obremenitev z rezultanto: levo konstantna, desno linearna.
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Pri konstantni obremenitvi je gostota obremenitve konstantna. Ozna¢imo jo s qg glej sliko 5.1
za shematski prikaz. Pri upodobitvi sil na skici velja opozoriti na potankost, ki smo jo do sedaj
zamolcali. Konstrukcijo oziroma sistem togih teles nariSemo v izbranem merilu, ki doloc¢a razdaljo
med tockami. Nato nariSemo na isto sliko Se sile. Silo nariSemo kot vektor, velikost tega vektorja
na sliki bi naj bila velikost sile. Vendar ni, saj ima velikost objekta na sliki dolzinsko enoto. Ce
zelimo torej, da slika v vseh potankostih opise nalogo, moramo sliko opremiti se s podatkom, kaksno
je razmerje med velikostjo sile in dolzinsko enoto na sliki. Ker pa je za vse sile, ki nastopajo v
problemu to razmerje enako, nam tega razmerja pri risanju ni potrebno eksplicitno dolo¢iti. Raz-
merja celo ni potrebno dolociti, ¢e nalogo resimo graficno. Grafi¢no resevanje, tej metodi pravimo
grafostatika, danes ne uporabljamo ve¢. Na slki 5.1 je torej gp poljubno izbran. Nosilec smo ubre-
menili navzdol, seveda pa bi ga lahko obremenili navzgor. Ko govorimo o predzanku obremenitve
nosilca smeri navzdol pravimo pozitivna. V nadaljevanju bomo tako postavili koordinatni sistem
xz tako, da bo os x kazala v smeri nosilca, os z pa navzdol. Zakaj smo izbrali os z in ne osi y bomo
kmalu videli. Rezultanta konstantne linijske obremenitvije je potem ggl, kjer je I dolzina nosilca.
Linijska obremenitev je sistem vzporednih sil, za katerega vemo, da ga lahko reduciramo na silo
s skupnim prijemalis¢em v “masnem”srediS¢u obremenitve. V primeru konstantne obremenitve je
to na polovici nosilca. Glej sliko 5.1.

Linearna linijska obremenitev je podana na desni sliki slike 5.1. Gostota narasc¢a linearno od
vrednosti ni¢ na levem krajiséu do vrednosti gy na desnem. Ce ozna¢imo z x razdaljo vzdolz nosilca
od levega krajisca, je potem gostota linijske obremenitve ¢(z) funkcija ¢(z) = gox/l. V primeru,
ko gostota pada od vrednosti go proti vrednosti ni¢ pa je g(z) = go(l — x))/l. Linearno linijsko
obremenitev si lahko predstavljamo kot na nosilec nalozen pesek s konstantno strmino. Rezultanta
linearne obemenitve je enak plos¢ini trikotnika, ki ga omejujeta os = in funkcija g(x), rezultanta
je potemtakem enaka %qol. Linearna obrementev je tudi sistem vzporednih sil. Ekvipolentna
rezultanta ima torej prijemalis¢e v masnem srediscu trikotnika, to je v razdalji % od krajisca, kjer
je gostota enaka nic¢, glej sliko 5.1.

Poleg precne sile, ki smo jih obravnavali, je nosilec lahko obremenjen tudi v smeri nosilca. Tem
silam pravimo osne sile. V okviru statike lahko po polznosti te sile prestavimo vzdolz osi na eno
izmed krajis¢ osi nosilca. V tem poglavju osnim silam ne bomo posvecali vec¢je pozornosti. Naloge
z osnimi silami resimo na podoben nacin kot naloge s pre¢nimi silami.

Slika 5.2: Linijska obremenitev z rezultanto.

Poglejmo $e splosen primer. Naj bo ¢(z) poljubna linijska preéna obremenitev, glej sliko 5.2.
Potem je rezultanta F' dana s plos¢ino med osjo nosilca in grafom funkcije g(x).

l
F=/O q(z) dz. (5.1)

Smer rezultante je v smeri osi z. Ce je F' > 0 kazZe rezultanta navpiéno navzdol, torej v smeri osi
z, ¢e je F' < 0 pa kaze navzgor. Navor linijske obremenitve s polom v levem krajiscu je

l
N:/O zq(z) dz. (5.2)
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Smer navora je pravokotna na ravnino nosilca. Ce je N > 0 navor kaze v ravnino sliko, pri N > 0
pa iz ravnine ven. Prvi smer je v smeri vektorja —7, druga pa 7. Rezultanta s prijemalis¢em v

z)d
= LN = foxq ’ (5.3)

P

je ekvipolentna tockovna obremenitev.

5.2 Notranje koli¢ine nosilca

Ce nosilec v staticnem ravnovesju navidezno prerezemo, dobimo dva konca nosilca, ki sta v
staticnem ravnovesju. Ravnovesje ohranja delovanje enega dela odrezanega nosilca na drugi. Na
prerezu nosilca se prenasajo vse komponente sil in navora. V ravninskem primeru torej kompo-
nenti sil v smeri  in 2z in navor okrog osi y. Komponento v smeri osi z imenujemo osno silo in
jo oznacimo z V (z), komponenta v smeri z je precna sila Q(z), navoru oziroma momentu v smeri
y pa pravimo upogibni moment in ga ozna¢imo z M (z). Vse te koli¢ine so odvisne od koordinate
prereza x, zato so funkcije te koordinate. Pravimo jim notranje koli¢ine nosilca. V nadaljevanju
bomo z V(z), Q(x) in M(z) oznacevali komponente sil in navora desnega dela {s : x < s <[}
odrezanega nosilca pri koordinati = na levi del nosilca {s : 0 < s < z}. V definiciji smo rez
s = x vkljucili v desni del nosilca. Ce je torej nosilec toékovno obremenjen v tocki , potem ta
obremenitev pri rezu pri x pripada desnemu delu nosilca.

B3
Az
A M ) Q("),\
At </ V(x) V(x) ,_J B
Q) M(x) ST

Slika 5.3: Navidezni prerez nosilca.

Na sliki 5.3 je prikazan prerez nosilca iz slike 5.2. Poleg linijske obremenitve in sil podpor so
narisane tudi notranje koli¢ine. Vidimo da so vse notranje kolicine levega dela nosilca na desni
nasprotno predznacene kot notranje koli¢ine desnega dela na levi del. Ce postavimo koordinatni
sistem z osjo = v smeri dolzine nosilca, osjo y v smeri iz ravnine nosilca in os z v smeri navzdol so
sile in momenti desnega dela nosilca na levi V = V(x)7, Q= Q(x)lg, M = M(x)7, levega na desni
pa —\7, —Q in —M. Na sliki opazimo tudi, da so vertikalne sile podpor usmerjene navzgor. Tako
bomo sile podpor na nosilec pisali v obliki A= A7— A3E za fiksno podporo in B = — Bk za drsno
podporo.

Notranje koli¢ine so odvisne od kraja prereza. Spoznali bomo dve metodi, kako jih dolociti.

5.3 Prerezna metodo

Kako deluje metoda je najbolje razloziti na primeru. Za¢nimo s primerom to¢kovno obremenjenega
nosilca, glej sliko 5.4. Prvi korak je dolocitev sil podpor. Ker je nosilec obremenjen samo vertikalno
s silo F = FE, sta ocitno obe sili podpor samo v vertikalni smeri. Torej je A= —Ak in B = —Bk.
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Slika 5.4: To¢kovno obremenjen nosilec.

Iz ravnovesja navorov s polom v toc¢ki A in B hitro dobimo, da je

A=(1- %)F in B= %F (5.4)
a
DL
X e X >
A M(x) AI M(x)
V(x) I V(x)
Q(x) F Q(x)

Slika 5.5: Prerez tockovno obremenjenega nosilca, levo: prerez pred tockovno obremdenitvijo;
desno: po tockovni obremdenitvi.

Sile podpor so s tem dolo¢ene. Izberimo x € (0,1). Pri dolo¢itvi notranjih koli¢in nosilca, ki
je tockovno obremenjen, je zelo pomembno mesto prereza glede na prijemalis¢e obremenitve, glej
sliko 5.5. Naj bo « € (0,a). Temu prerezu pred tockovno obremenitvijo ustreza leva slika na 5.5.
Takoj vidimo, da je ta odrezani del v ravnovesju, ¢e je V(z) = 0 in Q(z) = A. Navor precne
sile s polom v levem krajiscéu je Q(z) v smeri v ravnino nosilca. Potem iz momentne encbe sledi
M(z) = zQ(x). Tako smo dobili

Vie)=0, Qz)=A=(1- %)F, M(z) = 2A = 2(1 - %)F za 0<z<a  (55)

Primer a < x < je skiciran na desni sliki na 5.5. Tu smo dopustili x = a po dogovoru, da desni del
nosilca vsbuje prerez. Sedaj na odrezani desni del nosilca deluje sila obremenitve F. Ravnovesne
enacbe za ta del so tako:

V(z) =0, —A+F+Q(z)=0 in —aF —2Q(zx)+ M(z)=0.
Tako dobimo
V(z)=0, Q(w):A—F:—%F, M(:v):aF—&—x(A—F):a(l—%)F za a<x <l
(5.6)

Dobili smo potek notranjih koli¢in za cel nosilec. Kaj opazimo?

e Osna sila je po celi dolzini enaka ni¢. To je zato, ker obremenitev F' nima komponente v
smeri osi nosilca.

e Precna sila je odsekoma konstantna. Na intervalu od 0 < z < a ima vrednost leve podpore,
na a < x <[ pa nasprotno vrednost desne podpore. V tocki obremenitve ima skok velikosti
obremenitve. Ta lastnost velja v splosnem za to¢kovne obremenitve. V vsaki tocki tockovne
obremenitve ima precna sila skok v smeri in velikosti obremenitve. V tockah obremenitev je
precna sila zveza z desne.
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na levem krajis¢u nosilca je nasprotno enak momentu podpore, na desnem pa je enak mo-
mentu podpore. Ce je podpora ¢lenkasta je moment enak ni¢ in potemtakem je upogibni
moment v ¢lenkastih podporah na koncu nosilca enak ni¢. To velja za vse vrste podpor. V
primeru, Ce je nosilec prevesen, to pomeni, da ni podprt na krajiséu nosilca, ampak nekje
vmes, je upogibni moment na krajis¢u nosilca enak ni¢, razen v primeru, ¢e na koncu de-
luje zunanji navor. V primeru to¢kovno podprtega nosilca upogibni moment naraséa z x do
z = a, nato pa pada. Ce vstavimo 2 = a v enacbi za moment (5.5) in (5.6) dobimo obakrat
enako vrednost M(a) = a(1 — a/l)F. Upogibni moment to¢kovne obremenitve je torej zve-
zen. Upogibni moment je torej odsekoma linearen. Funkcija upogibnega momenta M (x), je
zvezna, ni pa odvedljiva v tockah obremenitve. Odsekoma linearen upogibni moment doseze
ekstremalne vrednosti v tockah obremenitve.

Slika 5.6 prikazuje grafa pre¢ne sile in upogibnega momenta za primer a = /4.
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Slika 5.6: Preéna sila in upogibni moment to¢kovne obremenitve pri a = /4. Slika je brezdimen-
zijska.

Poglejmo Se primer uporabe prerezne metode na linijsko obremenjenem nosilcu. Naj bo nosilec

konstantno obremenjen tako kot kaze leva slika v sliki 5.1, naj velja ¢(x) = qo. V primeru zvezne
linijske obremenitve lahko prerez naredimo kjerkoli neodvisno od polozajana na nosilcu. Tudi
sedaj je prvi korak dolocitev sil podpor. Linearni linijski obremenitvi je ekvipolentna tockovna
obremenitev, ki kaze navzdol, ima velikost F' = ¢l in ima prijemalisce pri a = %l. Potem je po
formuli (5.4) A =B = %F To sledi tudi iz simetrije naloge, podpori sta enako obremenjeni in
uravnovesSata obremenitev F'.

= x/2 =

Uy, T
Po ~ V(x)
quo Y Q)

Slika 5.7: Prerez linearno obremenjenega nosilca.

Izberimo 0 < x < I. Na del nosilca od 0 do = deluje sila podpore A, linijska obremenitev osna

in precna sila V() in Q(z) ter upogibni moment M (z), glej sliko 5.7. Ravnovesne enacbe so

V(z) =0, —A+zq + Q(z) =0, f%q0x2 —zQ(z) + M(z) =0.
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Resitev je

1
V) =0, Q) =a(zl-),  Mx)= el - ). (5.7)
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Slika 5.8: Prec¢na sila in upogibni moment za konstantno linijsko obremenitvijo. Slika je brezdi-
menzijska, abcisa je x/l, ordinata pa 1/qol oziroma 1/qgl?.

Na sliki 5.8 je upodobljena resitev (5.7). Resitev ima povsem drugacen znacaj kot pri tockovni
obremenitvi. Sedaj sta tako pre¢na sila in upogibni moment zvezni funkciji. Na levem krajisc¢u
ima pre¢na sila vrednost velikosti leve podpore, na desnem pa vrdnost nasprotno velikosti desne
podpore. To se ujema s primerom tockovne obremenitve. Potek pa je drugacen. Sedaj prec¢na
sila linearno pada od levega do desnega krajista. Upogibni moment je kvadratna funkcija, ki je
kjer je pre¢na sila enaka ni¢. To ni nakljucje, Videli bomo, da je vrednost precne sile enaka ni¢ v
tockah, kjer ima upogibni moment linijske obremenitve ekstramalen.

Konstantni linijski obremenitvi je ekvipolentna tockovna obremenitev s prijemaliséem na po-
lovici nosilca. Obremenitvi sta ekvipolenti, kar pomeni, da imata v statiki enak u¢inek. Vendar
ta enakovrednost ne velja za notranje kolicine. Potek precne sile in upogibnega momenta je za
tockovno obremenitvijo bistveno drugacen od ekvipolentne linijske obremenitvije, primerjaj sliki
5.6 in 5.8. Notranje koli¢ine torej presegajo okvir modela togega telesa. To nas ne sme presenetiti,
saj Ce se spomnemo, je enacba gibanja masnega sredisca togega telesa neodvisna od notranjih sil,
izrek o vrtilni koli¢ini pa od notranjih momentov. Enak zakljucek, da dve ekvipolentni obremeni-
tvi nimata enakih notranjih koli¢in velja tudi za pali¢je. Tam so sile palic notranje koli¢ine in so
odvisne od obremenitev v vozlis¢ih.

Poglejmo Se primer, ko je nosilec linearno obremenjen. Naj velja ¢(z) = goz, glej desno sliko
v sliki 5.6. Prvi korak je, kot Ze vemo, doloc¢itev sil podpor. Linearni linijski obremenitvi je

ekvipolentna tockovna obremenitev, ki kaze navzdol, ima velikost ' = %qol in ima prijemalisce pri
a= %l. Potem je po formuli (5.4) A = %F = %qol in B= %F = %qol.

Po

%XZ Qo Q(x)

Slika 5.9: Prerez linearno obremenjenega nosilca.

Izberimo 0 < z < I. Na del nosilca od 0 do x deluje sila podpore A, linijska obremenitev osna
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in precna sila V(z) in @(I) ter upogibni moment M (z), glej sliko 5.9. Ravnovesne enacbe so

V) =0, A+t Q) =0, —gaor® —2Q() + M(x) =0.
Resitev je
V@) =0, Q)= gwll-3@/1), M@= cwlr(l- @A) (53)

Resitev je upodobljena na sliki 5.10. Sedaj je pre¢na sila kvadratna funkcija, upogibni moment
pa kubi¢na. Ta lastnost, da je pri polinomski linijski obremenitvi stopnje n prec¢na sila polinom
stopnje n + 1, upogibni moment pa stopnje n + 2 velja vedno.
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Slika 5.10: Precna sila in upogibni moment za linearno linijsko obremenitvijo. Slika je brezdimen-
zijska, abcisa je x/l, ordinata pa 1/qol oziroma 1/qol?.

Dolocitev notranjih koli¢in nosilca je linearna naloga. To pomeni, ¢e je obremenitev nosilca
vsota dveh obremenitev, so potem notranje koli¢ine enake vsoti notranjih koli¢in posameznih obre-
menitev. Tako lahko iz obravnavanih primerov takoj sestavimo notranje koli¢ine za obremenitev
sestavljeno iz tockastih in linijskih obremenitev.

5.4 Diferencialna metoda

Ax
X X+AX
-t ‘:/ ‘-\ = —>p
V(x) V(x+AX) ’
Q(x+AXx)

Slika 5.11: Odsek nosilca med z in = + Azx.

7Z diferencialno metodo bomo izpeljali diferencialne zveze med notranjimi koli¢inami. Izberimo
x € (0,1) in Az > 0, tako da je z + Az € (0,1) in navidezno prerezimo nosilec pri z in « + Az, glej
sliko 5.11. Privzemimo, da je na intervalu od = do x + Ax linijska obremenitev f = pi’+ qE zZvezna
in da ima prijemaliS¢e na osi nosilca. Sile in momenti na odrezan del nosilca so prikazane na sliki

5.11.
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Ravnovesne enacbe za odrezani del nosilca med z in x + Az so

r+Ax
V(z+ Az) - V(z)+ / p(s)ds =0,

xT

r+Ax
Qe+ Ax) — Q(z) + / g(s)ds = 0,

z+Ax
M(x + Az) — M(z) — / (s —x)q(s)ds — AxQ(x + Az) = 0. (5.9)
T

Prva encba je ravnovesna enac¢ba v vodoravni smeri. Tu smo uposStevali, da je osna sila desnega
dela nosilca na odrezani nosilec v tocki x+ Az enaka V(x4 Ax), sila levega dela v 2 na odrezani del
pa —V(x). Gostota vodoravne komponente linijske sile je porazdeljena po dolzini od x do = + Ax.
Njena rezultanta je vsota vseh teh prispevkov. Ker gre za zvezno porazdelitev, se ta vsota izraza
z dolo¢enim integralom. Podobno velja za rezultanto v smeri osi k. Tretja enacba je ravnovesna
prispevata dela nosilca levo in desno od odrezanega dela nastopa Se navor precne sile na desnem

krajis¢u in navor precne linijske obremenitve. Ta navor je zapisan z integralom.

Sedaj delimo vse enacbe z Ax in pozenimo Az proti ni¢. Na ta na¢in bomo enacbe lokalizirali
in dobili iskane diferencialne zveze. Po definiciji je odvod limita diferen¢nega kvocienta. Nadalje
je po izreku o povprecni vrednosti

rz+Ax
Aim Ao / p(s) ds = p(x).

Tu se velja spomniti, da izrek o povprecni vrednosti velja, ¢e je funkcija pod integralskim znakom
zvezna. Tako dobimo iz prvih dveh enacb

T@=-pa), i L) =l (510)

Osna in pre¢na sila sta torej odvedljivi, njuna odvoda dolocata enacbi (5.10). Odvedljiva funkcija
je tudi zvezna. Potem lima,—0 Q(z + Az) = Q(z). 1z tretje enacbe v (5.9) potem dobimo

dMm

—(z) = Q). 5.11
(@)= QM) (5.11)
Tu smo upostevali, da je limita povprecna vrednost intgrala navora v (5.9) enaka ni¢. Enacbe
(5.10) in (5.11) so diferencialne enacbe notranjih koli¢in nosilca. Iz diferncialnega rac¢una je znano,
da ima funkcija f(z) v tocki x¢ lokalni maksimum/minimum, ée je v tej tocki odvod funkcije enak
ni¢ in je drugi odvod negativen/pozitiven. V nasem primeru to pomeni, da je upogibni moment
maksimalen/minimalen, ¢e je v tej tocki precna sila enaka ni¢ in je gostota linijske sile ¢ v tej tocki
pozitivna/negativna. Tu smo upostevali, da iz (5.10) in (5.11) sledi

d*M

— = —q(x).

e q(x)

Kako uporabimo diferencialno metodo, si oglejmo na primeru.

5.4.1 Linearna linijska obremenitev

Za primer uporabe diferencialne metode bomo resili Ze po prerezni metodi reSeno nalogo linearne
linijske obremenitve ¢(z) = goz/l na enostavno podprtemu nosilcu. Osna sila je enaka ni¢. Za
dolocitev precne sile resimo enacho

dQ T

ar = 4 =g
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2

VpraSajmo se, kaj moramo odvajati, da dobimo x. Odgovor je %x oziroma %x2 + (1, saj je odvod

konstante enak ni¢. Potem je resitev zgornje enacbe

Konstanto C; bi lahko doloé¢ili iz vrednosti pre¢ne sile na krajiscu. Vendar to ne bomo storili.
Doloéili jo bomo kasneje iz robnega pogoja na upgibni moment. Sedaj, ko je precna sila izra¢unana,
vstavimo to v enacbo (5.11). Tako dobimo

dﬂ( ) g0
az ¢ 2

Odvod monoma 2" je nz™~!. Potem je

qox®
Odvod izra¢unanega momenta potrdi pravilnost izratuna. Na vrsti je dolo¢itev konstant C in Cs.
Upostevajmo, da sta podpori ¢lenkasti. Potem je M(z =0) = M(xz =1) = 0. Iz enacbe M(0) =0
sledi takoj Co = 0. Izra¢unajmo se C;. Velja
qol?

0=M(l) =T+ Cil.

Potem je C7 = ¢ol/6. Iskani notranji koli¢ini sta potem

Qx) = %Ol (1-3(z/1)*) in M(z)= q%la: (1—(z/1)%).
Dobili smo enako resitev kot pri prerezni metodi (5.8). Pot po diferencialni metodi je elegantnejsa,
je pa zato matemati¢no zahtevnejsa, saj je pri njej potrebno resiti diferencialne enacbe. Poleg tega
lahko prerezno metodo uporabimo vedno, diferencialno metodo pa samo, ¢e je linijska obremenitev
zvezna. V kratkem pa bomo prednosti obeh metod zdruzili in tako dobili metodo, ki jo lahko vedno
uporabimo. Se prej pa poglejmo primer konzolno vpetega nosilca.

5.4.2 Konzolno vpeti nosilec

Slika 5.12: Enakomerno obremenjen konzolni nosilec.

Konzolno vpeti nosilec je enakomerno linijsko obremenjen g(x) = qo, glej sliko 5.12. Zanima
nas potek precne sile in upogibnega momenta. ReSitev enaébe % = —qo je Q(z) = —qozx + C4.
Potem je % = —qox + C; in M(z) = —%quQ + Ci1z + Cy. Na vrsti je doloc¢itev konstant Cy
in C. Za dolocitev konstant moramo poznati vrednosti precne sile ali upogibnega momenta na
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krajiséu precna sﬂa in upogibni moment oba enaka ni¢. Velja torej Q(w =)= 0 in M(z=1)=0.
Tako imamo dve enacbi za dve neznani konstanti. Iz enacbe Q(x = 1) = 0 takoj dobimo C; = gol.
Potem je M(z) = —4qox? + qolz + Cy in ker je M(z =1) =0, je Co = —1¢ol?. Tako smo dobili

Qx)=q(l—2x) in M(z)= —%qol2 (1- alc/l)2 . (5.12)

Sedaj ko poznamo precno silo in upogibni moment lahko tudi zapiSsemo sile in navor v konzolni
podpori. Vodoravna komponenta sile konzolnega vpetja A; je o¢itno enaka ni¢, saj na nosilec
ne deluje obremenitev v vodoravni smeri. Vertikalna komponenta As je enaka precni sili pri
x = 0, torej As = qol. Iz ravnovesja momenta pri x — 0 pa sledi, da je navor N podpore
nasprotno enak upogibnemu momentu M (z = 0), saj mora biti njuna vsota enaka ni¢. Tako smo
dobili N = —7qol2 Silo in navor konzolnega vpetja bi lahko izrac¢unali seveda tudi direktno, z
upostevanjem ravnovensnih enacb za nosilec.

V resitev (5.12) opazimo, da je upogibni moment vseskozi negativen. Po drugi strani pa je
upogibni moment vseskozi pozitiven v (5.7) in (5.8). Zakaj? Odgovor je v upogibu, ¢e nosilec ni
tog, ga obremenitev upogne. Ce je tendenca upogiba navzdol, je upogibni moment pozitiven, ée
je tendenca upogiba navzgor, je upogibni moment negativen. Pogostokrat lahko tendenco upogiba
predvidimo iz obremenitve nosilca, tako da je to kontrola ali je izra¢unani upogibni moment v
pravi smeri.

5.4.3 Robni pogoji

Konstante pri diferencialni metodi smo doloé¢ili z robnimi pogoji na pre¢no silo ali upogibni moment.
Velja naslednje:

e Na prostem koncu nosilca, torej ¢e nosilec na koncu ni obremenjen, niti podprt, je tam
upogibni moment enak ni¢, ni¢ pa sta tudi osna in pre¢na sila.

e Ce je desni konec nosilca pri z = [ obremenjen s silo v smeri pravokotno na nosilec, je preéna
sila enaka sili obremenitve, ¢e pa je obremenjen levi konec, je precna sila enaka nasprotni sili
obremenitve. To ze poznamo iz naloge enostavno podprtega nosilca. Cej Je sila leve podpore
A = —Ak in desne B = —BE, je §(0) = —A = Ak in §(I) = B = —Bk. Enako velja tudi
za osno silo in upogibni moment. Obremenitev nosilca na koncu z upogibnim momenti smo
spoznali pri konzolnem nosilcu.

5.5 Prevesni nosilec

i%
YYYVYVY YYYVYVYVY Y\

Slika 5.13: Enakomerno obremenjen prevesni nosilec.
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Prevesni nosilec, glej sliko 5.13, je enakomeno obremenjen. Sedaj diferencialne metode ne
moremo direktno uporabiti, saj je nosilec v desni podpori B tockovno podprt s silo podpore.
Nalogo bomo resili s kombinacijo obeh metod. Prvo dolo¢imo sile podpor. Enakomerna linijska
obremenitev je ekvipolentna tockovni obremenitvi F' = ¢gl s prijemalis¢éem na polovici dolzine
nosilca [/2. Potem iz ravnovesja momenta s polom v desni podpori B sledi (a —/2)F = aA in

1
A= (1-1/(20)F =gy — 5 -aol*

Ravnovesna enacba s polom v A je aB = [F/2 in

1
B=—ql>
2@%

Linijska obremenitev na intervalu (0, a) je enakomerna. Zato lahko na tem intervalu uporabimo
enakost % = —qp. Potem je Q(x) = —qgoz + C;. Ker je Q(0) = A, je C; = A in tako

!
Q(z) = lqo <1 - 2a> —qz za 0<z<a. (5.13)

V z = a deluje sila podpore B, zato ima precna sila v tej tocki skok velikosti podpore, Q(a) =
Q(a—) — B = Q(a—)k + Bk. Tu smo z Q(a—) zapisali levo limto  — a in uporabili formulo za
obremenitev z leve strani. Potem je

Qe =a) = Q(a—) + B =l <1 - 21) ~ o+ eaol® = ol — ).

Za x € (a,l) je nosilec ponovno samo linijsko obremenjen. Velja torej % = —qo. Potem je

Q(z) = —qox + C3. Konstanto Cy lahko dolo¢imo na dva nacina, veljati mora Q(a) = Q(a+) in
Q(l) = 0. Prva enacba pravi, da je precna sila v x = a enaka desni limiti lim, .4 Q(x). Z drugimi
besedami, pre¢na sila je zvezna z desne. Eno enakost bomo uporabili za izracun konstante, drugo
pa za kontrolo. Zapisimo

Qa) = Qla+) = qo(l — a) = —goa + Cy = Ca = qol
in tako

Q(x) =lqo (1 - %) za a<x<lI. (5.14)

Iz (5.14) vidimo, da je velja tudi Q(x =) = 0 saj je desni konec nosilca prost.

Na vrsti je izracun upogibnega momenta. Tu uporabimo formulo %‘f = (). Tako dobimo

l 1
M:lq0<1—>x—q0x2+03, za 0<zx<a

2a 2
22
M =lqo <x—2l)+C’4, za 0<ux<a. (5.15)
Pri izra¢unu smo upostevali ze zapisano formulo, da je (f—z%xQ =2 in % = 1. Konstanti C3 in
C4 dolo¢imo iz robnih pogojev. Leva podpora je ¢lenkasta, zato M (z = 0) = 0, desno krajisce
je prosto, M(x = 1) = 0. Potem C5 = 0 in Cy = —%QOZQ. Upogibni moment je pri tockasti

obremenitvi zvezen. Preverimo enakost M(a—) = M(a+). Res, ¢e vstavimo x = a v (5.15),
obakrat dobimo )
M(a-) = Mat) = ~Lao(l — )

Grafa precne sile in upogibnega momenta sta prikazanana sliki 5.13.
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Slika 5.14: Pre¢na sila in upogibni moment za prevesni nosilec s konstantno linijsko obremenitvijo.
Slika je brezdimenzijska, a/l = 3/4, abcisa je x/l, ordinata pa 1/qol oziroma 1/qol?.

5.6 Vprasanja in naloge

5.6.1 Vprasanja

1.
2.

Izracunaj rezultanti konstantne in linearne obremenitve z integralom (5.1).

Za konstantno in linearno obremenitev preveri, da se izracunane vrednosti ujemajo z inte-
gralom (5.3).

Doloci potek osne sile za tockovno obremenjen nosilec z obremenitvijo, ki ima nenicelno
komponento smeri nosilca.

Izra¢unaj maksimalno vredost upogibnega momenta za konstantno linijsko obremenitvijo in
jo primerjaj z maksimalno vrednostjo upogibnega momenta ekvipolentne tockovne obreme-
nitve.

Zapisi notranje koli¢ine enostavno podprtega nosilca, ki je obremenjen to¢kovno in z kon-
stantno linijsko obremenitvijo.

Doloci potek notranjih koli¢in enakomerno obremenjenega konzolnega nosilca s prerezno me-
todo.

5.6.2 Naloge

1.

Enostavno podprti nosilec dolzine [ je vertikalno tockovno obremenjen v tockah a;, i =
1,...,n s silami F;.

(a) Doloéci potek precne sile.

(b) Dolo¢i potek upogibnega momenta.

(c) Skiciraj poteka za primer n = 3, l = 4m, a; = 1m, ay = 2m, a3 = 3m, F, = Fik,
F, = 1kN, F, = 1/2kN, Fy = 1kN.

Resitev: Nalogo resimo v treh korakih. Prvo dolo¢imo sile podpor, nato potek precne sile
in na koncu 8e potek upogibnega momenta.
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(a) Podporo v levem krajiséu oznacimo

z A, v desnem z B. Dolo¢imo jih ’/ . i . y

iz enacbe ravnovesja navorov. Velja
Z?:l aiFi = lB n Z?:l(l—ai)Fi =
[A. Tako dobimo:

1 n 1.0p
A= IZ(Z—G@)FZ‘, 05k
i=1
1 1 2 3 4
B = z ZGZFZ -05F
=t -1.0f
V konkretnem primeru je A = B = '

5/4kN.
Brezdimenzijski potek precne sile.

(b) Za enostavno podprti nosilec vemo,
da je precna sila Q) v levem krajiséu 156
enaka sili podpore A, v desnem pa
—B. Nadalje je pre¢na sila odse-
koma konstantna s skoki v tockah
obremenitve, ki so enaki obremeni-
tvam. 0.5
Upogibni moment M je pri eno-

1.01

enak ni¢, med to¢kami obremeni- 1 2 3 4
tve pa poteka linearno. Iz enacbe
% = @ sledi, da je strmina enaka
vrednosti precne sile.

Brezdimenzijski potek upogibnega momenta.

V konkretnem primeru je maksimalen upogibni moment pri x = 2m z vrednostjo

Mmaz - Qlal + QQ(GQ — al) = 3/2 kNm.

2. Previsni nosilec dolzine [ je podprt na levem krajis¢u in v oddaljenosti d od levega krajisca.
Nosilec je tockovno obremenjen v tockah a;, i = 1,...,n s silami F;.
(a) Doloéi potek precne sile.
(b) Dolo¢i potek upogibnega momenta.

(c) Skiciraj poteka za primer n = 3, ] = 6m, d = 4m, a; = 1m, ag = 2m, a3 = 6m,
F, = FiE, Fy = 1kN, F, = 1/2kN, F; = 1kN.

Resitev: Nalogo resimo v treh korakih. Prvo dolo¢imo sile podpor, nato potek precne sile
in na koncu 8e potek upogibnega momenta.
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(a) Podporo v levem krajiséu oznacimo
z A, v desnem z B. Dolo¢imo jih 2 l ; - l

iz enacbe ravnovesja navorov. Ve-
. n . n
lja > a;F; = dB in ), ,(d —

a;)F; = dA. Tako dobimo: 1.0f
1 0.5F——
A== (d — a)FZ
d “
i=1 \ \ \ \ \ \
1 2 3 4 5 6
IS -05} —
1=1
-1.0}
V konkretnem primeru je A =
1/2kN, B = 2kN. Brezdimenzijski potek precne sile.
(b) Za previsni nosilec vemo, da je
precna sila @) v levem krajis¢u enaka 056
sili podpore A, nato pa ima v
vsaki tocki obremenitve skok, ki je 1
enak obremenitvi. Tu moramo kot —05F

tockovno obremenitev upostevati
tudi desno podporo, kjer ima precna
sila skok podpore. -15}

enak ni¢, med tockami obremeni- -0

tve pa poteka linearno. Iz enacbe

% = @ sledi, da je strmina enaka

vrednosti pre¢ne sile. Brezdimenzijski potek upogibnega momenta.

V konkretnem primeru je ekstremalni upogibni moment v desni podpori z = 4m z
vrednostjo

Mmaz = Q101 + Q2(a2 — a1) + Q3(as — az) = —4kNm.

3. Enostavno podprti nosilec dolzine I = 4 m, ki je obremenjen s konstantno linijsko obremenitev
z gostoto ¢o = 1/2N/m je tockovno obremenjen v tocki a; = 1m z vertikalno silo navzdol
Fy = 1kN.

(a) Doloci potek precne sile in upogibnega momenta.

(b) Izracunaj sile podpor.

Resitev: Nalogo bomo resevali v brezdimenzijski obliki. Konéne vrednosti bomo pomnozili
z ustreznimi dimenzijami.
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(a) Nosilec razdelimo v dve polji 0 <
z < 1inl < x < 4. Precno silo
in upogibni moment na prvem polju
ozna¢imo z ()1 in M7, na drugem pa

z @2 in Ms. Na obeh poljih je linij-
ska obremenitev zvezna, zato velja
zveza d@Q)/dx = —q na vsakem polju
posebej. Potem 1'5\
1.0
1 1
Q1= —§x+01, Q2 = —§$+02 0.5¢
>~ ‘
. 1 3 4
n -05}
1, -1.0f
M, :—Zl‘ +01{L‘—|—Cg7

L o
M, = _Zm +Caz + (. Brezdimenzijski potek precne sile.

Konstante C;, Cs, C3 in C4
dolo¢imo iz pogojev, da ima pretna
sila v tocki obremenitve skok enak
obremenitvi in pogojev, da sta 10l

1.5¢

ment enak ni¢. Upostevamo Se dej-
stvo, da je upogibni moment zvezen
v tocki obremenitve. Tako dobimo

Qi(1) —1=Qa(1), M(0) =0, 1 . 3 .
(1) (1) (0) Brezdimenzijski potek upogibnega momenta.

0.5r

My(4) =0, Mi(1) = My(1).
Iz enacb sledi

1
Ci—1=0Cy C3=0, 0=—-44+4C5+ Cy4, —Z+C1+C3=—4+4CQ+C4.

Resitev je
C *z C. *é C3=0, Cy=1
1*43 2*47 3—Y 4 — 1.
in tako
1 7 1 3 1 7 1 3
= — — — = — — — M = —— 2 — = — — 2 — ]_.
Q1 5%+ 1 Q2 5T+ 1 2T Q2 AR Ci

(b) Dolo¢imo e sile podpor. Ker je nosilec enostavno podprt, je sila sila leve podpore enaka
enaka precni sili v levi podpori, sila desne podpore pa je nasprotno enaka precni sili.
Velja torej

7 3 5
A =Q:1(0) = Cy = kN, B=-Qy(l)=2—--=-kN.
4 4 4
Upogibni moment je maksimalen v temenu parabole Ms. Teme je v tocki, ko je Qa(x) =
—%x + % =0, torej pri z = 3/2. Vrednost momenta v tej tocki je
25

Mpnaz = EkNm.
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4. Enostavno podprti nosilec dolzine ! = 1m je obremenjen na delu od a = 1/2m do [ s
konstantno linijsko obremenitev z gostoto ¢o = 1 N/m, glej skico.

(a) Izrac¢unaj sile podpor.

(b) Doloéi potek precne sile in upogibnega momenta.

Resitev: Nalogo bomo reSevali v brezdimenzijski obliki za podatke I, a in qq.
(a) Zaizracun sli podpor smemo linijsko

obremenitev zamenjati z njeno ekvi- [
polentno tockovno silo, ki ima pri- a
jemalisée v I — a/2, velkost agp in
smer navpi¢no navzdol. Momentna i
enacba s polom v levem krajiséu A 7
je (I —a/2)agy = IB. Potem je sila \ .
desne podpore B = (1 — a/2l)agy v W W%W

smeri navpi¢no navzgor. Momentna

A

enacba s polom v B je a®qy/2 = lA. o1t
Sila leve podpore je A = a?qq/2l. 5 - 2 - .
(b) Nosilec sedaj razdelimo v dve polji ol '

0<z<l-ainl—a <z <I. Pretno
silo in upogibni moment na prvem -0.2p
polju ozna¢imo s @1 in M;, na dru-
gem pa s Q2 in My. Na obeh poljih
je linijska obremenitev zvezna, zato -0.4*~
velja zveza d@Q/dr = —q na vsakem
polju posebej. Potem

-0.31

Brezdimenzijski potek prec¢ne sile.

a*qo
Ql = A= 7’ Q2 = —qO.I‘+01. 0.07¢
0.06F
Tu smo upostevali, da je pre¢na sila 0.05f
(1 konstantna in enaka sili podpore 0.04F
A. Konstanto C; dolo¢imo iz po- 0.030
goja, da je Q2(l) = —B. Tako do- 0.02t
bimo enacbo 001F
—qol +C, = — (1 _ ﬁ) ago. 0.2 0.4 06 0.8 1.0
2l Brezdimenzijski potek upogibnega momenta.
Resitev je
a 1
Ci=—|1—-=—-
== (15 5) om
in tako

Ce vsatvimo v Qs koordinato # = [ — a , dobimo

a*qo
Q2(l —a) = o1

Vidimo, da je pre¢na sila zvezna. Dolo¢imo sedaj upogibni moment. Iz enacbe % =Q
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dobimo

a2m
My (z) = 21% O

a

My(z) = (—1 + 5

l 1
+ ) axqo — g0 + Cs.

a 2
Konstanti Co in C5 dolo¢imo iz pogoja, da je M;i(x = 0) = 0 in Mz(x =1) = 0. Druga
moznost za doloCitev konstant je, da upoStevamo en robni pogoj in zveznost upogibnega
momenta. Konstanta C5 je oitno enaka ni¢. Iz pogoja Msy(x = 1) = 0 sledi enacba

B a 1 1o, 1 9
C’3<121a>alqo+21 qo = 2(l a) q0-

Potem je

1 a 1 1
My(z) = —5352(10 + <—1 tot a) arqo — 5(1 - a)%qo.

Preverimo $e, da je Mi(l —a) = Ma(l — a),
1 9 a 1 1 9
Ms(l—a) ——§(l—a) q0 + (—1+2l+a> (l—a)aqo—i(l—a) q0

201 _
=—(—a)q+(1—a)’qp+ %

a®(l — a)qo
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Poglavje 6

Osna deformacija in napetost

6.1 Osna deformacija

S tem poglavjem bomo zapustili model togega telesa. Z modelom togega telesa smo uspeli resiti
marsikatero nalogo iz tehniske mehanike. Spoznali pa smo tudi njene meje, ko smo naleteli na
statitno nedolocljive naloge. V nadaljevanju obravnavano telo ve¢ ne bo togo. To pomeni, da se
zaradi delovanja sil na telo razdalje med tockami telesa spremenijo. Pravimo, da se telo deformira.
Vejo mehanike, ki dopusca deformacije teles in proucuje zvezo med deformacijo in delujo¢imi silami
imenujemo trdnost.

NajenostavnejSa deformacija je osna oziroma enoosna deformacija, ki dopuséa spremembe dolzin
samo v eni smeri. Tipi¢ni primer za enoosno deformacijo je razteg ali skréitev palice, ki ima
konstantno ali spreminjajoco se debelino. V povezavi s tem primerom bomo zato splosno obravnavo
enoosne deformacijo slikovno praviloma prikazali kot deformacijo palice.

Osnovne pojme deformacije bomo vpeljali za splosno deformacijo in jih nato poenostavili na
primer enooosne deformacije. Ce Zelimo opisati deformacijo telesa, moramo telo poznati v vsaj
dveh polozajih, saj lahko le na ta na¢in ugotovimo, da je prislo do sprememb dolzin. Pri statiki
deformabilnih teles se bomo omejili na dva polozaja. Prvemu bomo rekli referenéni oziroma nede-
formirani polozaj, drugemu pa prostorski oziroma deformirani polozaj. Oba plozaja se nanasata na
isto telo. Da ju bomo locili, bomo uporabljali za nedeformiran polozaj velike ¢rke, za deformiran pa
male. Ce je B telo, bomo referenéni polozaj oznacevali z B, prostorski pa z b. Tocko referenénega
polozaja s P, tocko prostorskega s p. Koordinata referenénega polozaja je X = (X,Y, Z), prostor-
skega pa x = (z,y, z). Deformacija je pravzaprav preslikava p = p(P), ki referencni polozaj preslika
v prostorski. Dve razlicni tocki referenéneg polozaja se preslikata v dve razli¢ni tocki prostorskega
polozaja. To pomeni, da je deformacija injektivna preslikava. Ker je prostorski polozaj slika
referencnega polozaja, je deformacija tudi surjektivna. Deformacija je tako bijektivna preslikava.

Slika 6.1 prikazuje osno deformacijo palice B. Zgornji polozaj je referen¢ni polozaj. Palica je
v tem polozaju ozancena z B. Oznaceni sta tudi dve toc¢ki P; in P,. Njuni referen¢ni koordinati
sta X; in Xs. Prostorski polozaj deformirane palice B je ozancen z b. Tu smo zaradi nazornosti
plozaj b narisali pod referenénim polozajem tako, da se B in b ne sekata. To lahko vedno storimo,
saj bomo kmalu videli, da togi pomik nima vpliva na deformacijo. Pri deformaciji se tocka P; s
koordinato X; preslika v tocko p; s koordinato x;. To preslikavo lahko zapisemo v koordinatno
neodvisni obliki p; = p(P1), ali v koordinatnem zapisu x; = x(Xj) oziroma z1 = z(X1, Y1, Z1),
y1 =y(X1,Y1,21) in 2y = 2(X1, Y1, Z4).

Deformacijo pogostokrat opisemo s funkcijo pomika U(X) = (ug, uy, u,) tako, da velja

x(X) = X + U(X).
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P1=P(X1) P2=P(X3)

P1=p(x1) P2=p(x2)

\/
x

Slika 6.1: Enoosna deformacija.

Funkcijo pomika smo zapisali z velikimi ¢rkami, ker je ta funkcija definirana na referen¢nem
polozaju. Pripadajoci nekoodinatni zapis je

p=P+U(P)
oziroma L
7=R+ U(R),

kjer sta Rin 7 krajevna vektorja do P in p. S togim pomikom lahko vedno dosezemo, da ima
deformacijo negibno tocko. To pomeni da obstaja tocka Py, ki se pri deformaciji preslika samo
vase, p(Py) = Py. Izhodisée koordinatnega sistema potem praviloma postavimo v to negibno tocko.

Deformacij je enoosna, ¢e obstaja tak koordinatni sistem, da se pri deformaciji spremeni samo
ena koordinata v odvisnosti samo od te koordinate. Naj bo ta koordinata x. Potem je

z=z(X), y=Y in z=72.
Pripadajoca funkcija pomika pa je
U1 = Ul(l'l), U2 = U3 =0. (61)

Ker je samo ena komponenta nenicelna, jo bomo pisali brez indeksa, U = U;. Enoosno defor-
macijo bomo praviloma opisali s koordinatnim zapisom, saj smer deformacije na naravni nacin
dolo¢a koordinatno os s katero deformacijo koordinatno opisemo. Koordinatna os je seveda v
smeri deformacije.

6.1.1 Mere deformacije

Toga preslikava ohranja razdaljo med tockami, deformacija pa v sploSnem ni toga, zato razdalja med
dvema tockama v referené¢nem polozaju ni enaka razdalji med tema dvema totkama v prostorskem
polozaju. Sprememba razdalje dolota mero deformacije. Spoznali bomo tri mere deformacij,
relativna sprememba dolzin, Cauchyjeva mera in logaritemska mera.

Zacnimo z relativno spremembo dolzin

Ip1p2| — |P1Pa|  |pip2]
= P.P) = = —
€1 61( 1 2) |P1P2| |P1P2|

(6.2)

Tu smo s | Py P| zapisali razdaljo med tockama P; in P, in podobno s |pips| zapisali razdaljo
med tockama p; in pe. Absolutna razlika dolzin ni dobra mera, saj je njuna razlika lahko pri
mali deformaciji velika, Ge sta tocki zelo oddaljeni. Ce je deformacija toga, pravimo, da ni prava
deformacija, ker ohranja dolzine, je €1 (P, P») = 0 za poljubni par tock P; in P5. To je lastnost,
ki jo zahtevamo od vsake mere. Ce je ¢, > 0 oziroma €; < 0 za vsak par tock P, in Py, je
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deformacija razteg oziroma skréitev. Ce je ey (Pr, Py) > 0(< 0) za vsak P, v okolici P;, pravimo,
da je deformacija lokalni razteg(skréitev).

Naslednja mera deformacije je Cauchyjeva mera definirana z

_ [pipa| — [P P _ ( [p1p2| >2 1
|PLPy[* | PP

€2 = €2(P1, P») (6.3)

Cauchyeva mera meri relativno spremembo kvadratov razdalj. Njena prednost je v tem, da jo lazje
izrac¢unamo, saj v njej z razliko od relativne spremembe ni potrebno koreniti. Tudi Cauchyjeva
mera je prava mere deformacije, saj je e2(Py, P2) = 0 za vsak par tock P; in P, natanko tedaj, ko
je deformacija toga.

Logaritemska mera je dana z

\p1p2|
|PL P

€= E(Pl, PQ) = log (64)
Je prava mera, je pa tezje izracunljiva, saj zahteva logaritmiranje. Isti deformaciji razlicne mere
priredijo razli¢no vrednost. Ujemajo se samo pri nepravi, torej togi deformaciji, kjer so vse tri enake
ni¢. Vse mere deformacije so brezdimenzijske, torej nimajo enote in so samo Stevila. Pogostokrat
deformacijo izrazimo v procentih. Tako naprimer deformaciji € = 0.5 pravimo 50% deformacija.

Za primer izracunajmo enoosno deformacijo tanke palice. Deformacija naj bo v smeri palice.
Potem ocitno deformacija preslika tanko palico v tanko palico. Pravimo, da je enoosna deformacija
enakomerna, ¢e je |p1pa| = k |P1Ps|, k > 0 za poljubni par tock Py, P» referen¢nega polozaja, ki se
preslikata v p; in ps. Iz definicij mer deformacij sledi, da je

aa=k—1, € =k?—1, e =logk. (6.5)

Enakomerno deformacijo ozke palice pogostokrat opisemo s spremembo celotne dolzine palice.
Zacetno dolzino ozna¢imo z [, konéno pa z [ + Al. Potem je

Al 14+ AN AL + (Al)? Al

Ce je deformacija majhna, torej ¢e je |e;| majhna kolicina, sledi iz (6.6), da je

€y 261 € €. (67)
Druga enakost sledi iz lastnosti logaritma log(1 + x) ~ z za |z| << 1. Tu zapis |z| << 1 pomeni,
da je |z| bistveno manjsi od 1.

Opisimo Se enakomerno deformacijo s funkcijo pomika. Izberimo dve tocki P, in P, v refe-
ren¢nem polozaju. Njuni koordinati oznac¢imo z X7 in X3, kjer je X koordinata v smeri palce.
Privzemimo, da je X5 > X;. Ker je palica tanka, je |P1Ps| = Xo — X;. Tocki P, in P se
deformirata v py in po, ki jima pripadata koordinati 1 in x2. Sedaj velja |p1pa| = x2 — 27 ali

|p1p2| = x1 — x2. Privzemimo, da velja prva moznost. Druga moznost poleg deformacije 3e zasuka
palico za kot w. Za koordinati z; velja

l‘Z:Xl—‘rU(Xz), 1=1,2.

Potem je
$2—$1:X2+U(X2)—X1—U(X1). (68)

Upostevajmo, da je enoosna deformacija enakomerna. Potem je 2o — z1 = |pip2| = k|P1Ps| =
k(X2 — X1). Iz enacbe (6.8) po krajsem rac¢unu sledi

U(XQ) — U(Xl) = (k — 1)(X2 — Xl)
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Za negibno tocko deformacije je X; = 0 je U(0) = 0. PiSimo X namesto X,. Potem za enakomerno
enoosno deformacijo velja

UX)=(k-1)X.
Enakomerna enoosna deformacija je za k > 1 enakomerni razteg in enakomerna skréitev za 0 <
k < 1. Vrednost k£ = 0 ni dopustna, saj se pri tej vrednsoti vsa palica skréi v eno tocko.

6.1.2 Aditivnost deformacije

Z naslednjim primerom bomo pokazali pomembnost logaritemske mere. Zamislimo si dve defor-
maciji, prva deformacija preslika B v b, druga pa b v ', oziroma prva tocko P v p, druga pa tocko
pv p'. Z e oznac¢imo prvo mero deformacije, z €] pa drugo. Drugi deformaciji sluzi b za referenéni
polozaj, b’ pa za prostorski. Oznaé¢imo Se z 1, mero deformacije, ki deformira B neposredno v b'.
Deformacija iz B v b’ je vsota deformacije iz B v b in iz b v I’. Na b lahko gledamo kot na vmesni
polozaj. Pricakujemo, da velja

m =€+ €. (6.9)

Pokazimo na primeru, da to v splo§nem ni res.

B |

b |

b'

Slika 6.2: Aditivnost mere.

Palico z referen¢nim polozajem B v prvi deformaciji raztegnemo enakomerno na dvojno dolzino.
Njen prostorski polozaj oznacimo z b, glej sliko 6.2. Nato palico enakmerno skréimo na polovi¢no
razdaljo. Njen konéni polozaj oznacimo z b’. O¢itno je b = b’ in zato je mera deformacije iz b v V/
enaka ni¢. Poglejmo ali je ni¢ tudi vsota mer deformacij. Koeficient raztega prve deformacije je
k =2, druge pa k' = 1/2. Potem je po (6.5)

aate=02-1)+(1/2-1)=1/2,
eoten=(4—1)+(1/4—1)=9/4,
€+ € =log(2) +log(1/2) =1log2 —log2 = 0. (6.10)

Vidimo, da samo za logaritemsko mero velja (6.9). To velja splosno, logaritemska mera je aditivna,
ostali dve pa nista.

6.1.3 Lokalizacija mere deformacije

Mero deformacije smo definirali s spremembo razdalj za poljubni par tock. Praviloma je vzrok
deformacije lokalen, zato je predvsem pomembna deformacija para tock, ki sta si blizu. Izberimo
toctko P = P; in se omejimo samo na tiste tocke P, ki so infinitezimalno, torej poljubno, blizu
tocki P. Tej omejitvi pravimo lokalizacija mere deformacije. Po lokalizacije deformacije postane
mera deformacije funkcija polozaja P.

Ce ima tocka P koordinato X, imajo infinitezimalno bliznje tocke koordinate X + dX = (X +
dX,Y +dY,Z + dZ). Potem je |PP,| = |dX|. Tocka P se pri enoosni deformaciji preslika v tocko
p, ki ima koordinate x = X 4+ U(X) oziroma

x = (z,y,2) = (X +U(X),Y, Z)).
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Tu smo upostevali, da za enoosno deformacijo velja (6.1). Tocka P» s koordinato X+dX se preslika
v tocko po, ki ima koordinato

X=X +dX+UX+dX)=(X+U(X +dX)+dX,Y +dY,Z +d2).
Potem je

lpp2| = [x2 — x| = [U(X + dX) — U(X) + dX|
= |(dX + U(X + dX) — U(X),dY,dZ)]|. (6.11)

Upostevajmo, da za infinitezimalni d X velja

U(X +dX) - U(X) = S (X)dX.

U
lppa| = ‘((dX + 1) dXx,dy, dZ)

Pri enoosni deformaciji nas predvsem zanima sprememba dolzin v smeri deformacije. Tocki P in
P + dP sta v smeri deformacije, ¢e je dY = dZ = 0. Iz (6.12) potem sledi

Potem iz (6.11) sledi
. (6.12)

dU .
|pp2|=‘(dX+1)dX‘ in |PP|=|dX].

Po definiciji mere je tako
_ pp1|
|PPy

_ |pp1| ? _ dUu 2
62—(|PP1 1= dX+1 1. (6.14)

Pri velikih deformacijah izraza ne moremo poenostaviti. Privzemimo sedaj, da je deformacija
majhna, tocneje, da je

dU

in

dU
— 1. 1
’dX << (6.15)

Potem iz (6.13) sledi, tu je dovolj predpostaviti ’%‘ <1, da je

dU
= —. 6.16
€@ =1x (6.16)
Nadalje iz (6.14) sledi
dU\? AU _ _dU
Podobno lahko pokazemo, da je € =~ g—% = €. Zveza (6.7) torej ne velja samo za enakomerno

deformacijo temve¢ za vsako majhno deformacijo. Lokalizirani meri deformacije za katero velja
(6.15) pravimo infinitezimalna deformacija. Za infinitezimalno deformacijo je torej

€2 = 2¢q, €= ¢€1. (6.18)

Iz (6.16) vidimo, da je infinitezimalna deformacija linearna funkcija pomika, dvakrat vecji pomik
ima dvakrat vec¢jo deformacijo. Deformacija vsote dveh pomikov je enaka vsoti deformacij posa-
meznik pomikov. Kako se mera deformacije izraza s pomikom v sploSnem primeru, ko deformacija
ni enoosna, bomo spoznali pri obravnavi prostorske deformacije.
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> a(x)

Y

Slika 6.3: Enoosna napetost.

6.2 Osna napetost

Vprasajmo se, kaj povzroci osno deformacijo. Odgovor je osna napetost. Za¢nimo s primerom na
sliki 6.3. Telo vlecemo narazen, levo s silo fF desno s F. Postavimo koordinatno os z v smeri
sile F. Bazni vektor v smeri osi 2 ozna¢imo z 7. Telo navidezno prerezemo pri koordinati x z
ravnino, ki ima normalo v smeri sile F. Smer sile je torej pravokotna na ravnino. Desni del telesa
deluje na levi del telesa preko preseka A(x) s povrsinsko silo. Dovolj dale¢ od prijemalis¢ sil je
dominantni del gostote povrsinske sile v smeri Fin je po preseku A(z) konstanten. Oznacimo to
gostoto povrsinske sile z o(x)7. Levi del telesa je v ravnovesju. Velja ravnovesna enacba

—F 4 o(2)A(z)7= 0.
Tu smo z A(x) zapisali povrsino preseka. Upostevajmo, da je F = F7. Tako dobimo

o(x) = F/A(x).

Gostoto sile o imenujemo napetost. Ce zelimo poudariti, da jo dobimo iz enoosne obremenitve, ji
pravimo tudi enoosna napetost. Normala na ravnino preseka je 7 = 7’ in kaze v smer tistega dela
telesa, ki z ene strani preseka deluje na drugo stran preseka. Na sliki 6.3 kaze v desno, ker desni
del deluje na levi del. Vektor napetosti je ofi. Pravimo, da je napetost natezna, ¢e je 0 > 0 in da
je tlacna, ¢e je 0 < 0. Na sliki 6.3 je napetost natezna. Tla¢no napetost bi dobili, ¢e bi na palico
delovala sila nasprotna sili na sliki.

Enoosna napetost je najenostavnejSe napetostno stanje v telesu. Pri neenoosnih obremeni-
tvah gostota povrsSinske sile ni enoosna. Kako je v tem primeru, bomo spoznali pri obravnavi
napetostnega tenzorja.

Poglejmo $e enoto napetosti. Po definiciji je enota napetosti [¢] = N/m? = Pa. Tu je Pa
okrajsava za Pascal. Napetost en Newton na kvadratni meter je za tehnisko mehaniko zelo majhna
vrednost. Ve¢inoma v tehniski mehaniki uporabljamo enoti MPa(mega Pascal) in GPa(giga Pa-
scal), to je 10°Pa in 10Pa.

6.3 Konstitutivna zveza med deformacijo in napetostjo

Enoosno napetost in deformacijo povezuje konstitutivni zakon, ki deformaciji priredi napetost.
Vzemimo palico s konstantnim presekom Ag in jo obremenimo levo, desno v njeni smeri s silo
—F in F. Obremenitev v palici povzro¢i enoosno napetostno stanje z napetostjo o. Ker ima
palica konstantni presek, je napetost o = F/Aj konstantna v obmocju, ki je dovolj dale¢ od
pritrdisé, kjer prijemata sili —Fin F. Napetosti F/Ay pravimo inZenirska napetost. Ozna¢imo
dolzino tega odseka z [. Pri natezni sili se palica raztegne, pri tla¢ni sili pa skréi. Deformirana
dolzina odseka je [+ Al. Ker je napetost na obmoéju konstantna, se obmocje enakomerno raztegne
oziroma skréi. Deformacija je potem enaka e; = Al/l. Tako smo dani obremenitvi priredili
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dve koli¢ini, deformacijo in napetost. Spremembi obremenitve sledi sprememba deformacije. Tako
vodenemu poskusu pravimo napetostno vodeni poskus. Poskus pa lahko vodimo tudi deformacijsko,
ko predpisemo deformacijo in izmerimo napetost. V obeh primerih dobimo graf odvisnosti napetosti
od deformacije, ki ga imenujemo deformacijsko napetostni diagram. Diagram ima deformacijo €;
na abscisni osi, na ordinatni osi pa napetost o, glej sliko 6.4.

Js T P
!
;
;
Oy T /
;
/,
UP T !
/
;
/
;
/
;
;
;
;
/,
;
)
L '
Ep| €q €

Slika 6.4: Tipi¢ni deformacijsko napetostni diagram za kovino.

Natancni potek diagrama je odvisen od matriala. Slika shematsko kaze deformacijsko napetostni
diagram za kovine. Na ordinati so oznacane tri vrednosti napeosti, op, oy in og. Prva oznaka op
oznacuje napetost do katere je med deformacijo €; in napetostjo o linearna zveza

g = E€1.

Tej linearni zvezi pravimo Hookov zakon, konstanti E pa Youngov modul. Ker je deformacija
brezdimenzijska veli¢ina, ima Youngov modul enoto Pascal. Obmocje na katerem velja Hookov
zakon imenujemo obmodje proporcionalnosti. Vsi materiali, na videz Se tako tezko deformabilni, kot
naprimer keramika, imajo obmocje proporcionalnosti. Hookov zakon velja za majhne deformacije,
praaviloma samo na obmoc¢ju |e1| < 0.001 in le v izjemnih primerih do |e;| < 0.01. Vegji je Youngov
modul, tezje ga deformiramo. Pravimo, da ima veliko materialno togost.

Obmocje proporcionalnosti lezi v obmodcju elasti¢nosti, to je obmocje v katerem je napetost
manjSa od oy. Vrednosti oy pravimo meja tecenja. Na obmocju elasti¢nosti izven obmocja pro-
porcionalnosti med deformacijo in napetostjo ne velja linearna zveza. Napetost v odvisnosti od
deformacije narasca pocasneje kot v obmocju proporcionalnosti. Znacilno za obmocje elasti¢nosti
je, da pri obremenitvi in razbremenitvi velja enaka zveza med deformacijo in napetostjo. Torej,
¢e palico raztegujemo s silo, katere velikost naraséa od ni¢ do F' < oy Ap in nato silo zmanj$amo
nazaj do ni¢, zveza med deformacijo in napetostjo sledi isti poti pri obremenitvi in razbremenitvi.
Pri ponovni obremenitvi do oy velja enaka zveza med deformacijo in napetostjo kot prej. Elasti¢ni
rezim torej ne pozna utrujanja, zgodovina obremenitev ne vpliva na odziv material v elasti¢cnem
obmocju.
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Obmocje izven elasti¢nosti je obmodje plastiénosti. V obmocje plasti¢nosti stopimo preko meje
tecenja. Pri prehodu v obmocje plasti¢nosti se na zacetku napetost pogostokrat nekoliko zmanjsa.
Ce zelimo to potrditi s poskusom, moramo poskus voditi deformacijsko. Obmoéje plasti¢nosti
se konca s koncem krivulje v porusitveni toc¢ki. V porusitveni tocki se palica strga. Oba konca
palice se hipoma razbremenita. Pri razbremenitvi v obmo¢ju plasti¢nosti napetost ne sledi isti
krivulji kot pri obremenitvi. V razbremenjeno stanje ¢ = 0 se vrne po linearnem segmetu, ki
ima enako strmino kot graf v obmo¢ju proporcionalnosti, glej segment z modro puscico na sliki
6.4. Po vrnitvi v razbremenjeno stanje deformacija ni enaka ni¢. Njeni vrednosti ep pravimo
plasticna deformacija. Deformaciji, ki nastane ob porusitvi pravimo duktilnost in jo ozna¢imo z €q.
Duktilnost je najvecja mozna plasticna deformacija materiala. Pri ponovni obremenitvi napetost
ne sledi prvotni krivulji temve¢ sledi segmentu predhodne razbremenitve do obmocja plasti¢nosti,
od tam naprej pa po predhodni zvezi med deformacijo in napetostjo. Do vrnitve v obmocje
plasti¢nosti velja linearna zveza med deformacijo in napetostjo. To novo obmoc¢je proporcionalnosti
je lahko vecje od prvotnega z mejo tecenja, ki je vec¢ja od predhodne. Temu vecanju meje tecenja s
cikli razbremenjevanja in ponovnega obremenjevanja pravimo utrjevangje. Z visanjem meje tecenja
kovina pridobiva na trdnosti. V metalurgiji imenujemo ta postopek kovangje.

Slika 6.4 prikazuje deformacijsko napetostni diagram za kovino. Kovine imajo izrazito obmocje
plasti¢nosti. To pomeni, da jih lahko plasti¢no preoblikujemo. Nimajo pa vsi materiali plasti¢nega
obmocja. Naprimer les ali guma sta pri normalnih pogojih brez plasti¢cnega obmocja. Tudi defor-
macija stekla se konc¢a z lomom brez predhodne opazne plasticne deformacije.

Na sliki 6.4 je oznacena Se napetost og, ki ji pravimo natezna trdnost. To je najvecja napetost,
ki jo prenese material. Ce napetost preseze natezno trdnost pride do porusitve. Porusitev se zacne
z naglim tanjSanjem palice. V tem primeru se presek palice naglo zmanjSa in napetost ni vec
enaka kvocientu sile obremenitve s prvotnim presekom palice Ay temveé z dejanskim presekom A.
Kovocientu F/A pravimo prava napetost. Ker je A < Ag je prava napetost vecja od napetosti
o = F/Ap. To je na sliki prikazano s ¢rtkano krivuljo. Ta odstopi od polne krivulje nekoliko prej
preden se napetost ¢ pribliza natezni trdnosti.

Slika 6.4 prikazuje natezni preizkus z grafom funkcije o = o(e1). Pri tlatnem preizkusu moramo
paziti, da ne pride do uklona palice. Ce namesto inzenirske napetosti uporabimo pravo napetost in
namesto relativne mere €; logaritemsko mero ¢, se praviloma izkaze, da je graf tlacnega preizkusa
liha razsiritev grafa nateznega preizkusa. Z drugimi besedami velja 6 = —6(—¢1), kjer je 6 prava
napetost. Pravilo ima izjeme, doloceni materiali, naprimer beton, zelo dobro prenasajo tlacno
napetost in slabo natezno. Za takSne materiale je deformacijsko napetostna funkcija liha samo za
majhne pomike. Ker beton slabo prenasa natezno napetost, je v gradbenistvu ojacan z zeleznim
palicami. Tej kombinaciji pravimo Zelezobeton. Tla¢no napetost prenasa beton, natezno pa zelezne
palice. Same palice bi slabo prenasala tla¢no napetost zaradi nevarnosti uklona.

Tabela 6.1: Tabela materialnih lastnosti.

material E[GPa] oy [Mpa] os[MPa] €d a[107°K ™1
Aluminij 69 40 200 0.5 23.1
Baker 124 60 400 0.55 17
Jeklo 200 500 - 1900 680 - 2400 0.02-0.3 11-13
Zelezo 200 50 200 0.3 11.8
Bron in medenina 103 70 - 640 230-890 0.01-0.7 19
Beton 30-50 20 - 30 - - 12
Les || 9-16 - 35-55 - 3.5
Les L 0.6- 1.0 - 4-10 - 27
Kav&uk 0.01-0.1 - 30 5 -

V tabeli 6.1 so podane vrednsti Youngovega modula E, meje tecenja oy, natezne trdnosti og in
duktilnosti eq za osnovne primere materialov. Dolo¢eni materiali imajo razpon vrednosti. Beton je
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mesanica cementa in peska in je kompozit, zato so njene materialne lastnosti odvisne od razmerja
njegovih sestavin. Prav tako imata bron in medenina razpon vrednosti saj sta zlitini. Razpon mej
tecenja in trdnosti pri jeklu je zelo velik. Poznamo vec¢ vrst jekla, odvisno od njegovih sestavin in
metalurskega postopka. Pomembna je tudi kristalografska struktura material. Tako ima diamant
najvec¢jo vrednost Youngovega modula F = 1000 GPa, grafit, ki ima enako kemijsko sestavo kot
diamant, pa £ = 27 GPa. Nenazadnje, material pogostokrat ni v vse smeri enak, pravimo, da
je anizotropicen. Lep primer je les, v smeri dolzine je Youngov modul precej vecji kot v smeri
pravokotni na letnice. Razlog je v celuloznih vlaknih, ki so v smeri rasti in dajejo lesu togost.

V nadaljevanju se bomo omejili izklju¢no na tako majhne deformacije, da velja Hookov zakon.
Obravnava plasti¢nosti in porusitve presega vsebino predmeta Osnove mehanike. Ker je deforma-
cija majhna, lahko uporabimo aproksimacijo (6.18). Tako bomo v nadaljevanju namesto €; pisali
kar e.

6.4 Primeri

6.4.1 Dopustna obremenitev palice

Dolo¢i dopustno natezno silo bakrene palice s povréino preseka A = 2 cm? tako, da se palica ne bo
plasti¢no definirala.

Oznac¢imo z F natezno silo. Pripadajoca osna napetost je o = F/A. Pogoj, da se palica
plasti¢no ne deformira je 0 < oy. Tako dobimo pogoj

F = Ao < Aoy =2 x 107*m? x 60 x 10°N/m? = 120 x 10°N = 12kN.

Ocenimo $e maksimalno dopustno deformacijo. Iz Hookovega zakona sledi, da je v obmocju pro-
porcionalnosti € = o/E. Ker je rast napetosti v odvisnosti od deformacije v elasticnem obmocju
pocasnejsa kot v obmocju proporcionalnosti, lahko maksimalno dopustno deformacij samo priblizno
ocenimo z

€ < oy/E = 60MPa/124 GPa = 2.01 x 1075,
6.4.2 Resevanje staticno nedolocenih nalog

Nosilec obesimo na strop s stirimi enakimi zicami tako kot kaze leva slika slike 6.5. Elasti¢ni modul
zic je F, presek pa A. NaSa naloga je, da dolo¢imo sile Zic.

d/3 d/3 d/3

a4 (o [ s ol
DR

Q

Fo

Slika 6.5: Nosilec obeSen na §tiri zice. Levo nosilec, desno deformacija zic.

Naloga je stati¢no nedoloc¢ena. Dolociti moramo $tiri neznane sile, na razpolago pa imamo samo
tri ravnovesne enacbe. Dejansko imamo samo dve ravnovesni enachi, saj je sistem sil na nosilec
sistem vzporednih sil, zato je ravnovesna enacba sil v vodoravni smeri trivialna.

Sile zic ozna¢imo z Fy, Fy, F3 in Fy. Ravnovesni enacbi, vsota sil v navpi¢ni smeri in ravnovesje
momentov s polom v levem krajisc¢u sta
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0=F+F+ F3+ Fy— Fy,
d d 2d
0=—=Fy+ -y + —Fs +dFs.
710 + 342 + 343 +ars
Dobili smo dve enacbi za Stiri neznanke. Sile Zic so osne sile dane s Hookovim zakonom F; =
AEAl /1, kjer je | nedeformirana dolzina zice, Al; pa njen raztezek, glej sliko 6.5. Ko obesimo
nosilec, se zice raztegnejo in ker je nosilec tog, pritrdis¢a zic na nosilec ostanejo na isti premici.
Smerni koeficient premice je dolocen s parom dveh tock. Ker je za vse tri pare tock enak, sledi da
je
Aly —Aly Al —Aly  Aly — Al

d/3 /3 d/3

oziroma

2Al2 = Al3 + AZQ in 2Al3 = AZQ + Al4
Vstavimo v ravnovesne enac¢be Se Hookov zakon. Tako dobimo sistem

AEAlL,  AEAl,  AEAl;  AEAl,
= + + +

l l l r 7

d _ ABdAL . 2AEdAl . AEdAlL
4707 T 3 1
2Al, = Aly + Als,

2Al3 = Aly + Aly.

Iy

Sistem preuredimo v

1F,
All "‘ Alz + Alg + Al4 — E7
31E,

Als + 2Al3 + 3Al4 = TAE,

Aly — 2Al5 + Aly = 0,
Aly — 2Al5 + Aly = 0.

Od prve enacbe odstejemo tretjo, in nato sestejemo drugo in ¢etrto. Tako dobimo sistem

Fol 3Fol
E — ?)AZQ + Al4, m — 2Al2 + 4Al4
Resitev je
13Fyl Fyl
2= AR 1= 10AE
Potem izrac¢unamo Se
~ 19Fyl I TFyl
' 40AE" T 40AE
Sile Zic so tako 19F 13F - P
== b= =75 =g

6.5 Temperaturna deformacija in napetost

6.5.1 Deformacija

Ce palico segrejemo, se podaljsa, ¢e jo ohladimo se skréi. Deformaciji, ki jo povzroéi sprememba
temperaure pravimo temperaturna deformacija. Ce je palica prosta, sprememba temperature ne
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povzro¢i napetosti v palici. Nasprotno, v vpeti palici sprememba temperature povzroci napetost.
Ta napetost je enaka napetosti, ki temperaturno deformirano palico spravi na dolzino vpetja. Zveza
med temperaturno deformacijo in spremembo temperature je

€ = aAT,

kjer je « koeficient termalnega (temperaturnega) raztezka, AT pa je razlika temperature med refe-
ren¢nim in prostorskim polozajem. Enota termalnega raztezka je 1/K, kjer je K stopinja Kelvina.
Vrednosti koeficienta za izbrane materiale so podane v tabeli 6.1. Vrednosti a so majhne, zato so
dane kot mnogokratniki §tevila 1076, V tabeli lahko opazimo, da imata beton in Zelezo priblizno
enak koeficient termalnega raztezka. To je pomembno za Zelezobeton saj bi v nasprotnem primeru
sprememba temperature povzrocila termalno (toplotno) napetost v zelezobetonu.

6.5.2 Temperaturna napetost

Pojav termalne napetosti si poglejmo na primeru. Elasticna palica je vpeta med dve togi steni.
Palico segrejemo za AT. Sprememba temperature zeli palico podaljsati, vendar je ne more, ker to
togi steni ne dopuScata. Steni delujeta na palico s silo, ki povzro¢i v palici enoosno napetostno
stanje o, ki je po Hookovem zakonu enaka o0 = Feg. Palica je tako podvrzen dvema deformacijama,
toplotni et in elasti¢ni eg. Ker je palica vpeta med togi steni, se ne deformira. Potemtakem je
skupna deformacija ep + € enak ni¢ in tako

€g = —€7 = —aAT.

Termalna napetost je potem enaka
o= —aFAT.

Napetost je tlatna in je za bakreno palico pri AT = 10K enaka
0 =124GPa x 1TK7'107°% x 10K = 21 MPa.

6.6 Ravnovesna enacba

Izpeljali bomo ravnovesno enacbo za enoosno napetost o(x). Naj bo napetost v palici na sliki
6.6 enoosna. Ta napetost je posledica volumenske osne sile, ki deluje v smeri palice. Os palice
oznacimo z x, enotski vektor v smeri palice pa z 7. Dolzinsko gostoto osne sile oznac¢imo s p(z). Na
vsak del palice z dolzino Az tako deluje sila dF' = pAa7. Enota p(z) je [N/m]. Dolzinska gostota
sile teze v smeri osi x je gp(x)A(z), kjer je p masna gostota.

a(x) o(x + Ax)
D — ] X_
— = |

A(X) A(X + Ax)

Slika 6.6: Navidezni prerez med z in x + Az.

Palico navidezno prerezemo pri z in  + Axz. Odrezani del je v ravnovesju, zato veljajo ravno-
vesne enacbe. Na odrezani del deluje z desne povrsinska sila o(z + Az)A(x + Ax) v smeri osi z, z
leve pa v nasprotni smeri o(x)A(x). Ravnovesna enacba v smeri osi « je tako

z+Ax
o(x + Ax)A(x + Az) —o(x)A(z) + / p(s)ds =0 (6.19)

xT
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Tu smo uposteval, da je volumenska sila razporejena po celem voulmnu. Enacbo delimo z Ax

o(x + Ax)A(z + Az) — o(z) Az 1 etAz
(o A+ 80) o) | L 70,
in pozenimo Az proti 0. Kaj sledi, ze dobro vemo
d
@AU +p(z) =0. (6.20)

To je ravnovesna enacba za sile v smeri osi z. Ravnovesni enachi v ostali dve smeri sta trivialni,
saj v teh smereh ni obremenitev. Pri tihi predpostavki, da je os x os simetrije tako, da imajo
vse rezultante obremenitve v smeri osi  prijemalis¢a na osi x je tudi momentna enacba trivialna
0=0.

Pri znani obremenitvi p(x) in preseku A(z) enacba (6.20) dolo¢a potek napetosti vzdolz osi
z. Dolo¢imo 8e osno deformacijo palice. Po Hookovem zakonu je ¢ = Fe. Izrazimo deformacijo
s pomikom e = %. Praviloma bi morali zapisati € = g—)U(, saj je pomik doloc¢en na referenénem
polozaju. Vendar vemo, da je pomik majhen, zato lahko v okviru infinitezimalne teorije na pomik
gledamo kot na funkcijo prostorskega polozaja in tako izrazimo pomik z u = u(z). Tako iz (6.20)
dobimo enacbo d d

u
= (Ade> +p(z) =0. (6.21)

Produkt AFE imenujemo osna togost. Njena enota je [N]. Pri znani obremenitvi p(z) in preseku
A(z) enacba (6.21) dolo¢a pomik u. Enacba velja za majhne pomike, prvi¢, ker smo deformacijo
izrazili z relativno spremembo dolzin in drugi¢, ker Hookov zakon velja samo za majhne pomike.
Enacba je diferencialna enacba druge stopnje. Resitev je enolicno dolo¢ena z robnim pogojem, ki
doloca pomik ali njegov odvod na robu. Na koncu, kjer je palica pritrjena, je pomik enak ni¢. Na
prostem koncu pa je napetost enaka ni¢. Potem iz Hookovega zakona sledi, da je na prostem koncu
odvod pomika po z enak ni¢, du/dx = 0.

6.6.1 Primeri
Razteg zaradi lastne teze

Homogeno palico dolzine [ s konstantnim presekom Aj in Youngovim modulom E obesimo na
strop, da palca prosto visi. Zanima nas razteg palice zaradi lastne teze. Razteg palice bo majhen,
zato jo lahko dolo¢imo s pomocjo (6.21).

Postavimo koordinatno os = v smeri delovanja sile teze. Na stropu pri x = 0 je palica pritrjena,
zato je u(z = 0) = 0. Drugi konec palice prosto visi, zato je %(z = I') = 0. Tu smo z I’ zapisali
raztegnjeno dolzino palice. Ker pa je deformacija majhna, smemo uporabiti pogoj du/dx(xz =1) =
0.

Dolzinska gostota sile teze je p = ppogAo, kjer je po masna gostota. Iz (6.21) tako dobimo enacbo

d*u Pog
—— 5 .22
dx? E (6.22)
Potem je
du Pog
— Mg 2
n Pog
u= —ﬁxz + Cyz + Cs. (6.24)
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Iz robnega pogoja u(x = 0) = 0 takoj sledi Cy = 0. Uporabimo $e pogoj du/dz(z =1) = 0 na
prostem koncu. Iz (6.23) potem sledi

C, = %z.
Resitev je tako
u= %(l—xﬂ) x. (6.25)
Pomik na koncu je
pogl>  mgl
= = = -2
u(z =1) 5F 5A,E’ (6.26)

kjer je m = pg Aol masa palice. Palica se torej podaljsa za Al = 272095'3' Poglejmo konkretni primer

za aluminijasto palico dolzine 1 m. Potem je E = 69 GPa in pg = 2.7g/cm3. Iz (6.26) potem sledi,
da je

27 x107? x 9.8 x kgm®
1075 x 2 x 69 x 109 x m3s2N

Razteg zaradi lastne palce je res majhen.

Al =1.9x10""m.

Iz (6.26) sledi, da se palica zaradi lastne teze raztegne za polovico manj. Res, ¢e palico na
koncu obremenimo s silo teze F' = mgh, nastopi v palici osna napetost o = mg/Ag. Po Hookovem
zakonu € = 0/FE je potem

mgl
A = =
l=le AE

kar je za faktor 2 vec¢ kot (6.26).

Problem stolpa

Slika kaze presek rotacijsko sime-
tricnega stolpa.  Stolp ima vo-
tlino s polmerom 7. Na vrhu
stolpa je vodni rezervar s tezo W.
Dolo¢iti moramo tako debelino stene
stolpa, da bo osna napetost v steni
stolpa konstantna. Pri tem moramo
upostevati tezo stene. Ker stena pri
tleh nosi tudi tezo stolpa, mora biti
stena pri tleh debelejsa.

Postavimo os x navpi¢no navzdol. Z
debelino sten se spreminja ploscina
preseka A(x). Stolp je tla¢no obre-
menjen, zato je napetost negativna.
Velja torej o(x) = —op, kjer je
0o pozitivna konstantna enaka do-
pustni tlacni napetosti. Na stene
stolpa deluje lstna teza. Njena
dolzinska gostota je p(z) = pogA(z). \J
Tu je pp masna gostota materiala iz

katerega so narejene stene.

Slika 2: Presek vodnega stolpa.

Zapisimo enacbo (6.20)
d
az P pog
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in upostevajmo, da je o(z) = —op. Tako dobimo

A _ g
dz 0o

Dobljena enacba je diferencialna enacba za neznano povrsino A(z). Odvod A(x) je sorazmeren
vrednosti A(x). Pri obravnavi trenja vrvi na kolutu smo spoznali, da se resitev take enacbe izraza
z eksponentno funkcijo. V nasem primeru je resitev

A(z) = C ePo9@/70
Oznagimo povrsino preseka pri & = 0 z Ay. Potem je C'= Ag in
A(z) = Agero9/oo

Povrsina preseka A(x) je enaka 7(r?(z) — r%), kjer je 71 notranji in 7(x) zunanji polmer stene.
Tako je
r?(z) =7 + w ePo9T/o0
o]

Tu smo upostevali, da je o9 = W/Ag. Debelina stene naraséa eksponentno z visino stolpa. To
predstavlja pri visokih stolpih resen problem, zato gradnja visokih konstrukcij ni poceni. Rast
debeline je odvisna od kvocienta pg/og. Konstanto oy doloc¢a pogoj, da je kompresijska napetost
manjsa od kompresijske trdnosti oziroma meje tecenja. Ce pogledamo tabelo 6.2 za tri materiale,
les, jeklo in beton, vidimo, kako dober konstrukcijski material je les. Ni drag in ima majhen
kvocient pg/og. Seveda pa je pri izbiri materiala pomembno upostevati tudi stroske vzdrzevanja.

Tabela 6.2: Tabela kvocienta pg/oy.

material  polg/cm®]  &o[Mpa]  po/oo x 1075[s? /m?

Beton 1.5 50 30
Jeklo 7.8 500 15.6
] Les 0.5 45 111

6.7 Vprasanja in naloge

6.7.1 Vprasanja
1. Mera deformacije palica dolzine [ je e; = 0.5. Zapisi dolzino deformirane palice
2. Poisci svoj primer, ki pokaze da meri €1 in € nista aditivni.

3. Dolzina deformirane palice je I + Al, kjer je [ prvotna dolzina palice. Dolo¢i deformirano
dolzino dvakrat daljse palice, ki ima enako mero deformacije.

4. Palico s kroznim presekom s polmerom r raztegujemo s silo F'. S kaksno silo moramo razte-
gniti palico s polmerom 27, da se bosta palici enako raztegnili.

5. Palico dolzine [ raztegnemo s silo F'. Za koliko bi se raztegnila dvakrat daljsa palica?

6. Za koliko moramo segreti palico, da se bo raztegnila za isti dolzino kot polovico krajsa palica.
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6.7.2 Naloge

1. Odsekan stozec z visino h in polmerom a spodnje ter polmerom b zgornje ploskve je osno
obremenjen v smeri osi stozca. Dolo¢i potek osne napetosti.

Resitev: Postavimo koordinatni sistem z osjo z v smeri stozca z izhodis¢em na spodnji
osnovni ploskvi. Presek stozca z ravnino z normalo v smeri osi = je krog. Polmer kroga r se
z x linearno spreminja od a pri = 0 do b pri x = h. Potem je r funkcija spremenljivke x
dana z
(b—a)x

o

Povrsina preseka je A(z) = 7r2. Oznaéimo z o(z) napetost na preseku x. Posebej oznaéimo
oo =o0(x=0)in Ag = A(z = 0). Ker je odsekan stozec v ravnovesju, velja

r(z) =a+

Agoyg = A(z)o(x)

za vsak x € [0, h]. Potemtakem je

(x) AO a2 a0
g = og = opg =
A" 1 - gy
V posebnem primeru z = h je
2
a
olx=h)= 5290

2. Zelezobetonski steber s preénim pre-
sekom na sliki ima volumensko raz-
merje beton : zelezo 6 : 1. Pripa-
dajoce razmerje Youngovih modulov
je 1:9. Steber je osno obremenjen
s silo F. Dolo¢i v kakSnem razmerju
je obremenitev betona in zeleza.

Resitev: Oznacimo z A; in Ey pre-
sek in Youngov modul betona ter z
A in E5 presek in Youngov modul
zeleza. Osno silo stebra F' zapiSimo
kot vsoto F' = F} + Fy, kjer sta F}
in F5 osni sili betona oziroma zeleza.
Potem je

Fy=A01 =A1E01

n Fy = Ayory — AyEyor. Precni presek zelezobetonskega stebra.
Potem je

B_AE 62

F, AEy; 9 3
Tu smo upostevali, da je A1/As =6 in Ey/E> = 1/9. Betonski del stebra nosi 2/3 obreme-
nitve.
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3. Med dve togi steni je vstavljena
kompozitna palica. Levi del palice

z dolzino [y ima Youngov modul E;
in koeficient termalnega raztezka aq, '
desni dolzine [ pa E5 in as. Palico
segrejemo za AT.

(a) Izracunaj termalno naletost v

palici.

(b) Izracunaj deformaciji palic. Kompozitna palica.

(¢) Za koliko se sprementa dolzini

ll in 12.

Resitev:

(a)

Oznac¢imo z €7 in €5 deformaciji levega in desnega dela palice. Ker je palica vpeta med
dve togi steni, je €; + €2 = 0. Deformacija ¢;, i = 1,2 je vsota termalne €} in elasti¢ne
deformacije €. Velja torej €; = €] + €. Potemtakem je

g+t =0
Uporabimo sedaj konstitutivni zvezi

. 0;

e =aAT in € = .
E
K2

Nadalje je 01 = 02 = ¢ saj imata oba dela palice enak presek. Z upostevanjem konsti-
tutivne zveze dobimo

1 1

Termalna napetost je tako

BBy

_ AT.
B 1 G (a1 + a2)

ag =

Deformacija levega dela palice je

g

€1 =€ +e=a AT + 2

Es
(al — m(al + Oég)) AT.

Podobno dobimo 5
1
=|lag— =———F (a1 +aa) | AT.
€2 ( 2T B Eg( 1 2))
Sprememba dolzine palice je Al; = €;l;. Potem je z upostevanjem zgornjih formul

a1 By — asFs

Al = ——|AT
1 E, + B, 1
in B g
Qalig — (i L]
Alyg = ————— L AT.
2 By + By 2

Ce je a1 E1 = aaFsy se dolzini delov palic ne spremenita, ¢e pa ne velja enakost, se en
del palice podaljsa na racun druge, ki se skrajsa.
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4. Pali¢je na sliki je sestavljeno iz
treh elasti¢nih palic. Vse tri imajo
enak presek A in Youngov modul
E. Kot « je m/4, srednja palica
pa ima dolzino 1m. Palice so pri-
trjene clenkasto na stropu in so v
spodnjem ¢lenku obremenjene s silo
Fy = 15kN. Dolodi sile v palicah in
izracunaj pomik spodnjega clenka.

Fo

Resitev: Sistem treh neznanih sil ima skupno prijemalis¢e, zato je naloga staticno ne-
dolocena. Za dolocitev sil palic moramo upostevati osne deformacije palic. Zaradi simetrije
je Iy = F3. Ravnovesna enacba sil v navpi¢ni smeri je

2F1 cos « + F2 = Fo.

Po Hookovem zakonu je

Al Al
P =AE=2, Fy=AE=2,
I Iy

kjer sta l; in lo dolzini leve in sredinske palice, Al in Als pa njuna osna pomika. Pri obtezitvi
se paliCje raztegne v navpicni smeri. Po deformaciji velja

(l1 + All)2 =2 + (lg + AZQ)Q.
Tu je d razdalja med pritrdiséema palic na stropu. Ker je 13 = d? + 3, sledi da je
20 Aly + (Al)? = 21,Al5 + (Al)?.

Pri predpostavki majhnih deformacij pri kateri velja Hookov zakon smemo zanemariti ¢lena
(Al7)? in (Aly)2. Tako dobimo
LAL = 1AL,

oziroma Al; = Alsly/l;. Ravnovesna enacbe se potem glasi

0 2 I, B Iy

- QAEAZQZQ COS ¢ + AEAZQ 2AEAZQZ% + AEAZQ

V zadnji enakosti smo upostevali, da je cosa = lo/l1. ReSitev enacbe je

Fol3ly
Alp = ———————.
T AE (B +23)
Sili sta potem
Folllg FO COS2(OZ)
F, = = =15(1 —-1/v2)kN
YT B2 2co83(a) 41 ( JVDRN,
Fol? Fy

Fy = =30(1 — 1/V2)kN.

T B123 2cos’(a)+1
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Poglavje 7

Napetostni tenzor

7.1 PoSevni presek palice

_,°
b— ?,
T\

Jdo T

|

Slika 7.1: Posevni navidezni prerez.

Do sedaj smo palico vedno navidezno prerezali z ravnino, ki je bila pravokotna na os palice.
Presekajmo jo sedaj postrani pod kotom ¢, glej sliko 7.1. Kot vedno postavimo koordinatno os x v
smeri osi palice. Normalo na ravnino preseka oznac¢imo z 7. Hitro vidimo, da je 77 = cos ¢7'+ sin ¢,
kjer os 7 kaze navzgor. Zapisimo Se vektor v smeri preseka m = sin ¢z — cos ¢j. Vektor m ima
komponento v smeri navzdol.

Odrezani del je v ravnovesju. Na njega delujejo povrsinske sile. Na levi deluje povrsinska sila z
gostoto o v levo, na poSevnem preseku pa ima povrsinska sila dve komponenti. Komponento v smeri
normale ozna¢imo z o, komponento v smeri 7 pa s 7. Komponento v normalni smeri imenujemo
normalna napetost, komponento v smeri ravnine pa strizna napetost. Oznacimo Se povrsini preseka.
Na levi z A, na desni pa z A,. Ker je presek na desni pod kotom ¢ je A, = A/ cos¢. Ravnovesna
encha se tako glasi

—00AV+ c AT+ TA M.

Oo krajsem ra¢unu dobimo komponentni zapis v smeri baze 7' in J

—og+o+Ttangp =0

cAsing — T cosp = 0. (7.1)
Potem je 7 = tan ¢o. Vstavimo to v prvo enacbo v (7.1). Tako dobimo

g

= (1 + tan® = —.
oo = (1 4 tan” ¢)o pr——y
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Potem je

1
0 =0pcos’ = 500(1 + cos 2¢)

1
T = 0psingcos p = 500 sin 2¢ (7.2)

Izrac¢unali smo normalno in §trizno napetost. Vektorju
t=on+71m

pravimo wvektor napetosti. Vidimo, da je vektor napetosti gostota povrsinske sile na preseku.
Zapisimo sedaj vektor napetosti v bazi 7'in 7. V ta namen upostevamo definicijo vektorjev 7 in m.
Po krajSem racunu sledi

t = 0¢ cos? ¢ (cos ¢7 + sin ¢7) + o sin ¢ cos ¢ (sin ¢’ — cos ¢J) = g cos G 7. (7.3)

7.2 Tenzor napetosti

Formula (7.3) dolo¢a vektor napetosti za enosno napetostno stanje. Enoosno napetostno stanje je
posebne vrste napetostnega stanja. V sploSnem napetostno stanje v deformabilnem telesu ni eno-
osno. Napetostno stanje telesa doloca napetostni tenzor. Napetostni tenzor je linearna preslikava,
ki ravnini navideznega preseka telesa priredi vektor napetosti ¢, ki je gostota povrsinske sile na
tem peseku. Integral gostote povrsinske sile po preseku potem doloca silo s katero deluje end del
telesa preko preseka na drugi del telesa. Naj bo p tocka telesa B v prostorskem polozaju b in X
ravnina preseka skozi tocko p. Oznacim z 7 normalo na to ravnino preseka. Ne pozabimo, da je
normala enotski vektor, velja torej |77| = 1. Normala kaze v smer tistega dela telesa, ki deluje na
drugi del telesa, na nasprotni strani normale, glej sliko 7.2, kjer del telesa by deluje na by z gostoto
povrsinske sile . Napetostni tenzor t = £(p) v tocki p je tako linearna preslikava

-,

t(p) : 7= t(p) = t(p)7. (7.4)

Beseda tenzor je v bistvu sinonim za linearno preslikavo. Tenzorje bomo oznacevali z dvakrat
podcrtanim simbolom. Vektor napetosti je odisen od polozaja in smeri preseka. Odvisnost od
tocke sledi od odvisnosti napetostnega tenozorja od od tocke, odvisnost od normale pa sledi iz
predpisa ¢ = tii. Napetostni tenzor je tenzorska funkcija definirana na prostorskem polozaju.
V mehaniki kontinuuma mu pravimo tudi Cauchyjev napetostni tenzor. Ce je napetostni tenzor
neodvisen od polozaja, pravimo, da je napetostno stanje homogeno. Enoosno napetostno stanje
palice s konstantnim presekom je primer homogenega napetostnega stanja.

V karteziénem koordinatnem sistemu napetostnemu tenzorju pripada matrika dimenzije 3 x 3

t11 ti2 t13 o1 Ti2 Ti3
t=|tor oo log| = [T21 02 To3
t31 32 133 T31 T32 O3

Tu smo uporabili dve pisavi. V prvi smo poljubni element matrike zapisali v obliki ¢;;, v drugi pa
smo diagonalne in izvendiagonalne oznacili drugace. Pomen oznak bom kmalu razkrili. Vektorju
t =47+ to]+ t3k priredimo stolpec [tl,tg,tg]T Tu oznaka veliki T pomeni transponiranje, ki
vrstico postavi v stolpec. Podobno vektorju 7 priredimo stolpec [nq, na, ng]T. V matriénem zapisu
se tako enakost ¢ = 7 glasi

t1 t11 ti2 t13 ny
t2 = t21 t22 t23 - | ne (75)
t3 t31  t32 133 n3



Slika 7.2: Navidezni prerez telesa b.

Komponente vektorja napetosti dobimo z matri¢nim produktom matrike s stolpcem. Pogostokrat
zaradi enostavnosti pisave vektor identificiramo z njegovim stolpcem komponent. Tako bomo
naprimer uporabljali zapis
t=ti+ti+tsk= |t2|,
l3

ki matemati¢no ni povsem korekten, saj vektor ni trojica Stevil.

Sedaj bomo pokazali, da enoosni napetosti v smeri osi 7 pripada napetostni tenzor ¢

ago 0 0
t=10 0 0]. (7.6)
0 0 0
Res, za 1 = cos ¢ 7'+ sin ¢ 7’ izracunajmo
oo 0 O cos ¢ 0 COS P
0 0 0f-|sing| = 0
0 0 0 0 0

Pripadajoca napetost je torej £ = oq cos ¢7. Dobljeni rezultat se ujema z (7.3). Enoosni napetosti
res pripada napetostni tenzor (7.6).

Pojma normalna in strizna napetost smo Ze definirali za primer enoosne napetosti. Njuno
definicijo bomo sedaj razsirili na poljubno napetostno stanje. Normalna napetost t,, je projekcija
vektorja napetosti na normalno smer,

—

th=t-n="m-

Il

Vektorju &, = t,i pravimo vektor normalne napetosti. Vektor strizne napetosti je ty = t — t,.
Njegovi velikosti pravimo strizna napetost. Kvadrat strizne napetosti je

—

- = IR L -2
=ty g = ({—tuit) - ([ — tnit) = |t]” — 2. (7.7)

Primer strizna napetost je na steno prilepljen obesalnik. Na stiku obeSalnika in stene deluje strizna
napetost v nasprotni smeri kot je obesalnik obremenjen. Ce obeSalnik preobremenimo, se odlepi

78



in zdrsne. Vzrok loma je pogostokrat v tem, da strizna napetost v smeri zdrsa preseze dopustno
napetost.

Razis¢imo sedaj pomen komponent napetostnega tenzorja v danem koordinatnem sistemu.
Ravnina preseka v izbrani tocki p s koordinatami (zo, yo, 20) naj bo ravnina yz. Normala ravnine
je potem v smeri osi . Del telesa © > x( deluje na del telesa x < zg z gostoto povrsinske sile

~ ti1 tiz i3 1 tn
t=1t(ro-y0,20)7= |t21 taz taz| - |0 = |t21
t31 t32 133 0 t31

Normalna napetost je

t11 1
t,=t-1= |ty 0] =t
Vektor strizne napetosti je potem
11 1 0
ts=t—tpii= |tor1| —t11 |0| = |t21
t31 0 t31

Diagonalni element ¢1; je torej normalna napetost, ki jo pogostokrat oznac¢imo z o1, izvendiagonalni
elementi pa so komponente strzne napetosti, zato jih radi oznac¢imo tudi z 751 in 73;. Podobno
velja za ostale diagonalne in izvendiagonalne elemente.

7.3 Simetri¢nost tenzorja napetosti
Tenzor je a simetricen, ¢e velja enakost
a- gl_; = g-g&'

za poljubna vektorja @ in b. Hiro lahko ugotovimo, da je tenzor simetricen natanko tedaj, ko
tenzorju v matricnem zapisu pripada simetri¢na matrika.

Pokazimo, da je tenzor napetosti simetricen. Kot bomo videli, to sledi iz ravnovesne enacbe za
navor. V telesu B, ki je v ravnovesju pod vplivom volumenske sile C_jo izberimo poljubno tocko p. V
dovolj majhni okolici tocke p lahko predpostavimo, da je napetostno stanje homogeno. V to majhno
okolico postavimo dovolj majhno kocko z dolzino stranice Aa. V sredis¢e kocke postavimo izhodisce
koordinatnega sistema, katerega os usmerimo v smeri stranic kocke. Ce je kocka dovolj majhna,
je volumenska sila na kocko konstantna in je ekvipolentna tockovni sili §o(Aa)? s prijemaliséem v
sredis¢u kocke. Tu smo z gy zapisali gostoto volumenske sile éo. Na vsako ploskev kocke deluje
vektor napetosti, ki je sistem vzporednih sil. Ker obravnavamo ravnovesje, lahko temu sistemu
sil priredimo ekvipolentno rezultanto, tockovno silo s prijemalistem v sredis¢u te ploskve. Tako
dobimo naslednji sistem sil .

F = Uizl (Pefi)},

kjer je Py = (0,0,0) koordinatno izhodisce, f(; = go(Aa)?,
1 1
P1 = (5AG,070), P2 = (_§Aa,0,0),
1 1
P3 = (07§Aa,0)7 P4 = (07_§Aa70),

1 1
P5 = (0, 0, §Aa), PG = (0, 0, —§ACL) (78)
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in

fi=(Qa)’ts,  fo=—(Aa) (7,
3= (Aa)’t],  fi=—(Aa)’t],
fs = (Ma)?tk,  fo=—(Aa)?tk.
Tu je ¢ vredonst tenzorja napetosti v sredis¢u kocke. Pri izra¢unu sil f;, i=1,...,6 smo upostevali,

da so normale na ploskve kocke v smeri koordinatnih osi in da so nasprotno usmerjene na nasprotnih
straneh. Vidimo, da velja

fo==fi,  fai=—fo  fo=—Fs (7.9)
Izracunajmo sedaj navor sistema sil F glede na pol v sredis¢u kocke

-

N(F,Py) = (i’x Fit 7% fo+kx f) Aa = (i’x LT+ X LT+ E x yc) (Aa)?. (7.10)

Tu smo upostevali (7.8) in (7.9). Tenzor napetosti na baznem vektorju je stolpec matrike napeto-
stnega tenzorja v tej bazi. Iz ravnovesne enacbe N(F, Py) = 0 in (7.10) potem sledi

6 =7x (tllf-f— t21j+ tgllg) + j’x (tlg’Fﬂ- t227+ tgg];;) + E X (t13’7+ t237+ t33];;) (711)
in tako
0 = tork — t317 — tiok + taof + t13] — tosT= (tz2 — o) T+ (13 — t31) T+ (ta1 — ti2) k.

Od tod sledi t91 = t19, t31 = t13 in t32 = to3 in matrika napetostnega tenzorja je res simetri¢na.

Tako smo dokazali, da je tenzor napetosti simetricen. Velja torej

t11 ti2 113 o1 Ti2 T13
t12 tao tlog| = |T12 02 To3
t13 o3z 33 Ti3 T23 O3

Pomembna lastnost simetri¢nih tenzorjev, ki je ne bomo dokazali, je, da za simetrié¢ni tenzor
obstaja tak koordiatni sistem, da v tem koordinatnem sistemu tenzorju pripada diagonalna matrika.
Obstaja torej tak koordinatni sistem, da je

g1 0 0
£= 0 g9 0
0 0 g3

Takemu koordinatnemu sistemu pravimo lastni koordinatni sistem, diagonalnim elementom lastne
vrednosti, baznim vektorjem v smereh koordinatnih osi pa lastni vektorji. Potem je

e+

=017,  ti=02),  th=oik.

Vidimo, da strizna napetost na ravninah, ki imajo normale v smeri lastnih vektorjev napetosti
enaka ni¢. To je pomembna lastnost. Tu se porodi sorodno vpraSanje, ali obstaja smer, v kateri
je normalna napetost enaka ni¢. Odgovor je, da obstaja natanko tedaj, ko je vsota diagonalnih
elementov napetostnega tenzorja enaka ni¢. Vsoti diagonalnih elementov matrike pravimo sled
matrike. Velja, da je sled matrike neodvisna od koordinatnega sistema v katerem priredimo tenzorju
matriko, zato retemo sledi matrike kar sled tenzorja. Sled tenzorja t oznacimo s slt. Vidimo, da
je sled napetostnega tenzorja enaka vsoti lastnih vrednosti napetostnega tenzorja.
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7.4 Osnovna napetostna stanja

Sedaj si bomo ogledali osnovna napetostna stanja.

1. Enoosno napetostno stanje. To napetostno stanje ze poznamo. V koordinatnem sistemu,
ki ima os x v smeri osi napetosti napetostnemu tenzorju pripada matrika (7.6). Matrika je
diagonalna. Pripadajoce lastni vrednosti sta og, in 0, lastni vektorji pa so bazni vektorji
koordinatnega sistema. Vektor napetosti na ravnino z normalo @ = n17+ n2j’+ nsk je

oo 0 0 n1 ooni
t= 0 0 0] - Ng | = 0 = 00711?.
0 0 O na 0

Normalna napetost je t, = ¢ -7 = oon?. Vektor normalne napetosti je t = oon?i. Po

formuli (7.7) je strizna napetost

2
ts = \/[f]" =12 = loom| /1 =} = |ogni| \/n3 +n3.

Strizna napetost je enaka ni¢ samo pri n; = 0, torej na koordiatni ravnini yz, ki ima normalo
v smeri osi z. Strizna napetost je maksimalna, ko doseze maksimum funkcija f(n;) =
n1y/1 — n? na intervalu ny € [—1,1]. Ekstrem nastopi, ko je f’(n1) = 0. Izrac¢unajmo

2n? _ 1—2n2
2y/1-n2 J/1-n2

Ekstrem nastopi pri ny = £1/ V2. Ekstremna strizna napetost je potem

1
max |t] = \UO/\/i] VI=1/2= 3 Jool.
1

Ce je enoosna napetost natezna, g > 0, je maksimalna strizna napetost enaka 500- DoseZena
je na ravnini z normalo, ki oklepa z osjo = kot 7/4. Kot smo Ze omenili, lom pogostokrat
nastopi na ravnini vzdolz katere je strizna napetost maksimalna. In to dejansko opazimo,
lom palce je pogostokrat zagasto nazobcan z avninami loma, ki oklepajo kot 7/4 s smerjo
natega.

f'(n) = /1 —n}

2. Hirostatiéno napetostno stanje. Pripadajoc¢i napetosotni je diagonalen

100
t=-p|0 1 0 =-pi
B 0 0 1 B
Tu smo z ¢ oznagcili identiteto oziroma enotsko matriko. Tenzorju, ki je mnogokratnik iden-
titete pravimo tudi sfreriéni oziroma krogelni tenzor. Stevilu p pravimo tlak. V zapisu smo
izbrali negativni predznak, ker to ustreza hidrostaticnemu tlaku teko¢ine. Pomembna la-
stnost enotskega tenzorja ¢ je, da tenzorju v vseh koordinatnih sistemih pripada ista matrika,
enotska matrika. Lastna vrednosti je —p, lastni vektor pa je poljubni vektor, saj je

1 0 0 Uy U1
ti=—pid=—p|0 1 0| |up| =—p|ug| =—pil
0 0 1 U3 us3
Vektor napetosti je ¢ = tii = —piii = —pii. Enkost potrjuje, da je —p lastna vrednost, lastni
vektor pa je poljubni vektor. Normalna napetost je t, = ¢ - i = —p, strizna napetost pa je

enaka ni¢. Napetostni tenzor, ki ima to lastnost, da je strizna napetost enaka ni¢ v pojubni
smeri, je natanko hidrostati¢ni napetostni tenzor.
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3. Strizno napetostno stanje. Napetostno stanje je strizno, ¢e je sled napetostnega tenzorja
enaka ni¢, ¢e velja torej slf = 0. Primer striznega napetostnega tenzorja je

c 0 0
t=10 —o 0
0 0 O
Vektor napetosti na ravnino z normalo 7 je
c 0 0 ni ony
t=10 —o 0] |na| = |—0one| =0o(ni¥— naj).
0 0 0 ns 0
Normalna napetost je t, = -7 = o(n? —n3). Vidimo, da je normalna napetost enaka nic, ce
je |n1] = |na|. Ce je normalna napetost enaka ni¢, je vektor napetosti enak vektorju strizne
napetosti. Potem je
lts| = |t] = |o| \/n? +n3 = |o|\/1 —nd.

Maksimalna strizna napetost nastopi pri ng = 0. Potem je njena maksimalna vrednost |o|.
Ekstremalna vrednost strizne napetosti tako nastopi v ravnini, ki ima normalo v smeri

1 1
+—7+ —7
NG

To so ravnine pravokotne na ravnino xy in v smeri diagonal y = +x.

ﬁ:

4. Ravninsko napetostno stanje. Napetostno stanje je ravninsko, ¢e obstaja tako koordinatni
sistem, da je

tin tiz O o1 T2 0
t= |tz te2 0| = |72 o2 0
0 0 0 0 0 O

Ravninsko napetostno stanje nastopi pri obremenitvah, ki so ravninske. V ndaljevanju se
bomo vetinoma omejili na ravninsko napetostno stanje.

7.5 Ravnovesna enacba

Ravnovesno enac¢bo za enososno napetostno stanje Ze poznamo. Sedaj nas zanima ravnovensa
enacba za poljubno napetostno stanje. Naj bo ¢ napetostno stanje, ki ga v telesu B povzroci

volumenska sila G. Njeno gostoto oznacimo z ¢. Volumenska sila deluje na prostorskem, torej
deformiranem polozaju b. Ce vzamemo majhen volumen AV v okolici poljubne tocke p € b, potem
deluje volumenska sila na ta volumen s silo GAV.

Za majhen volumen izberimo kocko z volumnom Az s srediS¢em v poljubno izbrani tocki p € b.
V tocko p postavimo izhodis¢e koordinatnega sistema. Osi koodinatnega sistema usmerimo v
smeri kocke. Kocka je v ravnovesju. Videli smo Ze, da simetri¢nost napetostnega tenzorja sledi iz
momentne ravnovesne enacbe. Poglejmo sedaj, kaj sledi iz ravnovesja sil.

Na kocko deluje volumenska sila §(Az)? in povrsinske sile na mejnih ploskvah kocke. Gostota
povrsinske sile na ploskev x = %Aa: je t = g(%A:z:,yx, z,) 7. Na nasprotni ploskvi z = —%Az pa
je gostota t3 = H(—3A%, Yy, 2;) (—7). Tu smo z Yy, 2, zapisali y in z koordinati tock na ploskvah
T = :I:%Ax. Na obeh presekih x = j:%A:z: imata gostoti enaki y in z koordinati. Skupni prispevek
ploskev z = :E%Ax je potem

1 1 tll(Az/Qaywzm) _tll(_Ax/27yl'azm)
g(iAx,yz,zm)Z'—i—g(—iAx,yz,zw) (=7) = [t21(AZ/2, Yz, 22) — t21 (—AT/2,Ys, 22) | - (7.12)
t31(AT/2, Yz, 22) — t11(—A2/2, Y, 22)
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V zapisu (7.12) nismo upostevali simetrije napetostnega tenzorja. Razliko tp1(Ax/2, Yy, 22) —
ti1 (—Ax/2, Y., 22), k= 1,2,3 v (7.12) lahko zapisemo v obliki

t 1 1
L1 (AT /2, Ys, 22) — ti1 (—AT /2, Yy, 25) = 8821 (Tky Yo, 22) AT, T € (—gArr, §A3:) (7.13)

Tu smo na znanje vzeli dobro znano enakost iz diferencialnega ra¢una

df

f(b)—f(a):(b—a)dm(x), a<x<b, (7.14)

ki velja za zvezno odvedljivo funkcijo f(z). V (7.13) smo uporabili (7.14) za funkcije 5, ki
1o}

so funkcije spremenljivk z, y in 2. Odvod funkcije ve¢ spremenljivk oznacujemo s simbolom -
namesto z %. Odvodu % pravimo parcialni odvod po x. Za parcialni odvod veljajo enake lastnosti
kot za navadni odvod. Za dovolj majhno kocko je

Otr1

ox

te1 (Az/2,Ys, 20) — te1 (—AT/2, Ys, 22) = (p)Az 4+ O((Az)?), (7.15)
kjer je p sredisée kocke , O((Az)?) pa je simbol, ki pove, da je napaka aproksimacije velikostnega
reda (Az)?. Vsota povrsinske sile na mejnih ploskvah kocke 2 = +Axz/2 je integral njene gostote.
Iz (7.12) in (7.15) sledi, da je k-ta komponenta te vsote enaka

_ Ot

S (0)(Aa)* +O((Aa)h). (7.16)

/A (tr1(Az/2,y, 2) — tr1 (—Ax/2,y,2)) dA

Tu smo z A zapisali integracijsko obmocje A = [—%Am, %Az] X [—%Ax, %Aaz] po katerem inte-
griramo spremenljivki y in z. Integral smo izracunali s pomoéjo (7.16), kjer smo upostevali, da
je povrsinski integral konstante enak konstanti pomnozeni s plos¢ino integracijskega obmocja. V
nasem primeru |A;| = (Az)2.

Upostevati moramo Se prispevek napetosti na ploskvah y = £Axz/2 in z = Az /2. Na povsem
enak nacin dobimo

/A (tra(x, Ax/2,2) — tpa(z, —Ax/2,2)) dA = 8;’;2 (p)(Az)® + O((Az)*). (7.17)
/A (tk?)(xa Y, AJ}/Q) - tk?)(xv Y, _Ax/2)> dA = 8523 (p)(A$)3 + O((A$)4> (718)

K-ta komponenta ravnovesja sil na kocko se tako glasi

Otrs
0z

O0tr1 (A$)3 n Otio

A 3
g (Az)° + " 9y

(Ax)® + (Az)® + O((Ax)*) = 0. (7.19)

Enacbo delimo z (Ax)? in nato pozenemo Ax proti ni¢. Potem je

Otipr  Otpa  Otys
Oox + dy + 0z

gk + =0 (7.20)

oziroma v vektorskem zapisu
g+divt=0. (7.21)

Enakost velja za poljubno tocko telesa. Tu smo z div{ zapisali divergenco tenzorja

Oti1 dtio Jtis
oL +£y Jraatz
3 — 12 22 23
divg= |%h 4 Ot 4 Ot | (7.22)

Otz dtasz Otas
ox + Jy + 0z
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Pri prepisu (7.21) v (7.22) smo upostevali simetrijo napetostnega tenzorja, t;; = t;.

Enacba (7.21) oziroma njen komponentni zapis (7.20) je ravnovesna enacba. Pravimo ji Ca-
uchyjeva momenina enacba ali na kratko kar momentna enacba. Telo pod vplivom volumenske
sile je v ravnovesju natanko tedaj, ko je tenzor napetosti simetricen in velja momentna enacba
v vsaki tocki telesa. Iz momentne enacbe vidimo, da je homogeno ravnovesno napetostno stanje
mozno samo brez prisotnosti volumenskih sil. Netrivialna volumenska sila ne dopusca homogenega
ravnovesnega stanja. Primer netrivialne volumenske sile smo videli pri deformaciji palice zaradi
lastne teze. V tem primeru je bila volumenska sila konstantna, napetost pa je bila v primeru palice
s konstantnim presekom linearna funkcija osne koordinate. Za enoosno napetostno stanje, kjer je
t11 = o(x), vse ostale komponente napetostnega tenzorja pa so enake ni¢, se momentna enacba
poenostavi v

g+ o T=0. (7.23)

Potem je § = g17'in (7.23) se poenostavi v ravnovesno enacho za enoosno napetost
d
— Ao =0,
dx +p
kjer je A konstantni presek in p = g1 A dolzinska gostota osne sile. Vidimo torej, da je enoosno

napetostno stanje mozno samo pri palici s konstantnim presekom. Ce se presek palice spreminja,
je enoosno napetostno stanje aproksimacija, ki je lahko dobra za pocasno spreminjanje preseka.

7.6 Komponentni zapis tenzorja napetosti

Matri¢éni zapis tenzorja napetosti je odvisen od koordinatnega sistema. Naj v danem koordinatnem
sistemu z baznimi vektorji €;, i = 1,2, 3 pripada tenzorju ¢ matrika

t11 ti2 tis
t=|tor o2 ta3|. (7.24)

Tu v zapisu namenoma nismo upostevali simetrije tenzorja. Potem je

ti1 tiz tiz| |1 (351
tér = |lar tao toz| |0 = |la1| =t11€1 + t21€2 + t31€3
ts1 to1 taz| |0 t31
in
e; 'E_’l =t;1. (725)

V zadnji enakosti smo upostevali, da so vektorji €; med seboj paroma ortonormirani. Podobno
lahko pokazemo, da je
€i-t€a =1t in € teé3=1;. (7.26)
Ce zdruzimo (7.25) in (7.26) sledi
€ 1€ = lij. (7.27)
Izpeljali smo formulo, ki tenzorju ¢ priredi komponente v bazi €;, i = 1,2, 3.

Poglejmo primer. V dani karteziéni bazi €;, i = 1,2, 3 naj ima tenzor napetosti ¢ matri¢ni zapis

g1 0 0
t=|0 -0y O0]. (7.28)
0 0 g9
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Zanima nas matric¢ni zapis tega tenzorja napetosti v novi bazi z baznimi vektorji

1 1

- =/ -

1 1
=—@ + —=€C, €y=——=€+ —=C E5=2E3.
V2 iR Tt e

Vektor €] oklepa z €1 kot 7/4 in prav tako tudi vektor €5 z vektorjem é€5. Koordinatni sistem z
bazo €/, i = 1,2,3 je tako glede na koordinatni sistem €; zavrten okrog osi €3 za kot 7/4. Priredimo
sedaj tenzorju ¢ matricni zapis v novi bazi. Oznacimo to matriko s t’. Po formuli (7.27) je

e

ij i 3
Potem je
1 g1 0 0 1 1 g1
1 1 1
tihh=—7=|1-]10 —0o1 O|—=|1|==|1| -|-01| =0
V210l o 0 oo V2|0 20| | 0
Nadalje je
_—1 g1 0 0 -1 -1 —01
1 1 1
If2/2:7 1 . O —01 O —— 1 = = 1 —01 =0
VZ0o] o 0 o V2]0] 2 [0 0
in

19 = —F= . . —01 = —01.
V200 o 0 o V20| %o

Hitro lahko tudi izracunamo, da je

tis =t33 =0 in tis = 09.

V novi bazi tako napetostemu tenzorju pripada matrika

0 —01 0
t=|-01 0 0. (7.29)
0 0 09

Istemu napetostnemu tenzorju pripadata v dveh razlicnih bazah dve razlicni matriki. Elementi
matrike t in t’ so med seboj razlicni. Matriki pa imata nekaj skupnega, obe matriki imata enako
sled, torej vsoto diagonalnih elementov, in determinanto. Sled je oo, determinanta pa —o%0y. To
ni nakljucje, je pravilo. Vsi matri¢ni zapisi tenzorja imajo enako sled in determinanto. Sled in
determinanta sta tako lastnost tenzorja. Pravimo, da sta tenzorski invarianti.

7.7 Ravninska napetost

Poglejmo si podrobneje odvisnost matricnega zapisa od izbire baze za ravninski primer. V tem
primeru lahko vse izbire koordinatnih sistemov izrazimo z enim parametrom, ki je enak kotu
zavrtitve.

Naj bo torej ¢ ravninski tenzor napetosti. To pomeni, da obstaja tak koordinatni sistem z bazo

7, 7’in E, da je pripadajoca matrika oblike

t= |t too 0] = (730)
t12  too

t 4 0
11 t12 {tn tlz}
0 0 0
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Kot vidimo, se lahko pri matricnem zapisu ravninskega napetostnega stanja omejimo na matrike
velikosti 2 x 2. Izberimo sedaj novo bazo

—

7' =cospr+sinp7 in 7' = —sin i+ cos @7

Novo bazo smo dobili iz prvotne baze tako, da smo bazna vektorja 7" in 7 zasukali za kot ¢ okrog
osi k. V novi bazi pripada tenzorju ¢ matrika z elementi ¢;;. Po formuli (7.27) je v novi bazi

VY T cos| t11  ti2] [cosp|  |cosyp ] t11 cos @ + t12sin @
o Lt = sin ti2 too| [singp|  |sing t12 COS  + taa sin
= {17 cos? @ + 2t19 cos psin @ + tog sin? Pp.
Upostevajmo, da je cos? ¢ = %(1 + cos2y) in sin? Y= %(1 — cos 2¢p) v zgornjem izra¢unu. Potem
je
1 .
(t11 +t22) + §(t11 — ta2) cos 2¢ + t1 sin 2. (7.31)

DN =

/ _
th =
Podobno izra¢unamo

—sin(p] ' [tn t12:| {— Sin(p:| _ [— singo] _ [—tn sin ¢ + t15 cos cp}

Il g
b =7"-1] [ cos tio tog| | cose cos —t198in @ + a9 COS

=111 sin? p — 2t13 cos @ sin @ + tao cos? %)

1 .
= §(t11 + t22) — 5(1511 — t22) COSs 2(p — t12 Sin 2@ (732)

Izvendiagonalni element pa je
Il — cosp| t11 ti2| |—singp|  |cosep . —t118in +tiacosp
- L= |sin © t1g tog| | cosp | |singp —t19 8in @ + t9g cOS

= —t11cospsiny + t12(00s2 - sin? (4 ta2 cos psin
1

= —5 (1 — t22) sin 29 + 113 cos 2. (7.33)

Pripadajoci matri¢ni zapis v bazi 7/, 7" je tako

t/ /!
¢ = [ n ,12} (7.31)
12 22
_ %(tll + t22) + %(tll — t22) COS 2g0 + t12 sin 2g0 _%(tll — t22) sin 290 + t12 COS 290
_%(tu — t99) 8in 2¢ + t12 cos 2¢ %(tll +tog) — %(tn — t99) cos2p — t1osin2¢p|

Hitro vidimo, da je
slt = tlll + t/22 =t11 + toy = slt.

Po nekoliko daljsem rac¢unu pa
dett’ =t} thy — 113
1 2 1 2 .2 1 2 2 2
= Z(tll +t22) — i(tll — t22) COS 230 - Z(tll — t22) S 2(p — t12
= tiytoy — 13, = det t.

7.8 Ekstremalne lastnosti ravninskega napetostnega tenzorja

Za dano napetostno stanje, je napetost na preseku odvisna od normale preseka. Zanima nas, za
kateri presek je normalna napetost ekstremalna in za kateri presek je ekstremalna strizna napetost.
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Pri odgovoru na te vprasanji se bomo zaradi enostavnosti omejili na ravninsko napetostno stanje.
Prostorski primer zahteva nekoliko ve¢ matemati¢nega predznanja. Omenimo, da ekstremalni
normalni napetosti pravimo tudi glavna napetost, njuni smeri pa glavna smer. Na enak nacin kot
za napetostni tenzor lahko obravnavamo ekstremalne lastnosti poljubnega simetriénega tenzorja.
Kasneje bomo spoznali deformacijski tenzor e. Definirali bomo normalno deformacijo 7i-e 7 in tudi
strizno deformacijo. Vse kaj velja normalno in strizno napetost bo potem veljalo tudi za normalno
in strizno deformacijo.

Za odgovor za ravninski primer imamo ze vse pripravljeno. Spomnimo se, da je t;; normalna
napetost na ravnino z normalo 7. Potem je t}; normalna napetost na ravnino z normalo 7/ =
cos 7'+ sin ¢J. Oznaéimo t, = t}; in 7 =7". Po formuli (7.31) je potem

1 1
ty, = i(tu +t02) + §(t11 — tag) cos 2 + t12 sin 2¢p. (7.35)

Normalna napetost ¢, je odvisna od kota ¢. O¢itno je normalna napetost v smeri ¢ enaka kot
normalna napetost v smeri ¢ + 7. To sledi neposredno iz (7.35) in periodi¢nosti funkcije cos 2¢ in
sin 2¢ ali pa kar direktno iz definicije normalne napetosti, saj je t, =7 -t7 = —ii -t (—71) = t_,.

Dolociti moramo pri katerem kotu je normalna napetost ekstremalna in kaksna je ta vrednost.
V ta namen prepisimo (7.35) v

t, = %(tu + ta9) + Acos2p + Bsin 2y,
kjer je
A= %(tn “tp) in B=ty
Ocitno o ekstremu odloca izraz A cos2¢ + Bsin2p. Zapisimo ga v obliki
Acos2¢ + Bsin2p = Ccos(2¢ — §) = C cos2pcosd + Csin2psin 6.
Ta enakost velja za vsak ¢ natanko takrat, ko je
A=Ccosé in B=Csind. (7.36)

Konstanti A in B sta dani. Dolo¢iti moramo C' in §. Konstanti C' pravimo amplituda, ¢ pa je fazni
zamik. Hitro vidimo, da je

B
A2+ B?>=C? in 1 = tand.

Potem je
B
C=+VA2+B?2 in 6= arctanz € [-n/2,7/2].

Iz (7.36) vidimo, da lahko vzamemo pri korenu pozitivni predznak, saj lahko negativni predzanak
pri C-ju v (7.36) dobimo, ¢e faznemu zamiku pristejemo 7, saj to ne spremeni § spremeni pa
predznaka v (7.36). Naj bo torej C' > 0. Potem po krajsem premisleku ugotovimo, da je

B A> 2t t11 >t
§ = arctan — + 0 20 _ arctan ———— 0 fu2tn (7.37)
A T A<O0 ti1 —to2 T oty <tlog
Vstavimo ugotovljeno v (7.35). Tako je
1 1 2 4 42
tn = §(t11 + t22) + Z(tll — t22) + t12 COS(QQD - 5), (738)
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kjer je 0 dan z (7.37). Ekstremna vrednost normalne napetosti nastopi, ko je kosinus enak =+1.
Oznacimo s oyax maksimalno normalno napetost in s oy, minimalno normalno napetost. Potem
po krajSem rac¢unu sledi

1
Tmax = 5 (tu +ta2 + \/(tu —t92)% + 4t%z) )

1
Tmin = 5 (tu + 122 — \/(tll —t92)% + 4@2) . (7.39)
Dobljeno formulo lahko zapiSemo v invariantni obliki. Izra¢unajmo
(ti1 —too)® + 485, = 7] — 2t11ton + 15, + 4], = t]) +2t11tan + 13, — A(tirten — 15,) = (slt)® —4det L.

Potem je

1
_ 2 _
Tmax = 5 (slé +4/(s12)? — 4 det é) ,
1
R _ 2 _
Tmin = 5 (slé (slt)? — 4 det g) . (7.40)

Ker sta sled in determinanta neodvisni od koordinatnega sistema, vidimo iz (7.40), da so ekstre-
malne vrednosti normalne napetosti oziroma glavne vrednosti neodvisne od koordinatnega sistema
v katerem smo tenzorju napetosti priredili matri¢ni zapis.

Dolo¢iti moramo Se smeri normale oziroma kot ¢ v katerih nastopi ekstremalna normalna
napetost. Z razliko od glavnih vrednosti so te smeri odvisne od koordinatnega sistema. Iz (7.38)
sledi, da nastopi ekstrem, ko je 290 — § = 0 ali 2p — & = w. Ekstremalni oziroma glavni smeri sta
tako 1 t 1 2t 7

12 . 12
v1=75 arctan P—— n 2= arctan P—— + 5" (7.41)
Tu smo upostevali, da je smer ¢ + 7 enakovredna smeri . Vidimo, da glavni smeri oklepata pravi
kot. Dolociti moramo Se katera smer je maksimalna in katera minimalna. Smer ¢ = %5 je smer

maksimuma, smer ¢ = %6 + %TF pa minimalna smer. Potem iz (7.37) sledi, da je maksimalna smer
1 2t 0 t11 >t
Pmax = 5 arctan ———— = (7.42)
2 t11 — ta2 7T/2 t11 < tao
minimalna pa je
T
@min = Pmax + 5 (743)

Strizna napetost na ravnino z normalo 7 =7’ je ts = t},. Po formuli (7.33) je
1 .
ts = 7§(t11 — t22) sSin 2(p + tlg (o)) 2(p (744)

Pokazimo sedaj, da je strizna napetost enaka ni¢ v koordinatnem sistemu z osmi v smeri glavnih
osi. Prepisimo (7.44) v

1
ts =sin2p (—2(t11 — tgg) + t12 tan 2(p) .

Potem z upostevanjem (7.41) sledi, da je ts = 0 za ¢ € {@min, Pmax }-

Poig¢imo sedaj maksimalno strizno napetost. Iz (7.44) ocitno sledi, da je ekstremalna vrednost
strizne napetosti Tn.x enaka

1
Tmax = 5\/(7511 —t92)% 4 4t1,.
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Upostevajmo (7.39). Potem je
1
Tmax = i(amax - Umin)~ (745)

To je pomembna formula. Maksimalna strizna napetost je vecja, ¢e je omin < 0. Ta primer ustreza
strizni deformacija. Lom pri strizni deformaciji je tako bolj verjeten kot pri enoosni deformac;ji.

Dolo¢iti moramo Se smer. V ta namen zapisimo ¢ = 6 — /4. Potem je
1 .
cos 2¢ = cos(20 — §7r) = sin 26
in 1
sin 2¢ = sin(26 — 577) = —cos 26.

Ce izrazimo strizno napetost kot funkcijo 6, potem iz (7.44) sledi
1 .
ts = §(t11 - tgg) cos 20 + t1o sin 26.

Vidimo, da ima ts kot funkcija 6 do konstantnega ¢lena enako obliko kot t,, kot funkcija ¢. Po-
temtakem, sta ekstremalni smeri strizne napetosti

2t 1 2t
12 in 6y = 5 arctan — 2 + il

1
01 = — arctan
2 t11 — to2 t11 —tao 2

in ker je ¢ = 0 — /4, smer ekstremalne strizne napetosti oklepa kot 7/4 s smerema ekstremalne
normalne napetosti. Pri enoosni deformaciji je tako strizna deformacija maksimalna na ravninah,
ki so pod kotom 7/4 glede na os obremenitve. To pojasni, zakaj je lom pogostokrat zagast.

Za boljsi pregled zapisimo po toc¢kah, kaj smo ugotovili

e Maksimalna normalna napetost je

1
Omax = 5 (tu + 122 + \/(tll —t29)% + 415%2)

in nastopi v smeri 77 = c0S Qmax ¢ + Sin @max 7, Kjer je

1 2t19 {0 t11 > t22
Pmax = 3 arctan —————

t11 — t22 /2 t11 < too.

-
- -

Tu so t;; komponente napetostnega tenzorja ¢ v bazi 7, J; k.

e Minimalna normalna napetost je

1
Tmin = 5 (tn + tag — \/(tn —t92)? + 4t%2) .

Minimalna normalna napetost nastopi v smeri @©nin = @max + %77.
e Maksimalna strizna napetost je

1

Tmax — i(o'max - Jmin)~

Smer maksimalne strizne napetosti oklepa kot 7/4 s smerema ekstremalnih normalnih nape-
tosti.
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T
Tmax ¢

p(t11,tr2)

(t11 + t2)/2

Slika 7.3: Mohrova kroznica. Levo t11 > tgo, desno t11 < too.

7.8.1 Morhova kroznica

Problem ekstremalnih lastnosti simetri¢nega tenzorja ima naslednjo geometrijsko ponazoritev. Z
upostevanjem (7.35) in (7.44) po krajsem ra¢unu sledi

2
1 1
(tn - i(tu + t22)> +2 = i(tu — ta9)? + t1, = p°, (7.46)
kjer smo z p oznaéili
1
p= \/4 (t11 — t22)% + t%Q. (7.47)

Enacba (7.46) je enatba kroznice v ravnini ¢t s srediséem v 3 (t11 +t22) in polmerom p, glej sliki

7.3. Kroznica seka os t,, pri %(tll +t99) £ p. Po definiciji polmera p sledi iz (7.39), da sta presecisci
natanko opin N Omax-

Za dani napetostni tenzor t so vse mozne vrednosti normalne o = t,, in strizne napetosti 7 = ¢,
na Mohrovi kroznici. Na slikah 7.3 je oznacena tocka t = (t11,%12). To je par normalna in strizna
napetost v smeri normale 7. Tej smeri ustreza kot ¢ = 0. Potem je kot med abcisno osjo ¢ in
smerjo iz srediS¢a kroznice do tocke t enak kotu 2¢. Iz slike 7.3, primer t11 > t22 potem sledi

t12 _ 2t
tin— 3(tin +ta2)  ti —tan’

tan2¢ =

kar se ujema (7.42). Prav tako se ujema desna slika za primer t1; < t22. S slike tudi vidimo, da je
maksimalna strizna napetost enaka polmeru kroznice. To se ujema z enakostjo p = Tpnax-

S pomocjo Mohrove kroznice lahko torej v celoti okarakteriziramo ekstremalne lastnosti rav-
ninskega napetostnega tenzorja. Poglejmo kako najhitreje nariSemo Mohrovo kroznico.

e Prvo nariSemo koordinatni osi ¢ in 7 in nato srediS¢e kroznice na osi o s koordinato o =
1
5(ti1 +t22).

Omin-

e Na kroznici ozna¢imo Se tocko t = (t11,t12). Kot med osjo o in smerjo iz srediséa kroznice
do tocke t je enak kotu 2¢. Plolovica tega kota dolo¢a smer maksimalne normalne napetosti.
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Mohrove kroznice osnovnih napetostnih stanj

Dolocili bomo Mohrove kroznice za enosno, hidrostati¢no in strizno napetostno stanje. Za enoosno
napetostno stanje obstaja tak koordinatni sistem, da je pripadajo¢a matrika napetostnega tenzorja

enaka
[o1) 0
0 0|

Sredisce kroznice na osi o je v %00, polmer pa je p = % loo]. Ce je 09 > 0, je Omax = 00, Omin = 0
N Tmax = %cro. Maksimalna smer normalne napetosti je kar smer enoosne napetosti 7. Za oy < 0
j€e Omax = 0, Omin = 00 IN Tipax = féoo. Maksimalna smer normalne napetosti je sedaj smer 7.

Za hidrostati¢no napetostno stanje je t = —pi je sredis¢e kroznice na osi o v —p. Polmer kroznice
je enak ni¢. Kroznica je degenerirana kroznica in je enaka tocki (—p,0). Velja omin = Omax = —P
in Tmax = 0.

Strizno napetostno stanje je podano z matriko

(1) 0
t = .
0 —0Q
Sredis¢e Mohrove kroznice je v izhodis¢u koordinatnega sistema or. Polmer kroznice je |og|. Potem
. . . . 1
je Omax = |00], Omin = — |00| N Tmax = |00|. Za 09 > 0 je Ymax = 0, za 09 < 0 je Pmax = 37

Smer maksimalne strizne napetosti oklepa kot 7/4 s smerjo 7.

7.9 Vprasanja in naloge

7.9.1 Vprasanja

1. Izracunaj kvocient oo/pg Se za nekatere ostale materiale.
2. Zapisi strizne komponente vektorja napetosti na ravnini z normalo v smeri osi k.

3. Naj bodo komponente tenzorja napetosti ¢;; linearne funkcije koordinate z. Dolo¢i volumen-
sko silo, da bo telo s tem napetostnim tenzorjem v ravnovesju.

4. Izracunaj komponente napetostnega tenzorja v novi bazi 7/ = 7, 7/ = —7, k' = k.
5. Doloci ekstremalne smeri normalne napetosti v primeru t1; = t22 in t12 = 0.

6. Narisi Mohrove kroznice za enoosno, hidrostati¢no in strizno napetostno stanje.

7.9.2 Naloge

1. Na preseku osnega elementa pod kotom 7/4 je normalna napetost enaka o = 120 MPa. Dolo¢i
osno silo in strizno napetost. Osni element ima povrsino A = 4 cm?.

Resitev: V osnem elementu je enoosno napetostno stanje. Pripadajoc¢i tenzor napetosti je

t;;7 0 O
t=10 0 0
0 0 0
Normala na presek je i = %z—' + %j’ Potem je normalna napetost enaka
1 1 1 1
? ti17 0 0 ? ? Wtu 1
oc=t,=n-tn= |- 0 0 0 —=-=1—==]" 0 = —111.
= V2 V2 V2
o] Lo o of|% 0 0o ] °?



Ker je normalna napetost o = 120 MPa, je t1; = 20 = 240 MPa. Osnasila je F' = o A. Potem
je
F =240 MPa x 4cm? = 960 x 10° x 107*N = 96000 N = 96 kN.

2. Na rombu z vmesnim kotom « in
stranico v smeri osi z je na spodnji
vodoravni stranici napetost enaka
t1 = 77 na desni posevni stranici
pa je napetost enaka t» = Z(7+ 7). M2
Dolo¢i pogoj na kot «a, ki dopusca a
dane napetosti.
Resitev: Normala na spodnjo vo- N
doravno starnico je ©; = —J, nor-
mala na desno posevno stranico pa
je

Romb s predpisanima napetostima.

L 1 | W, o
Tig = cos(iw —a)i— sm(§7r — )7 = sinai’ — cos aJ.

Is¢emo ravninski napetostni tenzor

tako, da je

oziroma
0 - t11  t1o 0 o —t12 in I 1 - t11 tio sin « - t11 sina — t12 COS &
T o t12 tgg -1 t22 2 11 o t12 t22 — COS o t12 sina — t22 COS ¢
Dobili smo sistem enacb za komponente ¢;;. Enacbe so §tiri, neznanke pa samo tri, 11, t12

in t95. Da bo sistem resljiv, mora veljati dolo¢en pogoj na a. Pois¢imo ga. Iz prvega para
enach dobimo takoj t13 = 0 in t92 = 7. Vstavimo to v drugi par enacb. Dobimo enacbi

T ¢ . . T
— =17118ImMa@ 1Im — = —TCOS.
2 2

T

Vidimo, da mora veljati cosa = —%. Iskani kot je tako 27/3 in t11 = 7

3. Z meritvami smo dobili napetosti £7'= (107'+ 37)MPa, Eﬂ = /34MPa in y; =0.
(a
(b
(

) Dolo¢i napetostni tenzor.
)

(c) Dolo¢i ekstremalni normalni napetosti in njuni smeri.
)
)

Skiciraj napetosti na kvadratu s stranicami v smereh koordinatnih osi x in y.

d
(e

Skiciraj Mohrovo kroznico.

Skiciraj napetosti na kvadratu s stranicami v smereh diagonal prvega in drugega kva-
dranta.

(f) Dolo¢i normalno in strizno napetost v ravnini, ki ima normalo v smeri vektorja 7+ 7'+ k.

Resitev:
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(a) Iz pogoja y;:' = 0 sledi, da je napetostno stanje ravninsko, t13 = ta3 = t33 = 0. Iz enache
tv = (107 + 3))MPa takoj sledi, da je t;; = 10MPa in ;2 = 3 MPa. Upostevajmo Se
pogoj |£ T | = v/34MPa. Izracunajmo

VBIMPa = [t7] = /8, + 13, = \/9MPa? 4 13,.

Potem je too = 5 MPa. Napetostni tenzor

10 3
t= [3 i5] MPa.

(b) Vektor napetosti na nasprotni stranici je nasproten vektorju napetosti na stranici,
t(—1) = —t7in t(—)) = —tJ. Skica napetosti je na sliki 7.4.
2

7
/ R
/ T4§\/1'

i

Slika 7.4: Skica napetosti na stranicah kvadrata. Levo too > 5 MPa, desno too > —5 MPa.

(¢) V nadaljevanju se bomo omejili na primer ¢33 = 5 MPa. Ekstremalni napetosti izra¢unamo
po formuli

1
Oext = 5 <t11 +too & \/(tn —t92)% + 4t%2> .

Po krajSem racunu dobimo
1 1
Omax = 5 (154 V61) MPa in oin = 5 (15— V61) MPa.

Smer maksimalne normalne napetosti dobimo po formuli

2t19 {0 t11 2> too

1
ax = — arctan .
Pma 2 7T/2 t11 < tag

tin — t22
V naSem primeru je

! rctan & ~ 2510
max = — arctan — ~ 25.1°.
¥ 2 5

(d) Mohrovi kroznici za oba primera sta na sliki 7.5.

(e) Normala na diagonalo prvega kvadranta koordinatnega sistema zy je 7 = —%Z’—l— % 7
Vektor napetosti je

t= {130 g’] [_11/</§2 MPa = % [_ﬂ MPa.

Normalna napetost je potem t,, = t7= 9/2, strizna pa
. 5
ts = t-t—t%ziMPa.
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Tmax @

P(t11,t12)

2¢ o Omin

Onin Omax

(t11 + t2)/2

Slika 7.5: Mohrovi kroznici. Levo tos > 5 MPa, desno tos > —5 MPa.

1

Normala na diagonalo drugega in ¢etrtega kvadranta je i = —=7+ —=7. Potem je

2 2
f= Br- 44/27, t, = 21/2MPa in t, = 5/2 MPa.

(f) Normala v smeri vektorja 7+ J+ & je %(T—i— 7+ k). Potem podobno kot prej izraéunamo

t= (J37+ J5)MPa, t,, = TMPa in t, = \/86/3MPa.

4. Naj za ravninsko napetostno stanje velja, da je slt = 0. Pokazi, da obstaja KS v katerem sta

diagonalni komponenti napetostnega tenzorja enaki nic.

Resitev: Izberimo poljubni koordinatni sistem in priredimo tenzorju matriko z elementi
t;;. Ker je sled tenzorja neodvisna od koordinatnega sistema, je t11 + t22 = 0. ISCemo nov
koordinatni sistem v katerem ima ¢ matriko z elementi ¢}, za katero je t}; = t5, = 0. Po

formulah s predavanj je
/ ]- . . / 1 .
ty, = §(t11 — t92) cOS2p + t128in2¢ in  thy = —5(1511 — tag) cos 2 — t128in 2¢p.
Iz t11 +to2 = 0 sledi, da je too = —1t11. Potem je
tlll = tll COSs 2(p + tlg sin 2@ in tl22 = 7t11 COS Q(p — t12 sin 2(p

Vidimo, da je dovolj poiskati kot ¢ pri katerem je tj; = 0. Iskani kot je resitev enacbe

4
cot 2 = 2

ti1

Iskani koordinatni sistem je sistem zavrten za kot ¢, ki je resitev zgornje enacbe.
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Poglavje 8

Deformacijski tenzor

8.1 Prostorska deformacija

Pojem deformacije smo ze spoznali na primeru enoosne deformacije. Tam smo uvedli pojem mera
deformacije, ki ni omejen samo na enoosno deformacijo. Ce na kratko ponovimo, spoznali smo tri
mere deformacije, relativno spremembo dolzine, relativno spremembo kvadrata dolzine in logari-
temsko mero. Mero smo nato lokalizirali z obravnavo sprememb dolzin samo na infinitezimalno
bliznje tocke. Na koncu smo nato mero Se linealizirali. Te korake bomo sedaj ponovili za prostorsko
deformacijo.

Naj bo P s koordinatami (X, Y, Z) poljubna tocka v referenénem polozaju. V izbranem koordi-
natnem sistemu lahko tocko P predstavimo s krajevnim vektorjem R. Pri deformaciji se P preslika
v tocko p v prostorskem polozaju b. Tocko p predstavimo s krajevnim vektorjem 7. Vektorja Rin
7 povezuje vektor pomika U tako, da je

F=R+U.
Razlicnim tockam pripada razlicen vektor pomika. To pomeni, da je vektor pomika funkcija refe-
ren¢nega polozaja P oziroma njegovih koordinat,

7=R+U(R).

Infinitezimalno bliznja tocka P’, ki ji pripada krajevni vektor R’ = R + dR se deformira v tocko
p’, ki ji pripada krajevni vektor

—

7= R+dR+U(R + dR).
Potem je . . . L . Lo
R'—-R=dR in 7 —F=dR+U(R+dR)-U(R). (8.1)
Nasa naloga je, da izraz dU = U(R + dR) — U(R) zapiSemo kot funkcijo diferenciala dR. Zapisimo
U , R in dR po komponentah. Potem je k-ta komponenta diferenciala dU enaka
AUy = Up(X +dX,Y +dY, Z +dZ) — Up(X,Y, Z)
=U(X +dX, Y +dY, Z+dZ) — Up(X,Y +dY, Z + dZ)

+U(X,Y +dY, Z+dZ) - Up(X,Y,Z + dZ)
+U(X,)Y, Z+dZ) — Up(X,Y, Z).
Potem je po definiciji parcialnega odvoda po X, Y in Z
oUj, oUy, oUy,
= —(X1,Y+dY,Z+dZ2)dX + — (X, Y1, Z +dZ2)dY + —(X.,Y, Z1)dZ
AUy = 5 (X0, Y +dY, Z +dZ)dX + 572(X, Y1, Z + dZ)dY + -2 (X, Y, Z1)dZ,
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kjer so X; € (X, X 4+dX), Y, € (Y, Y+dY) in Z, € (Z,Z + dZ). Do prvega reda ’dé‘ natanko je
potem

o 8Uk 8Uk aUk
Uy = 57 (X, Y, 2)dX + 52 (X, Y, Z)dY + =2 (XY, Z)dZ.

Enalost velja za k = 1,2,3. Velja torej

dat oUL/OX UL JOY 0OUL/0Z] [dX
AUy | = |0U,/0X 0U, /oY 0U/0Z| |dY (8.2)
dUs U5 /0X U;/0Y 0Us/0Z| | dz

oziroma v kompaktnem zapisu

dU = Grad UdR,

kjer je Grad U gradient pomika, ki je v koordinatnem zapisu (8.2) dan z matriko parcialnih odvodov.
Velja torej
oU,/0X 0U, /Y 0U,/0Z
GradU = |0U,/0X 8U,/dY 0U,/0Z| . (8.3)
U3 /0X 0U3/0Y 0Us/0Z

Zapis matrike je odvisen od izbire koordinatnega sistema. Tu smo zaradi enostavnosti pisave
GradU v (8.3) izenadili z njegovim matri¢nim zapisom. Gradient ima veliko ¢rko G, ker smo
paricalne odvode izra¢unali glede na referencne koordinate, ki jih ozna¢ujemo z velikimim ¢érkami.

Upostevajmo (8.2) v (8.1). Tako dobimo

di = 7' — 7= dR + Grad UdR = (i + Grad U)dR = FdR. (8.4)

Tusmoz F =i+ Grad U oznadili gradient deformacije. Gradinet deformacije je izracunan v
tocki P.

Relativna mera deformacije je

e

1=7— — 1=
‘dR

€ —1.

’dﬁ

Izraza naprej ne moremo poenostaviti, zato vzemimo raje Cuchyjevo mero deformacije

12
47 |? — ‘dR‘

€9 = #

’dR

Izracunajmo posebej . . R R
|d7:'|2 zdF-df’zidR~£dR:dR-£T£dR.

V zadnji enakosti smo upostevali definicijo transponiranja F @ - b=3a- ETZ;, ki velja za poljubna

- 12 . _
vektorja @ in b. Upostevajmo, da je ‘dR‘ =dR - dR. Potem je

kjer je
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deformacijski tenzor in @ = dR/|dR|. Vektor e je enotski vektor. Formula (8.5) tako doloca
deformacijo, relativno spremembo kvadratov dolzin, v smeri enotskega vektorja €. Vidimo, da de-
formacija lokalno dolocena z deformacijskim tenzorjem E. Defomacijski tenzor je brezdimenzijksi.
Za majhne deformacije vemo, da je eo = 2¢;. Potem je za majhne deformacije

e ~éE EE (8.6)

Izraz (8.6) je kvadratna forma, ki doloca relativno spremembo dolzin v smeri enotskega vektorja €.
S tem ko poznamo deformacijski tenzor, poznamo relativno spremembo dolzin v poljubni smeri.

ce 1. . . . . T .
Deformacijski tenzor je simetricen, velja E* = E oziroma

I

i-b=d-Eb

za poljubna vektorja @ in b. Res, identiteta i je oitno simetri¢na, simetricen pa je tudi produkt
E'F, saj je

lies

"Fa-b=Fa Fb=a F'Fb.

8.2 Pomen komponent deformacijskega tenzorja

Podobno kot smo napetostnemu tenzorju priredili matri¢ni zapis, priredimo matri¢ni zapis tudi
deformacijskemu tenzorju. Seveda je ta zapis odvisen od izbire koordinatnega sistema. Naj bo €,
1= 1,2, 3 kartezi¢na baza. Potem v tej bazi pripada deformacijskemu tenzorju E matrika z elementi
E;j = € - E¢€;. 1z (8.6) sledi, da so pri majhnih deformacijah diagonalni elementi E;; = €; - E¢;
deformacijskega tenzorja enaki relativnim spremembam dolzin v koordinatnih smereh. B
Pois¢imo Se pomen izvendiagonalnih elementov. V referenénem polozaju v izbrani tocki P € B
vzemimo dva diferenciala dR; in dRy. Tema dvema vektorjema v prostorskem polozaju po (8.4)
pripadata vektorja di;, = F d]%l indry =F dﬁg. Kosinus kota med vektorjema dr in drs je

dry - dry Edél'idé2
|y | [dra| ‘Edﬁngd}%‘

cosp =

B dR; - FTF dR,

\JdR\ - ETEdf R, - ETE R

B dR; - (2E + i) dR;

\JdRy - QE+ )Ry \JdRy - RE + ) dRs

Naj bo dﬁl = ’dﬁl‘ €1 in dﬁg = )dég‘ €>. Potem sta vektorja dﬁl in dﬁg med seboj pravokotna

in zgornji rezultat se poenostavi v

2 |afy||dRs| @ - B de

cosp = = =

\/’dﬁl‘ (2B + 1)\/‘d1§2’ (2B +1)
2E15

V(2E1 +1)/(2F2s + 1)

Za majhne deformacije je sprememba dolzin majhna, zato sta ¢lena Fq1 in Esy v primerjavi z 1
majhna in ju lahko v zgornji formuli zanemarimo. Tako dobimo

1
Fio = 3 cos .
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Upostevajmo Se, da sta v referenénem polozaju smeri pravokotni. Kot med ¢ med dr; in dry potem
izrazimo kot spremembo kota ¢ = %w — Ap. Tako je

1 1 1 1
Eio =~ 3 cos(§7r —Ap) = 3 sin Ap ~ iAga

V zadnji enakosti smo uporabili aproksimacijo sin Ap ~ A, ki velja za majhne kote Ay. Podobni
sklep velja tudi za ostale pare koordinatnih smeri. Izvendiagonalni elementi so torej enaki polovicni
spremembi kota med koordinatnimi smermi. Element F;; je pozitiven, ¢e je kot med deformiranima
smerema €; in €; oster. Ce je E;; = 0 smeri ostaneta pravokotni, za E;; < 0 pa je kot topi.
Spremembi kota pravimo tudi striZna deformacija.

Komponentam deformacijskega tenzorja smo tako v primeru majhnih deformacij nasli geome-
triski pomen. Diagonalnim elementom pravimo tudi osne deformacije, izvendiagonalnim pa strizne
deformacije. V skladu s tem pomenom komponente deformacijskega tenzorja oznac¢ujemo tudi na
slede¢i nacin

err m2/2 mas/2
E= |72/2 €2 723/2
Y13/2 723/2 €33

Komponente v;; sedaj pomenijo spremembo kotov med koordinatnimi osmi.

Sled deformacijskega tenzorja je vsota njegovih diagonalnih elementov, sl E = E11 + Fa2 + Es3.
Sedaj bomo pokazali, da je za majhne deformacije sl E enaka relativni spremembi volumna. Zami-

slimo si v referené¢nem polozaju majhen paralelepiped napet na vektorje dﬁ,;, 1 =1,2,3. Volumen
tega paralelepipeda je AV —= ‘dﬁl (dRy x dﬁg)‘ - ‘(dﬁl,dﬁg,dﬁg)‘. Tu je (dRy,dRs, dRs)

mesani produkt vektorjev dﬁi. Vektor déi se preslika v dr; = F dﬁi. Volumen deformiranega
paralelepipeda napetega na vektorje di;, 1 = 1,2, 3 je

Av = [dFiy - (diy x dF)| = |EdRy - (EdRy x Edfs)| = |(EdRy, EdRy FdRs)|. (87)

Mesani produkt treh vektorjev je enak determinanti matrike, ki ima za stolpce komponente teh
treh vektorjev. Potem je

(EdRy, F dfiy, F dfts) = det [F dRy, F dfy, F dRs|

kjer smo z oglatim oklepajem oznacili matriko s stolpci F d]:fi, 1 = 1,2,3. Po pravilu mnozenja
matrike z matriko je i-ti stolpec produkta dveh matrik enak produktu prve matrike z i-tim stolpcem
druge matrike. Tako je

\EdRy, EdRy, EdRs| = F [, dfty, dfy] .

Sedaj upostevamo, da je determinanta produkta dveh matrik enaka produktu njunih determinant.
Potem je

(BdRy, Edfy, F dfs)| = |det F det [dféy, dffy, dfs]| = [det £ AV,

Upostevajmo ta izra¢un v (8.7). Tako dobimo
Av = |det £ AV = |det(i + Grad 0)| AV, (8.8)

Formula (8.8) velja za poljubno deformacijo. Omejimo se sedaj na majhne deformacije. Prvo
zapisimo
1+0U,/0X oU, /Y oU,/0Z
det(i + GradU) = | 9U2/0X 14 0U,/dY  8U,/0Z
B oUs3/0X oUs3 /Y 14+ 0U3/0Z
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Determinanto izracunamo kot vsoto produktov z ustreznim predznakom tako, da iz vsake vrstice
in stolpca vzamemo po en element. Potem je za majhne deformacije

det(i + Grad 0) ~ 1+ 0U, 0X + 8U /Y + U3 /02,

kjer smo zanemarili ¢lene, ki so enaki produktu dveh ali treh ¢lenov s parcialnimi odvodi komponent
U; po X, Y ali Z. Upostevajmo to v (8.8)

Av |1+ 00U, /0X + Uz DY + 0Us J0Z| AV = |1 +sLE| AV = (1 + sl E)AV.

V zadnji enakosti smo upostevali, da je deformacija majhna in je zato 1 + sl £ > 0. Potem je za
majhne deformacije relativna sprememeba volumna enaka

Av—AV

AV sl

I

8.3 Infinitezimalen deformacijski tenzor

Deformacijski tenzor je dan z izrazom £ = %(FTE — 1), kjer je ! =i + Grad U. Potem je

1 . . . . . B
E= 3 ((g-I— GradU)" (i + Grad U) — g) = (GradU + (Grad U)" 4 (Grad U)T Grad U) :

M| —

Vidimo, da je £ nelinearno odvisen od pomika U. Pri velikih deformacijah moramo upostevati ne-

linearni ¢len (Grad U )T Grad U. Pri majhnih deformacijah pa lahko ta nelinearni ¢len zanemarimo.
Tenzorju brez tega Clena pravimo infinitezimalni deformacijski tenzor

€= % (Grad(j + (Grad (7)T) .

Mariéni zapis infinitezimalnega deformacijskega tenzorja je

6U1 1(8U1 + 8U2) 1(8U1 + 8U3)
0X 2\ 9Y, 0X 2 gZ (;;)X
_ l E)Ul 3U2 8U2 l Us Us
€= z(éf)y+gx) Y (97 + 5
l( U, + U3) 1(8U2 + 8U3) Uy
2\ 07 0X 0z Y Y

Razloziti moramo Se, kaj sploh je majhna deformacija. Pogoj, da je deformacija majhna ni enak
pogoju, da je pomik majhen. Pomik je lahko velik, deformacija pa je Se vedno lahko majhna.
Nenazadnje, ¢e je pomik togi, je deformacija enaka ni¢ ne glede kako velik je togi pomik. Prav
tako majhen pomik, ko govorimo o majhnem pomiku mislimo na to, da je kvocient velikosti
pomika z dimenzijo telesa majhen, ne zagotavlja majhne deformacije. Spomnimo se samo na
funkcijo sin nz. O¢itno je vedno |sinnz| < 1, njen odvod pa je lahko zelo velik za velik n. Majhna
deformacija je torej deformacija za katero je gradient pomika Grad U majhen. To pomeni, da so v
komponentnem zapisu parcialni odvodi komponent pomika majhni. Ce primerjamo deformacijski
tenzor in infinitezimalni deformacijski tenzor je

(Grad U)” Grad U.

N | =

E=¢+

Pri majhnih deformacijah sta oba tenzorja majha. Razlika je v tem, da smo pri infinitezimalnem
deformacijskem tenzorju zanemarili produkt dveh majhnih koli¢in, to je élen (Grad U)T Grad U.
Clene, ki so enaki produktu dveh majhnih koli¢in imenujemo majhne koli¢ine drugega reda. Po-
dobno imenujemo majhne koli¢ine visjih redov. Iz znanega deformacijskega tenzorja infinitezimalni
deformacijski tenzor dobimo tako, da zanemarimo vse majhne koli¢ine drugega ali visjega reda.
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Vektor pomika U smo definirali na referenénem polozaju. Definicijo U (P) lahko prenesemo na
prostorski polozaj. Naj toCki p prostorskega polozaja pripada refrencéni polozaj P. Definirajmo
ii(p) = U(P) oziroma @(7) = U(R), kjer sta R in 7 krajevna vektorja do P in p. Upostevajmo, da
je 7= R+ (7(1%) Potem je

—

U(r) - U(R)

— —

UR+U)—U(R)| = O(Grad U)U).

Tu smo s simbolom veliki O oznacili velikostni red argumenta simbola O. Ce je deformacija majhna,
se U(7) in U(R) = 4(7) malo razlikujeta. Potemtakem je pri majhnih deformacijah funkcija pomika
na prostorskem polozaju kar enaka funkciji pomika na referenénem polozaju. Velja torej

@(7) = U(7).

V nadaljevanju se bomo omejili na majhne deformacije in bomo tam, kjer ne bo nevarnosti za
zmedo infinitezimalni deformacijski tenzor na kratko imenovali kar deformacijski tenzor. Pomen
komponent infinitezimalnega deformacijskega tenzorja je enak pomenu komponent deformacijskega
tenzorja. Relativna sprememba dolzin v smeri enotskega vektorja € je tako enaka

€ =¢€-€é. (8.9)
Za matriko infinitezimalnega deformacijskega tenzorja bomo tudi uporabljali zapis

€1 72/2 ms/2
e= |m2/2 €2 723/2
713/2 v23/2  €s3

8.4 Primer

Pravokotnik dimenzija a x b se deformira v romboid tako kot kaze slika 8.1. Privzeli bomo, da je
deformacija majhna, da je Aa/b majhna koli¢ina. Na sliki zaradi boljse predstave deformacija ni
majhna. NaSa naloga je poiskati deformacijski tenzor. Nalogo bomo resili na dva nacina.

YA

Aa a

Slika 8.1: Strizna deformacija pravokotnika.

e Prvi bo geometrijski, kjer bomo upostevali pomen komponent deformacijskega tenzorja za
majhne deformacije. Postavimo koordinatni sistem z osema X in Y v smeri stranic pravo-
kotnika, os Z pa pravokotno na ravnino XY. V smeri Z ni deformacije, zato so komponente
FEh3, Es3 in F33 deformacijskega tenzorja enake ni¢. Komponenta FE7; je enaka relativni
spremembi v smeri osi X. Kot vidimo na sliki se dolzina X stranice ne spremeni, zato je

100



F11 = 0. Dolo¢imo sedaj FE35. Stranica z dolzino b se deformira v stranico romboida z dolzino

V/b? 4+ (Aa)?. Potem je
Bap = YO B AR -1 (8.10)

b

Sedaj upostevamo, da je

1
\/1—#3:%1—&—537 za |z| << 1. (8.11)
Ta ocena sledi iz enakosti
d
Fleo+h) = flazo) + SLOR, €€ (@o,m0+h)

za funkcijo f(x) = v/z, xg = 1 in h = z. Potem lahko (8.10) zapiSemo v obliki

E22 =\ 1+ (Aa/b)2 —1= %(Aa/b)Q

Dolo¢iti moramo $e izvendiagonalni element F15. Pri majhnih deformacijah je enak poloviéni
spremembi kota med osema X in Y. Iz slike vidimo, da je

A
tan Ay = 2e
b
Za majhne kote je tan Ay = sin Ap ~ Ap. Potem je
1 Aa
Eig=—-—.
2= 57
Deformacijski tenzor je potemtakem enak
0 $Aa/b 0
E= [1Aa/b $(Aa/b)? 0
0 0 0
Infinitezimalni deformacijski tenzor pa je
0 1Aa/b 0
e= |[1Aa/b 0 0
0 0 0

Dobili smo ga iz E tako, da smo zanemarili majhne kolicine drugega reda.

Deformacijski tenzor bomo dolocili preko funkcije pomika. Iz slike vidimo, da se daljice
pravokotnika, ki so vzporedne osi X pomaknejo v desno. Pomik nara$ca linearno z Y. Na
zacetku je enak ni¢, na vrhu pa Aa. Funkcija pomika je torej

LA
U:T“th

Velja torej Uy = %Y in Uy = Us = 0. Matrika gradient pomika je po (8.3) sestavljena iz
parcialnih odvodov. Edini nenicelni parcialni odvod je

5U1_Aa
ay b’
Potem je
0 Aa/b 0
GradU=10 0 0
0 0 0
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Vidimo, da je gradient pomika konstanten oziroma neodvisen od polozaja. Deformaciji za
ketero je gradient pomika konstanten pravimo homogena deformacija.

Infinitezimalni deformacijski tenzor je

1 . . 0 1Aa/b 0
=< (GradU + (Grad U)T) = [laap "~ 0 0f,
= 2
0 0 0
kar se seveda ujema z resitvijo po prvi poti.
Po kratkem ra¢unu dobimo
B = 0 0 0
(Grad )T GradU = [0 (Aa/b)?> 0
0 0 0
Potem je
] . B 0 iAa/b 0
E=c+ i(GradU)TGradU: %Aoa/b %(Ag/b)2 8

Deformacijski tenzor smo tako dolocili. Za primer njegove uporabe izracunajmo spremembo
dolzine diagonale pravokotnika. Ozna¢imo z D dolzino diagonale v referenénem polozaju in z d v

deformiranem. Iz slike hitro vidimo
a2 +b2 in d=+/(a+Aa)?+b=/a2+2aAa+ b2+ (Aa)2.

D =
Relativna sprememba dolzin je
d 1_\/a2+2aAa+b2+(Aa)2_1_\/1+2aAa—|—(Aa)2_1N ala
B B a? + b2 Tat b2

61:5_ a? + b2

V zadnjem koraku smo uporabili aproksimacijo (8.11).
Poglejmo Se kaksna je relativna sprememba kvadratov dolzin
d*> - D?  2aAa+ (Aa)?
€y = =
2T D2 a? + b

Ponovno vidimo, da je za majhne deformacije €5 = 2¢;.
Sedaj izra¢unajmo relativno spremembo dolzine diagonale s pomo¢jo formul (8.5) in (8.6). Prvo

moramo dolociti enotski vektor v smeri diagonale pravokotnika. Ta je
a
1 1
€= ———(ai’+b]) = —— | b
= ) = 0

a2

Ne pozabimo, vektor smeri mora biti normiran. Potem je

9 a 0 1Aa/b 0] [a
>+ by 0 0 ol o
Aa
1 “ 2aAa + (Aa)?
=— - laA Aa)? =
a? + b? g “ a/b+0( a)*/b a? + b?

Rezultat se ujema z izra¢unom po geometrijski poti.
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Preverimo Se izracun relativne spremembe dolzin. Sedaj je

1 a 0 1Aa/b 0] [a
S o 1
61:e~ge:ﬁ bi - §Aa/b 0 0 b
a®+b* 1 0 o ol o
1A
1 a 224 ala
=——|b|-|iaAa/b| = =—=
a? + b2 0 ana/ a? + b2’

kar se tudi ujema z ze izraCunanim.

8.5 Osnovni nacini deformacije

Podobno kot pri napetosti definiramo osnovna deformacijska stanja. Omejili se bomo na majhne
deformacije in pripadajoci infinitezimalni deformacijski tenzor.

1. Enoosna deformacija. To deformacijo ze poznamo. V koordinatnem sistemu, ki ima os X v
smeri osi deformacije je pomik oblike U = U;(X)7. Edini neni¢elni element matrike Grad U
je element OU;/0X = dU;/dX. Tu smo parcialni odvod zamenjali z navadnim odvodom,
ker je U; funkcija samo spremenljivke X. Infinitezimalni deformacijski tenzor zapisemo z
matriko

e 0 O
e= |0 0 0f,
0 0 O

kjer je € = ‘(igg. Deformacijski tenzor E je enake oblike, edini nenicelni element F1; pa
je B11 = e+ %62. Relativna sprememba dolzin v smeri € = €17+ e2] + esk je po formuli
(8.6) enaka ee?. Ocitno je najvecja deformacija v smeri osi deformacije. V kateri smeri je
najvecja sprememba kota bomo spoznali pri obravnavi ekstremalnih lastnosti deformacijskega

tenzorja.

2. Strizna deformacija. Deformacija je strizna, ce je sled deformacijskega tenzorja enaka nic.
Ker je sled enaka nic¢, strizna deformacija ohranja volumen. Za primer si poglejmo deforma-
cijo, ki ji bazi 7, 7in k pripada matrika

T 0 0

e=(0 —7 O

0 0 0
Poglejmo kaksna matrika pripada tej deformaciji v koordinatnem sistemu, ki ima bazne
vektorje 7/ = %(Prj') 7= %(fi#j') in k'’ = k. Matriko v novi bazi oznac¢imo z €', njene

elemente pa z e;j. Izracunajmo

1 1 T 0 O0f |1 1 1 T
€, =7 gflzi 1{-{0 —7 of |1 =5 1| [-7| =0,
0 0 0 0] |0 0 0
1 -1 T 0 0f (-1 1 -1 |-7
6’22:j"~gj":§ 1 0 —7 0 1] =211 -7 =0
0 0 0 0 0 0 0
in
1 1 T 0 0] |-1 1 1| -7
6'12:T’éj”:§ 1 0 —7 0 1 =3 1 |—-7| = -7
0 0 0 0 0 0 0



Ostale komponente so o¢itno enake ni¢. Iskana matrika je

0 7 0
e=—1[7 0 0
0 0 O

Pri strizni deformaciji pride do spremembe kota med smerema 7/ in 7/. Kot se poveca za 27.

. Enakomerna deformacija. Deformacijski tenzor enakomerne deformacije je € = e€i. Enako-
merna deformacija povzroci relativno spremembo volumna esli = 3e. Relatlvne spremembe
dolzin so v vse smeri enake. Pravimo, da je deformacija izotropiéna. Sprememb kotov ni. Naj
bosta € in f dva enotska med seboj pravokotna vektorja. Sprememba kota pri deformaciji
med smerema € in f je enaka

Ap=2¢-cf=2eif =2 f=0,
saj sta vektorja med seboj pravokotna.

Poljubno deformacijo lahko zapisemo v obliki

e= 36101+ (e~ 56191). (5.12)

Prvi del je enakomerna deformacija, drugi pa je strizna deformacija, saj je njegova sled enaka
1 ) 1 .
sl gfg(slg)g :slgfgslgslg:slgfslg:().

Tu smo upostevali, da je sled tenzorja linearna preslkava, da velja sl(a + b) = sla + slb in
slaa = asla. Tenzorju z nicelo sledjo pravimo deviatoriéni tenzor. Poljubni deformacijski
tenzor lahko torej zapisemo kot vsoto enakomerne deformacije in srizne deformacije. Raz-
cep (8.12) velja seveda za poljubni tenzor. Poljubni tenzor lahko torej zapisemo kot vsoto
krogelnega in deviatori¢nega tenzorja.

. Ravninska deformacija. Deformacijsko stanje je ravninsko, ¢e obstaja tak koordinatni sistem,
da je pripadajoca matrika deformacijskega tenzorja oblike

€11 €12 O €1 5’)/ 0
e= [eja ey 0| = %'y e 0
0 0 0 0 0 0

Ravninsko deformacijsko stanje nastopi, ko je pomik ravninski in je samo odvisen od ravnin-
skih koordinat. V ndaljevanju se bomo ve¢inoma omejili na ravninske deformacije.

Relativna sprememba dolzin v smeri enotskega vektorja & = cos p7+ sin ¢7je po formuli (8.9)
enaka

cos ¢ e11 e 0] [cosep
€e=¢€-e€= Singa . 612 622 0 singa

cos €11 COS @ + e128in
sin go €12 COS + €99 Sin
2

= €11 COS” ¢ + €15 8in 2¢ + €99 sm2

1 1
—(e11+e2)+ -

2( 2(611 — €92) €OS 2p + €12 sin 2¢.

Ce poznamo relativno spremembo dolzin v treh smereh, potem lahko s pomoéjo zgornje
formule dolo¢imo ravninski deformacijski tenzor.
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8.6 Ravninska deformacija

Omejili se bomo na infinitezimalno deformacijo. Deformacijski tenzor ravninske deformacije lahko
zapiSemo z matriko dimenzije 2 x 2

1
e— €11 €ei2| | €1 5712
= =, .
€12 €22 3712 €2
Prednost prve pisave je, da matrika e po strukturi zapisa splo$na simetri¢cna matrika dimenzije

2 x 2, prednost druge, inzenirske pisave pa, da imajo elementi zapisa svoj neposredni deformacijski
pomen.

8.6.1 Ekstremalne lastnosti ravninskega deformacijskega tenzorja

Pri obravnavi ekstremalnih latnosti bomo raje uporabili splosni zapis. Zanima nas v kateri smeri
€ = cos '+ sin p 7 je relativna sprememba dolzin najvecja. S formulo, zanima nas v kateri smeri
ima forma

e=¢l@)=¢€-¢e€
ekstremalne vrednosti.

Obliko te forme Ze poznamo, ko smo obravnavali ekstremalne lastnosti napetostnega tenzorja.
Tam je vlogo vektorja smeri € imela normala na ravnino preseka, namesto deformacijskega tenzorja
je nastopal napetostni tenzor, zanimala pa nas je smer ekstremalne normalne napetosti. Vse kar
moramo narediti pri iskanju ekstremalne relativne spremembe dolzin je, da uporabimo rezultate
ekstremalnih lastnosti napetostneega tenzorja in tam dobljene rezultate ustrezno prevedemo na
deformacijo. Potemtakem velja:

e V smeri € = cos 7'+ sin ¢ J'je relativna sprememba dolzine enaka

1 1 .
€= 5(611 + ean) + 5(611 — €92) €08 2 + €12 sin 2¢p. (8.13)

e Maksimalna relativna sprememba dolzine je

1
€max = 5 (611 + e + \/(611 —e22)? + 46%2)

in nastopi v smeri € = oS @Ymax ¢ + SN Ymax 7, Kjer je

(8.14)

1
Pmax = 3 arctan

’/T/2 e11 < €29.

2e12 0 €11 > €22
_ _|_
€11 — €22

Tu so e;; komponente deformacijskega tenzorja t v bazi 7; J.

e Minimalna relativna sprememba dolzine je

1
€min = 5 (611 + eg2 — \/(611 —e92)? + 46%2) .

Minimalna relativna sprememba dolzine nastopi v smeri ¢min = @max + %W.

Poglejmo Se, kako je z ekstremalno spremembo kotov. Vemo, da izvendiagonalni element ma-
tri¢cnega zapisa deformacijskega tenzorja predstavlja polovico spremembe kota med koordinatnima
osema v smeri 7in 7. Prav tako poznamo pomen izvendiagonalnega elementa napetostnega tenzorja
ravninskega napetostnega stanja, je natanko komponenta strizne napetosti. Potemtakem velja:
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Sprememba kota med pravokotnima vektorjema € = cos ¢ 7+ sin ¢ J'in f: —sinpi+cosp ]
je enaka

v = —(e11 — ea2) sin 2¢ + 2e12 cos 2¢.

Maksimalna sprememba kota je

— 2
Ymax = \/(ell - 622)2 + 4612 = €max — €min,

minimalna pa

Ymin = _\/(611 - 622)2 + 46%2-

Smeri ekstremalne spremembe kota oklepata kot 7/4 s smerema ekstremalne spremembe
relativnih dolzin.

Ugotoviti moramo Se, v kateri smeri je sprememba najvecja in v kateri najmanjsa. Ce
zapiSemo ¢ = 0 — w/4 potem je

v = (e11 — ea2) sin 20 + 2e14 cos 26.

Dobili smo izraz, ki je enak bistvenemu delu v (8.13). Maksimum je torej dosezen pri pax,
ki je dan z (8.14). Potemtakem nastopi maksimalna spremeba kota pri

1 2e12 ™ 0 €11 = e
max = Omax — 7/4 = = | arctan —— — — | + 8.15
Yma & / 2 ( €11 — €29 2) {7T/2 e11 < egn. ( )

Dobljeno formulo lahko $e preoblikujemo. Vemo, da je

tan o — tan 8

tan(a — f) = ————.
( 8) 1+ tanatan g
Potem je o« — 8 = 7/2, ¢e je tan 8 = —1/tan« oziroma 8 = —arctan(1/tan«) + kmr, kjer
lahko &k omejimo na k € {—1,0}. Potem je o — 7/2 = —arctan(1/tana) + kr. V nasem
primeru, ko je
2e12
« = arctan
€11 — €22
sledi
2e T 2e -1 €22 — €
arctan ——>— — = = —arctan <tan <arctan 12)) + km = arctan ——— 4 k.
€11 —ez2 2 €11 — €2 2e12

Dolociti moramo e k € N. Ce imata eqy in e17 — €5 enak predznak, lezi leva stran zgornje
enakosti na intervalu (—27,0). Desna stran lezi na tem intervalu za k = 0. Ce imata razliéni
predzank, lezi leva stran na intervalu (—m, —%’/T). Za enakost mora potem veljati k = —1.
Primer e12 = 0 obravnavamo posebej. Ce jeep =01in exn > €11, je k= —1, pri eas < €17 pa

k = 0. Tako lahko (8.15) prepisemo v

2e12/(e11 — e22) >0
e1o=0 in e > €9
2e12/(e11 — e22) <0

e =0 In ej1 <eo
(8.16)

1 ez —e1r | m J0; e > e ™
Pmax = = arctan ——— + — - =
2 2eq12 2 |1, e <ex 2

— = O O

Minimalna sprememba nastopi v smeri
s
Pmin = Pmax + 5

Podobno kot smo ekstremalne lastnosti napetostnega tenzorja upodobili z Mohrovo kroznico,
ekstremalne lastnosti deformacije upodobimo z Mohrovo kroznico. Poglejmo to na primeru.
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Primer

Naredili bomo primere za vse moznosti, ki nastopajo v (8.16). Za¢nimo s primerom ej; > ea9 in

e12 > 0. Naj bo
e = }e V3 1
2% 1 -3

2
kjer je €y pozitivna konstanta, ki zagotavlja, da matrika e res pripada infinitezimalno majhni
deformaciji. Ker je sled deformacijskega tenzorja enaka n¢ je to strizna deformacija. Po formulah
za ekstremalno relativno spremembo relativnih dolzin hitro dobimo €, = —1 in €4, = 1. Smer
maksimalne deformacije je Ymax = m/12, smer maksimalne spremembe kota pa @max = —7/6.
Morhova kroznica za ta primer je leva slika na sliki 8.2. Pozitivni predzank kota pomeni, da
maksimalno smer iS¢emo v smeri urinega kazalca, negativni pa v obratni smeri.

1 1

2 4 2 4
1 1
5 Vmax 5 Vmax

2¢ p(e11.612) p(e11.612) 2¢
2¢ c m .
€min 1 €max €min 1 €max
E(e“ +e2) E(e“ +e2)

Slika 8.2: Mohrove kroznice, primer ejo > 0. Levo e1; > egq, desno e1; < ess.

Naslednji je primer e1; < eg9 in e19 > 0, kjer je
e= }e —v3 1
2% 1 VB

2
Ekstremalne vrednosti so enake, smeri pa sta @max = 57/12 in Ppax = 7/6. Vidimo, da sta sedaj
oba kota pozitivna.

Poglejmo Se primera z negativnim izvendiagonalnim elementom, glej sliko 8.3.

o i N |

2 2
Za eq1 > egg sta kota pmax = —7/12 in Gpax = —7/3. V primeru €11 < €92 pa je @max = 77/12
in Gmax = /3.

8.7 Vprasanja in naloge

8.7.1 Vprasanja

1. Izracunaj parcialne odvode funkcije f(X,Y,Z) = XY?sin Z.
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1
—(e11 + €2)
2

€min 1 €max
E(e“ +€22)

p(e11,e12) p(e11,e12)

Slika 8.3: Mohrove kroznice, primer e;o < 0. Levo ey > eas, desno ey < ego.

2. Za funkcijo f(x,y) = (z + y)? izracunaj druge odvode 92 f /022, 02 f/0x0y in 0% f/0y>.

3. Naj bo a matrika reda 2 x 2. Z rac¢unom pokazi, da je d-ab=aTd bza poljubna vektorja
a in b.

4. Pokazi, da res velja sl(aa + 8b) = asla + Bslb.

5. Opisi deformacijo. ki ima deformacijski tenzor

0 0
0 0
T 0

S O 2

6. Za strizno deformacijo pravokotnika a x b, kjer je a = 3cm, b = 2cm in Aa = 1 mm izracunajj
razliko med dejansko relativno spremembo dolzine diagonale in spremembo, ki jo dobimo z
uporabo deformacijskega tenzorja.

8.7.2 Naloge

1. Ravninska deformacija deformira pravokotnik s stranicama a = 1cm in b = 2cm v romboid
s stranicama 1.02 cm in 1.97 cm in vmesnim kotom med stranicama 89.7°.

(a) Zapisi deformacijski tenzor.
(b) Doloéi osno deformacijo diagonale pravokotnika.
Resitev:

(a) Infinitezimalni deformacijski tenzor bomo doloéili v koordinatnem sistemu, ki ima osi v
smereh pravokotnika. Diagonalna elementa sta enaka relativni spremembi dolzin stranic
pravokotnika, izvendiagonalni pa spremembi kota. Deformacija stranice v smeri osi x je

Al 0.02
= —=——=0.02.
€1 l1 1 0.0
Deformacija v smeri osi y pa je
Al —0.
62 = 72 = 70 03 - *0015
Iy 2
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Sprememba kota je Ap = 90° — 89.7° = 0.3°. Vrednost v stopinjah moramo pretvoriti
v radiane. Ker se je kot zmanjsal, je v > 0. Potem je

s
— 0.3—% ~ 0.005.
i 180

Infinitezimalni deformacijski tenzor je enak

e @ 7] _ [ 002 0.0025 22 14
£7°7 1y e T |0.0025 —0.015| 1/4 —3/2

(b) Enotski vektor v smeri diagonale je & = %(i’—i— 27). Relativna sprememba v smeri
diagonale je potem

€g=¢€e€= %10_2 H {134 —1?{;12} H

L1521 6 -
=10 M {_11/4]510 (2)0.6><10 :

2. Ravninska deformacija deformira pravokotni trikotnik z dolzinama stranic a in b v smeri
koordinatnih osi v trikotnik z oglis¢i v totkah A = (x0,v0), B = (z¢ + a11,y0 + a12) in
C = (zo + a1, Yo + az2). Tu so a;; dane konstante.

(a) Doloci deformacijski tenzor na geometrijski nacin.
(b) Doloéi pogoje na a;j, da bo deformacija res majhna.

(¢) Zapisi gradient deformacije in izra¢unaj deformacijski tenzor.
Resitev:

(a) Koordinatni sistem postavimo v smereh katet trikotnika. Kateta v smeri osi z se preslika
v stranico AB. Njena dolzina je |AB| = /a3, + a?,. Potem je

Vai, +afy _1

a

€1 =
Kateta v smeri osi y se preslika v stranico AC. Njena dolzina je |[AC| = /a3, + a3,.

Potem je
Va3, + a3, _1

€y = b

Dolociti moramo Se izvendiagonalni element, ki ga doloca sprememba kota. Pravi kot
se deformira v kot ¢ = ZCAB z vrhom v A. Po kosinusnem izreku je

|BC|? = |AB|? + |AC|?> — 2|AB||AC| cos ¢.

Od tod potem

2 2 _ 2 2 2 2 2 2 /.2 2 og
(a21 — a11)” + (a2 — a12)” = a1 +ajy + ay; + azp — 24/af; + a12\/a21 taz;cosp

in po krajsem racunu
a11621 + a12022

2 2 2 2
Va3, + a3yn/a3, + a3

cosp =
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Ker je Ap = %71’ — @, je cosp = sin Ap = Ap. Pri pogoju, da je deformacija majhna,
je infinitezimalni deformacijski tenzor enak

2 2
Vaitai, 1 1 ai1a21+a12a22
a 2 2 2 2 2
e = \/a11+a12\/a21+a22
/3 2
a3 taz, 1
b

Tu smo zaradi zapisali samo zgornji trikotni del simetri¢ne matrike.

(b) Sedaj moramo dolo¢iti pogoje na koeficiente a;;, da je deformacja res majhna. Da bo
pisava lazja, bomo predpostavili, da so vsi koeficienti pozitivi. Prepisimo cos ¢ v

asi/as + aiz/ai

\/]. + (alg/au)z\/l + (azl/agg)z '

Izraz je majhne, ¢e je |a12/a11| << 1 in |ag1/a22| << 1. Potem je

cosp =

cos ¢ & (as1/as + aiz/air).

Nadalje je

Vai +af, s |a11] 1

a a

€1 =

Veljati mora torej |ai1| &~ a. Podobno dobimo pogoj |asz| = b. Konstanti a;; in ass sta
torej pozitivni. Za majhne deformacije je tako

_ {au/a —1 I(az1/as + a12/a11):|
- agg/b -1 ’
(¢) Prvo moramo poiskati funkcijo pomika. Vsa oglis¢a trikotnika so pomaknjena za 7 =
2o+ yoJ). Potem je
au/a agl/b:| R’
alg/a a22/b ’

U. Tako dobimo

docyy = [fo] « [rfe st et 11

=

Il

il

+
+ r

Vektor pomika je dan z enacbo 7= R

Gradinet pomika je

7 an/a—l a21/b
GradU{ a12/a ass/b—1|"

Deformaciski tenzor pa je
_ 1 7 =7\ _ [ai/a—1 3(az1/b+ aiz/a)
g—2(GradU+(GradU) )—[ tas/b— 1
o Jan/a—1 3(asi/az + aix/ai)
0,22/19— 1 ’

3. 7Z ekstenziometrom smo izmerili osne deformacije 3 - 10’3, V3:1073in —v/3-1073 v smereh,
ki oklepajo kot 27/3. Dolo¢i deformacijski tenzor.
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Resitev: Uporabili bomo formulo s predavanj
1 1 .
€p = 5(611 + e9) + 5(611 — e92) €OS 2 + €12 8in 2¢
za kote ¢ = 0,27/3 in 47/3. Potem je 2p = 0,47/3,87/3 = 27/3. Upostevajmo, da je

cosdm/3 = cos8m/3 = —3 in sindm/3 = —1/3 in sin87/3 = 11/3. Tako dobimo sistem
enacb

3:107% = ey
V3107 = %(611 +e22) — }1(611 — €2) — 612%\/5
—V3-107% = %(611 + e22) — 3(611 —e22) + 612%\/5-
Iz prve enacbe sledi e;; = 3-1073. Ce sestejemo drugo in tretjo enacbo dobimo 0 =
%611 + %622 in potem egy = —%611 = —1073. Odstejmo od tretje ena¢be drugo. Dobimo

V3e1a = —2v/3-1073 in e15 = —2 - 1073, Matrika infinitezimalnega tenzorja je tako

o _as[3 -2
g—e—IO [_2 R

. Podana je funkeija pomika U = a(X Y27+ X2Y).
(a) Skiciraj, kam se preslika kvadrat [0, a] x [0, a].

(b) Izrac¢unaj infinitezimalni deformacijski tenzor.

(¢) Izracunaj deformacijski tenzor in ugotovi kdaj je deformacija majhna.
Resitev:

(a) Izberimo a = 1 in @ = 1/5 Sliko narisemo tako, da nariSemo stranice deformiranega
lika.

X

Slika 8.4: SkicSlika deformiarnega kvadrata a =1 in o = 1/5.
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(b) Gradient pomika je

- 2
Crad T — {aU1 /0X 0U; /ay} . { Y 2XY]

U, /0X  0U,/0Y 2XY X2

Potem je

Ien

e Y? 2XY
T T 2XY X2

Ker je deformacija odvisna od polozaja, deformacija ni homogena.
(c¢) Deformacijski tenzor je

(Grad U)" Grad U.

N

E=c+

Izra¢unajmo posebej

- - Y2 2xY][Y? 2XY Y4 +4X2Y2 2(XY3 + X3Y)
T 2 2
(GradU)" GradU = o [2XY X2 } {2XY X2 ] -« { X4 +4X2y?2

Deformacija je majhna, ¢e so komponente tenzorja Grad U. To dosezemo, Ce je @ majhen
in|X|<linl|Y| <1

5. V treh smereh, ki oklepajo medse- y
bojni kot 7/4 so znane osne defor-
macije €, = €g, €, = —%eo in e, =
2¢0, kjer je eg = 1073, A
€
(a) Doloci deformacijski tenzor.

(b) Skiciraj Mohrovo kroznico in €

dolo¢i ekstremalne vrednosti
in smeri deformacije.

Resitev:

(a) Koordinatni sistem z osema x
in y postavimo v smereh de-
formacije €, in €., glej skico. >
V tem koordinatnem sistemu €a X
pripada deformacijskemu ten-

zorju matrika
€ e 1 =z
e — a 12 = ¢ )
€12 €c r 2
Dolociti moramo Se komponento e12 = €gx. Vemo, da je v smeri
1

€= —@T+7),
\/Q( 7)

ki oklepa kot ¢ = 7/4 s smerjo x

S o1 1 .
€, =€-e€= 5(611 +e20) + 5(611 — e92) cos 2 + €19 sin 2¢p.
Vstavimo v formulo nase podatke. Potem je

3 3 1 1 o1 3
——€) = <€y — —€gCOS =T + SIn =T = —€g + .
260 260 260 D) TE 2 260 TE
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Potem je x = —3 in
_ 1 -3
€ = €p 3 9 |-

(a) Po formuli sta ekstremalni osni deformaciji enaki

1
€ext = 5 (611 + e & \/(611 —e22)? + 46%2) :

Izracunajmo prvo

\/(611 —e22)? + 4ed, = V37 €.
Potem je
1 1
Emax = 5(3 + \/ﬁ)eo in epip = 5(3 - \/ﬁ)eo.

Maksimalna osna deformacija nastopi v smeri

1 2e 0 e > e
Pmax = 5 arctan il + { 11 Z €22

€11 — €22 /2 e11 < ex.

V naSem primeru je e1; < €23 in ej3 < 0. Potem je
1 1 o
Pmax = = arctan6 + —m ~ 130.3°.
2 2
Smer minimalne osne deformacije je
1 o]
©min = Pmax — 577 =~ 40.3°.

Tu smo upostevali, da sta ekstremalni smeri med seboj pravokotni in tako lahko pristejemo
ali odstejemo pravi kot, da pridemo do druge ekstremalne smeri. Maksimalna strizna
deformacija oziroma sprememba kota je

Ymax = €max — €min — V 37 €0
in nastopi v smeri

1 — 1 1 1 1
Pmax = B arctan % + §7r = —5 arctan 6 + §7r ~ 85.3°.

Mohrova kroznica je na sliki 8.5

6. Za ravninsko deformacijsko stanje sta podani glavni osni deformaciji € = 2¢p in e = —ey,
kjer je eg majhno pozitivno stevio. Dolo¢i osi 2’ in y’ pri katerih je ej; = 0 in e}, > 0.

Resitev: V koordinatnem sistemu z baznima vektorjema 7" in 7'v smeri koordinatnih osi «
in y pripada deformaciji diagonalna matrika

2 0
€ = ¢ 0 —1|-
Is¢emo bazo 7/ in 7' v kateri je €); = 0 in €}, > 0. Naj bo 7/ = cos p7'+ sin ¢J. Potem je

S 1 . 13
0=e; = 5(611 + ean) + 5(611 — e92) €082 + e128in2p = €0 + €0 cos 2.
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€min

p(e11,e12)

Slika 8.5: Mohrova kroznica.

Tako dobimo .
20 = ——
coSs 2¢ 3

:tl 1
=+—arccos | —= | .
%) 2accos 3

Resitev je doloctena do predznaka, saj je cos soda funkcija. Predznak dolo¢imo iz pogoja
€l > 0. Velja

in

1 3
0<eély= —5(611 — e32)8in2p — e13 cos 29 = —50 sin 2¢

Funkcija sin2¢ je negativna za 2¢ € (m,27). Po drugi strani je cos2p < 0 in zato 2¢p €
(37, 37). Potemtakem je 2¢ € (m, 37) in

p € (=m, =m). (8.17)

1 1
= — r —_—— .
¢ = 5 arccos 3

Dolo¢iti moramo $e bazna vektorja 7/ in 7. V ta namen moramo prvo izracunati cos¢ in
sin ¢. Izracunajmo

Tako je

cos? ¢ = 1(1—}—0052(,0) _1 in sin?p= 1(1 — cos2¢p) = 2
2 3 2 3

Potem je zaradi (8.17)

1 . 2
coscpf—% in sing=4/z.
Iskana baza je
SO WORY U S I
= 3 3] J = 3 3J-
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Poglavje 9

Elasti¢cni tenzor

9.1 Posplosen Hookov zakon

Pri enoosni deformaciji je linearna zveza med napetostjo ¢ in deformacijo ¢ dana s Hookovim
zakonom ¢ = Fe. V primeru prostorske deformacije in napetostnega stanja sta deformacija in
napetost tenzorja. Njuni linearni zvezi pravimo posplosen Hookov zakon. Podobno kot pri enoosni
deformaciji posplosen Hookov zakon velja samo za majhne deformacije, ko so elementi deformacij-
skega tenzorja po absolutni vrednosti manjsi od 0.005. V danem koordinatnem sistemu v katerem
pripadata deformaciji in napetosti matriki s komponentami t;; in ey, 4, j,k,1 € {1,2,3} linerano
zvezo med napetostjo in deformacijo izrazimo z

3
tij = Z Cijrert = Cijrie- (9.1)
k=1

V zadnji enakosti smo uporabili zapis, ki mu pravimo sumacijski dogovor. Ta pravi, da indekse
simbolov, ki se dvakrat ponovijo smatramo za tekoce indekse in jih sestejemo po njihovih vredno-
stih. Po tem dogovoru smo v zadnji enakosti v (9.1) izpustili znak za vsoto po indeksih & in [
po vrednostih od 1 do 3. Primer uporabe sumacijskega dogovora, pravimo mu tudi sumacijska
konvencija, je sled tenzorja. Vsoto diagonalnih elementov tenzorja s komponentami e;; po tem
dogovoru zapisemo z sle = e;;. Sumacijski dogovor bomo uporabljali le ob¢asno, posebej tam, kjer
bomo z njim zeleli poenostaviti izgled formule.

Zveza (9.1) pravi, da je vsaka komponenta napetostnega tenzorja t;; linearno odvisna od kom-
ponent deformacijskega tenzorja. Koeficienti Cjjp; so konstantni, ¢e je material homogen, in so
funkcije polozaja, ¢e je material heterogen. V okviru predmeta se bomo posvetili predvsem ho-
mogenim materialom. Koeficientom Cjji; pravimo elasticni koeficienti. Ti koeficienti so dejansko
komponente elasti¢nega tenzorja. Ker ima ta tenzor Stiri komponente, je to tenzor cetrtega reda.
Pravimo mu elasti¢ni tenzor in ga ozan¢ujemo s C. Tenzorski zapis posplosenega Hookovega zakona
je tako B

t=C:e.

Operacija ozna¢ena z dvopi¢jem pomeni natanko to kar je zapisano po komponentah v (9.1). Tej
operaciji pravimo dvojna kontrakcija.

Zveza (9.1) priredi deformaciji napetost. Ce je ta zveza linearna, je linearna tudi zveza, ki
napetosti priredi deformacijo
eij = Sijhill-
Tu smo uporabili sumacijsko konvencijo. Pripadajo¢i tenzorski zapis je

e=5:t
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Tenzorju S pravimo podajnsotni tenzor. O¢itno je sta si elasticni in podajnostni tenzor med seboj
inverzna.

Ker je C tenzor cetrtega reda in ker indeksi tecejo od 1 do 3 sklepamo, da ima elasti¢ni tenzor
3* = 81 komponent Cijri. Hitro pa lahko ugotovimo, da vse te komponente niso med seboj
neodvisne. Tenzorja napetosti in elasticnosti sta simetricna tenzorja, velja t;; = t;; in e;; = ej;.
Potem in (9.1) sledi, da velja
Cijki = Cjira = Cijik.-

Pravimo, da je elasticen tenzor simetricen v prvem in drugem paru indeksov. Prav tako je podaj-
nostni tenzor simetricen v prvem in drugem paru indeksov. Poleg te simetije, ki ji prvimo tudi
mala stmetrija imata tako elasti¢ni in podajnostni tenzor Se glavno simetrijo

Cijrt = Chuijs Sijrt = Skiij-

tenzorjem z obema simetrijama pravimo simetricna tenzorja. Elasti¢ni in podajnostni tenzor sta
tako simetri¢na tenzorja cetrtega reda.

Glavna simetrija elasti¢nega tenzorja je posledica elasti¢nosti. Elasti¢nost dejansko pomeni, da
je delo, ki ga opravijo povrsinske sile na del telesa pri deformaciji v zaprtem krogu od nedefor-
miranega polozaja do deformiranega in nazaj v prvotni nedeformiran polozaj enako ni¢. Gostota
povrsinske sile, to je napetostni tenzor, je funkcija deformacije. In ¢e je delo v zaprtem krogu
enako ni¢, obstaja funkcija U = U(e), ki ji pravimo gostota elasti¢na enrgija, tako da je

ou
i = 9.2
J 86@‘ ( )
oziroma v tenzorskem zapisu
LU
= 8§ '

V posebnem primeru enoosnega napetostno/deformacijskega stanja je 0 = FEe in U = %EGZ. Iz
zveze (9.1) in (9.2) potem vidimo, da je

oty; 0 oU 0*U

8€kl N 8€kl 867;]' N 86@‘36“.

Cijrl =
Tu smo v zadnji enakosti uporabili simbol za dvakratno parcialno odvajanje. Iz matematike je
znano, da vrstni red zaporednih parcialnih odvodov gladkih funkcijni ni pomemben. Velja torej

PU U
6€ij8€kg n 8€klaeij’

od tod pa ze vidimo, da je Cjji = Chusj-

Prestejmo sedaj stevilo neodvisnih komponent elasti¢nega tenzorja. Iz male simetrije sledi, da je
neodvisnih samo 6 parov prvih in 6 parov drugih indeksov. To pomeni, da ima zaradi male simetrije
elasti¢ni tenzor 6 x 6 = 36 neodvisnih komponent. Po glavni simetriji pa lahko zamenjamo vrstni
red obeh parov. Hitro vidimo, da je vseh neodvisnih parov 21. Elasti¢ni in podajnostni tenzor
iamta tako 21 neodvisnih komponent.

9.2 Voigtov zapis

Voigtov zapis je zapis posplosenega Hookovega zakona z matriko reda 6 x 6. Ta zapis sledi ze iz
male simetrije elasticnega ali podajnostnega tenzorja. Matriki napetostnega tenzorja t priredimo
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stolpec neodvisnih komponent

t11 ti2 13
t = |t tog to3z| =T,
t13  to3 133

t13
t12
matriki deformacijskega e tenzorja pa stolpec
e11 €1
€22 €2
€11 €12 €13 €33 €3
e = |[e1g2 €22 €23 H— 2623 = o3 =F.

€13 €23 €33 %13 Y13
2e12 Y12

Pri prevedbi deformacije v stolpec smo uporabili inZenirski zapis, ki se v inzenirski literaturi
vec¢inoma uporablja. Slaba stran te uporabe je, da predpisa kako napetostnemu in deformacij-
skemu tenzorju priredimo stolpec nista enaka. Ta razlika potem porusi simetrijo med elasti¢nim
in podajnostnim tenzorjem v Voigtovem zapisu.

S stolpcema T in E posplosen Hookov zakon zapisemo v obliki T = C E, kje je C matrika
dimenzije 6 x 6. Zaradi glavne simetrije je ta matrika simetri¢na. Posplosen Hookov zakon v
Voigtovem zapisu je tako

t11 C11 €12 €13 Ci4 Ci5 Cie €11

tao Cl2 C22 C23 C24 C25 C26 €22

t33 _ |€13 €23 €33 C34 C35 (36 €33 ' (9. 3)
tas C14 C24 C34 C44 C45 C46 2e23

t13 C15 €25 €35 C45 Cs55 Cs6 2e13

t12 Ci6 C26 €36 C46 Cs56 C66 2e12

Splosne zveze med komponentami elasti¢nega tenzorja Cjjj; in elementi matrike ¢;; ne bomo na-
vajali. S primerjavo zapisov hitro vidimo naprimer, da je c11 = Ci111, c12 = Ci1922 in ¢16 = Ci112
in tako naprej. Pri zadnji enakosti nam prav pride, da ima v stolpcu E komponenta e;5 faktor 2.
Pripadajoci Voigtov zapis za podajnostni tenzor je

€11 S11 S12 S13 S14  S15  S16 t11
€22 S12 S22 S23  S24  S25  S26 tao
€33 | _ [S13 S23 S33 S34 S35 536 t33 (9 4)
2ea3 S14 S24 834 S44 S45  S46 t23
2e13 S15  S25 S35 S45 S55  S56 t13
2e12 S16 526 536 S46 S56  Se66| |12

Posplosen Hookov zakon je ima 21 materialnih parametrov. To je veliko Sevilo in teoreti¢ni
model s tako velikim Stevilom parametrov ni kaj prida. Kmalu pa bomo videli, da lahko pogostokrat
Hookov zakon zapiSemo z bistveno manjsim Stevilom parametrov, v idealnem primeru samo z
dvema.

9.3 Simetrije elasticnega tenzorja

Kot ze dobro vemo, je komponentni zapis tenzorja odvisen od izbire koordinatnega sistema. Ce se
Hookov zakon v koordinatnem sistemu z baznimi vektorji 7, 7'in k glasi

tij = Cijri€ri,
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se v koordinatnem sistemu z baznimi vektorji 7/, 7/ in k’ glasi

!l ! !
ti; = Cijri€ri-

9.3.1 Monoklini¢na simetrija

Privzemimo, da novo bazo dobimo iz prvotne z zrcaljenjem preko ravnine xy. To pomeni, da je
- R N M S M : : Y =) ’ :

' =7 7" =7ink’ = —k. V novi bazi se Hookov zakon glasi ¢;; = C};;,e,. V primeru, ko
je z{jkl = Cljp1, torej v primeru, ko ima elasti¢ni tenzor v tej novi bazi enake komponete kot v
prvotni bazi, pravimo, da je elasticen tenzor invarianten za to zrcaljenje oziroma, da ima zrcalno
simetrijo. Materialom, ki imajo eno zrcalno simetrijo pravimo monoklinicni materiali. Poglejmo

kaj ta simerija pomeni za komponente elasti¢nega tenzorja.

- —/ - —/

Pigimo €; =7, & = 7'in &; = k ter podobno za =7 e =7"né;= k. Vemo, da je
t, =l tel,
kjer je t matrika komponent, ki pripadajo tenzorju napetosti ¢ v bazi €;. 1z zgornjega zapisa hitro
vidimo, da se spremenijo samo komponente t;;, kjer je samo eden od indeksov enak 3, drugi pa
razlicen od 3. Potem je
t/13 = —t13 in t/23 = —t23,

vse ostale komponente pa so nespremenjene. Na prav enak nacin ugotovimo, da je
o ! . . / _ !/ ! / _
€13 = —€13, €33 = —€23 I €y = €11, €3 = €22, €33 =¢€33, €13 = C€12.
Zapisimo sedaj Hookov zakon za t1; v stari in novi bazi
t11 = c11€11 + c12e22 + C13€33 + 2c14€03 + 2¢15€13 + 2C16€12, (9.5)
in

/ / !/ /! / / /
t11 = ti11 = ci1e1] + c12e99 + C13€33 + 2c14€55 + 2¢15€13 + 2C16€75

ci1e11 + Cciaea + c13€33 — 2c14€23 — 2¢15€13 + 2C16€12- (9.6)
Odstejmo (9.6) od (9.5). Tako dobimo
0 = 4ci4e23 + 4ci5e13.

Ker mora ta enakost veljati za poljubno deformacijo, naprimer za strizni deformaciji v ravnini yz
in xz, sledi, da je
Cl1g4 = C15 = 0. (97)

Na podoben naé¢in pokazemo Se, da je
Coq = C25 = €34 = C35 = C46 = C56 = 0. (9-8)

Poglejmo Se komponenti to3 in t13. Pri tem upostevajmo (9.7) in (9.8). Velja

o = ci4€11 + C24€22 + C34€33 + 2cq4€23 + 2¢45€13 + 2Cs6€12 = 2C44€23 + 2C45€13, (9.9)
in
! ! ! / / ! !
tos = —la3 = C14€]] + C24€59 + C34€35 + 2C44€53 + 2ca5€]3 + 2Ca6€719
= ci4€11 + Ca4€22 + C34€33 — 2¢44€23 — 2¢45€13 + 2c46€12 = —2c44€23 — 2¢45€13. (9.10)

Vidimo, da sta ena¢bi (9.9) in (9.10) ekvivalentni in zato ne prinasata novega pogoja.
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Za monoklini¢ni material v koordinatnem sistemu, kjer je ravnina xy ravnina zrcalne simetrije
veljajo za komponente enacbe (9.7) in (9.8). Pripadajoca matrika v Voigtovem zapisu je

ci1 ci2 c3 0 0 c
cr2 c2 c23 0 0 cop
c13 ce3 ¢33 0 0 c36
0 0 0 Cq4 Cyg5 0
0 0 0 C45 Cs5 0
cie ¢ ¢ 0 0  cee

Monokliniéni material ima 13 neodvisnih parametrov.

9.3.2 Ortotropicna simetrija

Material je ortotropicen, ¢e ima dve med seboj pravokotni ravnini zrcalne simetrije. Naj bosta to
ravnini zy in 2z. Na podoben naéin kot prej sedaj sledi, da je poleg (9.7) in (9.8) tudi

¢16 = C26 = 36 = €45 = 0.
Elasti¢ni tenzor ortotropi¢nega material v Voigtovem zapisu je potem oblike

C11 C12 Ci3 0 0 0
C12 C22 C23 0 0 0

__|C€13 C23 (33 0 0 0
C= 0 0 0 Cq4 0 0 (91 1)
0 0 0 0 Cs5 0
0 0 0 0 0 Ce6

Velja poudariti, da je v zgornjem zapisu koordinatni sistem usklajen z ortotropi¢no simetrijo.
V poljubnem koordinatnem sistemu je matrika elasti¢nega tenzorja ortotropi¢nega materiala pra-
viloma polna matrika brez nicel. Doloc¢itev koordiantnega sistema, ki je usklajen z ortotropi¢no
simetrijo ra¢unsko ni trivialen. Pomembna lastnost ortotropi¢nega materiala je, da osna defor-
macija v smeri normale na ravnino zrcalne simetrije povzro¢i samo normalno napetost, strizna
deformacija v ravnini zrcalne simetrije pa samo strizno napetost v tej ravnini. To vidimo iz (9.3).
Obstoj treh takih med seboj pravokotnih ravnin zagotavlja, da ima material ortotropi¢no simetrijo.

Ortotropi¢ni material ima 9 neodvisnih parametrov. Opazimo, da ima matrika C enako obliko,
Ce je material zrcalnih simetricen glede na ravnini zy in yz namesto glede na zy in xzz. Do-
datna ravnina zrcalne simetrije ne zmanjSa Stevilo parametrov. Pomembem primer materiala z
ortotropi¢no simetrijo je les, njegove mehanske lastnosti so bistveno odvisne od smeri. V smeri
celuloznih vlaken, ki lesu dajajo trdnost je les precej bolj tog kot v pre¢ni smeri. To smo spoznali
ze v tabeli Youngovih modulov.

Podajnostni tenzor ima enako simetrijo kot elasti¢ni tenzor. Podajnostni tenzor za ortotropic¢ni
material v Voigtovem zapsu zapiSemo v obliki

1/E1 —V12/E2 —1/13/E3 0 0 0
—1/21/E1 1/E2 —1/23/E3 0 0 0
S — 71/31/E1 7V32/E2 1/E3 0 0 0
0 0 0 1/ 23 0 0
0 0 0 0 1/wms O

0 0 0 0 0 1/

Stevilom FE; pravimo Youngovi moduli, v;; Poissonovi koli¢niki, u;; pa strizni moduli. Indeksi ¢ in
J tecejo po mnozici {1,2,3}. Za Poissonove koli¢nike veljajo zveze

Vig V21 Vi3 V31 V23 V32
E, E’ Es FE’ E3 E’
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Neodvisni parametri so tako Ey, Es, E3, v12, 13, Va3, [12, H13 in pe3. Njihov pomen razberemo
iz enoosnega in striznega testa.

Izra¢unajmo deformacijo, ki jo povzro¢i enoosno napetostno stanje v smeri osi z. Po formuli
(9.4) je

€11 1/E1 —1/12/E2 —V13/E3 0 0 0 g
€99 —V21/E1 1/E2 —V23/E3 0 0 0 0
€33 _ 71/31/E1 71/32/E2 1/E3 0 0 0 0
2e03 0 0 0 s 0 0 0
2613 0 0 0 0 1/,[1,13 0 0
2e19 0 0 0 0 0  1/pm2] |0
Potem je
o V21 V31
- == = _——=g0. 12
€11 B’ €22 B g, €33 B, g (9.12)

Vidimo, da je F; Youngov modul v smeri osi x, Fo v smeri osi y in E3 v smeri z. Kvocienta osnih

deformacij (9.12) sta

€22 . €33

— = —lV91 1M —— = —Vl31.

€11 €11
Poissonov koli¢nik torej pove koliksna je relativna sprememba dolzine v lateralni smeri glede na
osno deformacijo. Pri raztegu v osni smeri se material praviloma skr¢i v lateralni smeri, pri
skréitvi v osni smeri pa raztegne v lateralni smeri. Zato je Poissonov koli¢nik praviloma pozitiven.
Obstajajo pa posebni materiali, pravimo jim auksetiéni materiali, ki se obna8ajo ravno nasprotno in
imajo tako negativni Poissonov koli¢nik. Dopustne vrednosti Poissonovega koli¢nika bomo spoznali
kasneje.

Poglejmo kaksno deformacijo povzro€i strizno napetostno stanje. Naj bo edina nenic¢elna kom-
ponenta napetostnega tenzorja komponenta t12. Potem po (9.4) sledi

1
2e19 = —112 = t12 = 2u12€e12.
H12

Strizni modul torej povezuje z zgornjo enaCbo strizno napetost in strizno deformacijo. V prin-
cipu lahko tako materialne parametre ortotropi¢nega materiala dolo¢imo s tremi osnimi in tremi
striznimi preizkusi.

9.3.3 Kubicna simetrija

Poleg zrcalne simetrije obstajajo tudi rotacijske simetrije. Primer je kubi¢na simetrija. Naj za
komponente elasticnega tenzorja v danem koordinatnem sistemu velja, da se ne spremenijo, ¢e
zasukamo koordinatni sistem okrog poljubne koordinatne osi za veckratnik pravega kota. Konkre-
tno, Ce zavrtlmo koordinatni sistem z baznimi vektorji 7, 7'in k okrog osi k za kot 7, je nova baza
7V =-7,7'=—7in k' = k. Podobne relacije veljajo za ostale rotacije za polni kot okrog 7 in 7.
Hitro lahko vidimo, podobno kot pri ortotropi¢nem materialu, da ima elasti¢ni tenzor materiala s
kubi¢no simetrijo enako obliko kot ortotropicen material. Velja pa Se ve¢. Ortotropi¢en material
ima 9 neodvisnih parametrov, kubi¢ni pa samo tri, saj morajo biti njegove komponente invariantne

tudi za rotacije za pravi kot.

rud !

Pri rotaciji za pravi kot okrog osi k je nova baza oblike 7/ = 7, 7/ = —7'in k' =k. Poglejmo
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kaj to pomeni za komponente napetostnega in deformacijskega tenzorja. Izracunajmo

thy =7 th' =7 th = ts,
to =7" -t =7 t(=1) = ~ta1 = —t12 (9.13)
Podobne formule veljajo za komponente deformacijskega tenzorja.
Sedaj izracunajmo T'= CFE
t11 ci1 c2 ci3 0 0 O e11 c11€e11 + ci2€22 + C13€33
o2 c12 ¢ c3 0 0 O €22 c12€11 + Ca2€22 + Ca3€33
tsg| _ [c13 ca3 3 0 0 0 es3 | _ |C13e11 + Cazean + C33€33 (9.14)
t23 0 0 0 Cq4 0 0 2623 2644623 )
t13 0 0 0 0 Cs5 0 2613 2055613
t12 0 0 0 0 0 Cg6 2612 2066612
inT' =C'E'=CFE, kijedan z
tlll C11 C12 C13 O 0 O 6/11 0116/11 =+ 0126/22 + C136é3
t/22 C12 C22 C23 0 0 0 6/22 0126/11 =+ 6226/22 + 023633
tss _|as ¢ c3 0 0 0 ehs _ c13€] + Cazehs + C33€h4 (9.15)
/23 0 0 0 Cq4 0 0 26’23 20446/23 ’ ’
/13 0 0 0 0 Cs5 0 26/13 26556’13
t/12 0 0 0 0 0 Ce6 26’12 26656/12
Uporabimo v (9.15) transformacijske formule (9.13) za t}; in e};. Tako dobimo
ta2 c11€22 + C12€11 + C13€33
t11 C12€22 + Co2€11 + Co3€33
t3z | _ [C13e22 + cazenn + C33e33 (9.16)
—t13 —2c44€13 '
to3 2¢55€23
—t12 —2cepe12
Sedaj primerjajmo (9.14) in (9.16). Primerjavo zapiSemo s sistemom enach
C11€11 + C12€22 + C13€33 = C12€22 + C22€11 + C23€33
C12€11 + Co2€22 + Co3€33 = C11€22 + C12€11 + C13€33
C13€11 + Ca3€a2 + C33€33 = C13€22 + C23€11 + C33€33
2cq4€23 = 2c55€23
2cs5€13 = 2c44€13
2cg6€12 = 2C66€12- (9.17)

Resitev sistema (9.17) za poljubno deformacijo je

c11 = C22, C44 = C55 1IN C13 = Co3.

Upostevajmo Se, da so za material s kubi¢no simetrijo komponente elasticnega tenzorja invari-
antne za rotacije za pravi kot tudi okrog osi 7'in 7. Iz vseh rotacijskih simetrij potem sledi

c11 = C22 = €33, C44 = C55 = Cep 1IN €13 = C23 = C12.
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Elasti¢ni tenzor materiala s kubi¢no simetrijo ima tako samo tri neodvisne parametre, njegov
Voigtov zapis pa je

ci1 ci2 ci2 0 0 0

ci2 ci1 c2 0 0 O

Cc- |Gz a2z cu 0 0 0
0 0 0 Cq4 0 0

0 0 0 0 Cq4 0

0O 0 0 0 0 cu

Za material s kubi¢no simetrijo je Youngov modul enak v vseh treh smereh. Prav tako so enaki
strizni moduli in Poissonovi koli¢niki. Ta ugotovitev seveda velja samo v smereh, ki se sovpadajo
z rotacijskimi osmi. Neodvisni materialni parametri so tako Youngov modul, Poissonov koli¢nik in
strizni modul. Tipi¢ni materiali s kubi¢no simetrijo so kovinski materiali.

9.3.4 Tranzverzalna simetrija

Material ima tranzverzalno simetrijo, ¢e ima eno ravnino zrcalne simetrije in rotacijsko simetrijo
za poljubni kot okrog normale na ravnino zrcalne simetrije. Te dve simetriji zagotavljata, da
ima elasti¢ni tenzor tranzverzalno simetriénega materiala obliko (9.11). Zaradi dodatne rotacijske
simetrije pa vsi ti koeficienti niso neodvisni.

Naj bo ravnina zrcalne simetrije ravnina xy, os rotacijske simetrije pa os k. Rotacija okrog osi
k za kot /4 prevede staro bazo v novo bazo

1 .
=@+, 7= —-—=(—7+7), k'=Fk
\@( 7, 7 ( 7)

Po krajsem ra¢unu, podobnemu kot v (9.13) dobimo

. . 1
thy=7"-t7" = §(t11 + 2t12 + t22),

the = k' th' = tss,

. - 1
the =7 th' = —=(—t13 + ta3),

V2

o L7 1
ths=7"th' = E(tw + t23),
. 1
-t]I: 5(—t11 +t22). (918)
Podobne formule veljajo za komponente deformacijskega tenzorja. Potem je po Hookovem zakonu

1
th = §(t11 + 2t19 + to2)

1
= 5(011611 + cize2 + c13€33) + 2c66€12 + 5(012611 + cogean + cazess)

1 1 1
= 5(011 + ciz)enn + 5(012 + caz)eas + 5(013 + co3)ess + 2cg6e12 (9.19)
Po drugi strani pa je
thy = cr1€}y + c12€h + c13€53

1 1
= —cii(enn + 2e12 + e22) + cia(e1r — 2e12 + €22) + cizess

2 2
1 1
= 5(011 + cr2)en + 5(011 + c12)ean + cizess + (c11 — c1z2)ers. (9.20)
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Primerjajmo (9.19) in (9.20). Enakosti (9.19) in (9.20) hkrati veljata za poljubno deformacijo
natanko takrat, ko je
) 1
C11 = C22, C13 = C23 1 Cg6 = 5(611 —c12).

Poglejmo Se, kako je s strizno komponento napetosti. Velja

1 1
(t13 + t23) = —=(2cs5€13 + 2caq€93).

ts = —
13 \ﬁ \ﬁ
Po drugi strani pa je
1
o, = 20446/ = 2c44——=(e13 + €e23).
13 13 \/5( )
Enakosti sta hkrati zadosceni za poljubno deformacijo, ¢e je
C44 = Cs5.

S tem smo dejansko v celoti izkoristili rotacijsko simetrijo za doloc¢itev vezi med komponentami
elasticnega tenzorja. Izkaze se, da z rotacijo okrog osi k za poljubni kot ne dobimo novih pogojev.

Elasti¢ni tenzor tranzverzalno izotropi¢nega materiala ima tako pet neodvisnih konstant. Splosna
oblika elasticnega tenzorja je

ci1 ci2 c3 0 0 0
ci2 c1 cz3 0 0 0
C- |3 3 cs3 0 0 0
0 0 0 Ca4 0 0
0 0 0 0 Cq4 0
0 0 0 0 0 ((311 - 612)/2

Vidimo, da lahko strizni modul w12 tranzverzalno izotropi¢nega materiala zapiSemo kot funkcijo
Youngovega modula F; in Poissonovega koli¢nika 5. Materiale z vlaknasto strukturo v fiksni
smeri pogostokrat obravnavamo kot tranzverzalno izotropi¢ne materiale.

9.3.5 Izotropija

Material je izotropicen, ¢e je v vse smeri enak. To pomeni, da je tranzverzalno simetricen za
poljubno os, oziroma, da je elastiCen tenzor invarianten za poljubno rotacijo. Izotropi¢en tenzor
je hkrati kubi¢en in tranzverzalno simetricen. Potemtakem ima izotropi¢en material samo dva
neodvisna parametra, splosna oblika elasti¢nega tenzorja pa je

C11 Ci12 Ci12 0 0 0
12 C11 C12 0 0 0
Cc_ |G2 a2 cn 0 0 0
o 0 0 0 (011 — 612)/2 0 0
0 0 0 0 (011 — 012)/2 0
0 0 0 0 0 (611 - 012)/2

Youngov modul v poljubni smeri je enak, enaki so tudi Poissonovi koli¢niki za poljubni par smeri
in enaki so tudi strizni moduli. Podajnostni tenzor izotropi¢nega materiala je

1/E —v/E —v/E 0 0
-v/E 1/E —v/E 0 0
-v/E —v/E 1/E 0 0

S=1 0 0 1/G 0 (9-21)
0 0 0 0 1/G
0 0 0 0 0

=
coococo
@
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Tu smo z G zapisali strizni modul.

Pois¢imo se zvezo med striznim modulom in Youngovim modulom. Ker stolpca napetosti 7" in

deformacije E nista po strukturi enaka, matrika S ni inverz matrike C in tudi zveza & = (4 + %)
ne velja. Zvezo 2e15 = Sggti2 prepiSimo v ejp = i5662t12. To je po obliki enaka zveza kot
t12 = 6662612. Potem je
1 1 1/1 n v 1+v
—8 _ — = — — — =
477 4G 2\E " E 2F
in B
G=——. 9.22
2(1+v) ( )

Neodvisna materialna parametra izotropi¢nega materiala sta tako F in v.

Pkazimo sedaj, da lahko posplosen Hookov zakon za izotropi¢en material zapiS§emo v obliko

1
e= ;"g— Zslti. (9.23)
Res, upostevajmo (9.21). Velja
; 1 v v 1+v v (enr + Fess) 1+v v |
= —ey] — —€33 — —€33 = e1n1 — —(e e €33) = e1;] — —sle.
1= Fe1 — e~ 63 5 1 plen +exntess 5 1T pse

Dobljena enakost potrjuje valjavnost (9.23) za t11. Podobno dokazemo da enakost velja tudi za tog
in t33. Preverimo veljavonst Se za izvendiagonalne elemente. Dovolj je preveriti za t15. Po (9.23)
je

1+v
t12 = 15 t12,
po (9.21) in (9.22) pa je
1 2(1+v)
ety = =ty = ¢
€12 a 12 E 125

lle+>

kar se po krajsanju z 2 ujema s predhodno enakostjo. Zveza (9.23) torej res velja.

Pois¢imo Se obratno zvezo, ki dani deformaciji priredi napetost. Prvo pois¢imo zvezo med
sledema napetostnega in deformacijskega tenzorja. Iz (9.23) sledi

1+v

v 1+v  3v 1-2v
le = 1t — —sltsli = — — |slt= 1¢. .24
sle slt Esgsg <E E)st = slt (9.24)
Potem iz (9.23) dobimo
E v )
= (et Zolti).
= 1 + v = ==
Upostevajmo (9.23). Tako je
t= 2 oy vE lei (9.25)
STIrrt T -2 e '
Dobljeno zvezo pogostokrat prepisemo v obliko
t=2pue+ Asleg, (9.26)
kjer je
E vl
—G=—""  in A==
H=G=50g,) 1+ v)(1—20)

Koeficientoma p in A pravimo Lamejeva koeficienta.
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Ce je napetostno stanje hidrostatic¢no, t = —pi, sledi iz (9.24), da je

3(1—2v)p

le = —
Sg E

oziroma
_ E 3l
P="30 =2 °
Sled deformacijskega tenzorja je enaka relativni spremembi volumna. Pri enakomerni kompresiji,
ko je p > 0, se volumen zmanjsa. To pomeni, da mora biti koeficient

e

E
K= ——,
3(1—2v)
ki mu pravimo kompresijski modul, pozitiven. It tega pogoja sledi, da je v < % V limiti v — %
mora biti kompresija za spremembo volumna neskoncno velika. To pomeni, da vrednost v = 3
ustreza nestisljivemu materialu. Ker mora biti tudi strizni modul pozitiven, dobimo iz (9.22), da
je v > —1. Potemtakem je Poissonov koli¢nik omejen z
1
-l<v< - (9.27)

2

Eksperimentalno je Poissonov koli¢nik tezko natancno izmeriti, ker so spremembe volumna ali la-
teralne dimenzije v obmocju linearne elasti¢nosti majhne. Tipi¢na vrednost Poissonovega koli¢nika
za kovine je priblizno 0.3.

9.4 Prostorska temperaturna deformacija

Sprememba temperature za AT v izotropi¢nem materialu, v katerem je odziv v vse smeri enak,
povzroc¢i deformacijo

€ = aATi. (9.28)

Koeficintu « pravimo koeficient termalnega raztezka in ga Zze poznamo iz obravnave enoosne defor-
macije. Deformacijo smo opisali z infinitezimalnim deformacijskim tenzorjem, saj je deformacija
za katero velja ta zveza za dopustne spremembe temperature majhna. Ker je deformacijski tenzor
deformacije (9.28) sfericen, deformacija ne spreminja kotov. Krogla se skréi ali raztegne v kroglo.
Sprememba temperature v prostem materialu ne povzroci napetost. Do napetosti pride, ce se
material ne more prosto skréiti ali razsiriti. Poglejmo to na primeru.

Elasti¢na izotropi¢na kocka je vlozena v togi material. Dolo¢iti moramo napetost v kocki, ¢e se
kocka segreje za AT. Prost kocka bi se prosto razsirila, ker pa ni prosta, sprememba temperature
povzroci elastiéno napetost, ta pa elasticno deformacijo. Deformacija kocke je tako vsota termalne
in elasticne deformacije. Velja torej

E=€tpTEm
kjer je € elasticna deformacija, ¢, pa je termalna deformacija dana z ¢ = aATi. Ker je kocka
vlozena v togi material, ki se ne deformira, je skupna deformacija e enaka ni¢. Potemtakem je

€p = —aATi.
Sedaj, ko poznamo deformacijo, napetost izracunamo po Hookovem zakonu
t + vE le i
= € sle i
= 1+v=E (14v)(1-2v) =E=
E 3vE
=— AT
a(1+1/ * (1+I/)(121/)> L
E
= % AT = —2aGATi.
14+v = =
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Napetostno stanje je hidrostati¢no. Za primer izracunajmo tlak za aluminij za katerega je F =
69 GPa, v = 0.35, a = 23.1 x 10751/K, ki ga segrejemo za 10K. Za te vrednosti je

20GAT = 11.8 MPa.

9.5 Hookov zakon za ravninsko deformacijo in napetost

Hookov zakon za izotropi¢ni material je

1+v
E

Q:

t— = slti. (9.29)

Za ravninsko napetostno stanje se (9.29) po komponentah glasi

L
e = — [
1=l = gt
v 1
€22 = **Etu + *Etzz,
1+v 1
€12 I 12 20 12,

v

€33 = E(tu + t22),

€z3 = e13 = 0.
Rezultarijoca deformacija v splosnem ni ravninska, ¢len egs je lahko nenic¢elen. V primeru ravninske

deformacije lahko lahko kljub temu na (9.29) gledamo kot na Hookov zakon, kjer so vsi tenzorji
ravninski in pripadajoce matrike dimenzije 2 x 2. Komponenta ess ne vpliva na napetostno stanje.

Poglejmo si $e ravninsko deformacijo. Iz (9.29) sledi

= 1t Vt Vt
6117E 11 E 22 B 33
Vt + —t Vt
e = —_—— —_— —_—
22 E 11 E22 E33’
0= 2t~ Loyt ot
= EH E22 E33’
1+v 1
€12 I3 12 20 12,

€93 = €13 = 0.

Iz tretje enacbe izrazimo t33 = v(t11 + ta2) in vstavimo v prvo. Dobimo

1 2 ; 1/+V2 ; 1—1/2t 1/(1—|—1/)t
e = —_ = — —_ —_ —_ = —_ .
1 E EB)Y \E"E)™* r E %

Oznacimo
1 1—1v2 , v
7= F n = (9.30)
Potem je
1 v
en = Etn - Etm (9.31)
in podobno
/
1
€99 = —Etn + EtQQ. (932)
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Direktni ra¢un pokaze, da je

1+v  1+vw
E  E
in potemtakem tudi
1+
€12 = Thz (9.33)

Enacbe (9.31), (9.32) in (9.33) so prav take enacbe kot za ravninsko deformacijo, le namesto kon-
stant F in v sedaj nastopajo E’ in v/. Potemtakem lahko naloge ravninske napetosti in deformacije
enotno obravnavamo, pri ravninski napetosti nastopajo dejanski materialni parametri, pri ravninski
deformaciji pa modificirani (9.30).

9.6 Vprasanja in naloge

9.6.1 Vprasanja

1. Zapisi koeficiente c;; s komponentami elastiénega tenzorja.
2. Pokazi, da je za monoklini¢ni material cg4 = cg5 = 0.

3. Pokazi, da tretja ravnina zrcalne simetrije ne vpliva ne zmanjsa Stevilo neodvisnih parametrov
monoklini¢nega materiala.

4. Zapisi elasti¢ni tenzor tranzverzalno izotropi¢nega materiala v koodinatnem sistemu, kjer je
matrika elasti¢nega tenzorja invarianta za rotacije okrog osi 7.

5. Dokazi, da velja (9.23) za tao in t33.

6. Poisci vrednosti Poissonovega kolicnika za nekatere konkretne materiale.

9.6.2 Naloge

1. Izotropi¢ni material je v homogenem napetostnem stanju. V smeri vektorja 7 je normalna
napetost enaka o(, v smeri vektorja j, ki je pravokoten na 7’ pa je normalna napetost enaka
204. Doloc¢i Yongov modul in Poissonov koli¢nik, ¢e je matrika pripadajocega deformacijskega
tenzorja v bazi 7, J enaka

1 2 0
e=¢ |2 3 0
0 0 0
Doloéi tudi napetostni tenzor.

Resitev: Deformacijo in napetost povezuje posplosen Hookov zakon

E vE . el

n 4eqgvE
= e
1+v  (1+v)(1-2v) 1+v

100
2 3 0|+——o—"—— 10 1 0f, (9.34)
o 0 ol TEva=22) |y 4 ;

t

kjer je i enotska matrika.

Vemo, da je 7-17= 0¢ in J- £ = 20¢. Po krajsem racunu dobimo

el n deqv

=0
1+v  (I+v)(a-2v)
360E 4601/E

= 20’0.

1+v  (1+v)(1-2v)
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Od druge enacbe odstejemo prvo. Tako dobimo

60E (os)
= — 9.35
1+4+v 2 ( )
in potem iz prve enacbe
deqgv B
il S (9.36)

I+v)(1—2v) 2

V drugi enacbi upostevajmo prvo. Potem je

v 1oy 1
1—2w T E
iz prve enacbe pa dobimo
- 7 g0
T 12¢

Vstavimo (9.35) in (9.36) v (9.34). Potem po krajsem racunu sledi

-+
Il
S)
o
O =
[anl O
= O O

Vidimo, da je deformacija ravninska, napetost pa ne.

. Izotropi¢ni material je v homogenem napetostnem stanju. V smeri vektorja 7 je osna defor-
macija enaka €y, v smeri vektorja 7, ki je pravokoten na 7' pa je osna deformacija enaka —%eo.
Dolo¢i Yongov modul in Poissonov koli¢nik, ¢e je matrika napetostnega tenzorja v bazi 7, '
enaka

2 -1 0
t =0y -1 -1 0
0 0 0

Dolo¢i tudi deformacijski tenzor.

Resitev: Deformacijo in napetost povezuje posplosen Hookov zakon

2 -1 0 1 00
1 1
= J};”t—%sm:% -1 -1 0 —% 01 of. (9.37)
0o 0 0 0 0 1
Tu je i enotska matrika.
Vemo, da je 7-et’=¢€ in J-eJ= —%60. Po krajsem rac¢unu dobimo
2(1+v)og  voo _
E E = €0,
_(A+v)oy wvoo _ 2
E E 3"
Od prve enacbe odstejemo drugo. Tako dobimo
(1 + V)O'() - 560
T =9 (9.38)
in potem iz prve enacbe
Voo €0
— = —. 9.39
T =9 (9.39)



1z (9.38) potem sledi

iz (9.39) pa

Sedaj izra¢unamo se deformacijski tenzor. Iz (9.37) sledi

1 -5/9 0
e=¢ [—5/9 -2/3 0
0 0 —1/9

Vidimo, da tudi ravninsko napetostno stanje povzroci prostorsko deformacijo.

. V zaprto togo kotanjo v obliki kocke dimenzije a X a X a vlozimo elasti¢no kocko enakih
dimenzij. Kocko segrejemo za AT. Dolo¢i napetost v kocki. Pri tem upostevaj, da je
kotanja odprta.

Resitev: Celotna deformacija je vsota termalne in elasti¢ne, velja torej

e=eptep

Postavimo koordinatni sistem z osmi v smereh stranic kocke, z osjo z v smeri odprtine kotaje.

Ker je kocka vlozena v togo kotanjo, ki je odprta so vse komponente deformacijskega tenzorja
¢ enake n¢, razen komponente ez3. Potem je

el =el,=eli =0 in ef) =ef, = —aAT.
Komponente e£; torej ne poznamo. Zato pa poznamo napetost na zgornji ploskvi kocke. Ta
napetost je enaka ni¢, ker kotanja ni zaprta in je ta ploskev prosta. Uporabimo sedaj Hookov
zakon

t= 2 ey vE lei
= sled.
It T 2w
za komponento t33. Velja
E vE
0= fas — E E E By
33 = 17,03 + TEDEE) (e11 +e3; + €33)
Potem je
2avAT v 1—v
T 14— e = T eE
1- 20 ( 1—21/)633 1— 2,88
Potem je
2av
E
2= AT.
€33 1—»

Sedaj poznamo vse komponente elasticne deformacije in lahko izracunamo napetost po Ho-
okovem zakonu. Prvo izracunajmo sled

1—2v

Slg = €1E1 —+ 62EQ -+ €3E£3 = QOéﬁAT
Potem po krajsem racunu dobimo
aFEAT
t11 = tog = — .
1—v

Ker so vse ostale komponente napetostnega tenzorja enake ni¢ je s tem napetost doloc¢ena.
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Poglavje 10

Upogib nosilca

10.1 Upogib ravninskega nosilca

Nosilce smo ze obravnvali. Spoznali smo notranje koli¢ine, osno in prec¢no silo ter upogibni moment.
V okviru statike smo te koli¢ine definirali kot rezultante vpliva desnega dela nosilca na levi del
vzdolZz navideznega prereza nosilca. Sedaj vemo, da je ta vpliv posledica povrsinskih sil na preseku.
Gostota povrsinskih sil je napetost, ki jo z deformacijo povezuje Hookov zakon. Nas namen je sedaj
povezati prej spoznane notranje koli¢ine z deformcijo in napetostjo.

Omejili se bomo na ravninske nosilce. To pomeni, da ima nosilec v smeri, ki je pravokotna na to
ravnino konstantno debelino, ki ne vpliva na mehanski odziv nosilca. V skladu s to omejitvijo bomo
predpostavili, da je nosilec simetricen glede na to ravnino. Koordinatni sistem potem postavimo
tako, da je ta ravnina ravnina xz, nosilec je v smeri osi x, normala na ravnino pa kaze v smeri
osi y. Dodatno bomo predpostavili, da je nosilec v referenénem polozaju simetricen tudi glede na
ravnino xy. Ker zelimo, da je nosilec tudi v deformiranem polozaju ravninski nosilec, ga ne smemo
obremeniti izven ravnine in bomo zato predpostavili, da so vse obremenitve nosilca v ravnini zz.
Dodatno se bomo omejili na obremenitve v pre¢ni smeri. Nalogo, kjer je nosilec obremenjen hkrati
tudi v osni smeri resimo v dveh korakih. Obremenitev razstavimo na precno in osno obremenitev.
Potem resimo nalogo za vsako obremenitev posebej in resitvi sestejemo. To lahko storimo, ker sta
obe nalogi linearni in je potemtakem vsota resitev reSitev naloge z vsoto obremenitev.

Vsak ravninski presek nosilca z ravnino ¢z ima geometrijsko sredisée. To je tocka, ki jo dobimo
na enak nacin kot masno sredisce lika, ki ima konstantno gostoto. Osi, ki povezuje geometrijska
sredis¢a vzdolz dolzine nosilca pravimo centralna os. Ker smo privzeli, da je nosilec simetricen
glede na ravnini zy in xz se centralna os sovpada z osjo x.

Slika 10.1 shematsko kaze upogib nosilca. Opazimo, da se pri upogibu nekatera vlakna po-
daljsajo, nekatera pa skréijo. Konkretno, na sliki se spodnji lok podaljsa, zgornji lok pa skrajsa.
To pomeni, da v nekem vmesnem polozaju ni spremembe dolzin. Vlaknu, ki pri deformaciji ne
spremeni dolzino pravimo nevtralna os. Privzeli bomo, da se v referenénem polozaju koordinatna
os x ujema z neutralno os.

Omejili se bomo na majhne deformacije, konkretno, privzeli bomo, da se ravni preseki nosilca, ki
so v referenénem polozaju pravokotni na nevtralno os pri deformaciji deformirajo v ravne preseke, ki
so pravokotni na deformirano nevtralno os v deformiranem polozaju, glej sliko 10.1. Predpostavili
bomo tudi, da v ravninah presekov ni deformacij. Deformacija nosilca je tako v bistvu dana z
deformacijo nevtralne osi. Za homogeni nosilec bomo dodatno zahtevali, da se pri deformaciji
centralna os ujema z nevtralno. Kaj naj velja za nosilec, ki nima homogenih materialnih lastnosti
bomo Se spoznali.
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Za boljsi pregled, bomo vse predpostavke zapisali na enem mestu.

Dolzina nosilca je bistveno vecja od lateralnih dimenzij.

Nosilec je simetricen glede na ravnini zz in xy.

Za homogeni nosilec se nevtralna se ujema s centralna os.

e Ravnine pravokotne na nevtralno os v referen¢ni legi se deformirajo v ravnine, ki so pravo-
kotne na deformirano nevtralno os.

e V ravninah, ki so pravokotne na nevtralno ni deformacij.

Teorija nosilcev, ki temelji na teh predpostavkah se imenuje inZenirska teorija nosilcev. Pomen teh
predpostavk bomo spoznali v nadaljevanju.

Ag

<

Slika 10.1: Upogib nosilca, nevtralna os je oznacena ¢rtkano.

10.2 Enoosna deformacija vlaken

Izpeljali bomo enacbo za enoosno deformacijo vlaken. Slika 10.1 prikazuje del nosilca v deformi-
ranem polozaju. V referen¢nem polozaju naj ima nosilec obliko pravokotnika. Oznacenim tockam
na sliki v referenénem polozaju pripadajo tocke oznacene z velikimi ¢rkami. Vsa vlakna AgBy,
A1 B; in A3 Bs imajo v referenénem polozaju enako dolzino, v deformiranem pa je dolzina vlakna
azby krajsa, a1by daljsa, agby pa nespremenjena, saj vlakno AgBy lezi na nevtralni osi. Relativna
sprememba dolzine vlakna A;B;, i = 1,2 je enaka

|axb | |a1bs |
€= —-1= -1 10.1
|A1 B |aobol (101
V zadnji enakosti smo upostevali, da je |A1B1| = |AgBo| = |aobp|. Ozna¢imo z R razdaljo |Oay|.

V referen¢nem koordinatnem sistemu smo postavili koordinatni sistem z osjo x v smeri nevtralne
osi, os z pa smo usmerili navzdol. To¢ka Ay ima z koordinato z; > 0, tocka Ay pa z9 < 0. Ker v
ravnini preseka ni deformacij, je tocka a; oddaljena od ag za 21, tocka as pa za zs.
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Iz slike 10.1 vidimo, da je |agbo| = |Oag| A¢p = RA¢ in |agbg| = (R + 2z1)A¢. Potem iz (10.1)
sledi

\al b1 | R =+ z1 Z1
€= —1= —-1=—. 10.2
\a0b0| R R ( )
Enac¢ba (10.2) velja za poljubno toc¢ko nosilca, kjer z; postane z koordinata tocke.
Enoosno deformacijo povezuje Hoookov zakon z enosno napetostjo. Iz (10.2) tako dobimo za
poljubno to¢ko osno napetost o v smeri vlakna. Napetost v tocki, ki ima v referenénem polozaju
z koordinato z je

E
=Fe=z2—. 10.3
o e=zp (10.3)

10.3 Upogibni moment

Sedaj, ko poznamo osno napetost poskusimo izraziti upogibni moment z deformacijo. Naj bo A(z)
pravokotni presek na nevtralno os v deformiranem polozaju. V vsaki tocki preseka deluje napetost
dana s formulo (10.3) v smeri normale na presek. Ta napetost je gostota povrsinske sile na presek.
Oznaéimo z 7/ normalo na presek A(z). Nadalje naj bo 7/ = 7in k’ =7’ x J'. Iz predpostavke,
da preseki na nevtralno os po deformaciji ostanejo pravokotni na deformirano nevtralno os sledi,
da presek A(z) lezi v ravnini baznih vektorjev 7’ in k. Izhodisée koordinatnega sistema z bazo

.
7', 7 in k' postavimo v geometrijsko sredisée preseka, torej na nevtralno os.

Pokazimo prvo, da je povrsinska sila na preseku A = A(x) enaka ni¢. Izra¢unajmo

/o?’dA:E/ 2dA7' =0. (10.4)
A R A

V zadnji enakosti smo upostevali, da je integral enak ni¢, saj je presek simetricen glede na os z.
Dobljeni rezultat se ujema s predpostavko, da nosilec ni obremenjen v osni sili.

Sedaj izra¢unajmo Se upogibni moment M=DM (z). Ker je povrsinska sila enaka ni¢, je upogibni
moment neodvisen od izbire pola. Za pol izberimo kar koordinatno izhodis¢e. Tako je

—

N E .
M:/(”/“k’)“f'd/‘:*/ (—ewk " +2%77) dA,
A R A

Zaradi simetrij preseka je

/ zydA = 0.
A

Potemtakem je

- B EI
M == [ 22dA7 = =7, 10.5
7 /A 2 dAT = 0, (10.5)
kjer smo upostevali, da je 7/ = 7in oznagcili
I= / 22 dA. (10.6)
A

Izrazu I pravimo ploskovni moment preseka drugega reda A okrog osi y. Iz izpeljave vidimo, da je
upogibni moment v smeri osi y, ker je nosilec simetricen glede na ravnini xy in xz. Formuli (10.5)
pravimo Fuler—Bernoullijeva enacba.

Ce kombiniramo enacbi (10.3) in (10.5) dobimo pomembno formulo
o=—2, (10.7)

ki povezuje osno napetost z upogibnim momentom. Vidimo, da z velikostjo upogibnega mo-
menta narasca osna napetost. Kako hitro narsca je odvisno od momenta I. Ploskovni moment
preseka je zato pri obravnavi nosilcev zelo pomembna koli¢ina. Opazimo tudi, da je napetost
najvecja/najmanjsa na robu preseka, kjer je z ekstremalen.

132



10.4 Ploskovni moment

-

<

z

Slika 10.2: Ploskovna preseka. Levo: pravokotni, desno: krozni.

Ploskovni moment drugega reda ravninskega preseka bom na kratko imenovali kar ploskovni
moment. Iz definicije (10.6) vidimo, da je dimenzija ploskovnega momenta enaka m*. Ker je
moment integral kvadrata z koordinate, je o¢itno odvisen od postavitve koordinatnega sistema.
Kako je odvisen, bomo spoznali v kratkem. Ploskovne momente tipi¢nih presekov lahko najdemo
v literaturi. Kljub temu pa je koristno, ¢e jih za enostavne preseke znamo sami izra¢unati. Za

primer bomo izracunali ploskovni moment pravokotnega in kroznega preseka.

Pravokotni presek dimenzije a X b je shematsko prikazan na levi sliki slike 10.2. Tu smo
koordinatno os z usmerili navzdol, kot smo navajeni pri nosilcih. Ploskovni element v kartezi¢nih
koordinatah yz je dA = dydz. Potem je

1 1 1
3 30 3b ) b b3
I= / 22dA = dy/ 22dz = 2a/ P PR L (10.8)
A — 0 3 12

1 1
30 —5b

Nl

Pri izra¢unu smo ploskovni integral petvorili v dvakratni integral, en integral po y, drugi pa po z.
Pri izracunu integrala po z smo upostevali, da je funkcija 22 soda. Iz formule za ploskovni moment
pravokotnika vidimo pomembno lastnost, visoki nosilci, velik b v primerjavi z a ima velik ploskovni
moment. Ta naraSta s tretjo potenco visine nosilca. Dvakrat visji nosilec ima osemkratno vecji
moment.

Izra¢unajmo Se ploskovni moment kroznega preseka, glej desno sliko slike 10.2. Za izracun
integrala bomo uporabili polarne koodinate r in ¢. Tu je ¢ kot, ki ga radij vektor do tocke s
koordinatama (y, z) oklepa z osjo y. V polarnih koordinatah je ploskovni moment enak dA =
rdrde, glej sliko, kjer je oznacen ploskovni element. Potem je

27 0
I:/szAz/ d¢/ 22 rdr.
A 0 0

Upostevajmo, da je z = rsin ¢. Potem je

27 70
I:/ sin2¢d¢/ r3dr.
0 0
27 27
/ sin® ¢ d¢ = / cos® ¢ do
0 0
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in ker je sin® ¢ + cos? ¢ = 1, je

2m 27
/ sin? ¢ dep = 1 / (sin? ¢ + cos? ¢) d¢ = 7.
0 2 Jo

To
I:w/ P dr = Sy
O 4

Pri konstrukeiji nosilcev je zazeljeno, da je ploskovni moment ¢im veéji. Seveda primerjamo
preseke, ki imajo enako plos¢ino, saj ima v nasprotnem primeru presek z vecjo povrsino prednost.
V zvezi s tem je zanimivo vpraSanje, kdo ima vecji ploskovni moment, kvadrat ali krog. Poglejmo.
Plos¢ina je predpisana, potem je a? = Ag in 773 = Ag. Izrazimo ploskovna momenta kvadrata I,
in kroga I, s povrsino. Velja

Potem je
T0 e

0 4

I = — =
« =% T 12

Ker je 47 > 12, ima kvadrat ve¢ji ploskovni moment.

Ker v definiciji ploskovnega momenta integriramo funkcijo 22 integralu ve¢ prinesejo deli pre-
seka, ki so bolj oddaljeni od osi y oziroma je njihova z koordinata po absolutni vrednosti vecja.
Tako je smisleno namesto polnih nosilcev uporabiti votle nosilce. Pri izracunu ploskovnega mo-
menta votlega nosilca uporabimo naslednjo lastnost. Naj bosta 2; in 25 dva preseka, ki se ne
prekrivata. Potem iz lastnosti integrala sledi, da je

I(Q1 U Q) = 1(Q) + I(Q). (10.9)

Tu smo z I(§2) oznacili ploskovni moment preseka 2. Velja pa Se ena lastnost. Naj bo 1 C Qs.
Oznaéimo razliko mnozic
QQ\le{OJIUJEQQ in W¢91}~

Potem je
1(\ Q) = I(2) — I(S). (10.10)

Te dve lastnosti pogostokrat uporabimo pri racunanju ploskovnih momentov. Pri tem se lahko
spomnemo, da podobna lastnost velja za za racunanje masnih sredis¢ likov z izrezi.

Slika 10.3: Ploskovna preseka. Levo: votli pravokotni, desno: votli krozni.

Formulo bomo uporabili za izracun votlega pravokotnega in kroznega preseka, glej sliko 10.3.
Zacnimo z votlim pravokotnim, glej levo sliko na sliki 10.3. Pravokotniku a x b smo simetri¢no
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izrezali pravokotnik (a —t) x (b —t). Ce je t majhen, smo dobili tankostenski pravokotni presek.
Ker ima izrezan pravokotnik enako sredisce kot vecji pravokotnik, smemo takoj uporabiti formulo
(10.10). Kasneje bomo spoznali, kaj moramo prej $e narediti, ¢e pravokotnika nimata enakega
sredisca. Po formuli (10.10) je ploskovni presek votlega kvadratnega preseka enak

I abd  (a—t)(b—1)3
12 12 '

V primeru tankostenskega preseka je ¢t v primerjavi z a in b majhen. Ce zanemarimo ¢lene ki so

sorazmerni s t? in vigjimi potencami, ploskovni moment aproksimiramo z

1
12

th?
I~ —(ab® — ab® + tb* + 3ab’t) = E(b + 3a).

Za votli krozni presek, ponovno predpostavimo, da ima krozni izrez s plmerom ro — ¢ enako

srdiS¢e kot zunanji, je
T

I= Z(Té — (rg —t)%h).

Za tankostenski krozni izrez, t << rg, aproksimiramo

4

3
T Trot
Izz(rofréJrrS’t): -0

(10.11)

Izpeljali smo dovolj teorije, da si lahko pogledamo pomembno uporabo. Enostavno podprti
nosilec dolzine [ = 1m s tankostenskim kroznim presekom z zunanjim polmerom 4 cm je tockovno
obremenjen s silo ' = 2kN na svoji polovici. Nasa naloga je, da dolo¢imo minimalno debelino
preseka, da bo osna napetost v nosilcu pod dopustno vrednostjo og = 120 MPa.

Iskano debelino bomo doloéili z uporabo formule (10.7). Nalogo bomo resili v dveh korakih, prvo
bomo izracunali maksimalno vrednost upogibnega momenta. Nato bomo v formulo (10.7) vstavili
moment tankostenskega preseka in dolo¢ili njegovo debelino. Iz obravnave nosilcev poznamo ma-
ksimalno vrednost upogibnega momenta za tockovno obremenjen nosilec, ki je enostavno podprt.
Maksimalna vrednost upogibnega momenta je Mp.x = ilF . Tu smo predpostavili, da je nosi-
lec obremenjen navzdol oziroma, da je F' > 0. Po formuli (10.7) je osna napetost odvisna od z
koordnate. Najvecja vrednost je potem dosezena pri najvecjem z, to je na robu. Tako je

_ Muax . _IF
Omax — 7 Zmax — Al To-

V dobljen izraz vstavimo formulo (10.11) za ploskovni moment tankostenskega kroznega preseka.

Potem je
lF lF

Omax = —3;70 = —5;-
mrit mrét

Veljati mora oy < 0g. Od tod dobimo pogoj

Vidimo, da je iskana debelina v primerjavo s polmerom ry dovolj majhna, da velja tankostenski
priblizek. Ce priblizka ne bi uporabili, bi dobili enacbo, ki jo ne bi znali resiti samo numeriéno.
Kot rec¢eno, je pravkar reSena naloga pomembna naloga pri dizajniranju nosilca. Dimenzije
nosilca, dolzino in geometri¢ne lastnosti preseka moramo dolociti tako, da osna sila ostane v pred-
pisanih mejah. V splosnem se lahko presek nosilca vzdolz njegove dolzine spreminja. Ker to nalogo
precej utezi, se bomo omejili na nosilec s konstantnim presekom. Naloge se lotimo po korakih.
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e Prvo moramo dolo¢iti potek upogibnega momenta M (z) in poiskati, kje upogibni moment
doseze ekstremalne vrednosti.

e Za izbrano obliko nosilca moramo potem izracunati ploskovni moment in poiskati tocke na
preseku, kje je z koordinata ekstremalna.

e Izratunane ekstremalne vrednosti vstavimo v formulo (10.7) iz katere potem ugotovimo, ali
so napetosti za izbrano obliko in dimenzija nosilca v predpisanem obmocju.

Prvi korak ze dobro poznamo od prej. Za drugi korak, izracun ploskovnega momenta pa Se
nismo povedali dovolj. Pri izracunu votlega pravokotnega preseka smo privzeli, da ima izrez enako
sredi§ce kot zunanji del. Povedati moramo Se, kaj naredimo, ¢e ta pogoj ni izpolnjen. V ta namen
si poglejmo, kako je ploskovni moment odvisen od postavitve koordinatnega sistema.

10.4.1 Izrek o paralelnih oseh

Y

N>

Slika 10.4: Paralelna koordinatna sistema.

Ploskovni moment osnovnih likov praviloma poznamo v koordinatnem sistemu, ki ima sredisce
v srediséu lika. Ce je presek sestavljen iz vecih osnovnih likov, moramo vse ploskovne momente
teh likov zapisati v koordinatnem sistemu, ki ima izhodis¢e v sredis¢u preseka. To pomeni, da
potrebujemo pravilo, ki nam zapis ploskovnega momenta iz enegea koordinatnega sistema prevede
na zapis v drugem koordinatnem sistemu. Pri tem se bomo omejili na koordinatna sistema, ki
imata vzporedne koordinatne osi, razlikujeta se samo v izhodiséu. Iskanemu pravilu pravimo izrek
o paralelnih oseh.

Slika 10.4 kaze dva koordinatna sistema. Koordinatni sistem y'z’ ima izhodisce v srediscu lika.
V tem koordinatnem sistemu je ploskovni moment enak z I’. Koordinatni sistem yz ima izhodisce
v drugi tocki, osi pa ima enako usmerjen kot prvi. Splosnega primera, ko so smeri koordinatnih
sistemov razlicne ne bomo obravnavali. V koordinatnem sistemu yz ima sredisce lika koordinati
Ys 1IN 2. Zveza med koordinatama poljubne tocke je
2=z, + 2.

V koordinatnem sistemu yz je moment enak

I:/szA:/(z*—i—z’)sz:zf/dA—|—2z*/z’dA+/z’2dA.
A A A A A
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V drugem in tretjem integralu smo z, zapisali pred integral, ker je z, konstanta. Upostevajmo, da

je
/ dA=|A| in / ZdA =0,
A A

saj je v koordinatnem sistemu 3’2z’ sredisce lika v izhodis¢u tega koordinatnega sistema. Tako
dobimo
I=22|A+T. (10.12)

L |

by

az

— B

a

Slika 10.5: I nosilec.

Za primer uporabe izreka o paralelnih oseh bomo izra¢unali ploskovni moment preseka I nosilca,
glej sliko 10.5. Lik je sestavljen iz treh pravokotnikov, spodnji in zgornji pravokotnik in pokonéno
postavljen pravokotnik. Koordinatni sistem postavimo v srediS¢e preseka I. Pokonéno postavljen
pravokotnik ima masno sredisée kar v koordinatnem izhodis¢u, z koordinata sredisca spodnjega
oziroma zgornjega pravokotnika pa je %(bl + by) oziroma —%(bl + b2). Potem je po formuli (10.8)
in (10.12)

alb‘;’

3 3 3
a2, a1b1> = % + §(b1 + b2)2a1b1 + 5

1
I="2492(=(by+b2)%a1by + —21
12+ (4(1+ 2) a1br + 2 2
Tu smo upostevali, da sta spodnji in zgornji trikotnik enaka in da v (10.12) nastopa z koordinata
sredis¢a s kvadratom. Ce je by v primerjavi z a; in b majhen, lahko uporabimo aproksimacijo
Qng 1 2
I~ —=+ —a1bb5.
2 M
V praksi pogostokrat srecamo I nosilce. Zaradi svoji viSine by imajo velik moment. Spodnji in
zgornji trikotnik sta dodana zaradi stabilnosti. Visoki in tanki pravokotnik ima velik moment
okrog vodoravne osi, to je osi y in majhen okrog navpicne osi, osi z. To pomeni, da dobro prenasa
obremenitve v smeri osi z, slabo pa v smeri y. V praksi obremenitev nosilca ni povsem simetri¢na.
Ta asimetrija bi lahko nosilec s tankim presekom nevarno upognila v lateralni smeri, zato tankemu
pravokotniku dodamo $e spodnji in zgornji pravokotnik in tako dobimo I nosilec.

10.5 Kompozitni nosilec

V primeru, ko je nosilec kompozitni oziroma, ko presek ni homogen, predpostavka, da je nevtralna
os tudi centralna ne velja ve¢. Opustimo predpostavko, da je nevtralna os centralna in oznac¢imo
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z 2o koordinato z centralne osi. Potem je namesto (10.3) deformacija centralne osi dana z

E
o=Fe=(z—2)—=. (10.13)
R
Koordinato zg dolo¢a pogoj, da je povrsinska sila na preseku enaka ni¢. Potemtakem, sedaj namesto

(10.4) velja
1
0:/ odA = —/ E(z — z) dA. (10.14)
A R Ja

Sedaj Youngovega modula nismo zapisali pred integral, ker je nosilec heterogen in je E odvisen
od polozaja na preseku. V primeru, ¢e je presek homogen, sledi iz (10.14), da je zp = z, = 0, saj
predpostavka, da je centralna os koordinatna os x Se vedno velja.

b

-~

h/2

<

| I S— .

Yz

Slika 10.6: Plos¢a na nosilcu.

Poglejmo si primer kompozitnega nosilca. Na jekleni I nosilec visine h in povrsine h2/6 je
postavljena betonska plos¢a dimenzije b x h/2. Doloéi Sirino betonske plosée b tako, da bo v
betonski plosci kompresijsko napetostno stanje, v nosilcu pa natezno. Youngov modul jekla je
210 GPa, betona pa 35 GPa.

Koordiantni sistem postavimo na stiku nosilca in plosce tako kot kaze slika 10.6. Potem je v
nosilcu z > 0, v ploséi pa z < 0. Za zgp = 0 je potem po formuli (10.13) v ploséi kompresijska
napetost, v nosilcu pa natezna. Tu smo privzeli, da je R > 0, kar pomeni, da je kompozitni nosilec
obremenjen navzdol. Pri zg = 0 potem iz (10.14) sledi, da je

O:/E(z—zo)dA:El/ sz+E2/ zdA,
A A A

kjer smo z A; oznadili I nosilec, z Ay pa plosco. Integrala sta enaka produktu povrsine lika |A;]|
in z koordinate z} njegovega srediséa. Upostevajmo, da je Ay = h?/6, 27 = h/2, Ay = bh/2,
25 = —h/4. Potem je
h*Ey  bh?E,
12 8

in od tod o
b=""Lh =4h.
3E,
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10.6 Upogib nosilca

Upogib nosilca v inzenirski teroiji nosilcev je dolocen z upogibom nevtralne osi. Pri definiciji osne
deformacije vlaken nosilca smo deformiran polozaj nevtralne osi lokalno aproksimirali s kroznico s
polmerom R. Tako smo ugotovili, da je relativna infinitezimalna sprememba dolznin vlaken enaka
e = z/R, kjer je z koordinata vlakna na prerezu. Tu velja poudariti, da je R lahko poljubnega
predznaka. Ce je nosilec ukrivljen v smeri osi z, je R pozitiven, ¢e pa je nosilec ukrivljen v negativni
smeri osi z je R negativen, saj se vlakna za z < 0 raztegnejo. Zato je e = z/R > 0 in potemtakem
je R <O0.

Aproksimacija krivulje s kroznico je prikazana na sliki 10.7. Kako dobimo to aproksimacijo?
Naj bo krivulja podana kot graf funkcije z = w(x). Aproksimacijo krivulje s kroznico v tocki p(z) s
koordinatami (x,w(x)), dobimo tako, da skozi tocke p(x —h), p(z) in p(x+ h) potegnemo kroznico.
Kroznica je enoli¢no dolocena, ¢e tocke niso na isti premici, glej sliko 10.7. Za dani h tako dobimo
polmer kroznice R(h) > 0. Ce je krivulja gladka, vsaj dvakrat zvezno odvedljiva, obstaja limita
Ry = }ILILI%) R(h). Ker je R(h) > 0, je tudi Ry > 0. Velja torej Ry = |R|. Predznak krivinskega

radija R bomo dolocili kasneje. Direktni racun pokaze, tu uporabimo enakost w(x + h) = w(z) +
w'(z) + 2w”(€), kjer je lezi ¢ med x in z + h, da je
w//(x)

(1 + (w'(2))?)*?

Ry

. (10.15)

O

p(x)

Slika 10.7: Aproksimacija krivulje s kroznim lokom.

Dobili smo izraz, ki je nelinearen v w. Ce se omejimo na majhne deformacije, je upogib

. 2 . . . ) . e 2

nevtralne osi na dolzino nosilca majhen. To pomeni, da je odvod |w’| majhen. Potem je ¢len |w/'|
v primerjavi z 1 majhen in ga v okviru linearne teorije zanemarimo. Tako je v linearni teoriji

upogiba nosilca
1
R = |w"(x)|.

Doloéiti moramo Se predznak R. Ce je nosilec ukrivljen v smeri osi z, glej sliko 10.8, potem kot,

funkcija spremenljivke x. Odvod padajoce funkcije je negativen, zato je v tem primeru w” < 0.
Ker je za nosilec, ki je upognjen v smeri osi z krivinski polmer R pozitiven, je
1

= —w"(z). (10.16)

V primeru, da je nosilec upognjen v smer negativne osi z, kot narasca in je w” > 0. V tem primeru
je R <0, zato formula (10.16) velja tudi za nosilec upognjen v smer negativne osi z.

139



z J

Slika 10.8: Tangenta na nevtralno os. Levo: upogib v smeri osi z, kot tangente pada z naras¢ajocim
x, 01 > 05. Desno: upogib v negativni smeri osi z, kot tangente narasca z x, 61 < 6, < 0.

Sedaj, ko poznamo ukrivljenost 1/R, lahko zapisemo upogibni moment v obliki

EI
M =— =-EIu". (10.17)

Vidimo, da je enacba pri znanem upogibnem momentu diferencialna enacba drugega reda za
w(z). Ce poznamo upogibni moment, potem lahko uporabimo (10.17) za doloéitev upogiba nosilca.
Ker je to diferencialna enacba drugega reda, je resitev enoli¢no dolo¢ena z dvema robnima pogo-
jema. Predpisemo lahko vrednost upogiba w(x) ali njegovega odvoda w’(x) na krajiséu nosilca. V
tocki, kjer je noslec podprt, je upogib enak ni¢, zato je tam w(x) enak ni¢. V konzolnem vpetju pa
je odvod w’(z) enak ni¢. Seveda pa morajo biti robni pogoji usklajeni z upogibnim momentom.
Ce je M () naprimer upogibni moment konzolno vpetega nosilca, smemo uporabiti samo robne
pogoje za konzolno vpeti nosilec. Podobno velja tudi za podprti nosilec.

Kako dolo¢imo upogibni moment smo spoznali pri statiki. Ugotovili smo, da v primeru linijske
obremenitve nosilca velja

d*M

de?

Tu je q(z) gostota preéne linijske obremenitve nosilca. Ce kombiniramo enacbi (10.17) in (10.18)
dobimo &2 &
w
— | EF[— | = . 10.19
dz? ( dxz) a() ( )

Produktu ET pravimo upogibna togost. Ce je nosilec homogen in ima konstanten presek, je upogibna
togost konstantna. V tem primeu se enacha poenostavi v

—q(x). (10.18)

d*w 1

Enac¢ba (10.19) velja samo na obmocju nosilca, kjer je nosilec obremenjen smo linijsko, ne velja pa
v tocki, kjer je nosilec tockovno obremenjen. Konkretno, ¢e je prevesni nosilec linijsko obremenjen,
velja (10.19) oziroma (10.20) za dela nosilca, ki sta levo in desno od prevesne podpore, ne velja pa
vzdolz cele dolzine nosilce, ker v prevesni podpori deluje na nosilec tockovna sila podpore. Kako
tako nalogo resimo, bomo spoznali kasneje v nadaljevanju.

10.7 Robni pogoji

Enacba (10.19) oziroma (10.20) je enacba Cetrtega reda, zato ima njena splo$na resitev stiri kon-
stante. Te konstante dolo¢ajo robni pogoji. Poleg pogojev na w(x) in w’(x)v, ki smo jih Ze spoznali,

lahko predpisemo tudi w”(x). Enac¢ba (10.17) dolo¢a upogibni moment. Ce je ta znan, je potem
po (10.17) znan tudi w”(z) v tej tocki. Konkretno, v ¢lenkasti podpori je upogibni moment enak
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ni¢, zato je tam w”(z) enak ni¢. V dolo¢enih primerih, pa robni pogoj dolo¢a w”’(z). Vemo, da
je odvod upogibnega momenta enak precni sili. Ce je torej preéna sila predpisana, potem je s tem
predpisom posredno dolocen tudi tretji odvod upogiba. V posebnem primeru, ko je krajisce nosilca
prosto, je precna sila enaka ni¢ in zato je v tej tocki w’”’(z) enak nic.

Za boljsi pregled nastejmo vse robne pogoje na enem mestu.
e Nosilec je podprt v tocki z = a. Potem je w(x = a) = 0.
e Nosilec je konzolno vpet v tocki = a. Velja w'(z = a) = 0.

e V ¢clenkasti podpori x = a je w”(x = a) = 0. Splosneje, ¢e je v tocki © = a predpisan
upogibni moment M (a), je w’(z =a) = —M(a)/EI.

e Na prostem koncu je © = a je w"”'(z = a) = 0. Splosneje, ¢e je v tocki z = a precna sila na
nosiec enaka Q(a), je w"”(x = a) = —=Q(a)/EI.

10.8 Primeri

10.8.1 Upogib linijsko obremenjenega nosilca

Za primer si poglejmo upogib enostavno podprtega nosilca dolzine I, ki je obremenjen s konstantno
linijsko obremenitvijo z gostoto gg. ReSiti moramo enacho

d*w 1
1t - B (10.21)
z robnimi pogoji
w(0)=w({l)=0 in w’(0)=w"(l)=0. (10.22)

Privzeli smo, da je nosilec homogen s konstantnim presekom. Iz (10.21) sledi

q
w'" = E—OIHQ (10.23)
in potem
W' = %gﬂ + Cia+ Co. (10.24)
Nadalje je
r_ 40 3 1 2
w = 76EII + 2C’1x + Cozx + Cy
in konéno 1 1
a4 3 2
= - — . 10.2
W= o e + 60133 + 20296 + Csx+ Cy (10.25)

Konstante dolo¢imo iz robnih pogojev (10.22). Hitro vidimo, da iz robnih pogojev pri = 0 sledi
Cy = Cy = 0. UpoStevajmo Se pogoja pri z = [. Dobimo dve enacbi

Ozw”(l):M—l—Cl
2r] !
() = B
0=w(l) = gizr+ 5 C1 + Cal.

Iz prve enacbe dobimo

_ ol
C, = BT (10.26)
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in potem iz druge
ql®  Cil? qol?
C3=— — C = .
ST T24EI 6 ' 24EI

Resitev je

) 4 qol 3 QOl3 )
“upr” T wer” T uEl" T uEI
Zanima nas Se maksimalni upogib. Is¢emo ekstrem funkcije w(z). Ekstrem nastopi tam kjer je
w'(x) = 0. V nasem primeru nam ni potrebn iskati korena te enacbe, saj iz simetrije naloge sledi,

da je iskana tocka na polovici. Vstavimo v resitev x = %l. Tako dobimo

qo l4 l3 3 l 5(]0[4
mar — — =2 5 = .
v 24E1 (16 'ST3) T 3saET

w (:E4 — ol + l3:v) .

Poglejmo konkretni primer za aluminijasti nosilec £ = 70 GPa dolzine 1 m s kvadratnim presekom
a = 3cm obremenjen z linijsko gostoto gg = 10kN/m. Pri teh vrednostih je wmee = 2.75cm. V
tem primeru lahko $e uporabimo linearno aproksimacijo, saj je maksimalna vrednost odvoda w’(x)

enaka 0.088.

10.8.2 Upogib tockovno obremenjenega nosilca

Naslednji primer bo izra¢un upogiba tockovno obremenjenega nosilca. Obremenitev ni linijska,
zato moramo razdeliti nosilec v dva dela, na levi in desni del od tocke obremenitve. Za vsak del
potem velja enacba (10.19) s g(z) = 0. Tako dobimo levo in desno resitev. Resitvi nato sklopimo
z ustreznimi robnimi pogojina stiku.

Namesto te poti bomo raje uporabili drugo pot, k temelji na tem, da upogibni moment to¢kovno
obremenjenega nosilca ze poznamo. Namesto enacbe (10.19) bomo tako resevali enacbo (10.17). To
lahko vedno storimo, kadar je upogibni moment znan. Ce je sistem sil na nosilec statiéno dolocen,
je upogibni moment nosilca dolo¢en in potemtakem lahko v teh primerih upogib nosilca dolo¢imo
direktno z resevanjem (10.17). Ni pa vedno tako. Nosilec, ki je podprt v treh tockah je staticno
nedolocen, zato upogibnega momenta ne moremo v naprej doloc¢iti. Kako to nalogo resimo bomo
spoznali v nadaljevanju.

Upogibni moment enostavno podprtega nosilca dolzine [, ki je tockovno obremenjen s pre¢no
silo F' v razdalji a od levega krajisca je

M= r(1-9)F 0<z<a
a(l—-9)F a<z<l

Moment je zvezen v tocki obremenitve r = a. Ker je moment podan odsekoma, moramo enacbo
resiti za vsak del posebej. Zaénimo z 0 < z < a. Enacbo (10.17) preoblikujmo v

F a
no_ - _
w' = I(l )x.

Podobno kot ze prej se vprasamo, kaj moramo odvajati, da dobimo x. Odgovor je %xQ + C4, kjer
je C1 poljubna konstanta. Potem je

F a
Y T LAY
w = 2EI(1 l)a: + .

2

Da dobimo z* moramo odvajati %x?’ + Cs. Tako je

F

—@(1—9)1'34-01334-02 za 0<z<a. (10.27)

l

w =
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Poglejmo sedaj resitev za desni del. Enacba je

W' = —Laa oo b,
T EI 1’ EI EI”

S podobnim sklepom kot prej sledi
, aF aF

_ 2
w = —EI:E+2EH:E + Cs
in P P
aF a 3
- <z <lI. 10.2
QEIx +6Ele +Csz+Cy za a<z<lI (10.28)

Dolociti moramo Se konstante C;, ¢ = 1,2,3,4. Konstante dolo¢ajo robni pogoji. Nosilec je na

sledi Cy = 0 iz (10.28) pa

_aF 4, aF 4 al
Of—ﬁl +6Elll +Cs3l+Cy = 3EIZ + O3l + (. (10.29)

Potrebujemo se dve enacbi. Te dve enacbi sledita iz pogojov na stiku obeh delov pri z = a. V
tej tocki se mora upogib levega dela ujemati z upogibom desnega dela. Oznac¢imo resitev (10.27)
levega dela z w;, desnega dela (10.28) pa z wq. Veljati mora torej wi(x = a) = wq(r = a) in tudi
wy(z = a) = w)(x = a), saj je w(z) dvakrat zvezno odvedljiva in potemtakem tudi enkrat zvezno
odvedljiva v tocki x = a. Tako dobimo enacbi

F a alF’ alF’

——(1 +CO1=—— 4+ C 10.30
opr DT T = T T apn® T (10.30)
F a aF aF
(1= )a? = ———a? 34 C- . 10.31
opr\L T )T F G = —opra F gpp® + Csat G (10.31)
Od (10.31) odstejemo (10.30). Po krajsem rac¢unu dobimo
3
a
C4 — _EF
Iz ena¢be (10.29) potem sledi
a® + 2al?
“="%gr *
in konéno iz (10.30)
Of = a(a® — 3al + 213)
' 6EI
V posebnem primeru a =1/2 je
2 313 3
C, = F C3=—F in C4=—-———F.
LT A6ET R T Yo

Maksimalni upogib je potem oc€itno na polovici in je enak

F §+ ’F | FIP
12EI 8  16EI2 48EI’

Wmaz = wi(1/2) =

Za primer izra¢unajmo maksimalni upogib za enake podatke kot pri linijsko obremenjenem nosilcu.
Za tockovna obremenitev bomo vzeli F' = qol = 10kN. Za te vrednosti je wpmee = 4.41 cm, kar
je za faktor 1.6 ve¢ kot pri linijsko obremenjenem nosilcu. Razlaga je oc¢itna, pri tockovnem je
vsa obremenitev skoncentrirana v tocki maksimalnega upogiba, pri linijskem pa je obremenitev
enakomerno razporejena vzdolz nosilca. Faktor 1.6 je neodvisen od materialnih in geometrijskih
podatkov nosilca.
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Slika 10.9: Tritockovno podprt nosilec.

10.8.3 Tritockovno podprt nosilec

Poglejmo Se primer tritockovno podprtega nosilca, glej sliko 10.9. Nosilec je obremenjen s konstan-
tno linijsko obremenitvijo z gostoto qo. Ker je dolocitev sil podpor stati¢no nedolocen problem,
upogibnega momenta v naprej ne moremo izracunati. Vmesna podpora deluje na nosilec s tockovno
silo, zato nosilec razdelimo na dva dela, na levi del, levo od vmesne podpore in desni del, desno
od vmesne podpore. Na vsakem delu, pravimo tudi polju, je obremenitev linijska, zato tam velja
enacba (10.19) za vak del posebej. Upogib na levem delu ozna¢imo z w;, na desnem delu pa wy.
Potem je

do .
w;/// = 7 in w(0) =0, 'U)Z/(O) -0 (10.32)
in
Wl = % in wg(l)=0, wi(l)=0. (10.33)

Splosno resitev (10.25) ze poznamo. Resitev (10.32) za levi del je tako

w (@) = Qf% -t + e’ + Ca (10.34)

Resitev za desni del lahko dobimo tako, da upostevamo robna pogoja pri x = I in na ta nacin
eliminiramo dve konstanti v splosni resitvi. Rac¢un je nekoliko siten, zato bomo obrali drugo pot.
Opazimo, da za w(xz) = w;(x — 1) velja w(l) =0, w”’(l) =0 in

mr_ 4o
EI

Potemtakem, je to resitev naloge (10.33) in tako

walz) = 2;% (@ =)'+ Colw = )P + Caf = D), (10.35)

kjer smo sedaj konstanti oznacili z Cy in Cy.

Konstante C;, i = 1,2, 3,4 dolo¢ajo pogoji na stiku. Velja

wi(a) =0,

wi(a) = wa(a),
wi(a) = wy(a),
wi'(a) = wy(a).

Prvi pogoj pravi, da je nosilec podprt v x = a, ostali trije pa, da nosilec v srednji podpori ni
prelomljen. Tu smo uporabili dejstvo, da je nevtralna os nosilca v tocki tockovne obremenitve
dvakrat zvezno odvedljiva. Enacbe so za splosni a € (0,1) precej nepregledne, zato se bomo omejili
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na primer a = %l . Po poenostavitvi tako dobimo enacbe:

13610
2 _ Y
48C11° +192C5 = T

Col? + C11? +4C5 +4C4, = 0,

ZS
18CY 12 — 18C512 + 24Cs — 240, = fE—q;,
Cy+CL=0.

Hitro vidimo, da je Cy = —C} in Cy = —C'3. Tako dobimo sistem
13610
4812C, + 19205 = ———
1 + 3 EI )
361°C, 4 480, — — 10
1 3 — EI .

Odstejemo drugo enaébo od prve. Potem je 1212C; 4+144C3 = 0in C3 = —%1201. Iz druge enache
potem dobimo C. Iskane konstante so tako

qo! _ 4ol L b
322EI° % 3B * 34EI * 384FET°

O =-

Resitev je potem

wy(x) = o (162" — 1212° 4 °2) ,

384E1
walz) = 383(}3] (16(z — 1)* + 121(z — 1)® — 3(z — 1)) . (10.36)
M/Pqo
0.03+
0.02
0.01r
- - - - = x/l
0.2 0.4 0.6 0.8 .0
—0.01} \/
-0.02*+

Slika 10.10: Brezdimenzijski potek upogibnega momenta trotockovno podprtega nosilca.

Upogib nosilca je dolo¢en. Sedaj nas zanima potek upogibnega momenta in sile podpor. Upo-
gibni moment dolo¢imo po (10.17). Iz (10.36) dobimo takoj

M(z) = —%qo <x2 - glx) ,
My(x) = f%qo ((x -2+ gzu - 1)> .

Graf upogibnega momenta je narisan na sliki 10.10. Na sliki se lepo vidi prelom upogibnega
momenta v srednji podpori. Pre¢na sila je enaka odvodu upogibnega momenta. Potem je

Qule) = ~5m (20~ 31},



Sila leve podpore je A; = Q;(z = 0) = %lqo. Zaradi simetrije je sila desne podpore Az = A
enaka sili leve podpore. Ker podpore uravnovesijo celotno obremenitev nosilca lqg, je sila srednje
podpore As enaka

3 5
As=lg— A1 —As=lg — = —=lqo.
2 q0 1 3 q0 3 8Q0

To vrednost lahko dobimo tudi tako, da izracunamo skok precne sile v srednji podpori. Vidimo,

lgo =

10.8.4 Splosni primer

I4 I I3 Iy
Slika 10.11: Prevesni nosilec s tockovno in linijsko obremenitvijo.

Pristop s katerim smo resili nalogo uporabimo na nalogah, kjer je nosilec hkrati obremenjen
z linijsko in tockovno obremenitvijo. Na sliki 10.11 je prikazan prevesni nosilec, ki je linijsko
obremenjen na enem delu, tockovno pa na prevesnem koncu. Nosilec razdelim na §tiri polja dolzine
liy i = 1,...,4. Upogib na i-tem polju oznaéimo z w;(z). Polja se stikajo v tockah a; = Iy,
as =11 +1s in a3 = l; + 13 +13. Dolzina nosilca je | = [; + 15+ 13 +14. Definirajmo ¢ = g3 =¢q4 =0
in go = qo- Upogib nosilca i-tem polju je resitev enacbe

1 _ qi
wi" (x) Bl
Splosna resitev enacbe je oblike (10.25), kjer ima vsako polje svoje konstante Ci, k = 1,...,4.
Konstante dolocajo robni pogoji oziroma sklopitvene enacbe med polji. Ker je skupno 16 konstant,
potrebujemo 16 enacb. Zapisimo jih. Levo krajisce je ¢lenkasta podpora. Zato je

wi1(0) =0 in w{(0)=0.

Na stiku prvega in drugega polja, kjer ima gostota linijske obremenitve nezveznost, je upogib
trikrat zvezno odvedljiva funkcija. Tako pri x = l; velja

wi(ar) = wa(ar), wi(ar)=ws(ar), wi(ar)=wy(ar), in wi’(a1)=wy (ar).

Enaki sklopitveni pogoji veljajo tudi na stiku drugega in tretjega polja

" "

wa(ag) = wz(az), wylaz) =wy(az), wy(az) =wy(az), in wi'(ag) =wy' (az).

V podpori na stiku tretjega in Cetrtega polja podpora deluje s totkovno silo na nosilec. V tem
stiku je upogib dvakrat zvezno odvedljiv. Poleg tega je pomik v podpori enak ni¢. Tako je

ws(az) =0, ws(as) =wa(as), wilas)=wi(as) in wy(as) = wj(as).
Konec nosilca je tockovno obremenjen. Potem je upogibni moment na koncu enak ni¢, precna sila

pa je enaka obremenitvi
F

wi(l)=0 in wy(l)= T
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Tako smo zapisali 16 robnih pogojev, natanko toliko kolikor jih potrebujemo za doloc¢itev upogiba
nosilca.

V primeru, ¢e bi nosilec na koncu bil obremenjen z upogibnim momentom M namesto s silo F,
bi na koncu nosilca veljalo

wy (1) = i in w)'(l) =0.

10.9 Superpozicija resitev

Privzemimo, da poznamo za dve razli¢ni obremenitvi enostavno podprtega nosilca dolzine [ dva
pripadajoca upogibna momenta M; (z) in Ms(x) za kateri je

M;(0) = M2(0) = M (1) = Ma(l) = 0.

Tema dvema upogibnima momentoma pripadata upogiba wi(x) in wa(z), ki resita enacbo (10.17)
z robinim pogojema
w1 (0) = we(0) = wy (1) = wa(l) = 0.
Potem je w(z) = w1 (x) +wa(z) upogib enostavno podprtega nosilca, ki je obemenjen z vsoto obeh
obremenitev.
Za primer pokazimo, da lahko upogib enakomerno obremenjenega trotockovno podprtega no-

silca zapiSemo kot vsoto upogiba enekomerno obremenjenega enostavno podprtega nosilca in tockovno
obremenjenega nosilca.

. . . e 540
Upogib enakomerno obremenjenega enakomerneg? nosilca na sredini je wy (1/2) = Se4ET E 7, upogib
tockovno obremenjeneg nosilca pa je we(l/2) = %. Trotockovni nosilec je na sredini podprt,

zato je

w(l/2) = wi(l/2) + wa(l/2) =

Potemtakem je za obremenitev

38461 4SBT WSEI\ 8 T F

5qu4 Fl3 - 12 <5QQZ )
8

5
F= —g%l (10.37)
navzgor pomik na sredini enak ni¢. Izra¢unana vrednost se ujema s silo podpore As. Direktni ra¢un
potrdi, da je vsota upogiba wi(z) enakomerno obremenjenega nosilca z gostoto go in upogiba
wa(z) tockovno obremenjenega nosilca s silo (10.37) enaka upogibu enakomerno obremenjenega
trotockovno podprtega nosilca (10.36).

10.10 Strizna napetost

Na preseku nosilca poleg normalne napetosti o deluje tudi strizna napetost 7. Strizna napetost
je gostota povrsinske sile v pre¢ni smeri, torej sile, ki smo jo oznaéili s Q). Strizno napetost bomo
doloéili iz ravnovesja sil v smeri osi « za nosilec med odsekoma pri x in z+ Az, glej sliko 10.12, ki je
dodatno odrezan pri z = zg. Nosilec ni obremenjen na robu nosilca v smeri osi z, zato na odrezani
del v smeri osi z deluje osna povrsinska sila na prerezih z in = + A in povrsinska sila na prerezu
z = zp. Gostota osne povrsinske sile na presekih z in 2 + A je o(z) oziroma o(x + Ax), na prerezu
pa 7t (— l;) kjer je ¢ napetostni tenzor na prerezu z = zp. Zaradi simetrije je { odvisen samo
od koordinate z = zy in ni¢ od koordinate y. Ker je zaradi simetri¢nosti napetostnega tenzorja

k = k- t7, je to natanko iskana strizna napetost 7 na osnem preseku. Povrsino nosilca od
reza z = z do njegovega spodnjega konca oznacimo z A(zy), Sirino nosilca pri z = 2o pa z b(zp).
Ravnovesna enacba na odrezan del nosilca v smeri osi « se potem glasi

/ o(z+ Az)dA — o(x)dA — 7b(z9)Az = 0.
A(z0) A(z0)
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Slika 10.12: Presek nosilca med z in x + Ax.

Enacbo delimo z Az in pozenemo Az proti ni¢. Tako dobimo

do
—dA=1b Z0)-
/,4(Z0>dm (20)

Iz enacbe o = %z potem sledi

M M
Tb(20) = / i—z dA = / d—EdA = Q/ zdA. (10.38)
Azo) 2 1 Azo) dz 1 I JaG)

Tu smo upostevali, da sta pre¢na sila in ploskovni moment neodvisna od y in z. Ozna¢imo z

S(zo):/A( )sz
20

linearni ploskovni moment dela preseka A(zp). Potem iz (10.38) sledi

_ QS(20)

T

(10.39)

Strizna napetost je odvisna od x in koordinate z na preseku. Povejmo brez dokaza, da je 7T res
gostota precne sile @), da velja
Q= / TdA,
A

kjer sedaj integriramo po celem preseku nosilca z ravnino pri konstantnem x. Iz definicije S(zo)
vidimo, da je S(zp) enak produktu plos¢ine spodnjega preseka A(zp) z z koodinato njegovega
sredisca.

Za primer izra¢unajmo linearni ploskovni moment za pravokotnik dimenzije b x h. Koordinata
z tece od —%h do %h. Pri zp odrezan spodnji preseka je pravokotnik dimenzije b x (%h — 20).
Njegova plos¢ina je b(3h — o), 2 koordinata masnega sredisca pa je zo + 2 (3h — 20) = 3(3h+ 20).
Potem je

1.1 1 b
S(z0) = Eb(ﬁh - ZO)(ih +20) = g(h2 —422).

Iz (10.39) potem sledi, da je strizna napetost enaka

Qb(h* —4z5)12 _ 3Q

i AU COE

T =
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presek potek strizne napetosti kvadrati¢na funkcija z maksimumom pri zg. Maksimalna vrednost

Je
_3Q _ 3@
Tmaz = 5y = 947

kjer je A povrSina preseka. Ta vrednost je za faktor % vecja od povprecne vrednosti Q/A.

(10.40)

Strizna napetost 7 = 13 povzrodi strizno deformacijo v = 7/G, kje je G strizni modul. Kot
vemo, 7y predstavlja spremembo kota med osjo x in z. V inzenirski teoriji nosilcev preseki pra-
vokotni na nevtralno os ostanejo po deformaciji pravokotni na deformirano nevtralno os. Po tej
predpostavki bi moralo veljati v = 0. Vendar je inzenirska teorija aproksimativna teorija, zato
preseki niso natan¢no pravokotni na deformirano nevtralno os. Strizna deormacija 7 tako ni enaka
ni¢, mora pa biti majhna za veljavnost inzenirske aproksimacije. Preverimo, da je res majhna v ze
obravnavanem primeru enostavno podprtega nosilca z enakomerno linijsko obremenitvijo.

Precna sila je enaka Q = —ETw". Iz (10.23) in (10.26) potem sledi

w_ o (1
w —EI(:U 21).

Izraz je ekstremalen v podporah, x = 0,[. Potem je

_al
Qmaz— 27

kar je, kot vemo, enako sili leve podpore. Po (10.40) je potem

_ 3(]01
Tmazx = M
in
o Tmazx o 3(]01(1 +I/)
Tmaz = T AT 2AF
Za aluminijasti nosilec z F = 70 GPa in v = 1/3 dolzine 1 m s kvadratnim presekom a = 3 cm, ki
je obremenjen z linijsko gostoto gy = 10kN/m je potem Yyar = 3.2 x 1074, Izraéunana vrednost
je v tem primeru dovolj majhna za veljavnost inzenirske teorije.

10.11 Temperaturni upogib nosilca

V prostoru je temperaturna deformacija enaka e po= 0l AT. Ker v inzenirski teoriji nosilcev
dovolimo samo osno deformacijo, se bomo omejili na temperaturno deformacijo v smeri osi z,
kjer je AT funkcija koordinate z. Celotna deformacija je enaka elasti¢ni eg in temperaturni ep
deformaciji. Velja torej

€= — =¢€g+er =e€g+aAT.

z
R
Potem je osna napetost
E
oc=Feg = EZ — aEAT.

Upogibni moment dobimo z integracijo #x o7 po preseku A. Ce se omejimo na linearno spremembo
temperature
AT =Ty + B(T> — Th)z,

kjer je 8 sorazmernostni faktor z enoto [1/m], je

EI
M =5 —aB(Ty - T)EI = ~Elw" — af(Ty ~ T)) EL.
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Tako je

M M + My
no_ A . _ M rer
w' = aB(Ty, —Ty) T
kjer je
My = aB(Ty — T1)EI (10.41)

Ce je Ty > T} in 8 > 0, temperatura naraséa z z. Spodnji del nosilca ima vijo temperaturo, zato
se bolj raztegne in povzro¢i upogib nosilca. Zato izrazu M pravimo temperaturni moment.

Za primer si poglejmo temperaturni upogib konzolno vpetega nosilca brez obremenitve. Potem
je M =0 in tako

o M
EI’
kjer je My dan z (10.41). Splosna resitev je
— Mr 2
w(x) = SEL® + Cix + Cs.

Robna pogoja za konzolno vpeti nosilec na krajiséu = = 0 sta w(0) = w’(0) = 0. Potem je C; =0
in Co = 0. Temperaturni upogib je

Pri 8 > 0 in T3 > T; se nosilec upogne navzgor. Maksimalni upogib je pri z = I.

10.12 Uklon nosilca

A wix) B

\/

z -M
Slika 10.13: Uklon ¢lenkasto podprtega nosilca.

Upogibu nosilca zaradi kompresijske osne sile pravimo uklon. Uklon je posledica nestabilnosti,
ko deformacija iz osne smeri preskoci v lateralno smer. Na sliki 10.13 je ¢lenkasto podprt nosilec,
leva podpora A je fiksna, desna B pa je drsna. Na nosilec na strani desne podpore deluje kom-
presijska sila P. Ce pride do uklona, se nosilec upogne v lateralno smer, na nasi sliki v smer osi
z. Za del nosilca od x do [ velja ravnovesje momentov. V polu v tocki (z,w(x)) je moment sile P
v smeri osi y enak w(z)P. Na odrezani del nosilca deluje upogibni moment levega dela nosilca na
desni, ki je enak —M (z). Ravnovesna enatba momenta je tako wP — M = 0. Upostevajmo seda]
enacbo (10.17). Tako dobimo

P
1
w” + Tl 0. (10.42)
Is¢emo resitev enacbe pri robnih pogojih

w(0) = w(l) = w"(0) = w"(l) = 0. (10.43)

150



Ena resitev je ocitno trivialna resitev w(x) = 0. Ta resitev ustreza osni deformaciji. Vendar to ni
edina resitev. Hitro vidimo, da (10.42) resi tudi

w = Asin (\/E.’E) , (10.44)

P P
"no__ 4
w' = A—I sin ( 7 x) . (10.45)

Iz (10.44) in (10.45) vidimo, da je w(0) = w”(0) = 0. Da bo (10.44) res iskana resitev morata
veljati 8e preostala robna pogoja (10.43). Pogoja sta izpolnjena, ce je

| P
ﬁikﬂ,?

saj so nicle sinusa pri k7, kK € N. Vidimo, da do uklona pride v primeru, ko osna sila P doseze
kriticno vrednost, ki je resitev zgornje enacbe. Prva kriti¢na sila je pri k = 1. Tako je kriti¢na sila,
ki povzroci upogib enaka

saj je

mEI

2

Ta formula je pomembna pri konstrukciji pali¢ja, kjer moramo zagotoviti, da so vse kompresijske
sile po absolutni vrednosti manjse od Py,;. Kriti¢no vrednost lahko povec¢amo tako da pove¢amo
upogibno togost ali pa da dodamo nova vozlisca s katerimi zmanjSamo dolzine palic s kompresijsko
osno silo. Pri uklonu velja opozoriti, da lahko nastopi v katerikoli lateralni smeri, zato mora biti
ploskovni moment preseka dovolj velik okrog poljubne smeri. To je tudi razlog pogoste uporabe
nosilcev z I presekom.

Py =

10.13 Vprasanja in naloge

10.13.1 Vprasanja

1. Izra¢unaj relativno sprememebo volumna bakrene kocke, ki jo segrejemo za AT = 10°C.

2. Za ravninsko defrmacijo dolo¢i modificiran Youngov modul in Poissonov koli¢nik za baker,
aluminij in beton. Njihovi Poissonovi koli¢niki so 0.32, 0.33 in 0.1.

3. Razmisli, da formula (10.2) velja tudi, ¢e se nosilec upogne navzgor.
4. Primerjaj momenta votlega in polnega kvadratna preseka, ki imata enako povrsino.

5. I presek lahko dobimo tudi tako, da pravokotniku na vsaki strani izrezeno pravokotnik.
Izracunaj momement I preseka po tej poti.

6. Zapisi splosno resitev enacbe (10.21) za gg = 0.

7. Pokazi, da se maksimalni upogib tockovno obremenjenega nosilca na sredini za faktor 1.6
vecji od upogiba linijsko obremenjenega nosilca.

8. Pokazi z rac¢unom, da (10.35) res resi (10.33).

9. Z ra¢unom pokazi, da je za x € (0,1/2) vsota upogiba enakomerno obremenjenega nosilca z
gostoto go in upogiba tockovno obremenjenega nosilca s silo (10.37) enaka upogibu enako-
merno obremenjenega trotockovno podprtega nosilca (10.36).
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10. Zapisi robne pogoje za konzolni nosilec, ki je enakomerno linijsko obremenjen.
11. Zapisi robne pogoje za konzolni nosilec, ki je tockovno obremenjen na svojem koncu.

12. Za izracunane primere pali¢ja zapisi pogoj, da ne pride do uklona.

10.13.2 Naloge

1. Votli enostavno podprt nosilec dolzine 2m s tankostenskim kvadratnim presekom a = 4 cm
in debelino ¢ = 4 mm je enakomerno linijsko obremenjen z gostoto qg. Dolo¢i gy obremenitve,
da bo napetost po velikosti manjsa od o¢g = 120 MPa.

Resitev: Upogibni moment enakomerne linijske obremenitve je paraboli¢en z maksimumom
2
— qol

na sredini nosilca z vrednostjo Myax = 4¢—. Osna napetost v nosilcu je dana s formulo
M
o =77
Veljati mora
Omax = %Zmax < oo,

kjer je zmax maksimalna z koordinata na preseku, torej zmax = %a. Izrac¢unati moramo Se
ploskovni moment 1.
Formulo
1= 1 30)
T 12 “

za ploskovni moment votlega kvadratnega preseka z debelino ¢ poznamo s predavanj. V
formulo vstavimo b = a. Tako dobimo

Potem je

Za dane vrednosti potem mora veljati

go < 1024N/m = 1.024 kN /m.
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2. Za presek v obliki ¢rke U na sliki t

izra¢unaj ploskovni moment. Racun [ %
naredizab:%aintzl%. >

Resitev: Na U presek lahko gle-
damo kot na unijo treh pravokotni-
kov ali kot na pravokotni izrez iz
pravokotnika. Izbrali bomo drugo
moznost.  Nalogo bomo resili v
treh korakih. Prvo bomo poiskali
sredis¢e U preseka, nato bomo za-
pisali ploskovni moment za oba pra- b
vokotnika v koordinatnem sistemu,
ki ima izhodis¢e v srediséu U pre-
seka. Na tretjem korakau bomo ta
dva momenta odsteli.

Pois¢mo torej prvo sredisce U pre-
seka. V ta namen postavimo
pomozni koordinatni sistem g2 tako
kot kaze slika. Izrezan pravokotnik
ozna¢imo z Aj, njgovo sredisée pa
z 27. Podobno oznac¢imo za zunanji < >

pravokotnik A, in 25. Potem je a
Y2
2842
Ar| = (a—26)(b— 1) = = = 1.1242,
3a2 2842
Ag| =ab=—- = = 1.52a°
|As| = ab 5 o 52a°,
1
2= §(b—t) = 0.7a,
1 3a
S = 71) = — = (.
22 5 1 0.75a

in
. 1 (
0= —"7—7—
— A1+ |Az]
Sedaj postavimo koordinatni sistem yz, ki ima izhodis¢e v Zy3. V tem koordinatnem sistemu
imata pravokotnika sredis¢i v tockah

—27 |A1] 425 | As]) = 0.8973a.

2] =2 —20=—0.1974a in 2; =25 — 29 = —0.1474a.
Ploskovna momenta sta

(a—2t)(b—1)3

ho= 12

+ |A1](27)* = 0.2266a*,
b3
I = 2+ 1 4a)(25)* = 0.31384"

Ploskovni moment U preseka je potem

I=1,—1I, =0.0873a".
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3. Za konzolno vpeti nosilec z enako-
merno obremenitvijo ¢g:

e dolo¢i upogib nosilca; y

e doloc¢i maksimalen upogib.

Resitev:

(a) Enacba upogiba je

d*w 1

dt EQO-
Robni pogoji so, v konzolnem vpetju w(0) = w’(0) = 0 in na prostem koncu w”(l) =
w'’(I) = 0. Splosna resitev enacbe je

w(x) = Qf%[x4 + C122 + Cox® + Csz + Cy.

Iz robnih pogojev pri z = 0 takoj sledi C3 = Cy = 0. Izracunajmo

w”(x) = qiolﬂz + 6011‘ + 202

- 2FI
in
U)/N(x) = %x +6C;.
Potem iz w'’(l) = 0 sledi
qo!
Ci=——.
' 6EI
Pogoj w’ (1) = 0 se potem glasi
ql*  qol? Ql* | -
= — = — 2 —_—_
BT~ BT 20T Topr O
in 2
_ 9
C2 = JEr

Upogib je tako

_ 490 a4 Qol 3 QOl2 2 QO$2
= oapr” T emr” TaEr® T 24ED

w(x) (2® — dlz +617) .

(a) Iz narave problema je o¢itno, da je maksimalni upogib na koncu. Tako je

_ qol?
" 8EI’

_ql?
T 24FT

Wimaz = w(l) (1 — 417 + 61%)

4. Za konzolno vpeti nosilec s tockovno
obremenitvijo na koncu:

e dolo¢i upogib nosilca;

e dolo¢i maksimalen upogib in
ga primerjaj z maksimalnim
upogibom enekomerno obre-
menjenega nosilca.

-

Fo

Resitev:
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(a) Ker je obremenitev na koncu velja vzdolZ celega nosilca encba

d*w B
dat
Robni pogoji so, v konzolnem vpetju w(0) = w'(0) = 0 in na obremenjenem koncu
w'’(l) =0 in w"”'(I) = —Fy/EI. Splosna resitev enacbe je
w(z) = Cra® 4+ Cox?® + Czx + Cy.

Iz robnih pogojev pri z = 0 tako kot prej sledi C3 = Cy = 0. Izratunajmo w”(x) =
6C 1z + 2C in w’(x) = 6C;. Potem iz w' () = —Fy/EI sledi

Fy
“1="%5er
Pogoj w”’ (1) = 0 se potem glasi
Fyl
0=--2 420
Bl + 202
Tako dobimo £l
ko
C2=opr
Upogib je tako
Fi Foyl Fi
wz) = ——La® + 2 a2 = "2 22 (—z+3).

(b) Maksimalni upogib je na koncu in je

Ryl

Wmar = w(l) = E

Ekvivalentna enakomerna obremenitev je go = Fy/l. Maksimalni upogib tockovno obre-
menjenega nosilca je za faktor 8/3 veéji od enakomernega.

5. Konzolno vpeti nosilec z enako-
merno obremenitvijo z gosoto gy je
na koncu ¢lenkasto podprt. Dolo¢i lllllllllllillllllllllll
upogib nosilca in silo podpore na
koncu.

Resitev: Nalogo bomo resili na dva
nac¢ina. Prvi bo po metodi super-
pozicije, kjer bomo uporabili resitev
prvih dveh nalog. Nato bomo na-
logo resili Se direktno.

(a) Oznacimo z w; reSitev za enakomerno linijsko obremenitvijo in z ws resitev za tockovno
obremenitev. Pri z = [ mora veljati wy (1) + w2 (l) = 0 oziroma

- qu4 F‘ol3
- 8EI ' 3EI’
Enacba je izpolnjena za
3qol
FO - —?0
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Ta sila ustreza sili podpore. Negativni predznak pomeni, da sila deluje v nasprotni
smeri kot je obremenitev. Upogib je potem

— _ @7, I 12 390! o I
w(x)fwl(x)+w2(x)f24EI (% —4lz +6 )748E1x (—x +30)
2
_ GoT 2 2
= 18ET (22* — blo + 31%) .

(b) Nalogo resimo Se po drugi poti. Resujemo enacbo

d*w 1

dot ~ EIT
z robnimi pogoji w(0) = w'(0) = 0 v vpetju in w(l) = w”(l) = 0 v desni podpori.
Resitev enacbe z upostevanjem pogojev pri x = 0 je

w(x) = 252«7[I4 + O3 + Coa?.

Iz robnih pogojev pri = [ potem sledi

o G0 42
0=w() = 24EIZ + Cyl + Cs.
n q0
o _ 2
0=w (l)_TEIl +6C11+2C,.

Dobili smo dve enacbi za dve neznanki. Pomnozimo prvo enacbo z —2 in jo pristejmo
k drugi. Po krajSsem racunu dobimo

. 5(]0[

G = ~RET

Nato pa Se

o 3qu2
 48EI’
Dobili smo enako resitev kot po prvi poti.

2

6. Enostavno podprti nosilec je na sre-
dini obremenjen s toc¢kovnim upo-
gibnim momentom M.

(a) Dolo¢i upogib nosilca. :o) Mo

(b) Skiciraj upogib in dolo¢i ma-
ksimalni upogib.

Resitev:

(a) Nosilec razdelimo v dve polji, levo in desno od toc¢ke obremenitve. Pomik na levem delu
oznacimo z w; na desnem pa z wy. Za oba dela velja enacba

d*w

aut =

saj nosilec ni linijsko obremenjen. Oznac¢imo z [ dolzino nosilca. Robni pogoji so

wi(0) =w/(0) =0 in wy(l)=w)(l)=0.
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Resitvi enacb sta oc¢itno

wy(z) = C12° + Cyr,
wq(x) = Cs(l — ) + Cy(l — z),

kar tudi potrdi kratek racun. Konstante C;, i = 1,...,4 dolocajo sklopitveni pogoji

wil/2) = walf2), wi1/2) = w1/, Wi (1/2) =T, wi1/2) = o,

Tu smo upostevali, da se nosilec ne prelomi v toc¢ki obremenitve in definicijo upogibnega

momenta, ki pravi da je to moment s katerim desni del nosilca deluje na levi. Potem je
moment levega dela na desni enak —M,. Tako dobimo sistem enacb

Lepilor=tlopyl
801l —|—202l—803l —|—2C4l,

R S BN |
31+ 50 = =32Csl — SCi,

My
[
3C, T
My
3C5l = —.
S TRl
Potem je
My My
“G=-5gn ™ T 3En
Vstavimo v prvi dve enacbi.
Myl?
C2=Co=GEm
Cy+Cy=0.
Resitev je
M2
C2=—Ci=pm
Tako je
. My 3 M,l? B My 9 9
@) ==35n® * wEn® = “1Ent™ U

M . Myl M,
wa(®) = s =2 = e =2 = opg

(1 —z)(4(1 — x)* = 1%).

(b) Skica upogibnega momenta je na sliki 1.
w ElAM,

0.005F

0.2 0.4 0.6 0.8 0

-0.005F

Slika 10.14: Upogib nosilca s tockovnim momentom.
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Koordinato maksimalni upogiba levega dela dobimo iz enacbe wj(z) = 0. Resitev enacbe

M
0= w)(x) = 12E0H(—12x2 +12).

je = 1/2+/3. Maksimalni upogib je potem

Myl? Myl? Myl?

_ _|_ = .
T2/3EI  243EI  36+3EI

Wmaz =
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