Poglavje 1

Kinematika in dinamika

1.1 Premoc¢rtno gibanje

1.1.1 ReSene naloge

1. Tocka se giblje premocrtno po osi . V ¢asu od 0 do ¢; se giblje s konstantno brzino vy, v
casu od t1 do ts enakomerno zavira tako, da ima v ¢asu t, trenuto brzino nic.

a) Izracunaj do kod pride v casu t;.

(a)

(b) Izracunaj pospesek zaviranja.

(c) Do kod pride v casu ta?

(d)
)

d
(e

Kdaj se vrne v zacetni polozaj?

Izracunaj za konkretne vrednosti v; = 2m/s, t; = 10s, to = 20s. Narisi tudi grafe
pospeska, hitrosti in polozaja v odvisnosti od casa.

Resitev: Poglejmo prvo kako je s pospeskom. Pospesek je od ¢ = 0 do ¢t = ¢; enak nic,
ker je gibanje enakomerno, na intervalu (¢, t2) in naprej do t3, ko se tocka vrne v zacetni
polozaj, pa je pospesek konstanten in ima vrednostjo as. Koliksna je njena vrednostSe ne
vemo, vemo pa da je negativna, saj tocka zavira. Na intervalu (0,¢;) je hitrost konstantna
in enaka vy, nato pa od ¢; naprej linearno poda, saj tocka enakomerno zavira. Njen linearni
potek je natanko dolocen, saj vemo, da je v(f1) = v1 in v(t2) = 0. Od tod sledi, da je

U1 (t — t2)
t) = ——— t>t;.
v(t) I 1
Odvod hitrosti je pospesek in tako az = —wv1/(t2 — t;) = —0.2m/s?. Postavimo zacetni

polozaj tocke v = 0. Ker je hitrost na (0,¢;) konstantna, na tem intervalu velja x = vqt,
torej narasca linearno in tako velja x(t = t1) = vit; = 20m. Za ¢ > t; je gibanje enakomerno
pospeseno, zato je x kvadratna funkcija casa. Ker poznamo polozaj in hitrost za t = t;
zapiSemo x v obliki

1
xr = iag(t — t1)2 + ’Ul(t — tl) + ’Ultl.

Potem ( )2
U1 tg —tl 1
z(t2) 2ts — 1) + vq(t2 1) + vty 21)1(1+ 9) =60m



Kdaj se vrne v zacetni polozaj, dobimo iz enacbe

1
0= 5(12(153 — t1)2 + ’Ul(tg — tl) + Ultl.

Dobili smo kvadratno enacbo za ts3. Za lazje reSevanje vpeljimo novo neznanko 7 = t3 — t;.
Potem 0 = %agr + v17 + v1t1 in tako

—up T Zaguty bt ft ot
rp = — AT 2 1(v1i\/v%+2v%t1/(t2—t1)>Z(tz—t1)(1j: 1+2>

1 to —ty

Pravi predznak je + in tako

t t
t3=t1+7’=t1+(t2—t1)(1i t1+t2>:10(2+\/§)s.
2 U
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Slika 1.1: Pospesek, hitrost in polzaj.
2. Od casa t = 0 do t = t; se tocka giblje enakomerno pospeseno s pospeskom a. V trenutku
t = t; pritnemo zavirati. Dolo¢i pospesek zaviranja tako, da se tocka v Casu 2t; vrne v
zacetni polozaj. Doloéi tudi do kod najdlje pride tocka.
Resitev: Oznacimo z x koordinato premocrtnega gibanja. Za t € [0,%1] je enacba gibanja
T = %atQ. Polozaj tocke v ¢asu t1 je z1 = %at%, hitrost pa je v; = at1. Od t; naprej se tocka
prav tako giblje enakomerno pospeseno, tokrat s pospeskom a;. Ker je za drugi del gibanja
zacetni polozaj v ¢asu t; enak x1, zacetna hitrost pa vy, je enacba gibanja
1 2 1 2 L o
xr = I(t) = ial(t — tl) + Ul(t — tl) +x = ial(t — tl) + atl(t — tl) + iatl.
Tocka se v ¢asu t = 2t; vrne v zaCetni polozaj. Velja torej 0 = x(2t1) = %alt% + at? + %at%.
Od tod potem sledi a; = —3a. Vidimo, da je pospeSek zaviranja neodvisen od ¢asa t1.
Poglejmo Se, do kod pride tocka. Tocka se pri¢ne gibati nazaj v tocki obrata gibanja, ki je
dolocena z enac¢bo 0 = v = &(t2). Izracunajmo & = —3a(t — t1) + at; = a(4t; — 3t). Tako
dobimo t9 = %tl in po krajSem ra¢unu rya.x = %at%.
3. Dve tocki se gibljeta ena proti drugi. Dolo¢i kdaj in kje se srecata, ¢e sta v zac¢etnem trenutku

oddaljeni za d in je:

(a) tocki se gibljeta enakomerno z brzinama v in ve;

(b) ena tocka se giblje enakomerno z brzino v; druga pa enakomerno pospeseno s pospeskom
as.

Naredi izracun za konkretne vrednosti d = 1m, v; = 2cm/s, vo = 3cm/s in az = 2m/s?.

Resitev:



(a) V prvem primeru je pogoj srecanja vit = d — vat. Od tod sledi t = d/(v1 + v2) in
tocki se srecata v oddaljenosti dvy /(v1 +v2) od zaetnega polozaja prve tocke. Za dane
vrednosti je ¢as srecanja t = 20s, razdalja pa 40 cm.

(b) Sedaj je pogoj srecanja vit = d — %ath. Dobili smo kvadratno enacbo za t. Resitev je

1
t10 = — (—’01 + \/’U% + 2a2d) .
az

Prava resitev je dana z vsoto. Za dane vrednosti je

1
t = 3 (,210*2 4 4/410—4 + 4) s = (71072 +1)s =0.99s.

Prepotovana razdalja prve tocke pa je vit = 1.98 cm.

1.1.2 Dodatne naloge

1. Tocka se giblje premocrtno po osi . V ¢asu od 0 do ¢; se giblje enakomerno pospeseno s
pospeskom a1, v ¢asu od t; do t5 pa nato enakomerno zavira tako, da ima v ¢asu t, trenuto
brzino nic.

Izrac¢unaj do kod pride v ¢asu t;.

b

(a)
(b)
(¢) Do kod pride v ¢asu t?
(d)
)

Izrac¢unaj pospesek zaviranja as.

d

(e) Izracunaj za konkretne vrednosti a; = 1/10m/s?, t; = 5s, to = 10s. Narisi tudi grafe
pospeska, hitrosti in polozaja v odvisnosti od casa.

Kdaj se vrne v zacetni polozaj?

Resitev: I = %alt%, a9 = —t;h_ttll, T = %altltg, t3 = tQ + \/tg(tz - tl).
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Slika 1.2: Pospesek, hitrost in polzaj.

2. Tocka se giblje premoc¢rtno po osi x. V casu od 0 do t; se giblje enakomerno pospeseno s
pospeskom a1, v ¢asu od t; do ts pa nato enakomerno zavira tako, da se v ¢asu ty vrne v
zacetni polozaj.

Izrac¢unaj do kod pride v ¢asu t;.

(a
(b
(c

Izracunaj pospesek zaviranja as.

Dolo¢i do kod najdlje pride tocka.

NN NN

(d) Izracunaj za konkretne vrednosti a; = 1/10m/s?, t; = 5s, to = 10s. Narisi tudi grafe
pospeska, hitrosti in polozaja v odvisnosti od casa.
. 1 t1(2ta—t —ay)t t1t3
Resitev: T = ialt%’ as = 7"«1(]512(_;1)21)7 t3 — (a2 a;ll) 17 Tmax — m.
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Slika 1.3: Pospesek, hitrost in polzaj.

1.2 Dinamika tocke

1.2.1 ReSene naloge

1. Obravnavaj prosti pad:

(a)
(b)

brez upostevanja upora zraka;

z upoStevanjem upora zraka.

Resitev: Postavimo os x v smeri sile teze z izhodiséem v zacetnem polozaju. Ce tocka
v zacetnem trenutku nima komponente brzine pravokotne na smer navpicnice, je gibanje
premocrtno in lahko namesto vektorske oblike Newtonove enacbe uporabimo skalarno ena¢bo
mi = f, kjer je f rezultanta vseh sil. V nasem primeru tocko spustimo v prosti pad. Zacetna
hitrost je enaka ni¢ in gibanje je premoc¢rtno.

(a)

V primeru braz upostevanja sile upora deluje na materialno tocko samo sila teze f = mg.
Newtonova enacba je se tako glasi m& = mg oziroma & = g. Potem je 2 = gt + C4, kjer
je C1 integracijska konstanta, ki jo doloca zacetni pogoj. Ker je #(t = 0) =0, je C; = 0.
Polozaj dobimo Se z eno integracijo. Dobimo x = %gt2 + Cy. Ker je z(t =0) =0, je
C5 =0 in tako z = %th. Vidimo, da je gibanje natanko dolo¢eno z Newtonovo enacbo
in zacetnima pogojema, ki dolo¢ata integracijski konstanti C; in Cy. Iz dobljene enacbe
gibanja sledi, da hitrost narasca brez meje, saj je © = gt.

Sedaj obravnavajmo gibanje z uporom zraka. Ker tocko spustimo, je zacetna hitrost nic¢
in zato uporabimo linearen zakon upora F, = —k&, kjer je k koeficient upora. Njegova
enota je kg/s. Enacba gibanja je m& = mg — k. Enacbo delimo z m in oznacimo
~v = k/m. Tako dobimo & = g — &, oziroma

U =g— v, (1.1)

kjer je v = . Dobili smo linearno diferencialno enacbo prvega reda za v. Is¢emo njeno
splosno resitev, ki bo odvisna od dveh integracijskih konstant. Posebno, pravimo ji tudi
partikularna resitev, resitev enac¢be (1.1) znamo poiskati. Vprasajmo se, ali konstantna
funkcija v = vy resi (1.1)? Vidimo, da jo resi, ¢e je v = g/v. Pisimo vy = v — v; in
poglejmo kaksni enac¢bi zadosca vg, ¢e v resi (1.1). Izrac¢unajmo

V=00+0V =Vg=g— YU =g— YUy — YV1 = YV
Vidimo, da je v = vy + v; resitev (1.1), ¢e je vy resitev enacbe
Vg = —YVo.
Dobljeno enaébo znamo resiti. Resitev je vg = C1e™* in tako

v=1vg+v =Cre " +g/7.



Iz zacetnega pogoja v(0) = 0 sledi, da je C; = —g/v in tako

v:;(lfeﬂ). (1.2)

V primeru z uporom zraka hitrost ne narasc¢a ve¢ linearno. Se ve¢ hitrost ne narasca

brez meja, je navzgor omejena z %, saj je limy_,oc e~ 7" = 0. Polozaj dobimo z integracijo

brzine. Iz (1.2) sledi
r="2t4 % e 7 +Cy.
v gl

Konstanto Cy dolo¢a zagetni pogoj x(t = 0) = 0. Od tof Cy = —g/~? in

g g _
l':;t'i—?(e ’yt—l).

1.3 Masno srediSce

1.3.1 ReSene naloge

1. Dolo¢i masno sredisce trapeza na skici.

Slika 1.4: Trapez.

(a) Trapez obravnavaj kot sestavljen lik iz dveh trikotnikov in pravokotnika.

(b) Trapez obravnavaj kot trikotnik brez vrinega trikotnika.

Resitev:

(a) Lik je sestavljen iz treh likov, levi trikotnik, pravokotnik in desni trikotnik. Koordinatno
0s = postavimo v smeri osnovnice, koordinatno sredisce pa tako, da je os y os zrcalne
simetrije. Potem je o¢itno x, = 0, y, pa izratunamo s pomocjo tabele

Lik A Ys
Levi trikotnik %ah % h
Pravokotnik ah %h
Desni trikotnik %ah %h

Ploscina trapeza je potem vsota plos¢éin A = 2ah, masno sredisce pa je

1 /1 1 1 5
e =—— | =ah®>+ =ah® + —ah® | = —h.
4 2ah(6“ TRt 12



(b) Stranici trapeza podaljsamo do skupnega preseciséa. Tako dobimo trikotnik z visino %h,
trapez pa je dan kot razlika tega trikotnika in trikotnika na trapezu. Sestavimo tabelo

Lik A UYse

Veliki trikotnik | Jah | $h
Mali trikotnik iah %h

Ploscina trapeza je potem razlika ploscin, torej A = %ah — iah = 2ah, masno sredisce

pa je
1 (9 7 h 7N 5
v=—(Zah? - Lan?) = 2 (09— L) = 2h
Y 2ah(8a 24“) 16( 3) 12



Poglavje 2

Sistem sil

2.1 Ravninski sistem sil

2.1.1 Resene naloge

1. Pravilni Sestkotnik z dolzino stra-
nice a je obremenjen tako kot kaze

slika. F
(a) Zapisi sistem sil F. 5
1
(b) Izracunaj rezultanto sil R(F)
in navorov N (F,O) s polom O
v sredi$¢u mnogokotnika. P2
(¢) Doloti os sistema.
P3
2F )l - 3F

Resitev:

(a)

(b)

Postavimo izhodisce koordinatnega sistema v sredi§¢e mnogokotnika. Prijemalisca sil
so potem Py (§, f‘l) Py(—a,0) in Ps(%, f@), sile pa so Fy = F(-ir+ @j_), Fy =
—F(T+/3]) in Fs = 3F7.

Rezultanta sil je

; L 3. V3
R(.F)_F1+F2+F3_F<2’Z\2[j>7

rezultanta navorov pa je

3
N(F, ZOPXF-@F(f—kf—i- f)k?)ka;
i=1
Navore lahko izra¢unamo tudi elementarno brez uporabe vektorskega produkta. Po
polznosti sile lahko vse sile pomaknemo do sredine stranic. Potem je ro¢ica pravokotna
na silo in tako
_ a\[

N = —=(F +2F + 3F) = 3V/3aF.



(¢) Krajevni vektor do tocke Py na osi sistema izra¢unamo po formuli

- R(F)xNF,0)  3a - B
Oh =" FRF 2 (7+v37).

2. Pravilni Sestkotnik z dolzino stra-
nice a je obremenjen tako kot kaze

slika.
(a) Zapisi sistem sil F. \

(b) Izracunaj rezultanto sil R(F) P,
in navorov N (F, O) s polom O
v sredis¢u mnogokotnika.

(¢) Doloéi os sistema.

. T

Resitev:

(a) Postavimo izhodis¢e koordinatnega sistema v sredisée mnogokotnika. Prijemalisca sil
so potem Py (§, @), Py(—a,0) in P3(—1%, —@), sile pa so Fj = F(-ir+ ?j), F,=
~F(@+/3]) in Fy = F(3,—4).

(b) Rezultanta sil je

R(F)=F +ﬁ2+ﬁ3=F(—7—\/§f);

rezultanta navorov pa je

3
N(F,0)=)_OP; x F; = aF <\2§+\/§+ f) = 2V/3aFk.

i=1

(¢) Krajevni vektor do tocke Py na osi sistema izra¢unamo po formuli

OPy =

é(f)xﬁ(f,@)_a 3. V3.
ROFRF) )

2.2 Prostorski sistem sil

2.2.1 Resene naloge

—

1. Podan je prostorski sistem sil Fy=7— 5 Fo=20—7+ E, 3=—7+27+ k, s prijemalisci v
tockah P;(1,2,1), P»(—1,0,1), P5(1,-1,0).



Izra¢unaj rezultanto sistema sil.
b

)
)
¢) Izracunaj invarianto sistema sil.
J
)

(a
(

Izracunaj rezultanto navora sistema sil glede na pol v koordinatnem izhodiscu.

(d) Doloti os sistema.

Resitev:
(a) Rezultanta sistema sil je B(F) = Fy + Fy + F3 = 27+ 2F.
(b) Izracunajmo
3 -,
N(F,0)=>_OP; x F; = (1+ 7= 3k) + (i+ 37+ k) + (-7— j+ k) =7+ 37— k.
i=1
(c) Invarianta sistema sil je I(F) = R(F)-N(F,0) = 0. Ker je I(F) = 0 in R(F) # 0, ima
sistem sil skupno prijemaliSce, ki lezi na osi sistema.

(d) Os sistema je premica v smeri R(F), ki gre skozi tocko Py dano s krajevnim vektorjem

Kratek racun . . .
N(.F,PQ):P()OXR(.F)

potrdi, da je Py res skupno prijemalisce sil.

2. Za prostorski sistem sil podan na sliki s silami

v smereh stranic in diagonale kvadra dimenzije 4‘ ,
Im X1m X2m:
(a) doloci sile in njihova prijemalisca; £
2
(b) izracunaj rezultanto sil in navora glede F A
na pol As; 4——”;"
1
(c) doloci os sistema.
Fs3
Velikosti sil so F; = 1kN, Fy, = 2/v6kN,
F3=1kN. Ty
AZ A3

Resitev:

(a) Prijemalisca sil imajo koordiante A;(0,0,2), A5(0,0,0) in As(1,1,0), sile pa so F; =
—7kN, F, = %(i’—i— 7+ 2k)KkN in Fy = kKkN. Totka A, se sovpada s koordinatnim
izhodisCem, zato pisimo v nadaljevanju O namesto As.

(b) Rezultanta sil je

R(F)=F + F+ Fs = (f— 27+ 512;’) kN,

W =

rezultatnta navorov pa

N(.F,O):O;ll XF’l‘i’OAQ Xﬁ2+0j43 Xﬁ3:(377‘7> kNm.



Invarianta sistema je I(F) = R(F) - N(F,0) = 5. Ker je invarianta razlitna od ni¢,
sistem sil nima skupnega prijemalisca.

(¢) Os sistema je taka premica, da je navor s polom v poljubni tocki Py na tej premici
vzporeden rezultanti si. Dobimo jo s formulo

Po krajSem racunu tako

2.2.2 Dodatne naloge

1. Podan je prostorski sistem sil Fy =7—Fk, Fy =2+ - ok, Fy = —T+ 27, s prijemaliséi v
tockah P;(1,-2,1), P»(—1,0,2), P5(1,0,—1).

Izra¢unaj rezultanto sistema sil.

)
b) Izracunaj rezultanto navora sistema sil glede na pol v koordinatnem izhodiscu.
) Izra¢unaj invarianto sistema sil.

)

Doloci os sistema.

Resitev: R(F) = 27+ 37— 3k, N(F,0) = 2+ 57+ 3k, [(F) = 10, OPy = & (127~ 67+ 2k).

10



Poglavje 3

Statika togega telesa

3.1 Ravninske naloge
3.1.1 Resene naloge
3.2 Prostorske naloge

3.2.1 Resene naloge

1. Pravokotna plosca dimenzije 4a X 6a
je vodoravno obeSena na tri Zice,
tako kot kaze skica. Dolo¢i tocko
obremenitve plosce, da bodo sile zZic
enake.

Resitev: Postavimo koordinatni sistem tako, da plosca lezi v ravnini zy. Pruemahsca zic
na plosci so Pi(a,0,0), P2(5a,0,0) in P5(2a,4a,0), sile zic pa so F1 = F2 — Fy = Fk.

Prijemalis¢ée obremenitve oznaimo s P(z,y,0). Sila obremenitve je G=-Gk. Iz ravnovesja
sil dobimo takoj, da je velikost sil Zic enaka G /3. Prijemalis¢e obremenitve dolo¢a momentna
enacba

3 3
=Y OP; x F;+ OP x ézz OP; x Fk+ (a7+y]) x Gk = (AF —yG)7+ (—8F + 2G)J.

~ . . _ . o 8 . o
Upostevajmo, da je F' = G /3. Tako dobimo z = 5 in y =

[SCIP

11



Poglavje 4

Statika sistema togih teles

4.1 ReSene naloge

1. Trocleni lok s polmerom R sestavljen iz
lokov AC in C'B je obremenjen tako kot
kaze skica. Doloci sile podpor.

Resitev: Lok razdelimo na dva loka,
glej skico. Za vsak lok veljajo rav-
notezne enacbe. Za levi velja

A+ O,
= Ay + Oy,
0 = R(1--cosfB)Cy— RsinfBCh.

C2 C1

Az

A

Y

Slika 4.1: Sile na levi in desni lok.

Drugi sklop enacb so ravnotezne enacbe za desni lok. Namesto le teh pa raje zapiSimo
ravnovesne enacbe za celotni trocleni lok, saj ¢e so izpolnjene ravnovesne enacbe za levi lok
in celotni trocleni lok, so izpolnjene tudi za desni lok. Ravnovesne enacbe za celotni trocleni
lok so namre¢ nekoliko enostavnejse kot enacbe za desni lok.

0 = A;+B;— Fcosa,
0 = As+ By — Fsina,
0 = —RA;+ RBs.

Tu smo uporabili momentno enacbo s polom v sredis¢u loka. Sistem resimo. Prvo dobimo,

12



da je Ay = Bs in od tod As = By = %F sin . Nadalje je

1—cosp

¢ = sin 3

1 1 1
Cy = tan 5502 = —5 sin o tan iﬂF'

Tako dobimo Se
1 . 1 1 . 1
A1:—C1=§smatan§5}7‘ By =Fcosa— A = cosa—ismataniﬁ F

Dobljena formula sil v podporah velja tudi, ¢e je trocleni lok obremenjen v clenku. V tem
primeru lahko silo obremenitve F zapiSemo v obliki F=\F+ (1— )\)F in nato pri razdelitvi
troclenega loka na levi in desni lok upostevamo, da je levi lok obremenjen v spojnem ¢lenku
s silo AF, desni pa z (1 — \)F. Rezultat izra¢una sil v podporah je neodvisen od $tevila A,
sila v spojnem clenku pa je, vendar to ni pomembno, saj je v okviru statike pomembno samo
to, da je vsota vseh sil na ¢lenek enaka nic.

. Troc¢leni okvir sestavljen iz levega dela
AC in desnega CB je c¢lenkasto ne-
pomi¢no podprt v A in B, glej skico.
Izra¢unaj sile v podporah za primer F,
Fy=F, F, =2F ina=. b

Ib/2

Resitev: Izhodisce koordinatnega sis-
tema postavimo v A, osj x v vodoravni F
smeri, os y pa v navpic¢ni smeri. Na 2
okvir deluje sistem sil, sila leve pod-
pore A = A7+ Asj, desne podpore
B B1v+ BoJ, obremenltev na levi lok
F = —F7in desni lok F, = 2F7. Pri-

jemalisca sil so tocke A(0,0), B(3a,0), A B
Pi(a,5a/2) in P»(2a,5a/2). Tu smo s o v
P; in P, oznacili prijemalisci sil F; in Mz—aq
Fs.

Sedaj okvir razstavimo na levi in desni del, ki sta spojena v ¢lenku C'. Oznacimo z C =
C17+ Cy7'silo levega dela na desni del. Ravnovesne enacbe za levi del so tako

A+ Cy =0, A2+027F:O7 7%F73a01+110210, (41)

kjer je zadnja ena¢ba momentna enacba s polom v A. Sedaj zapisimo Se ravnovesne enatbe
za celotni okvir
5

A +B +2F =0, Ay+By—F =0, —§F—§2F+3a32—0 (4.2)
Tudi tokrat smo zapisali momentno enac¢bo s polom v A. Dobili smo sistem Sestih enach s
Sestimi neznankami A;, As, B, Bz, Cy in Cy. Resimo ga. Iz enacbe (4.2) dobimo takoj
By = Y F in nato iz (4.1) Ay = —2F. Ce odstejemo drugo enacbo (4.2) od druge enache
(4.1) dobimo 8e Cy = Bs. Potem iz tretje enacbe (4.2) sledi C; = §F in nato konéno

4 14
A1:—01:§F in 31:—2F_A1:_§F.
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3. Za skripec na skici dolo¢i silo F' po-
trebno za enakomerno dvigovanje bre-
mena s tezo G. Trenje v lezajih skripca
zanemari.

Resitev: Skripec je sestavljen iz treh
kolutov, ki jih povezujejo vrvi, glej skico
razclenitve na prosta telesa. Polmere
kolutov oznacimo z rqy, ro in r3. Za
vsak kolut posebej veljajo ravnotezne
enacbe. Ker nas ne zanimajo sile v
lezajih, je dovolj za vpeta koluta napi-
sati samo momentno enacbo. Ravno-
vesne momentne enacbe so tako ri F —
rS1 = 0 za levi zgornji kolut, —ryS7 +
r9S2 = 0 za spodnji kolut in r3S3 —
r3S2 = 0 za desni zgornji kolut. Iz
teh enacb sledi S1 = Sy = S3 = F.
Zapisimo sedaj ravnotezno enacbo za
sile za spodnji kolut. Enacba je F

S1+ 8y +85—G=0. \/

Od tod sledi 3F = @. Sila F, ki zagota- G
vlja enakomerno dvigovanje(spuscanje) Y
bremena je tako G/3.

A
F>
S;
A
G S S
3 2
F Si ¥ \ \

Slika 4.2: Diagram sil na kolute 8kripca, levi, spodnji, desni kolut.
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4. Za tra¢no zavoro na skici, z ro¢ico AB
dolzine [ in polmerom koluta r, dolo¢i
silo F' na rocico, ki bo uravnovesila na-
vor M na kolut. Loceno obravnavaj pri-

M
mera sournega in protiurnega delovanja */V/—D\*

navora M.

Resitev: Tra¢na zavora je sestavljena
iz roCice, koluta in vrvi, ki drsi po ko-
lutu. Sila trenja vrvi na kolutu je Sy =
S1e*?. kjer je k koeficient trenja vrvi
na kolutu, ¢ pa je ovojni kot vrvi na
kolutu. Pri tem sila Sy kaze v smer
drsenja vrvi. To pomeni, da moramo B
lo¢iti primera sournega in protiurnega !
vrtenja koluta.

F
&N C A0
L7 L)
Si S, S, Si
\ ] \ Y \
A A A A
A A
F F

Slika 4.3: Tra¢na zavora, protiurna in sourna rotacija koluta.

Poglejmo prvo primer protiurnega vrtenja. Ker ne bomo ra¢unali sil na lezaj koluta in rocice,
je dovolj, da uporabimo samo momentno enac¢bo za kolut in ro¢ico. Momentna enacba za
kolut je M +rS; —rSy = 0. Od tod, z upostevanjem sile trenja na kolutu sledi

M =15, ("™ -1). (4.1)
Momentna enacba za rocico je —IF + 2rSy = 0. Potem z upostevanjem zgornje enacbe
2R 2R 2M ekm
F:752:7516kﬂ': ©

I I I(ebm —1)

V primeru sournega vrtenja dobimo ponovno (4.1), za ro¢ico pa —IF + 2rS; = 0. Potem

2R 2M
F=2tg=—""
o I(eFm —1)

Vidimo, da je v tem primeru sila ro¢ice potrebna za faktor e*™ manjsa sila.
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5. Trije enaki valji so nalozeni drug na
drugega tako kot kaze skica. Dolo¢i
koeficient lepenja med valji in valji in
tlemi, ki zagotavlja ravnovesje. Kaj se
zgodi, ¢e obodna sila na valju preseze
maksimalno dopustno vrednost? Y

Resitev: Koeficient trenja oznac¢imo s
k. mnalogo bomo resili na dva nacina.
Poglejmo prvega. Sistem je sestavljen
iz treh valjev. Za vsak valj posebej
nari§imo diagram sil, glej skico.

Ci
Dy
B; Ci D4
Aq

Slika 4.4: Diagram sil na prosta telesa, levi, desni in zgornji valj.

Na levi spodnji valj delujejo sila tal A = A;7+ A7, sila zgornjega valja C' = —Ché,(m/3) —
(4, (/3) in sila teze G = —GJ. Tu sta &.(a) = cos a7+ sin o radialni, €p(a) = —sina?’+
cos o pa obodni bazni vektor, ki oklepa kot a s osjo z. Silo C smo namenoma zapisali po
komponentah v radialni in obodni smeri, da bomo kasneje lazje dolocili pogoj na koeficient
trenja. Sile na desni spodnji valj so sila tal B = BT+ By7, sila zgornjega valja D =
fDler(27r/3) + D26¢(27r/3) in sila teze G. Na zgornji valj delujeta sili spodnjih valjev —C,
—D in sila teze G. Ravnovesne enacbe so
V3., 1 1 V3

0:A1+701_5027 0:A2—§Cl_702—G, OZTAl—TCh

za levi valj,

3 3
OZ—Bl {D1+2D2, OZBQ—2D1 { Q—G, OZ—TBl+TD1,

za desni valj in

O:—ﬁCl—I—lCﬁ—@Dl—ng, 0= 16’1+§CQ+1D1+£D2—G, 0=—rCi+rD;
2 2 2 2 2 2 2 2

za zgornji valj. Imamo sistem devetih enac¢b z osmimi neznankami. Sistem sil na zgornji

valj ima ne glede na velikosti sil vedno skupno prijemalis¢e, zato je momentna enacba odvec.

Kljub temu pa jo bomo uporabili, saj je nismo zapisali s polom v prijemali¢u sil in zato ni

trivialna. V nadaljevanju pa bomo videli, da je ena enacba odve¢. Iz momentnih enacb sledi

takoj, da je A; = By = Cy = D;. Potem

1 1
0:(14—?)141—502, 0:A2_§A1—§02—G7
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V3 1 1 V3

=—(1+Y94,4+-D =By~ A1~ 5Dy~
0 (1+ 2) 1+2 2, 0 2 15 D2 G,
1 1
0=5Cs— 5D, 0—A1+£02+§D2—G

Vidimo, in to na dva nagina, da je Co = Dy = (2 + v/3)A;. Ostane nam sistem

= V3A1+A4, -G, 0=By—(24+V3)4, -G, 0=2(2+V3)4, —

Resitev je
G 3 G
Ai=B1=Ci=D1=———, A3=By=-G, Co=Dy=—.
1 1 1 1 22+ 3) 2 2= 50 2 2= 5
Tvorimo sedaj kvociente
A By 2 1.
— =——=-—-—=0.089
As By 3 /3
in
Ci Dy 1

— = —=———=10.268.
Cy Dy 2443

Da ne pride do zdrsa mora biti tako med valji koeficient lepenja vecji od o \/§7 med valjem

in tlemi pa veéji od Z — 7 Ce pogoja nista izpolnjena, sistem ni v ravnovesju in se pri¢ne
gibati.
D,
C,
C D,
Cr D;
A B, C b

Slika 4.5: Diagram sil na prosta telesa, levi, desni in zgornji valj.

Sedaj bomo nalogo resili Se na drugi na¢in. Sistem razstavimo na prosta telesa tako kot kaze
skica. Opazimo, da smo sedaj sile medsebojnega vpliva med valji razstavili na horinzotalno
in vertikalno komponento. Za¢nimo z zgornjim valjem. Ravnovesne enacbe so

Ci—D1=0, Co+Dy+G=0, rDy—7rCy=0.
Resitev je D1 = Cy in Dy = Cy = —G/2. Za levi valj se ravnotezne enacbe glasijo

1
Al—l—Cl:O, A2+CQ—G=0, 57“02—7‘(1-1—?)01:0.
Tako dobimo
G 3G Cy G
=— Ay=—, Ci = S .
T2 VBT 22+ VB)




Za Ay in As smo dobili enak rezultat kot prej. Pogoj, da ne pride do zdrsa zgornjega valja
je, da je tangentna komponenta sile C' po absolutni vrednosti manjsa od absolutne vrednosti
normalne komponente krat koeficient trenja. Torej

(C1i+ C) - T < k(C17T+ CaJ) - i,

kjer je £ = cosm/67 — sinm/67 enotski tangentni vektor v obodni smeri v tocki C, 7 =
—cos /37 — sinm /37 enotski vektor v smeri normale. Izracunamo posebej

R G G V3 1 G
C — C_’—i—C 7 = - - 7. = 7 = ——
t ( 1? 2]) ( 2(2 + \/?:)Z 9 ]) ( ? 2])

in

- G G 1. V3 G
C,=(C17+0Cy7) t=-——"T—7— =7) - | -2t =7 = —=.
(Cro 27) < 2(2+\/§)z 2]) ( 7 ]> >
Tako dobimo

&—71 <k

Cn 2+3

kar se seveda ujema s pogojem, ki smo ga dobili pri reSevanju naloge na prvi nacin.

. 'V kanalu z visino h lezi krogla s pol-
merom 7, ki jo poskusamo dvigniti z
vzvodom dolzine [, glej skico. Doloc¢i
silo F', ki dvigne kroglo. Vzvod mo- F
deliraj kot tanko gladko palico. Do-

bljeni rezultat poenostavi za primer
r=hina=m/4 K
h
.

Resitev: Imamo sistem dveh togih teles, krogla in palica. Vsako telo posebej obravnavamo
kot togo telo v staticnem ravnovesju. Na kroglo deluje sila stene A v vodoravni smeri,
sila tal B , sila palice C in sila teze é, glej skico. Ce postavimo koordinatni sistem z osjo
x v vodoravni smeri in osjo y navpi¢no navzgor je vektorski zapis sil A = A7, B = B7,
C = C(—cos(n/2 — a)T+sin(r/2 — a)]) = C(—sina7+ cosa ) in G = —GJ. Sistem sil na
kroglo ima skupno prijemalisce v srediScu krogle. Ravnovesni enacbi sta tako

A —sinaC =0, B+ cosaC — G =0.

Poglejmo sedaj vzvod. Ker s silo F potiskamo navzdol, deluje na vzvod sila tal D. Delujeta
Se sili robnika kanala D in sila krogle na palico —C. Iz diagrama sil takoj vidimo, da je
E = F in C = D. Iz ravnovesja momentov sledi, da je dvojica sil {5, ﬁ} nasprotno enaka
{C,D}. 0d tod sledi

lcosaF =dD,

kjer je d razdalja med prijemaliséema sil C' in D. Iz slike vidimo, da je sino = (h — )/d in
x = r(1l — cosa). Tako dobimo
de h—7r(l—cosa)

sin o
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AN

Slika 4.6: Diagram sil na prosti telesi.

n
l {sin v cos «
D= F=_""""""
PR h—r(l—cosa)

Potem je

Isin v cos?

BZG*COSOACZG*COSO&DZG*m

V trenutku dviga je sila tal B na kroglo enaka ni¢. Sila na vzvod, ki dvigne palico je tako

enaka L )
—7r(1 — cos a)G

sin acos? o

Za r = h potem sledi
_2r

" Isin 2«

: _ : __ 2r
inzaa=m/4je F=G.

. Podobno kot v predhodni nalogi
tudi sedaj dvigujemo kroglo iz ka-
nala, z razliko, da je tokrat sila
F pravokotna na vzvod, glej skico.
Doloéi silo F', ki dvigne kroglo. Do-

bljeni rezultat poenostavi za primer
r=nhin o =7/4. \
h
_ Y

Resitev: Sistem sil na kroglo je enak kot v predhodni nalogi, sistem sil na drog pa se
razlikuje, saj tokrat vzvoda ne potiskamo navzdol in tako ne deluje sila tal na drog, glej skico.
Ravnovesni enacbi sta D — F —C =0 in dC — yF = 0, kjer je y razdalja med prijemaliS¢ema
sil D in F. Tako dobimo C = 4F. S pomocjo skice vidimo, da je y =1 — h/sina.

Potem je z upostevanjem ravnovesnih enacb za kroglo in znanih izrazov za d in y sledi

lsina— h
B =G —cosaC = G—cosagF:G—cosa—sma
d h—7r(l—cosa)
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Slika 4.7: Diagram sil na prosti telesi.

V trenutku dviga je sila tal B na kroglo enaka ni¢. Sila na vzvod, ki dvigne palico je tako

enaka
h—r(l—cosa)

(Isina — h) cos o

Za r = h potem sledi
r

lsina—r
_r
1/v/2—r
primernejsi prvi nacin dviga, za nizek pa drugi.

inzaa=7n/4je F = G. Ce primerjamo resitvi, vidimo, da je za visok robnik

. Dve enaki krogli s polmerom r in
tezo (G pokrijemo z valjem s pol-
merom R(r < R < 2r) in tezo Ga,
glej skico. Doloci tezo valja, da se
valj ne prevrne.

Resitev: Sistem je sestavljen iz

treh togih teles, dveh krogel in va-

lja. Narisimo digram sil prostih te-

les, glej skico. Na spodnjo kroglo

delujejo sila leve stene ﬁl, sila tal

ﬁg, sila teze Gy in sila zgornje kro-

gle ﬁg. Na zgornjo kroglo delujejo N
sila spodnje krogle —Fg, sila desne

stene ﬁ4 in sila teze él. Na valjasto

posodo pa sili tal ﬁ5 in ﬁg, sili kro-

gel —131 in —ﬁ4 in sila teze ég. Za

vektorski zapis sile postavimo koor-

dinatni sistem z osjo x v vodoravni

smeri in osjo y v navpi¢ni smeri.

Kot ki ga oklepa os z z zveznico

med sredis¢ema krogel oznacimo z G
«. Vektorski zapis sil je potem

F1 2}71’77 F2:F2j; F’gz—Fg(COSalﬂ—f—SinO{]ﬁ), Fil:—}?élf7 ﬁ5=F5j, F6:F6j
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GZ —F4>

Feg

s

F
G Gy 5

Slika 4.8: Diagram sil na prosta telesa.

Na krogli deluje sistem sil s skupnim prijemaliS¢em, zato je ravnovesna momentna enacba
trivialno izpolnjena. Ravnovesna pogoja sta tako Fy + Iy + F3 + G1 = 0 za prvo kroglo in
—F3 + Fy + G = 0 za drugo. Komponentni zapis je

Fy —Fs3cosa=0 Fy,— F3ysina— Gy =0, Fizcosa—Fy=0, Fszsina—G;=0.
Sistem ima Stiri neznanke in $tiri enacbe. Resitev je

1
BlG, F=2G, F=-—0G, F="%
S

F1 = Gl.

sin o in o sin o

Pri ravnovesju valja moramo upostevati tudi momentno ena¢bo. Za pol si izberimo tocko na
tleh, ki lezi na simetrali valja. Tako za izra¢un navora potrebujemo y koordinati y; in yq
prijemalisc¢ sil —F) in —Fy na valj. Ocitno je y1 =7, za y4 pa iz definicije kota a vidimo, da
je ya = r(1 4+ 2cos a). Ravnovesne enacbe za valj se tako v komponentnem zapisu glasijo
F5+F6—G2:O, —P’1—|—]'74=O7 —RF5—|—RF6—|—T‘F1—T(l+2SinO¢)F4:O.

Druga enacba je ze izpolnjena. Iz prve enac¢be dobimo Fyz = G2 — F5 in to vstavimo v tretjo
in upostevajmo zZe izra¢unane vrednosti za Fj in Fy. Potem

0= R(Gy — 2F5) — 2rG; cos a.

in od tod )
Fs = §G2 — %Gl cos .

Dolo¢imo sedaj kot a. Iz slike vidimo, da je 2R = r + 2rcosa + r. Torej cosa = (R —r)/r.
Vstavimo to v izraz za Fs in dobimo

1
F5 = §G2 - Gl(l —’I”/R).

Valj se ne prevrne, ¢e je F5 > 0. Pogoj, da se valj ne preverne je tako G5 > 2(1 — r/R)Gj.
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9. Med dvema vzporednima stenama
sta zagozdena zagozda in valj, glej
skico.  Naklonski kot zagozde je
«, polmer valja je r, teza zagozde
G1, valja pa G5. Med zagozdo in
valjem ni trenja, koeficient lepenja
med steno in zagozdo oziroma va-
ljem pa je k. Dolo¢i najmanjso tezo
valja, ki drzi zaporo.

Resitev: Sistem je sestavljen iz
dveh togih teles, zagozde in valja.
Narisimo digram sil prostih teles,
glej skico. Na zagozdo deluje sila
stene A = A7+ Ao, sila teze
Gy in sila valja na zagozdo B =
—B(cosa? + sinaj). Tu smo kot
obicajmo postavili koordinatni sis-
tem z osjo x v vodoravni smeri in
y v navpicni. Prijemalisce sile stene
dolo¢a momentni ravnovesni pogoj.
Ker za naso nalogo to ni pomembno,
ga ne bomo dolocili in tako tudi ne
bomo uporabili momentno enacho.

Ravnovesni enacbi za zagozdo sta

A; — Bcosa =0, As — G1 — Bsina =0.

Poglejmo sedaj kroglo na katero delujejo sile -B= B(cos ai’+ sin aj),ég inC =07+ CsJ.
Ravnovesne enacbe so

—Cl+4+ Bcosa=0, Cy+ Bsina—Gy=0, rCy=0.

Od tod sledi
1 COS (v

Cy=0, B= Go, C) = Ga.

sin « sin «

Iz ravnovesnih enacb za zagozdo potem sledi

A1:COSCYG2’ A2:G1+BSiHOé:G1+G2.

sin o

Pogoj, da klada ne zdrsne je Ay < kA;. Vstavimo izra¢unane vrednosti. Potem

Ccos &

G1+Gg<k} GQ.

sin o

Od tod dobimo pogoj

sin oG
—— < G,
kcosa — sina
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Aq

—» C2
Az
Cy
B
Q
B

G1 Gy

Slika 4.9: Diagram sil na prosta telesa.

10. Valj s polmerom r in tezo Go, ki
je vertikalno prosto gibljiv, drsi po
podstavljeni zagozdi s tezo Gi, glej
skico. Vrtenje valja poganja navor
M. Koeficient trenja med tlemi in
zagozdo je ki, med zagozdo in va-
ljem pa ko. Doloc¢i navor M in zvezo
med koeficientoma, da bo vrtenje
valja enakomerno pomikalo zagozdo
proti desni.

Resitev: Sistem je sestavljen iz
dveh togih teles, zagozde in valja.
Narisimo digram sil prostih teles,
glej skico.

Na zagozdo deluje sila teze él = —G1], sila tal 17+ N17'in sila valja Fyé] + Noés, kjer je
vecey v smeri strmine zagozde, torej €1 = cosai’ — sinaj, €s pa je pravokoten na strmino,
€y = — sin ar—cos o). Na valj delujejo sila teze Gy = —GoJ, sila zagozde na valj — Fyé’y — Noés
in sila lezaja — F37.

Ravnovesni enacbi za zagozdo sta
Frycosa— Fy — Nosina =0, —Fysina— Gy — Nycosa+ N1 =0. (4.1)

Tu smo upostevali samo ravnovesje sil, saj prijemaliS¢a sile podlage ne poznamo. Ravnovesne
enacbe za valj pa so

—Fycosa— F3+ Nosina=0, Fysina— Gg+ Nocosa=0, M — Fyr=0. (4.2)
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Ny
Fa
N
a
Fi '
G Gz |

Slika 4.10: Diagram sil na prosti telesi, zagozda in valj.

Pri drsenju zagozde in valja velja F} = k1 Ny in Fo = koN5. Vstavimo to v prvi dve enacbi
(4.1). Tako dobimo dve enacbe za neznanki Ny in Ny. Resitev je

G1 (sina — kg cos )
N = 4.3
! sina + kiko sina + (k1 — ko) cosa’ (4.3)
Gk
Ny = — . 4.4
2 sina + kiko sina + (k1 — ko) cos o (4.4)

Drugo enac¢bo v (4.2) preoblikujemo v
Ny(cosa + kg sina) = Ga.

Upostevajmo sedaj izraz za No. Tako dobimo enacbo, ki povezuje koeficienta trenja ki in ko.
Ce jo resimo na ko, dobimo

_ tana+ (1+G1/Ga) ky
2T 1-— (1—|—G1/G2)k1tana'

Za konec izra¢unajmo Se navor M. Iz tretje enacbe (4.2) sledi

M =rFy; =rkaNy =7 (Gesina + (G1 + G2) k1 cosa) .

4.2 Dodatne naloge

1. Trocleni lok s polmerom R sestavljen iz
lokov AC in C'B je obremenjen tako kot C F
kaze skica. Doloci sile podpor.

Resitev: A1 = %(—2 + \@)F, AQ

A 77/4 11/4 B
5l BL = —12+ V2)F, By =
2v27
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2. Trocleni lok s polmerom R sestavljen iz

lokov AC in C'B je obremenjen tako kot G
kaze skica. Doloci sile podpor.
Reéitexlr: A = *gl/gGv Ay = f%G’,
B1 = mG, BQ = _ZG
71/3
3. Trocleni lok s polmerom R sestavljen iz C

lokov AC in C'B je obremenjen tako kot
kaze skica. Doloci sile podpor.

Resitev: A; = —1F, Ay = —§F7
B, = —%F, By = ?F. A 73 13

4. Trocleni lok s polmerom R sestavljen iz
lokov AC in C'B je obremenjen tako kot
kaze skica. Dolo¢i sile podpor in pokazi, c
da lahko nalogo resis tudi s kombinacijo
reSitev prdhodnih nalog.

(3+V3)F

Resitev: A; = — v Ay = /3 i
—94+V3)F A TU U

V24 BF, By = EAT

(—3+V3)F

w2

5. Trocleni okvir sestavljen iz levega dela
AC in desnega CB je clenkasto ne-

pomic¢no podprt v A in B, glej skico. <
Izra¢unaj sile v podporah za primer b
Fy = F, Fy = 2F. }vz
Resitev: F
al’ 3F 2b
Ay = —, Ay=—
' 37 T 20 Fa
alF 3F
B = ——, By=—A;.
1 3 2 5 A B
| a [ 2a

Y
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6. Za tra¢no zavoro na skici, z ro¢ico AB
dolzine [ in polmerom koluta r, dolo¢i
silo F' na rocico, ki bo uravnovesila na-
vor M na kolut. Loceno obravnavaj pri- M

mera sournega in protiurnega delovanja . b
navora M.

Resitev: Protiurno vrtenje

2Me'3>kﬂ'/2

="
[ (e3hm/2 —1)’

sourno

2M B

F=—r——-.
l(e?)kﬂr/Z _1)

[ ]

7. Tri enake krogle s polmerom r in tezo G pokrijemo z valjem s polmerom R(r < R < 2r) in
tezo G, glej skico za primer dveh krogel. Dolo¢i tezo valja, da se valj ne prevrne.

Resitev: Velja enak pogoj kot za dve krogli.
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Poglavje 5
Palicje

5.1 Resene naloge

1. Za pali¢je sestavljeno iz enako-
stranicnih  trikotnikov na  sliki
izracunaj sile palic.

Resitev: Oznacimo levo podporo z 1
A, desno z B in postavimo koordina-
tni sistem z osjo x v vodoravni smeri
in osjo y v navpicni. Sili podpor sta
A= A7in B = BiT+ Bs7. 1z si-
metrije naloge takoj sledi By = 0 in 4 5
A = By = F/2. Ker je vrh pali¢ja
neobremenjen, sta sili palic v vrhu

enaki nic, F; = Fy = 0. Nadalje za- . 8
radi simetrije sledi, da je Fy = F7,

. . /777777777777
F5 = F6 m Fg = Fg. Sile Fg, FG» F7 F

in Fy dolo¢imo z vozlis$éno metodo.
Iz ravnovesja sil v desni podpori

1 V3 1
—F+ —F, =0 —Fy—=-F, =0
5 + 5 17 ) 9= 547

sledi
1 1

—F, = Fy=——
\/g 9

Iz ravnovesja v preseciscu palic 2, 3, 6 in 7

Fr=-—

1 1 V3 V3
—Fg - §F6+ §F7 — 0, _7F6 - 7F7 — 0
dobimo
F _LF F __LF
V3 RV
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2. Za pali¢je na sliki izracunaj:

a a a a
(a) sile v podporah A in B; 3
(b) sile oznacenih palic 1,2, 3. a 2
~e ~ . . 1
Res1te.v.. Prvo doloc1mo sﬂg pod—' £y oF £y
por. Sili podpor v vertikalni smeri
oznatimo z A in B. Momentna \J

enacba s polom v A je

4aB — F(a + 4a+ 3a) = 0.

Od tod B = 2F in zaradi simetrije problema A = B = 2F. Horizontalna komponenta v
podpori je enaka nic.

Sile palic bomo izrac¢unali s prerezno metodo. Zapisali bomo ravnovesne enacbe za desni
del pali¢ja. Momentna enacba v prese¢iSCu prve in druge palice je aF3 + aF — 2aA = 0.
Potem F3 = 3F. Momentna enacba v presec¢is¢u druge in tretje palice je —aF; — aA = 0.

Od tod Fy = —2F. Silo F5 druge palice dobimo iz ravnovesja sil v navpi¢ni smeri. Velja
A—F+ J5F =0 in tako Fp = —/2F.
3. Za pali¢je na sliki izrac¢unaj:
a a a a

(a) sile v podporah A in B; 3

(b) sile oznacenih palic 1,2, 3. a 2
R P dol 1 d :

Sitev: .. . )

esitev: Prvo dolocimo sile pod- oF £y oF i
por. Sili podpor v vertikalni smeri
oznatimo z A in B. Momentna \/ \J

enacba s polom v A je

—4aB + F(2a + 2a + 6a) = 0.

Od tod B = gF in zaradi simetrije A = B = %F Horizontalna komponenta v podpori je
enaka nic.

Sile palic bomo izra¢unali s prerezno metodo. Zapisali bomo ravnovesne enaCbe za desni
del pali¢ja. Momentna enacba v presecis¢u prve in druge palice je aF3 — aA = 0. Potem
F; = %F Momentna enacba v prese¢iséu druge in tretje palice je aFy + 2aA — 2aF = 0.
Od tod F} = —3F. Silo F5 druge palice dobimo iz ravnovesja sil v navpi¢ni smeri. Velja

A—2F—%FQ:OintakoF2:—\/§F.
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4. Za dano pali¢je na skici doloc¢i sile

oznac¢enih palic. HLH

Resitev: Prvo izrac¢unamo sili pod-
por. Silo podpore v A oznacimo z
A= AT+ Asj.vBpazB=Byy a (1) (2 (3
Iz ravnovesne enacbe v vodoravni

smeri sledi A1 = —F. Momentna @
enacba s polom v A je

axBy—2axF—3ax2F—3axF = 0 F

in tako B, = 11F. Momentna
enacba s polom v B pa je

—axAg—ax F—2ax2F—-3axF = 0.

Resitev je Ay = —8F. Preizkus A B
Ay 4+ By = —3F potrdi pravilnost WW A
izracuna. 177777777777,

2F

Sledi izracun sil palic. Prvo opazimo, da je F} = 0, saj je levo zgornje vozlice, ki je povezano
z dvema palicama neobremenjeno. To pomeni, da lahko sile palic izratunamo s prerezno
metodo, ki navidezno prereze pali¢je skozi palice 2, 3 in 4. Zapisali bomo ravnovesne enacbe
za zgornji del pali¢ja. Momentna enacba s polom v prese¢is¢u 2. in 3. palice je

—axXFy—axF—-2ax2F=0 = F,=-5F,
momentna enacba s polom v preseciscu 2. in 4. palice je
—axF3—2axF—-3ax2F—axF=0 = F3=—-9F,

momentna enacba s polom v presecis¢u 3. in 4. palice pa je

a

ﬁxF27axF—2a><2F—a><F:O — Fy = 6V2F.

5. Podano je pali¢je sestavljeno iz
enakostrani¢nih trikotnikov.

(a) Doloci sile v podporah. - i i
F 2F F

(b) Izracunaj oznacene sile pa-
lic.

Resitev:

(a) Oznac¢imo z a dolzino stranice trikotnika, z A levo in z B desno podporo.

Ker so

obremenitve samo v navpicni smeri, sta sili podpor tudi samo v navpi¢ni smeri. Iz

momentne enacbe s polom v A sledi

—aF — 3a x 2F — 5aF + 6aB = 0.
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Od tod B = 2F'. Iz momente enacbe s polom v B pa dobimo
—6aA+5aF +3a X 2F +aF =0 = A =2F.

Za kontrolo A + B — 4F = 0. Sili podpor lahko dobimo tudi takoj z upoStevanjem
simetrije problema.

(b) Sile dolo¢imo s prerezno metodo. Sile palic bomo doloéili s pomo¢jo ravnovesnih enacb
za desni del pali¢ja. Iz momentne enacbe s polom v presecis¢u prve in druge palice sledi

3 2 4
£ong,—&—ozB:O:>F3:——B:

2 B a"

Iz momentne enacbe s polom v presec¢is¢u druge in tretje palice sledi

V3 1 3 5
77&F17 QCLF+§CLB:0:>F1 = %F

Silo druge palice dolo¢imo z upostevanjem ravnovesne enacbe v vodoravni smeri. Imamo
1 2
b+ +F3=0=—F,=———F.
2 V3

Za kontrolo

észFJrB:O.

NN

6. Podano je pali¢je sestavljeno iz
enakostrani¢nih trikotnikov.

(a) Doloci sile v podporah.

(b) Izracunaj oznacene sile pa-
lic.

Resitev:

(a) Oznac¢imo z a dolzino stranice trikotnika, z A levo in z B desno podporo. Postavimo
koordinatni sistem z izhodiS¢em v A in usmerimo os x v vodoravno smer os y pa v
navpicno. Sila leve podpore je A=A+ As7, desne podpore pa B=B8B (—§f+ %j)

13 V3

Primejalisce sile desne podpore je tocka B s koordinatami a (7, 7)

Silo desne podpore dobimo iz momentne enacba ravnovesja s polom v tocki A. Moment

sile podpore je
13, V3 V3, 1 o
o, Vo VoL 1)y .
a<22+23>xB< 22+2J> aBk

Momentna enacba v semri osi z se tako glasi

0= —aF — 6al — 5aF + 4aB.

, 3.1
B:3F<—fi’+j>.

Od tod B=3F in

2 2

Silo podpore A dobimo iz ravnovesja sil v vodoravni in navpi¢ni smeri. ReSitev je
. 3V3 .5,
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(b) Sile dolo¢imo s prerezno metodo. Sile palic bomo doloéili s pomocjo ravnovesnih enach
za levi del pali¢ja. Iz momentne enacbe s polom v presecisc¢u prve in druge palice dobimo
silo tretje palice

F3 = —3V3F.

Momentna enacba s polom v presecis¢u druge in tretje palice nam da silo prve palice

5
F=—F.
1 7

Silo druge palice

V3
2

~ 1.
F2:F2<2Z—]

dolo¢imo iz ravnovesja sil. Po krajsem racunu dobimo

F
Fry=——.
V3
7. Za podano pali¢je na sliki, desna -
podpora je drsna pod kotom 7/4: 3 oF
(a) doloci sile v podporah; EI P2
O
(b) izracunaj oznacene sile palic. . 3F M

Resitev:

(a) Silo desne podpore zapiSemo v obliki B = B(—7'+ 7)/v/2, sila leve podpore pa je A =
A7+ Asj. Momentna enacba s polom v levi podpori se glasi

B 12v2F
CaF —9aF 4+ 2B _gup— oo p 12V2 ,
V2 5

momentna enacba s polom v desni podpori pa

8F
—bals +4aF +6aF —2aF =0 = Ay = =

Ravnovesna enacba sil v vodoravni smeri je

B 2F

7%

(b) Sile palic 1,2 in 3 dobimo s prerezno metodo. Zapisimo ravnovesne pogoje za desni del
pali¢ja. Ravnovesje momentov s polom v preseciscu palice 2 in 3 je

12F
aFi + 2aF + aA; — 3aAy = I = —

Ravnovesje momentov s polom v preseciscu palice 1 in 2 je

2F
—aFs3 + 3aF + 3aF — 4aAy = F3 = -
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Iz ravnovesja sil v navpicni smeri potem sledi

12F /2
Fy=— 5\f.

Sedaj, ko poznamo v presecis¢u palice 2 in 3 sili F5 in F3 lahko dolo¢imo tudi Fjy.

1 12F
F4+EF2:()$F4:T.

— .
x 2
8. Podani sta dve pali¢ji, glej skico. ¢
(a) Izracunaj sile v podporah. > F > F
(b) Dolodi sile oznagenih palic. DEROUNE 1 G

(¢) Ugotovi, katero pali¢je ima

Resitev: ’ A ’ A

(a)

manjSe kompresibilne sile
oznacenih palic.

A B A B

Prvo izra¢unamo sile podpor. Ker sta obe pali¢ji enako obremenjeni, imata enake sile
podpor. Sila v levi podpori je A= A7+ As7, v desni pa B = B>, Vsota sil v
vodoravni smeri je ni¢. Potem A; = —3F. Iz momentne enacbe s polom v B sledi
—a X Ay —2a x F —3a x2F =0 in od tod As = —8F. Nadalje velja Ay + Bs = 0 in
tako BQ = —A2 = 8F.

Izra¢unajmo sedaj sile oznacenih palic levega pali¢ja. Pali¢je navidezno prerezemo skozi
oznacene palice. Zgornji odrezani del je pod vplivom oznacenih palic v ravnovesju.
Postavimo pol momentne enachbe v presek prve in druge palice. Potem 0 = —a x F3 —
a X 2F in tako F3 = —2F. Sedaj pol momentne enacbe v presek druge in tretje palice.
Potem 0 =ax F; —ax F —2a x 2F in F; = 5F. Vsota sil v vodoravni smeri mora biti
enaka ni¢. Torej 0 = Fy/v/2+F+2F in F, = —3+/2F. Za kontrolo preverimo, ¢e je vsota
v navpic¢ni smeri tudi enaka ni¢. Izracunajmo —F} — Fg/\/ﬁ— F3=-5F+3F+2F =0.
Tako smo za levo pali¢je dobili

Fy =5F, F,=-3V2F F3;=—2F.

Poglejmo sedaj se drugo pali¢je. Postavimo pol v presec¢isce prve in druge palice. Potem
0= —axFs—axF —2ax2F in F3 = —5F.Za preseciste druge in tretje palice
velja 0 = a X F; —a x 2F. Torej F} = 2F. Ravnovesna enacba v vodoravni smeri
je 0 = —F/v2 + F + 2F in tako Fy = 3v/2F. Za kontrolo —F, — Fy/\/2 — F3 =
—2F — 3F + 5F = 0. Sile desnega pali¢ja so

Fy =2F, F,=3V2F, Fy;=—5F.

Ker je —5 < —3v/2, ima desno pali¢je vecje kompresibilne sile oznacenih palic, zato je
leva postavitev boljsa.
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9. Dva nosilca sta clenkasto speta v
tocki C, enostavno podprta na svo-

< 2a
c ~——>B

A
F a

tako kot kaze skica. Izracunaj sile
palic.

Resitev: Prvo izrac¢unamo sili pod-
por. Iz simetrije naloge takoj sledi,

2a
A= ™
. \[
da sta sili podpor enaki A = B =
F/2.

Za izracun sil palic, palice prvo

oznacimo, tako kot kaze skica. Pa- « g . g o
lico 3 navidezno prerezemo s prere-

zom skozi tocko C. Na desni del (4) (s
konstrukcije deluje sila desne pod-

pore, levi del konstrukcije s silo Cv ’ 3 ¥

tocki C, obtezba F insila palice F’:o,.

Obtezbo F lahko v celoti pripisemo levemu ali desnemu delu, lahko pa jo tudi proporcionalno
razdelimo med deloma. Kot bomo kmalu videli, kako obtezbo razdelimo, ne vpliva na sile

palic. Ravnotezna ena¢ba momenta s polom v tocki C' je %aF —aF3 =0 in tako F3 = %F.
V spoju palic 3, 4 in 5 je vsota sil palic enaka ni¢. Iz ravnovesja v vodoravni smeri dobimo

Fs = %F in nato Se v navpicni Fy = —%F. Zaradi simetrije so sile palic na levi in desni
enake, velja Fl = F5 in F2 = F4.
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5.2 Dodatne naloge

1. Za palicje sestavljeno iz enako-
stranicnih  trikotnikov na  sliki

izracunaj sile palic. () (2)

Resitev:

Fy = —F/V3, F, = —F/V3,
F3=0, Fy = —F/V3,

F5 =0, Fs =0,

F; = —F/\/3, Fy = F/2V/3,
Fy=F/2V3, A=F/2,

By =0, By = F/2.

2. Za pali¢je sestavljeno iz enako-
stranicnih  trikotnikov na  sliki
izracunaj sile palic.

Resitev:

F1 == 0, F2 = 0,
Fy=-F/2, Fy=—F/2,
Fs=F/2, Fs = F/2,

Fy = —F/2, Fy = F/4,
Fy =3F/4, A= /3F/4,
By = F/2, By = \/3F /4.

3. Za pali¢je sestavljeno iz enako-
strani¢nih trikotnikov izrac¢unaj sile
oznacenih palic.

Resitev:

Fy =/3F, F, = —2F /3/3,
F3 = —8F/3/3.

4. Za podano pali¢je na sliki izracunaj <2
sile oznacenih palic. 1
a

Resitev:
Fy =14/3F, Fy = —7\/2/3F,
By = —1/3F. F' 2F| 3F
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5. Za podano pali¢je na sliki izracunaj -

sile oznacenih palic. Desna podpora 3 oF
je pod kotom 7 /4. % 2
Resitev: —1)
Fy =T7F/5, F = —7\/2F /5, . oF M
F3 =3F/5, Fy = —4F/5. \

6. Za podano pali¢je na sliki izracunaj a
sile oznacenih palic. Desna podpora 4 3 -
je pod kotom /4. E[ 2
Resitev: 1
Fy = TF/5, Fy = —T\/2F /5, - A M
F3 = —-2F/5 Fy = —9F/5.

7. Za podano pali¢je na sliki izracunaj
sile oznacenih palic.

Resitev:
Fy =\3F, F, =0, F3 = —2V/3F.
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Poglavje 6

Nosilci

6.1 Enostavno podprti nosilec

Enostavno podprti nosilec dolzine [ je tockovno obremenjen v tockah a;, i = 1,...,n s silami F,.
1. Skiciraj potek precne sile.
2. Skiciraj potek upogibnega momenta.
Resitev: Nalogo resimo v treh korakih. Prvo dolo¢imo sile podpor, nato potek precne sile in na
koncu e potek upogibnega momenta.

1. Podporo v levem krajis¢u oznacimo z A, v desnem z B. Dolo¢imo jih iz enacbe ravnovesja
navorov. Velja "'  a;F; =B in Y . (I — a;)F; = lA. Tako dobimo:

n
g a; F;
i=1

2. Za enostavno podprti nosilec vemo, da je precna sila Q v levem krajis¢éu enaka sili podpore A,
v desnem pa —B. Nadalje je pre¢na sila odsekoma konstantna s skoki v tockah obremenitve,
ki so enaki obremenitvam.

o~ =

1 n

obremenitve pa poteka linearno. Iz enacbe 4 = @ sledi, da je strmina enaka vrednosti

dt
precne sile.
6.1.1 Konkretni primeri

1.n=3,l=4m,a; =1m, as =2m, a3 = 3m, ﬁz :Filz, F, = 1kN, F, = 1/2kN, F5 = 1 kN.
Glej sliko 6.1.

2.m=4,1=4m, a; = 1m, ay = 2m, ag = 5/2m, ag = 7/2m, F, = Fik, F; = 1/2kN,
Fy = 1kN, F3 = —1/2kN, Fy = 1kN. Glej sliko 6.2.

6.2 Previsni nosilec

Previsni nosilec dolzine I je podprt na levem krajis¢u in v oddaljenosti d od levega krajisca. Nosilec
je tockovno obremenjen v tockah a;, ¢ = 1,...,n s silami F;.
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Slika 6.2: Primer b: nosilec z obremenitvami, potek prec¢ne sile in upogibnega momenta.

1. Skiciraj potek precne sile.

2. Skiciraj potek upogibnega momenta.
Resitev: Nalogo resimo v treh korakih. Prvo dolo¢imo sile podpor, nato potek precne sile in na
koncu Se potek upogibnega momenta.

1. Podporo v levem krajis¢u oznacimo z A, v desnem z B. Dolo¢imo jih iz enacbe ravnovesja
navorov. Velja > "'  a;F; =dB in ) . (d — a;)F; = dA. Tako dobimo:

I 1

2. Za previsni nosilec vemo, da je pretna sila Q v levem krajis¢u enaka sili podpore A, nato
pa ima v vsaki tocki obremenitve skok, ki je enak obremenitvi. Tu moramo kot tockovno
obremenitev upostevati tudi desno podporo, kjer ima precna sila skok podpore.
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Iz enacbe % = (@ sledi, da je strmina enaka vrednosti precne sile.

6.2.1 Konkretni primeri

1.n=31=6m d=4m, a; =1m, ay =2m, ag = 6m, F, = Fk, F; = 1kN, F, = 1/2kN,
F3 = 1kN. Glej sliko 6.3.

- ! .

1.0 0.5
05— . 8 4 s %

-05

1 2 3 4 5 6 _10F

08¢ ] -15f

-1.0 -2.0

Slika 6.3: Primer a: previsni nosilec z obremenitvami, potek precne sile in upogibnega momenta.

2. n:4,l:6m,d:4m,a1:1m,a2:2m,a3:5m,a4:6m,ﬁi:FiE,F1zlkN,
F, = —1/2kN, F3 = —1/2kN, Fy; = 1kN. Glej sliko 6.4.

R S—

1.0 it
0.5- I
-0.5f
1 2 3 4 5 6
-1.0f
-0.5}
E— -1.5

Slika 6.4: Primer b: previsni nosilec z obremenitvami, potek pre¢ne sile in upogibnega momenta.

6.3 Konzolni nosilec

Konzolni nosilec dolzine [ je konzolno vpet v levem krajis¢u in je tockovno obremenjen v tockah
a;, t=1,...,n s silami F;.

1. Skiciraj potek precne sile.
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2. Skiciraj potek upogibnega momenta.

Resitev: Nalogo resimo v treh korakih. Prvo dolo¢imo sile in navor v konzolnem vpetju, nato
potek precne sile in na koncu $e potek upogibnega momenta.

1. Levo podporo oznacimo z A. Reakcijo v podpori dolo¢imo iz ravnovesja sil in navorov. Velja
A= Z?:l Fi in MA = Z’?:l aiFi.

2. Prec¢na sila @ je v levem krajis¢u enaka sili podpore A, nato pa ima v vsaki toc¢ki obremenitve
skok, ki je enak obremenitvi.

3. Upogibni moment M je v levem krajis¢u enak —My4, nato pa med tockami obremenitve pa
poteka linearno. Iz enacbe % = @ sledi, da je strmina enaka vrednosti precne sile.

6.3.1 Konkretni primeri

l.n=21=4m, a; = 1m, ap = 3m, F, = Fjk, F} = 1kN, F, = 1/2kN. Glej sliko 6.5.

0.5- -_— -1.5F

-2.0f

1 2 3 4 -25

Slika 6.5: Primer a: konzolni nosilec z obremenitvami, potek precne sile in upogibnega momenta.

2.n=31=4m, a; = 1m, ap = 3m, a3 = 4m, F; = Fk, F; = —1kN, F, = —1/2kN,
F3 = 1kN. Glej sliko 6.6.
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Slika 6.6: Primer b: konzolni nosilec z obremenitvami, potek pre¢ne sile in upogibnega momenta.
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Poglavje 7

Enoosna deformacija in napetost

7.1 Staticno nedolocene naloge

7.1.1 ReSene naloge

1. Pali¢je na sliki je sestavljeno iz
treh elastiénih palic. Vse tri imajo
enak presek A in Youngov modul
E. Kot « je m/4, srednja palica
pa ima dolzino 1m. Palice so pri-
trjene clenkasto na stropu in so v
spodnjem ¢lenku obremenjene s silo
Fy = 15kN. Doloci sile v palicah in
izracunaj pomik spodnjega clenka.

Fo

Resitev: Sistem treh neznanih sil ima skupno prijemalis¢e, zato je naloga staticno ne-
dolocena. Za dolocitev sil palic moramo upostevati osne deformacije palic. Zaradi simetrije
je F1 = F3. Ravnovesna enacba sil v navpi¢ni smeri je

2F1 cos o + F2 = FQ.

Po Hookovem zakonu je

Fl = AE&’ F2 - AE%,
Iy lo

kjer sta l; in l5 dolzini leve in sredinske palice, Al in Als pa njuna osna pomika. Pri obtezitvi
se paliCje raztegne v navpicni smeri. Po deformaciji velja

(I + Al)? = d* + (I + Aly)2.
Tu je d razdalja med pritrdiséema palic na stropu. Ker je 12 = d? + 2, sledi da je

20, ALy + (AlL)? = 2l,Alp + (Aln)?.
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Pri predpostavki majhnih deformacij pri kateri velja Hookov zakon smemo zanemariti ¢lena
(Al1)? in (Aly)?. Tako dobimo
L AL =15Al.

oziroma Al; = Alsly/l;. Ravnovesna enacbe se potem glasi

- QAEAlQZQ COoS + AEAZQ 2AEAZ2Z% n AEAZQ

12 ., B Iy

Fy

V zadnji enakosti smo upostevali, da je cosa = l3/l;. Resitev enacbe je

Foldly

T ARG

Sili sta potem

N Folllg - Fo COSQ(O()
B +23 2cos3(a) + 1
Fol‘;’ Fy

= = =30(1 —-1/v2)kN.
T B 423 2cost(a) + 1 ( V)

P =15(1 — 1/v/2)kN,

. S stropa je na treh zici obesen togi nosilec
dolzine d, glej sliko. Zice so enako dolge, d
imajo enak Youngov modul F in presek A. dr4

Za obremenitev na skici doloéi sile zic.

Resitev: Sile Zic oznacimo z I, Fy in Fj.
Sistem vzporednih sil ima skupno prije-
maliSce, zato je sistem stati¢no nedolocen.

Ravnovesni enacbi, vsota sil v navpicni 'FO
smeri in ravnovesje momentov sta
0=F + F> + F5 — Fo,
d d
0=—-Fy+ -F> + dFs;.
710 + 512 +ars
Sile #ic so osne sile dane s Hookovim za- . di2 ) dr2 R
konom F; = AEAl; /I, kjer je | nedeformi- Al Al Al
rana dolzina zZice, Al; pa njen raztezek, glej
skico.

Ko obesimo nosilec, se zice raztegnejo in ker je nosilec tog, pritrdisc¢a zic na nosilec ostanejo
na isti premici. Smerni koeficient premice je dolo¢en s parom dveh tock. Ker je za oba para
enak, sledi enacba

Aly — Al _ Als — Alsy
d o d '
oziroma

2Aly = Als + Als.
Vstavimo v ravnovesne enacbe Se Hookov zakon. Tako dobimo sistem

AEAl, AEAl, AEAI
Fy = ll+ l2+ lg,

d . AEdAl, ~AEdAl
ot

2Al; = Als + Als.
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Resitev sistema je

Iskane sile so

7.1.2 Dodatne naloge

1. S stropa je na treh Zici obesen togi nosilec

dolzine d, glej sliko. Zice so enako dolge, d
imajo enak presek A, Youngovi moduli pa dr4

SO E1 = .E()7 E2 = 2E‘07 E3 = E(). Za
obremenitev na skici dolo¢i sile zic.

Resitev: F|, = Fy, Fy = 3F0/2, F; = \
Fo/2.

2Fy

2. S stropa je na Stirih zicah obeSen togi nosi-
lec dolzine d, glej sliko. Zice so enako dolge,
imajo enak presek A in Youngov modul E. d/
Za obremenitev na skici dolo¢i sile zic.

Resitev: F1 = ].9F0/40, FQ = 13F0/40,
F3 = 7}‘_'()/407 Fy = F0/40 Fo

Q

N

d

7.2 Staticno dolocene naloge

1. S stropa je na dve zici obeSen togi nosilec
dolzine I, glej sliko. Zici s kroznim prese- A |
kom sta enako dolgi, imata enak Youngov 23
modul F, leva zica ima polmer preseka 71, C
desna pa ro. Za obremenitev na skici :

(a) izracunaj sili zic;

(b) dolo¢i polmer 7o tako, da bo nosilec
vodoraven.

Resitev:

(a) Oznag¢imo z F silo leve Zice, z Fp pa silo desne. Uporabimo momentno ena¢bo s polom

v levem in desnem pritrdiséu. Tako dobimo Fa = %F in Fg = %F .

(b) Oznagimo z Aa deformacijo leve zice, z Ab pa desne. Po Hookovem zakonu je

Aa 1 FA F

h E?A o 37TE7‘%.

Podobna enacha velja za Ab. Ker nosilec po deformaciji ostane vodoraven, je Aa = Ab.

Od tod potem sledi
Fh 2Fh

= = = A
3rEr?  3mEr3 b

Aa
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in od tod 79 = v2r.
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Poglavje 8

Deformacija

8.1 Ravninska deformacija

8.1.1 Resene naloge
1. Pravokotnik ABCD se homogeno deformira v
cetverokotnik A’B'C’'D’ tako kot kaze skica.

Dolzine stranic referen¢nega pravokotnika sta D

|AB| = 200mm in |AD| = 100 mm, dolzine stra-

nic deformiranega ¢etverokotnika pa so |AB’'| =

200.5mm, |[AD’| = 100.3 mm, kot ZB’AD’ pa je
A=A'

89.5°.
(a) Izracunaj infinitezimalni deformacijski tenzor.

(b) Dolo¢i maksimalno osno deformacijo.
(¢) Doloti osno deformacijo v smeri diagonale pravokotnika.

Resitev:

(a) Komponente deformacijskega tenzorja dobimo po formulah
|A'B| -3

= —1=25x10
€11 ‘AB| X )
|

=———-1=3x10

€22 [AD)] X

in
1 10.5°
= g = ———— 7 = 4.4 x 1075.
€12 2712 B 18007T X

(b) Maksimalno osno deformacijo dobimo po formuli

1 _
,(611 + 622) —+ \/(6112622

€max — 9

(c¢) Enotski vektor v smeri diagonale je 7 = %(2? + 7). Osna deformacija v smeri diagonale
{ i } : { 04 } =6.12x107°.

2
) +e2, =7.2x 1075

11.8

25 447 1 [2] 107
1| 5

14 3 |5

45
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se deformira v
D' -

2. Pravokotnik ABCD
Cetverokotnik AB'C'D’ tako kot kaze

skica. Dolzine stranic referencnega D
pravokotnika sta |AB| = 20.0cm in
|AD| = 10.0 cm, dolzine stranic deformira-

nega cetverokotnika pa so |[AB’| = 20.1 ci,
|AD'| = 10.1cm, kot /B’AD’ pa je 87.5°.

(a) Izrac¢unaj infinitezimalni deformacij-
A

ski tenzor v A.

(b) Dolo¢i maksimalno osno deformacijo
v A. V kater smeri nastopi?

|

Resitev:
(a) Osni deformaciji sta
|AB'| — |AB|  20.1—-20
= = = 0.005
‘u |AB| 20
" |AD'| - |AD|  10.1— 10
= — = —0.0l
22 |AD] 10 00
Sprememba kota je
= ——7 = 0.0426.
Y12 18007T 0 O 6
Potem
[ 5 218
e=10 [ 21.8 10

(b) Maksimalno osno deformacijo dobimo po formuli
1
= (15 +/25+ (42.6)2) = 929.4 x 1073

1
=g <611 + €22 + \/(611 —€22)% + ’Y%z) =3
(¢) Ekstremalna smer je dana z
M2 - ogq e

1
1 = — arctan
2 €22 — €11

3. S tremi ekstenziometri, ki oklepajo medsebojni kot 45° smo izmerili osne deformacije: v

vodoravni smeri ¢, = 1073, v navpiéni smeri ¢, = —3 x 10~2 in v diagonalni smeri ¢, = 1073.

(a) Dolo¢i pripadajoci deformacijski tenzor.
(b) Dolo¢i maksimalno osno deformacijo.

Resitev:
(a) Postavimo os z v vodoravni smer, os y pa v navpi¢no. Deformacijskemu tenzorju pripada

€11 €12 }

matrika,
N
= €12 €22
Ocitno je €11 = €4 in €22 = ;. Komponento €12 dolo¢imo iz pogoja 7 - € - 7 = €., kjer je
n= %(T—l— 7). Tako dobimo enacébo %(611 + 2612 + €92) = €c. Od tod €15 = 2 x 1072 in
1 2 }

_ -3
£=10 [2 -3



(b) Uporabimo formulo

1
€max = 5 (611 + €22 + \/(611 —€22)? + 46%2) :

Vstavimo izrac¢unano in dobimo €pax = (=1 + 2\5)10*3 .

4. 7 ekstenziometrom smo v oznacenih smereh na skici izmerili osne deformacije €, = 0.003,

€p, = 0.002 in €. = 0.001.

(a) Dolo¢i infinitezimalni deformacijski
tenzor.

(b) Izracunaj ektremalni osni deformaciji €b

in pripadajoci smeri. c
C

(¢) V kateri smeri je osna deformacija "
najvecja? T -

(d) Doloéi tudi ekstremalno strizno de- €a

formacijo.
Resitev:

(a) Postavimo os z v smeri deformacije €¢,. Potem je

e=10—3[ ca 612]

€12 €22

Uporabimo formulo za osno deformacijo

1 1 .
e(p) = 5(% + €92) + 5(6‘1 — €92) €08 2¢ + €19 8in 2¢

enkrat za ¢ = /4, drugi¢ pa za ¢ = 37 /4. Tako dobimo enacbi

1 1
€y = 5(6(1 +e22) te12, €= i(ea + €22) — €12.

Enacbi sestejemo. Potem €,+¢€. = €,+€29 in €50 = ¢,+€.—¢, = 0. Ce enacbi odstejemo,
dobimo ¢, — €, = 2¢12 in tako €15 = %10_3. Tako smo dobili

5[ 3 3
10&0.

Ien
I

(b) Ekstremalna osna deformacija je

€eat = (3/2 £ /(3/2)2 + (1/2)2)107° =

Pripadajoci ekstremalni smeri dobimo po formuli

(3 + \@) 103,

DN =

¢ 9 2612 1
an2p = ——— = —,
4 €11 — €22 3

Od tod

1 ¢ 1 1 ¢ 1+7r
—= — arctan — —= — arctan — —.
LD 3 Y273 372
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(¢) Iz skice Mohrove kroznce za deformacijo vidimo, da je maksimalna osna deformacija v
smeri 7.

(d) Maksimalna strizna deformacija je
Ymaz = €max — €min — \/E1073.

5. V danem koordinatnem sistemu ima deformacijski tenzor ravninskega deformacijskega stanja
komponente €17 = (2 + v/3)eg, €12 = €g in €2 = (2 — v/3)ep. Poisci tak koordinatni sistem,
da bo pripadajoc¢a matrika komponent deformacijskega tenzorja diagonalna in izracunaj di-
agonalna elementa.

Resitev: Pri rotaciji danega koordinatnega sistema za kot ¢ okrog osi k ima deformacijski
tenzor komponente

1 1
€11 = 5(611 + €22) + 5(611 — €92) COS 2p + €12 8N 2 = €g (sin 20 + V3 cos2¢p + 2)

1 1
€hy = 5(611 + €22) — 5(611 — €92) €08 2¢ — €128In 2 = €9 (— sin 2¢ — v/3 cos 2¢ + 2)

1
€y = —5(611 — €99) 8in 2¢ + €12 co8 2 = € (cos 2¢ — V3 sin 2¢) .

Zahtevamo €}, = 0. Od tod
cos 2¢ — V/3sin 2¢ = 0.
Enacba ima dve resitvi, ¢ = —57/12 in ¢ = 7/12. V prvem primeru je €j; = 0 in €}, = 4ey,

v drugem pa €}; = 4¢g in €hy = 0.

6. Ravninska deformacija deformira pravokotni trikotnik z dolzinama katet a in b v trikotnik z
oglisci v tockah A = (xg,y0), B = (x0+a11,y0+as2) in C = (xg+asg,y0+ass). Spremembe
dolzin so majhne.

(a) Doloci deformacijski tenzor na geometrijski nacin.
(b) Zapisi deformacijo s pomikom.
(¢) Izracunaj infinitezimalen deformacijski tenzor.

)

(d) Izracunaj deformacijski tenzor.

Resitev:

(a) Postavimo os X v smeri katete z dolzino a in os Y v smer druge katete. Potem sta v ko-
ordinatnem sistemu XY diagonalna elementa deformacijskega tenzorja pri predpostavki
majhne deformacije enaka relativni spremembi dolzin stranic. Tako velja

1 a2, + a2, — a? 1a2, + a2, — a?
By = —+/a? 2 1\/1 et S Lt > S S S & S
He o+ a1 * a? 2 a?

1 a2, + a2, — b2 C1la%, + a2, — b?
E22=g\/a§1+a§2—1: 14222 7 b222 —125721 b222 )

Pri izracunu smo upostevali, da je deformacija majhna, zato se dolzina stranice AB le
malo razlikuje od prvotne dolzine a. Z enacbo, velja

in

2 2 2
aiy +aijp —a

<<1
a2
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in zato

afy +afy —a? . lai; +ai, —d®
1+ 22 —1+2—a2 .

Nadalje je E12 enak poloéni spremembi kota Ap = 7/2 — ¢ med katetama. Za kot ¢
med katetama deformiranega trikotnika velja

G11021 + G12021
2 2 2 2
Va3, + a3yn/a3, + a3

cosp =

Potem
1 aii1az1 + ajgas

9 2 2 2 2
2 /a3, + aly\/a}, + a3,

1 1 1
E12 — §A¢:Sin§A90: 500830 —

(b) Ker se trikotnik deformira v trikotnik, je deformacija afina. Splosna oblika afine presli-

kave med referen¢nimi koordinatami X, Y in prostorskimi je

T=0a1+oa X+ an?,
Yy =az+apX +anY.

Ker se izhodisée X =0, Y = 0 preslika v tocko A, velja a; = z¢ in as = yg. Nadalje se
par X = a, Y = 0 preslika v tocko B. Potem xg+a11 = xo+a11a in yo+a12 = xo+aisa.
Tako dobimo a1 = a11/a in a2 = ajz/a. Podobno agy = ag1/b in gy = ass/b. Iskana
preslikava je tako

aii a21

r=x0+ —X+ —Y,
a b
a a
Y="Yo+ L2x 4+ 2y
a b
Ce deformacijo zapisemo s pomikom je
r=X+u(X,Y) =20+ 21X + %Y,
a
a a
y=Y +uy(X,Y) =yo+§x+%y

Od tod sledi

W (X,Y) = a0+ 21X 4+ a—ilYfX,
a
a a
up(X,Y) = yo + %X+ %Y—Y.

(¢) Gradient pomika je

Potem
1 . T a1 L (an 4 a1z
EZQ(Gradu—I—(Gradu)Tu):[%(agl_’_?) 2(@%2_1@):|

Ce primerjamo € z E, vidimo, da se v sploSnem povsem razlikujeta.

(d) Izracunajmo sedaj $e deformacijski tenzor £ po formuli

a

2 2,
ézg—k%((}radﬁ)TGradﬁ:g-F% e A A )le’l—g M_é)ﬂ
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Po krajsem racunu dobimo

2 2 2
1 aytaijp—a ai1a21+a12a21
E - = a? 2 a 2
= 2 ay,+a5,—b
B2

Dobljeni rezultat se do prvega reda natankosti ujema z rezultatom, ki smo ga dobili po
geometrijski poti.

7. Na primeru rotacije pokazi, da infinitezimalen deformacijski tenzor ni dobra mera deformacije
pri velikih pomikih.

Resitev: Postavimo koordinatno os Z v smeri osi rotacije. Potem rotaciji za kot 6 pripada

matrika
cosf) —sinf 0
Q= 3 sinf cosf® O |,
0 0 1

deformacija, ki jo lahko obravnavamo kot ravninsko deformacijo, pa je dana z

r=Xcosf —Ysinf =X+ Xcost —Ysinf — X,
y=Xsinf+Ycosd =Y + Xsinf+ Y cosf —Y.

Od tod dobimo komponenti pomika

u; = X cosf —Ysinf — X,
Upy = X sinf + Y cosf —Y.

Gradient pomika je

, | cosf—1 —sinf
Gradu{ sin 6 0059—1}

Pripadajoéi infinitezimalni deformacijski tenzor je tako

1 (Grad @ + (Grada)") = {

.= cosf —1 0
:_2 *

0 cosf — 1

Rotacija ohranja razdalje, zato je prava mera rotacije enaka nic. Za ¢ = 7/2 pa dobimo ¢ =
-1
0

tenzor

1 } in potemtakem ¢ ni prava mera za velike pomike. Prava mera je deformacijski

(Grad @)" Grad .

DN =

E=c+

8.1.2 Dodatne naloge

1. V danem koordinatnem sistemu ima deformacijski tenzor ravninskega deformacijskega stanja
komponente €17 = 3€q, €12 = €0V3 in €99 = €. Poidci tak koordinatni sistem, da bo pri-
padajoc¢a matrika komponent deformacijskega tenzorja diagonalna in izrac¢unaj diagonalna
elementa.

Resitev: Kot p = 7/6 ali ¢ = —27/6. Diagonalna elementa 4¢; in 0.
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Poglavje 9

Napetost

9.1 Ravninska napetost

9.1.1 Resene naloge

1. Pravokotnik s stranicami v razmerju 2 : 1, glej skico, ima na stranicah napetosti i =
(%Z—l— ij) 30 MPa in t_;, ki ima velikost 10v/5MPa.

t
(a) Dopolni sliko z vektorjema napetosti
na preostalih dveh stranicah.

(b) Doloéi ] in pripadajoéi napetostni
tenzor.

(¢) Izracunaj polmer Mohrove kroznice.

(d) Dolo¢i normalno in strizno napetost
na oznaceno diagonalo pravokotnika.

Resitev:

(a) Dopolnjena skica napetosti je
(b) Ker je & = L. je

e+

_ [ ;}13 fﬁ ] 30 MPa.

Potem je t1 = t7'= (t117+ %7) 30 MPa in

2
2 4
t1] = (til + §> 900 MPa? = 500 MPa’

in od tod t1; = 10 MPa.
(¢) Polmer Mohrove kroznice je

2 2
1 1 4 )
T = \/<§(t11 - tzg)) + t%z = \/(ﬂ) + 5 30 MPa = ZV 257 = 20.04 MPa.
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(d) Vektor v smeri diagonale je 20+ 7. Potem je normala na diagonalo @i = %(—Z? 27).
Vektor napetosti na ravnino v smeri diagonale je

F:gﬁ:% [ ;g fﬁ] [ _21 }3OMPa:

Normalna napetost je tako

30 ]MPa:\/E_)[ _61 }MPa.

a5

.1 0[3] 1[-1
tp =71 T= — — 30 MPa = —8 MPa.
" \/5[_5] \/5[ 2 ]

Strizna napetost je 7 = 4/ |ﬂ ’ —t2. Izra¢unajmo posebej
|t] = V185MPa.
Potem 7 = 11 MPa.

2. Kvadrat na sliki ima na stranicah napetosti
iy = (%?—i— %f) MPa in #, ki ima velikost
V73
WMP&

(a) Dopolni sliko z vektorjema napetosti
na preostalih dveh stranicah.

(b) Doloéi 5 in pripadajoéi napetostni
tenzor.

(¢) Skiciraj Mohrovo kroznico.

(d) Dolo¢i normalno in strizno napetost
na diagonali kvadrata.

Resitev:

(a) Dopolnjena slika je

(b) Tenzor napetosti je oblike

e+
Il
| —
~+
win =
oy
ol
| I



Neznano komponento ¢;; dobimo iz pogoja, da je [ti] = @ Potem 2, + % = % in

tako t11 = :l:i. Iz skice sledi, da je t1; = i. Potemtakem

)

e+

(c) Skica Mohrove kroznice je

Umn\ 7/24 Omax

(d) Na diagonali z normalo 7 = —=(7+7) je vektor napetosti enak & = tn= %(%T—}—j}MPa.

i = ZMPa. Strizna napetost pa t, = \/[f]2 — 12 =

5

Normalna napetost je t, =
iMPa.

3. V danem koordinatnem sistemu ima napetostni tenzor ravninskega napetostnega stanja kom-

ponente t1; = o, t1o = V/30 in tey = 30. Poisé tak koordinatni sistem, da bo pripadajoca
matrika komponent napetostnega tenzorja diagonalna in izra¢unaj diagonalna elementa.

Resitev: Pri rotaciji danega koordinatnega sistema za kot ¢ okrog osi k ima napetostni
tenzor komponente

1 1
t/ll = 7(7511 + t22) + §(t11 — tgg) cos2p +t1asin2p = o (\/gsin 2¢ — cos2¢ + 2)

2
, 1 1 . \f .
thy = 5(7511 + ta2) — §(t11 — t99) co82p — t1a8in2¢p = o (— 3sin2¢ + cos 2¢ + 2)
/ 1 3 . r \[ .
tio = —§(t11 — o) 8in2¢ + t12 o820 = o (sm 2¢ + V3 cos 2(;5) .

Zahtevamo 1, = 0. Od tod
sin 2¢ 4+ v/3 cos 2¢ = 0.

Enacba ima dve resitvi, ¢ = —x/6 in ¢ = 7/3. V prvem primeru je t); = 0 in thy, = 4o, v
drugem pa t]; = 40 in thy = 0.

. Pokazi, da je ravninsko napetostno stanje enoosno natanko takrat, ko je dett = 0.

Resitev: Napetostno stanje je enoosno, ¢e obstaja tak koordinatni sistem, da so vse kom-
ponente, razen komponente ¢1; napetostnega tenzorja enake ni¢. Ker je napetostno stanje
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ravninsko, je t13 = ta3 = t33 = 0. Nadalje, ¢e usmerimo kordinatni sistem v smeri ekstre-
malnih normalnih napetosti, je t;2 = 0, daigonalna elementa pa sta enaka ekstremalnima
normalnima napetostima. Ekstremalni napetosti sta

1

1
Oeat = 5 <t11 +l2+ \/(tu — t22)” + 475%2) =3 <81§i (512)2 - 4det£> :

Privzemimo slt > 0. Potem je oy, = 0 natanko tedaj, ko je dett = 0 in oymae = slt. V
primeru slt < 0 pa Omin = slE in Omaz = 0.
9.1.2 Dodatne naloge

1. Kvadrat na sliki ima na stranicah
napetosti t; = (%z + %j) MPa in i,

ki ima velikost 3§MP3.

(a) Doloci ty in pripadajoci nape-
tostni tenzor.

(b) Dolo¢i normalno in strizno -t
napetost na obeh diagonalah
kvadrata.

Resitev:

1 2

P (2> 1 _ 1
(a) to = (§Z+ §j)MPa, E— 3 |: 9 1 :| MPa.
(b) Normalni napetosti sta 1 MPa in —2MPa, strizni pa sta obe enaki ni¢.

2. V danem koordinatnem sistemu ima napetostni tenzor ravninskega napetostnega stanja kom-
ponente t11 = 0, t12 = 0 in tas = 0. Poisci tak koordinatni sistem, da bo pripadajo¢a matrika
komponent napetostnega tenzorja diagonalna in izrac¢unaj diagonalna elementa.

Resitev: Kot ¢ = 7/4, diagonalna elementa pa sta 20 in 0.
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Poglavje 10

Hookov zakon

10.1 Zveza med napetostjo in deformacijo

10.1.1 Resene naloge

1. Ravninska deformacija deformira pravokotnik dimenzije 2cm X 1cm v romboid dimenzije
2.05cm x 0.98 cm z diagonalo, ki je za v/5/50 cm daljsa od prvotne diagonale pravokotnika.

(a) Doloci deformacijski tenzor.

(b) Izracunaj ekstremalni osni deformaciji in skiciraj Mohrovo kroznico. V kateri smeri je
osna deformacija najvecja?

(¢) Za izotropi¢ni material z v = 1/5 in F = 120 GPa z uporabo Hookovega zakona dolo¢i
pripadajoc¢i napetostni tenzor.

Resitev:

(a) Postavimo koordinatni sistem v smeri stranic pravokotnika in izra¢unajmo osni defor-
maciji. €11 = 22 = 0.025 = 1/40 in ezp = 42 = —0.02 = —1/50. Za izracun e;2 bomo
upostevali deformacijo v smeri diagonale, ki je

_d+Ad—-d 1

_4radme . g2
€ d 50

Uporabimo sedaj formulo
1 1 .
€4 = 5(611 + 622) + 5(611 — 622) COS 2@ + €12 S1 QQD,

kjer je ¢ kot med osjo x in diagonalo pravokotnika. Potem cosp = 2//5 in singp =
1/4/5. Od tod cos2¢p = cos?p —sin® ¢ = 3/5 in sin2p = 2singcosp = 4/5. Tako

dobimo enacbo
r_1_3 4
50 400 ' 1000 ' %5

in od tod €15 = 1/20 = 0.05. Deformacijski tenzor je tako enak

[ 1740 1/200
= 1/200 —1/50 |-

€
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(b) Ekstremalni deformaciji sta po formuli

2
1 1
€oxt = 5(611 +e20) £ \/(2(611 - 622)) + €2y

enaki

1 , 1 .
emax = 755 (1+ V85) = 0.0255  €min = 100 V/85) = —0.0206.

Smer maksimalne osne deformacije dobimo po formuli

2612 2
fan2p = ——12_ _ 2,
sy €11 —€2 9

Potem ¢ = 6.26°. Iz skice Mohrove kroznice vidimo, da je to smer ekstremalne osne

deformacije.

A yI2

Emin

Slika 10.1: Slika Mohrove kroznice.

(c) Napetostni tenzor je
t=2pe+Asl(e) L,

kjer sta p in A Lamejeva koeficienta dana z p = ﬁ in A\ = (1+VVE Njuni

Y(1—20) "
vrednosti sta p = 50 GPa in A = 100/3 GPa. Potem

=[5 o
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2. 7 ekstenziometrom smo v smereh, ki med
seboj oklepajo kot 27/3, glej skico, izmerili
osne deformacije €, = 0.003, e, = 0.002 in
e. = 0.001.

(a) Dolo¢i infinitezimalni deformacijski
tenzor.

€b

(b) Naj bo deformiran material izo-
tropicen z Youngovim modulom E =
210 GPa in Poissonovim koli¢nikom / i >

€

v = 0.2. Za po prvi tocki izra¢unano
ravninsko deformacijo dolo¢i pri-
padajo¢i napetostni tenzor. Tu
upostevaj, da je

E vEsl (g)

BE TR I

Il

e

I~

Resitev:

(a) Ker je osna napetost v smeri osi « enaka €,, je €17 = 2X 10~3. Enotski vektor v smer osne

deformacije ey, je &, = cos 2 /37+ sin 27 /3] = — 37+ ?ﬁ v smeri €. pa € = —31— @j
Zapisimo tenzor deformacije
31 3 B
e=10"3 :
- { B }
Neznanki 3 in v dolo¢imo iz pogojev
ey - (géb) =€y € - (ggc) = €.
Tako dobimo enacbi
W3BB—3y=-5 2V38+3y=1.
Resitvi sta 5 = f% in v = 1. Potemtakem je
3 _ 1
e=10"" [ ) ]
B V3
(b) Uporabimo dano formulo. Izréunajmo posebej
E
—— = 175GPa,
1+v
vE 175
— = —GP
A+v)1-2v) 3 @
in sl (g) =4 x 1073, Tako dobimo
1 13 1
3 BVE 0 4 100 3 *ﬁ 0
t=175MPa| | —% 1 0 +3]0 1 0| ]=175MPa -% 5 0
0 0 1 00 1 0 0 3
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3. Kvadrat na sliki ima na stranicah
napetosti t1, ki ima velikost ‘/TEMPa

in fg
(a)

(b)

= <%;+ %5) MPa.

Doloéi 7 in pripadajoci nape-
tostni tenzor.

Privzemi, da se kvadrat ela-
sticno deformira. Izracunaj
pripadajoc¢i deformacijski ten-
zor, Ce je iz izotropi¢nega ma-
teriala in je E = 120GPa in
v=1/3.

Dolo¢i pripadajoce ekstre-
malne osne deformacije.

Resitev:

(a) Vektor t5 je drugi stolpec matrike napetostnega tenzorja. Ker je simetricen, je oblike

1S

_ [ 1”/32 1?; ]MPa.

Doloéiti moramo e x. Vektor napetosti ; je prvi stolpec napetostnega tenzorja. Torej
t = (mﬂ— }J) MPa. Ker je || = %MP&, je 2%+ 1 = 2 in tako z = 1. Torej

16

_[1/4 1/2
| 1/2 1/3

IS

] MPa.

(b) Deformacija je dana s Hookovim zakonom

Od tod po krajsem racunu

g [ 1 3] 55 1)

116 5567 6
g_[5.56 2.08]10

(¢) Ekstremalne osne deformacije dobimo po formuli

€nnax,nﬂn

2

1 1
=z <611 + €20 & \/(611 — €)%+ 7f2> =3 (3.24 +1/0.922 + 11.122) 107°

Tako dobimo e™®* = 7.2010~6 in e™® = —3.95010-6.

4. Pokazi, da se za izotropi¢en material smeri ekstremalne osne deformacije ujemajo s smermi
ekstremalnih normalnih napetosti. Privzemi, da je deformacija ali napetost ravninska.

Resitev: Privzemimo ravninsko deformacijo. Smer ekstremalne osne deformacije je dana s
formulo

1

2612

1
Y= aarctan— ©? =t + /2.

)
€11 — €22
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Po Hookovem zakonu

L=y Y b+ ot L,
€11 = —t11 — — €99 = —— — €12 = —1t19.
=gl = plar, €2 pint gle a2=gahe
Potem 1+
v
€11 — €22 = (t11 — ta2).

Upostevajmo Se, da je G = E/(2(1 + v)). Potem

1 2612 1 2t12

— arctan —— = — arctan

2 €11 — €22 2 t11 — to2

in ekstremalne smeri se res ujemajo.

.V treh smereh, ki oklepajo medsebojni kot /4 izmerimo osne deformacije e, = 1073, ¢, =
—3/2x 1073 in €, = 2 x 1073 in pripadajo¢i normalni napetosti o, = 240MPa in o}, = 0MPa.
Material je izotropic¢en, deformacija pa je ravninska. Dolo¢i F, v in p.

Resitev: V prvem koraku iz podatkov dolo¢imo deformacijski tenzor. Postavimo koordinatni
sistem tako, da se smeri podane osne deformacije ujemata s koordinatnima osema, tretja pa
je v smeri diagonale. Potem je

6103{ L ]MPa,
= r 2

kjer je x Se neznano Stevilo. V smeri diagonale je
-3 1 1 : -3
-3/2x 10 =6b=§(€11 +€22)—|—§(611—622)COS7T/2+61QSID7T/2:10 (3/24x).

Tako dobimo €15 = —3 x 1072.

Napetostni tenzor je dan s Hookovim zakonom

t=2ue+ Asl@I = 1073 | 2 F3A =01 lypy

= —6p  4p+3A
Podani normalni napetosti sta v smereh 7'in 7+ 7. Potem je

240MPa = 0, = 1072 (21 + 3)\)
OMPa =0, =3 x 1073 (A — p) .

Od tod sledi A = p = 48 GPa. Iz formul
E vE

HE o )y T arwa—)

tako dobimo
g HBA+2u) = HBA+2p)

O Ap A+
in od tod E =120GPain v = 1/4.
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Poglavje 11

Termoelasti¢énost

11.1 Osna termoelasti¢nost

11.1.1 Resene naloge

1. Dana je kompozitna palica s konstantnim presekom A = 1cm?. Dolzina levega dela palice

je 1.0m, desnega 0.5m. Levi del palice ima Youngov modul F; = 70GPa, desni Fy =
120 GPa, koeficient termalnega raztezka levega je a; = 23 x 107°m/°C, desnega pa ap =
17 x 1075m/°C.

(a) Palico segrejemo za 10°C. Izratunaj njen raztezek.

(b) Nato palico tlaéno obremenimo v osni smeri. Kaksna naj bo sila, da se bo palica skréila
na prvotno dolzino?

Resitev:
(a) Raztezek palice je dan s formulo Al = alAT. Potem
All = a1 1 AT = 0.23 mm in Al = aplas AT = 0.085 mm.

Palica se podaljsa za Al = Al; + Als = 0.315 mm.

(b) Pri dani deformaciji je osna napetost dana s formulo ¢ = E%. Potem Al; = o4 in

by
Aly = 0. Od tod

l1 la ) Al
Al = Al + Al = —_— 4+ = =—
! ? 0<E1 E, 7 l1/E1+ 12/ Es
Vstavimo vrednosti in dobimo
315 x 107 %m
= — = —17.1 MPa.
7T 71845 x 10 T mpPa ! &

Sila je enaka
F=A0c=-10"*m? x 17.1 x 105 Pa = —1.7kN.
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11.2 Prostorska termoelasti¢nost

11.2.1 Resene naloge
1. V togi matriki krogelni elasticen vkljucek segrejemo za AT. Dolo¢i napetost.

Resitev: Celotna deformacija € je vsota elasticne € in termalne €' deformacije. Ker je
vkljuéek v togi matriki, je celotna deformacija enaka ni¢. Velja torej

¢ = fgt = —aATL

Ien

Po Hookovem zakonu za izotropi¢en material je potemtakem napetostno stanje hidrostaticno,
t = —pl. Potem

1+v v 1-2v
¢ = t— —=sl(t)l = — 1.
g E = E 5 (:): p:
Iz dobljenih ena¢b potem sledi
1-2
aAT = Vp
in
P T 2ya 3raAT,

kjer je x kompresibilni modul.

2. V togo kotanjo v obliki kvadra s kvadratno osnovno ploskvijo dimenzije a x a in dano visino
h vlozimo elasti¢ni kvader enakih dimenzij. Kvader segrejemo za AT.

(a) Dolo¢i napetostno stanje.

(b) Za koliko zgornja ploskev pogleda iz kotanje?

(¢) Kocko Zelimo potisniti nazaj v kotanjo. Doloéi silo.
Resitev:

(a) Postavimo koordinatni sistem z osmi v smereh kvadra, os z pa naj bo v smeri stranice
z dolzino h. Celotna deformacija je vsota elasti¢ne in termalne,

e=¢" +aAT.

Ker je kotanja toga, je 0 = €11 = €22 = €23 = €13 = €12 in ker je zgoraj odprta 0 = t33.
Potem z uporabo Hookovega zakona sledi

1 v
0= €11 — CkAT-I— *tll — *t227

E E
v 1
0= =alAT — —=t —t90,
€22 = ol + 22
v v
33 = AT — —t1; — —t
€33 = & E 11 E 22
0= _ ! t 0= _ ! t 0= _ ! t
= €23 = ek = €13 = ek = €12 = ek
Sistem zgornjih treh enacb resimo na t11, too in €33. ReSitev je
aATE
t11 =ta2 = — 1
—v
in
aAT(v+1)
€3z = ————.
1—v
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(b) Zgornja ploskev pogleda iz kotanje za

AT 1
Ah = €33h = Oéhlf(l/y—l—)

(¢) Sedaj zelimo kocko potisniti nazaj v kotanjo. Vemo, da se je v smeri osi z deformirala
za € = Ah/h. Potisna sila F' = 0a? = Ea?Ah/h kocko, ki je ob strani prosta, skréi za
predpisan Ah. Vendar je kocka v kotanji, njene stranske ploskve niso proste, zato tako
dobljena sila

o aEa?AT(v +1)
1—-v

ni prava. Pravo silo dobimo z naslednjim razmislekom. Privzemimo, da kotanjo pred

termalnim razteskom pokrijemo s pokrovom in na pokrov delujemo s silo, ki prepreci,

da kocka po segretju pogleda iz kotanje. Ta sila je dejansko tista sila s katero kocko
stisnemo nazaj v kotanjo. Naj bo torej kotanja zaprta. Potem je

0=¢c=¢"+aAT.
oziroma

1 v v
0= = aAT + —t11 — —tag — —=t
€11 =« + E 11 22 B 33,

E
v 1 v
0= = aAT — —t —loo — =1
€29 = E11+E22 B
v v 1
= €33 = QAT — —t11 — —tgg — —t
0=¢€33 =« g T gt T s
1 1 1
— - ¢ = = _— ¢ = = ——to.
0= €23 528 0=-¢€3 Yeless 0=¢€12 5G 112
Sistem resimo in dobimo
by e — fan aATFE
1=ty =ty = -7
Sila s katero kocko nazaj potisnemo v kotanjo je tako enaka
Ea?2AT
P aFa
1—2v

Vidimo, da je ta sila vecja kot F’, saj je

202

F—F =aBd’AT—————.
R — w)

3. V togo kotanjo v obliki kvadra s kvadratno osnovno ploskvijo dimenzije a X a in dano visino

h vlozimo elasti¢ni kvader enakih dimenzij.

(a) Kvader potisnemo s silo F. Dolo¢i napetostno stanje in izra¢unaj za koliko se zgornja
ploskev pogrezne v kotanjo.

(b) Za koliko moramo kvader nato segreti, da pogleda iz kotanje.

Resitev:

(a) Postavimo koordinatni sistem z osmi v smereh kvadra, os z pa naj bo v smeri stranice z
dolzino h. Ker je kotanja toga, je edina nenicelna komponenta deformacijskega tenzorja
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€33. Po drugi strani pa je v smeri osi z je podana napetost t33 = —F/a?. Po Hookovem
zakonu tako velja

1 v v
0=e€n = Etn - Et22 - Et337
v 1 v
0=¢€0= —Etn + EtQQ - Ets&
v v 1
€33 = Etn - Etzz + Et337
0=e3 = %1&3, 0=e13= %tl& 0=e€12= %tlx
Strizne komponente napetostnega tenzorja so enake ni¢. Sistem re$imo Se za t17 in tas.
Dobimo
vF
t11 =122 = - Vt33 = N
Potem je
(= v—-2F
Y Sy

Zgornja ploskev se pogrezne za

(1—v—20%Fh

Ah = (1-v)Ea?

(b) V drugem koraku pogreznjeni kvader segrejemo. Nova celotna deformacija je € = ¢® +

e = ¢ — aATI1. Po Hookovem zakonu potem

Tu je £ napetost v kvadru na drugem koraku. Komponenta deformacije je €33 je enaka
Ah/h, vse ostale pa so enake ni¢. Komponenta napetosti t33 pa je enaka nic, saj je v
tem drugem delu naloge zgornji rob prost. Tako dobimo sistem

1 v
0=-¢€11 =aAT + Etn - Et227
v 1
= =aAT — —t —t
0=¢€x2=a E11+E22,
Ah v v
—— =33 = AT — —ty; — —t
A €33 = & BT gt
1 1 1
0= = —t 0= = —t 0= =—t
€23 20 23, €13 20 135 €12 20 12
za neznane komponente napetostnega tenzorja in AT. ReSitev sistema je
PR AhE
11 =tz = ek
tog = t13 = t12 = 0,
Ah(1 —
AT — M
ah(v+1)

4. V togi matriki je elasti¢ni vkljucéek v obliki kocke. Polovico kocke segrejemo za AT}, drugo
pa za ATs.

(a) Dolo¢i napetostno stanje.
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(b) Izracunaj relativno spremembo volumna ene in druge polovice kocke.

Resitev:

(a) Postavimo koordinatni sistem v smereh stranic kocke z izhodis¢em v njenem srediséu.

(b)

11.2.2

Privzemimo, da smo polovico kocke na negativni strani osi x segreli za AT}, na pozitivni
pa za ATs. Deformacijo in napetost na negativni strani osi x oznaqéimo z € 1 int , ha

desni pa z €, in L, Za obe polovici, p = 1, 2 velja

14 14
ep11 = ptp11 — ptp22 = ptpss + opAT,
12 1 v
0= €p,22 = —Etnll + Etp,QQ - Etp’?’?) —+ apATpa
v 1 1
0=r¢€p33 = —Etp,n - Etp,QQ + Etp,gg + ap AT,

1
0=¢po3 = %tp,zs, 0=¢p13= %tp,ll% 0=¢p12= %tp,12~

Tu smo upostevali, da se koti ohranijo, in da se mejna ploskev med polovicama zaradi
razlicne temperature pomakne, zato €, 11 # 0. Iz enacb vidimo, da so vsi izvendiagonalni
elementi enaki ni¢. Upostevajmo, da se celotni volumen kocke ne spremeni. Potem

0=sl (%) + sl (gQ) =€1,11 T €2,11-

Nadalje je mejna ploskev v ravnovesju. Velja

e

1'Z:£2'Z

oziroma t1711 = t2711.

Dobili smo sistem enacb za neznanke €, 11, tp11, tp22,tp33 za p = 1,2. Iz simetrije
naloge sledi ¢, 20 = %, 33. UposStevjmo Se zadnji dve enacbi. Prvotni sistem je tako
sistem za neznanke €q 11, t1,11, t1,22,t1,33. ReSitev sistema je

a (AT + ATL) E
20 —20)
aF (AT (3v — 2) — ATyy)
2(1—2v)(1 —v) ’
aF (ATy(3v — 2) — ATyv)
2(1—2v)(1 —v) ’
a (AT — ATy) (v +1)
2(v—1)

t111 =t211 = —

t1,00 = t1,33 =

to 00 = to 33 =

€1,11 = —€2,11 = —

V primeru AT} = ATy dobimo dobro znano resitev.

Relativni spremembi volumna sta €111 in €211 in sta podani z zgornjo resitev. Vidimo,
da se volumen ene polovice zmanjsa, druge pa poveca.

Dodatne naloge

1. V togi matriki je elasti¢ni vkljucek v obliki kvadra. Kvader segrejemo za AT. Doloé¢i nape-
tostno stanje.

aEAT

Resitev: {11 = oy = t33 = —F75-, t12 = t13 = t23 = 0.
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2. V togi matriki je kompozitni elasti¢ni vkljucek v obliki kocke. Ena polovica ima koeficient
termalnega razteska «q, druga pa as. Kocko segrejemo za AT. Doloé¢i napetostno stanje.

Resitev:

(a1 + ag) EAT
2(1—-2v)

AT (a1(3v —2) — ) E
2(1—2v)(1 —v) ’

AT (qv+ a2(2—3v)) E

21— 20)(1—v)
(011 — O[Q) AT( + )
2(v-1) '

t1,11 =t 11 = —

t1,00 =t133 =

ta22 = t233 = —

€1,11 = —€2,11 = —
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Poglavje 12

Upogib Nosilca

12.1 Upogib nosilca

12.1.1 Resene naloge

1. Konzolno vpeti nosilec dolzine 50 cm je linijsko obremenjen s konstantno gostoto ¢y =
50kN/m. Nosilec je tankostenski s kroznim presekom polmera R = 2cm in debelino stene
t = 2mm, Youngov modul pa je E = 120 GPa.
(a) Izrac¢unaj ploskovni moment preseka.
(b) Dolo¢i upogib nosilca.

(c) Koliksen je najveéji upogib?

Resitev:

(a) Ploskovni moment je I = § (R* — (R —t)*) = atR? = 16710 *m* = 50.2710 ®m*.

(b) Enacba upogiba je 88—;2 (EI gi’;’ ) = qo. Po stirih integracijah dobimo

w = q0
24FE1T

1 1
x4 éClmS + 5021'2 + Csx + Cy.
Robni pogoji so w(0) = 0, w'(0) = 0 na levem krajiscu in w”(l) = 0, w”(I) = 0 na

desnem krajistu. Resitev je
qol?xz? [ 22 T
= 24 46).
Yoy, (12 1t

(¢) Upogib na prostem koncu je

qol* .
Wmax = @ = 6.5cm.
2. Enostavno podprt vodoravni nosilec dolzine | = 2m je enakomerno obremenjen s konstantno
linijsko obremenitvijo go. Nosilec je votel s tankoslojnim kvadratnim presekom debeline
t = 5mm in povrsino praznine A = 1cm?, Youngov modul pa je E = 120 GPa.

(a) Skiciraj potek preé¢ne sile in upogibnega momenta. Dolo¢i vrednost maksimalnega upo-
gibnega momenta.
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(b)
()

Doloé¢i dopustno linijsko obremenitev gg, da bo osna napetost v nosilcu po absolutni
vrednosti manjsa od oy = 120 MPa.

Izra¢unaj maksimalni upogib nosilca.

Resitev:

(a)

0.5-

Rezultanta obremenitve nosilca ima velikost lgg s prijemalis¢em na sredini nosilca. Po-

tem A = B = %lqo, kjer sta A in B vertikalni sili podpor. Nadalje je % = —qo
in tako Q@ = —qoxr + C. Ker je precna sila v levi podpori enaka sili leve podpore je

Qxz=0) = %lqo in tako Q = —qox + %lqo. Za upogibni moment velja % =@ in od
tod M = $qox(l — x), saj je M(0) = M(l) = 0. Upogibni moment je o¢itno najveéji na
1.0r
0.8f

0.6

-0.5}

1 2 8 4 041

0.2

1 2 3 4

Slika 12.1: Potek preéne sile in upogibnega momenta.

2
sredini in tako Mpy4r = %.

Uporabili bomo formulo ¢ = %z, kjer je I ploskovni moment preseka nosilca. Ozna¢imo
z a dolzino stranice notranjega kvadrata, z b pa zunanjega. Oc¢itno je a = 1cm. Velja
b= a+t, kjer je t debelina nosilca. Potem b = 2cm in

1 15

. 4

1
I=—b'— = Zem?.
120 T 12° T 12

Napetost je exstremalna na robu, pri z = :I:% = +1cm. Tako dobimo neenakost
QQl212
8. 15cm® —
Potem

10 3
Q0 < % = 300 N/m.

Upogib nosilca dobimo iz enacbe EIw(4) = qo. Potem je

1 @ 4, 1 3 1 9
= ——= -C —C! C Cy.
WS prt T Tyt r Gt e
Iz robnih pogojev w(0) = w(l) = 0 in w”(0) = w” () =0 sledi Cy, = Cy, =0 in
qol qol®
Cr=—+= Cs = .
' 2RI 5T UEI
Potem
w = 25211 (x4 — 2231 + l?’x) .
Upogib je najvecji na sredini in je enak
w _ 5qol*
TeE T 384K
Za maksimalno dopustno linijsko obremenitev je wyq, = im =41.6 mm.
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3. Enostavno podprt T nosilec dolzine | = 1m je

az

tockovno obremenjen v navpicéni smeri pri x; = 1/4,
xe =1/2 in x3 = 31/4 s silami F} = Fy, Fy = 2F, b,
in F3 = —Fy. Dimenzija preseka so, glej skico,

a1 =

(a)

(b)

()

lcm, as = 3cm, by = 2cm in by = 1cm.

Skiciraj potek precne sile in upogibnega mo-
menta.

. . o . by
Dolo¢i sredisce preseka in njegov ploskovni mo-

ment drugega reda I.

Doloéi Fy tako, da bo maksimalna natezna na-
petost nosilca manjsa od oy = 120 MPa.

a

Resitev:

(a)

Prvo dolo¢imo sili podpor. Oznac¢imo levo z A, desno z B. Iz ravnovesnih ena¢hb dobimo
A =3Fy/2in B = F,/2. Skici poteka precne sile in upogibnega momenta sta:

0.5}
15
10k 0.4f
0.5F 0.3F
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.21
-0.5f _
0.1}
-1.0f
-15F 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

(b)

()

Slika 12.2: Potek precne sile in upogibnega momenta.

T nosilec je sestavljen iz dve pravokotnikov. Dolo¢imo prvo masno sredis¢e. Posta-
vimo pomozni koordinatni sistem z izhodis¢éem na vrhu T nosilca. Koordinati ma-
snega srediSCa sta potem z; = by + %bl = 2cm in z9 = %bg = 1/2cm. Ploscini sta
Ay = a1b; =2cm? in Ay = azby = 3cm?. Potem je masno sredisce

11

(2141 + 22045) = —cm.

=0 10

1
TA + A,y

Postavimo sedaj izhodis¢e koordinatnega sistema v izracunano masno srediS¢e. Novi
koordinati masnih sredis¢ pravokotnikov sta zj = 9/10cm in z5 = —3/5cm. Ploskovni
moment je potem

1 . . 1 27 81 217
I= E(alb‘;’ +agh3) + Ay (21)% + Ax(23)* = (12(3 +8)+ % + 50) em?* = ——cm*.

Dopustno silo Fj doloca neenakost

M <
IZ_O'Q.
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Maksimalni upogibni moment je M = %ZFO, napetost pa je natezna na spodnjem delu
preseka, zato z = 19/10cm. Potem

2T
Ry < 2oo 8080 N
lz 19

4. Enostavno podprt U nosilec dolzine I = 1m je linijsko obreme-
njen s konstantno obremenitvijo qy. Dimenzija preseka so, glej

) . b
skico, a1 = lcm, ao = 2cm, a3 = lcm, by = 2cm in by = 1cm. 2

(a) Skiciraj potek precne sile in upogibnega momenta.

(b) Doloci sredisce preseka in njegov ploskovni moment I. o

(¢) Doloci dopustno obremenitev go tako, da natezna nape- x

tost ne bo presegla vrednosti og = 180 MPa. Fa—*a—*a—ﬂ
1 2 3

Resitev:

(a) Prvo izrac¢unamo sile podpor, levo oznac¢imo z A, desno z B. Iz simetrije problema sledi
A = B. Vsota vseh sil je qol, potem A = B = %qol. Potek pre¢ne sile in upogibnega
momenta je dan na sliki. Maksimalni upogibni moment je My,.x = éqOZQ.

0.12f
04f 0.10F
0.2} 0.08}
. . 0.06f
0.2 0.4
0.04f
-0.2}
0.02
_0'47 L L L L
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Slika 12.3: Brezdimenzijski potek preéne sile in upogibnega momenta (I = 1,q9 = 1).

(b) Presek je sestavljen iz treh pravokotnikov, Aj
pravokotnik a; x by, Ay pravokotnik ag X by in
As pravokotnik (a; 4+ as + a3) X by. Postavimo
pomozni koordiantni sistem 7'z’ tako kot kaZe
skica. O¢citno je sredisce na osi z’. Koordinato B I

by

2! dolo¢imo po formuli v
, 1 , , , 2 b
=—(4A A A )
2 Al +A2 +A3 ( 121 + 229 % + 323*)

L
o

aq ‘ as ‘ as ‘
Izraéunamo posebej A; = a; x by = 2cm?, Ay = az x by = 2cm?, Az = (a1 +ag +az) x

bo =4cm? in 2, =lcm, 2, = lem in 25, = —4 cm. Potem

1 1 1
Z;=§(2><1—|—2><1—4><§)Cm:10m

V koordinatnem sistemu yz, ki ima izhodiS¢e v srediséni tocki preseka imajo pomozni
pravokotniki z koordinato sredi$¢ zi ., = %cm, Zoy = %cm in 23, = —% cm. Ploskovni
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moment preseka je potem

1
124

1
b‘;’ + zg*Ag + Eagbi’ + zg*Ag +

1

I=22_A
21 % 1+ 12

(a1 +as + ag)bg.

Vstavimo podatke in dobimo [ = % cm?.

(¢) Maksimalnemu upogibnemu momentu pripada maksimalna osna napetost onax. Veljati

mora
Mmax

g0 Z Omax — Zmax
1
kjer je zmax koordinata na vrhu nosilca, kjer je natezna napetost najvecja. Po predho-
dnen izracunu je zZmax = %, cm. Tako dobimo
8]0’0

l22max

qo < =71N/m.

5. Enostavno podprt nosilec s presekom v obliki kriza dolzine
[ = 1m je tockovno obremenjen v navpi¢ni smeri pri x; = %l
in xo = %l s silama Fy; = Fy in Fo = 2Fy. Dimenzija preseka

80, glej skico a3 = az = a3 =1cm, by = 2cm, by = b3 = 1cm. b
(a) Skiciraj potek precne sile in upogibnega momenta. Ko-
likSna je maksimalna vrednost upogibnega momenta? bz

(b) Doloci sredisce preseka in njegov ploskovni moment I.

(¢) Dolo¢i dopustno obremenitev Fy tako, da bo maksimalna
napetost manjsa od opyax = 120 MPa.

a az as

Resitev:

(a) Skica obremenitve s potekom preé¢ne sile in upogibnega momenta je podana na spodnji
sliki. Za potek precne sile, ki je odsekoma konstantna prvo izracunamo sile podpor.
Imamo enacbi ravnovesja momentov v podporah. Torej L x 2F, + % x Fy = [A in

4
%Fg + 3Zl x 2Fy = IB. Tako dobimo A = Fy in B = 2F,. Za potek momenta M
upostevamo, da je % = Q. Od tod sledi, da je maksimalen upogibni moment enak
Mmax = %FO
112 314 05 0.4,

W /777777‘777777 0.2 0.4 06 08 1.0 03
Fo 2F, ) ) )

Slika 12.4: Tockovno obremenjen nosilec s potekom precne sile in upogibnega momenta.

(b) Kriz je sestavljen iz treh pravokotnikov, pokonénega dimenzije ag x (b1 + ba + b3) in
dveh krakov dimenzije a1 X bs oziroma ag X bs. Postavimo koordinatni sistem v sredisce
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preseka krakov in pokonénega dela. Oc¢itno z, = 0, za y. pa velja formula

1

y=—(A A A ,
] A1+A2+A3( 11+ Agyz + Asys)

kjer je A1 = 4cm? povrsina pokonénega dela, Ay = Az = 1cm? pa povrsini krakov.

Nadalje y1 = —%cm in yo = y3 = 0. Tako dobimo y, = —%cm. Ploskovni moment

dobimo po formuli

1 1 1\? 1 1 \?
I = Eag(bl + bz + bd)?) —+ <2 — 3) Cm2A1 +2 (ualbg + <3cm) A2> .

Tu smo upostevali simetrijo levega in desnega kraka. Tako dobimo

35
I="cm*.
6
Vsavimo dobljeno v formulo o2 = %, kjer je zmax maksimalna oddaljenost od

centralne osi do roba preseka nosilca v smeri obremenitve, torej zmax = (2+%)cm = %cm.

Vstavimo izracunane vrednosti v formulo. Tako dobimo

F, 6 7
120 MPa = 70m X g5 X 108m 4 x g10—2m.

Tako dobimo Fy < 600 N.

6. Enostavno podprt vodoravni nosilec dolzine [ = 1 m je v vertikalni smeri tockovno obremenjen

_ 3l

pI'i Tr1 = £7 Ty = é in T3 = Y s silami Fl = —Z?()7 FQ = 2F() in F3 = —F().

(a)
(b)

Skiciraj potek precne sile in upogibnega momenta. Dolo¢i vrednost maksimalnega upo-
gibnega momenta.

Nosilec je votel s kvadratnim presekom dimenzij 2cm x 3cm. Doloc¢i pogoj na velikost
sile Fy tako, da bo osna napetost v nosilcu manjsa od oy = 120 MPa.

Resitev:

(a)

0.5

Prvo izracunamo sile podpor, levo ozna¢imo z A, desno z B. Iz simetrije problema sledi
A = B. Vsota vseh sil je ni¢, potem A = B = 0. Potek precne sile in upogibnega
momenta je dan na sliki. Maksimalni upogibni moment je Mpy,.x = éFo.

0.25¢
0.201

0.151

-0.5}

(b)

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.101

0.05

. 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Slika 12.5: Potek precne sile in upogibnega momenta.

Ploskovni moment pravokotnika dimenzije a X b je

a/2 b2 b/2 1 9
I'= / y dy = 2G/ yidy = —ab® = —cm?.
—a/2J-b/2 —b/2 12 2
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7. Enostavno podprt T nosilec dolzine [ = 1m je
tockovno obremenjen v navpicéni smeri pri x; = 1/4,
xo = 1/2 in x3 = 31/4 s silami Fy = 2Fy, Fy = Fy
in F3 = —Fy. Dimenzija preseka so, glej skico,
a1 = 1lcm, ap = 3cm, by = 2cm in by = 1cm.

(a) Skiciraj potek precne sile in upogibnega mo-

(b) Doloci sredisce preseka in njegov ploskovni mo-

(¢) Doloéi Fy tako, da bo maksimalna natezna na-

Osna napetost je dana s formulo o = %z Veljati mora pogoj

Mmax

Zmax S go-

Ker je zmax = % in Myax = ﬁFo, dobimo od tod neenacbo

2

= 2.16 kN.

FO S 8[0'0
la

a

b1

menta.

ment drugega reda I.
b,

petost nosilca manjsa od o¢p = 120 MPa.

az

Resitev:

(a) Prvo dolo¢imo sili podpor. Oznac¢imo levo z A, desno z B. Iz ravnovesnih enac¢b dobimo

0.4

0.3r

0.2

011

A =T7Fy/4 in B = Fy/4. Skici poteka precne sile in upogibnega momenta sta:

1.5F
1.0F
0.5¢

02__04 _ 06 08 10
-0.5¢

-1.0f

(b)

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Slika 12.6: Potek preéne sile in upogibnega momenta.

T nosilec je sestavljen iz dve pravokotnikov. Dolo¢imo prvo masno sredis¢e. Postavimo
pomozni koordinatni sistem z izhodiséem na dnu T nosilca. Koordinati masnega sredisc¢a
sta potem z; = by + %bl =2cm in z9 = %bz = 1/2cm. Plo&cini sta A; = a1b; = 2 cm?
in Ay = asby = 3cm?. Potem je masno sredisce

11

(2141 + 2245) = —cm.

=0 10

1
TOA + A,

Postavimo sedaj izhodis¢e koordinatnega sistema v izra¢unano masno sredis¢e. Novi
koordinati masnih sredis¢ pravokotnikov sta z; = 9/10cm in 2 = —3/5 cm. Ploskovni
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moment je potem

1 1
I= ﬁ(alb? +agb3) + A1 (27)? + Ag(23)? = <

(¢) Dopustno silo Fy doloc¢a neenakost

—z <
z ag.
[ >~ 00

Maksimalni upogibni moment je M = Al/4 = 7Fy/16, napetost pa je natezna na
spodnjem delu preseka, zato z = 11/10cm. Potem
16159 9920

F, < — ZZUN = 902N.
0="7 11
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