Predavanja 6. maja 2020

Prostorska deformacija

Pojem deformacije smo Ze spoznali na primeru enoosne deformacije. Tam smo uvedli pojem mera
deformacije, ki ni omejen samo na enoosno deformacijo. Ce na kratko ponovimo, spoznali smo tri
mere deformacije, relativno spremembo dolzine, relativno spremembo kvadrata dolzine in logari-
temsko mero. Mero smo nato lokalizirali z obravnavo sprememb dolzin samo na infinitezimalno
bliznje tocke. Na koncu smo nato mero Se linealizirali. Te korake bomo sedaj ponovili za prostorsko
deformacijo.

Naj bo P s koordinatami (X, Y, Z) poljubna tocka v referenénem polozaju. V izbranem koordi-
natnem sistemu lahko tocko P predstavimo s krajevnim vektorjem R. Pri deformaciji se P preslika
v tocko p v prostorskem polozaju b. Tocko p predstavimo s krajevnim vektorjem 7. Vektorja R in
7 povezuje vektor pomika U tako, da je

PF=R+U.

Razlicnim tockam pripada razlicen vektor pomika. To pomeni, da je vektor pomika funkcija refe-
ren¢nega polozaja P oziroma njegovih koordinat,

7=R+U(R).

Infinitezimalno bliznja tocka P’, ki ji pripada krajevni vektor R’ = R + dR se deformira v tocko
p’, ki ji pripada krajevni vektor

7' = R+ dR+U(R+ dR).
Potem je . . . L . Lo
R'—-R=dR in 7 —-7F=dR+U(R+dR)—-U(R). (1)

Nasa naloga je, da izraz dU = U(R + dR) — U(R) zapiSemo kot funkcijo diferenciala dR. Zapisimo
U , R in dR po komponentah. Potem je k-ta komponenta diferenciala dU enaka

AUy = Up(X + dX,Y +dY, Z + dZ) — Up(X,Y, Z)
= Up(X +dX,Y +dY,Z+dZ) — Up(X,Y +dY, Z + dZ)
Y UWX,Y +dY, Z +dZ) — Up(X,Y, Z + dZ)
+UWX,Y, Z +dZ) — Uy(X,Y, 2).

Potem je po definiciji parcialnega odvoda po X, Y in Z

o, U, U,
AU, = S (X0, Y +dY, 2 +dZ)dX + 52 (X, V1, Z + dZ)dY + 52 (XY, Z1)dZ,

kjer so X; € (X, X 4+dX), Y1 € (Y, Y+dY) in Z; € (Z,Z + dZ). Do prvega reda ’dﬁ’ natanko je

potem
_ oUy, Uy, Uy
dUy = 8—X(X,Y,Z)dX + 87Y<X7 Y, Z)dY + 87()(, Y, Z)dZ.



Enalost velja za k = 1,2, 3. Velja torej

U, oUL/OX UL JOY 0OUL/0Z] [dX
dUy | = |0U,/0X  0U, /oY 0U2/0Z| |dY (2)
dUs OUs/OX 0Us/0Y 0Us/0Z| |dZ

oziroma v kompaktnem zapisu
dU = Grad UdR,
kjer je Grad U gradient pomika, ki je v koordinatnem zapisu (2) dan z matriko parcialnih odvodov.
Velja torej
oUu,/0X 0U,/0Y 0U,/0Z
GradU = |0U,/0X 0U,/dY 0U,/0Z | . (3)
U3 /0X 0Us/0Y 0Us3/0Z

Zapis matrike je odvisen od izbire koordinatnega sistema. Tu smo zaradi enostavnosti pisave
Grad U v (3) izenadili z njegovim matri¢nim zapisom. Gradient ima veliko érko G, ker smo paricalne
odvode izracunali glede na referencne koordinate, ki jih oznac¢ujemo z velikimim ¢rkami.

Upostevajmo (2) v (1). Tako dobimo

di = 7' — 7= dR + Grad UdR = (i + Grad U)dR = FdR. (4)

Tusmo z F =1+ Grad U oznaéili gradient deformacije. Gradinet deformacije je izrac¢unan v
tocki P.

Relativna mera deformacije je

Izraza naprej ne moremo poenostaviti, zato vzemimo raje Cuchyjevo mero deformacije

2
47 |? — ’dR‘
€= —" 1.

2
’dR

Izracunajmo posebej . . B .
|d7"|2 :dF-df’zidR~£dR:dR-£T£dR.
V zadnji enakosti smo upostevali definicijo transponiranja F @ - b=a- QTZ;, ki velja za poljubna
- |2 - .
vektorja @ in b. Upostevajmo, da je ’dR‘ =dR - dR. Potem je
dR - (F"F —4)dR

€ = = =2¢- Eé, 5
’ dR - dR = )

kjer je
1
E=S(EE-1)

deformacijski tenzorin € = d]:f/ ’dﬁ ‘ Vektor ¢ je enotski vektor. Formula (5) tako doloca deforma-
cijo, relativno spremembo kvadratov dolzin, v smeri enotskega vektorja €. Vidimo, da deformacija
lokalno doloc¢ena z deformacijskim tenzorjem E. Defomacijski tenzor je brezdimenzijksi. Za majhne
deformacije vemo, da je es = 2¢;. Potem je za majhne deformacije



Izraz (6) je kvadratna forma, ki doloca relativno spremembo dolzin v smeri enotskega vektorja €.
S tem ko poznamo deformacijski tenzor, poznamo relativno spremembo dolzin v poljubni smeri.

Deformacijski tenzor je simetricen, velja ET = F oziroma

b

)
|l

Ed-b=

za poljubna vektorja @ in b. Res, identiteta i je oitno simetri¢na, simetricen pa je tudi produkt
FTF, saj je

lle

"Fi-b=Fa-Fb=a F'Fb.

Pomen komponent deformacijskega tenzorja

Podobno kot smo napetostnemu tenzorju priredili matri¢ni zapis, priredimo matri¢ni zapis tudi
deformacijskemu tenzorju. Seveda je ta zapis odvisen od izbire koordinatnega sistema. Naj bo €,
1 = 1,2, 3 kartezitna baza. Potem v tej bazi pripada deformacijskemu tenzorju E matrika z elementi
E;; =€ -E¢;. 1z (6) sledi, da so pri majhnih deformacijah diagonalni elementi E;; = ¢; - E¢;
deformacijskega tenzorja enaki relativnim spremembam dolzin v koordinatnih smereh. B
Pois¢imo Se pomen izvendiagonalnih elementov. V referenénem polozaju v izbrani tocki P € B
vzemimo dva diferenciala dR; in dR,. Tema dvema vektorjema v prostorskem polozaju po (4)
pripadata vektorja di, = F d]%l indry =F dﬁg. Kosinus kota med vektorjema dr in drs je

iy -diy  FdR,-FdR;
arlldr| |k ||Eaf)

cos p =

B dR - F'F dR,

- \JdR\ - ETEdRy\JdR, - ETEdF

B dRy - (2E + 1) dR;

\JdRy - QE+i)dByJdRs - E + ) dRs

Naj bo de = ’dﬁl‘ €1 in ng = ‘dég‘ €>. Potem sta vektorja dﬁl in ng med seboj pravokotna

in zgornji rezultat se poenostavi v

2 |afy||dRs| @ - E de

cosy =

\/’dﬁl‘Q(QEn n 1)\/‘d1§2‘2(2E22 +1)
2E12
V@E +1)y/(2E2 +1)

Za majhne deformacije je sprememba dolzin majhna, zato sta ¢lena E71; in Fas v primerjavi z 1
majhna in ju lahko v zgornji formuli zanemarimo. Tako dobimo

1
Fio =~ 3 cos (.

Upostevajmo Se, da sta v referenénem polozaju smeri pravokotni. Kot med ¢ med dr in dry potem

izrazimo kot spremembo kota ¢ = %w — Ap. Tako je

1 1 1 1
Eq &~ 5 COS(§7T —Ap) = 3 sin Ay ~ §A<p.



V zadnji enakosti smo uporabili aproksimacijo sin Ap ~ Ay, ki velja za majhne kote Ap. Podobni
sklep velja tudi za ostale pare koordinatnih smeri. Izvendiagonalni elementi so torej enaki poloviéni
spremembi kota med koordinatnimi smermi. Element F;; je pozitiven, ¢e je kot med deformiranima
smerema €; in €; oster. Ce je E;; = 0 smeri ostaneta pravokotni, za F;; < 0 pa je kot topi.
Spremembi kota pravimo tudi strizna deformacija.

Komponentam deformacijskega tenzorja smo tako v primeru majhnih deformacij nasli geome-
triski pomen. Diagonalnim elementom pravimo tudi osne deformacije, izvendiagonalnim pa strizne
deformacije. V skladu s tem pomenom komponente deformacijskega tenzorja oznac¢ujemo tudi na
sledec¢i nacin

€11 M2/2 73/2
E= |72/2 €2 723/2
713/2 723/2 €33

Komponente v;; sedaj pomenijo spremembo kotov med koordinatnimi osmi.

Sled deformacijskega tenzorja je vsota njegovih diagonalnih elementov, sl E = E11 + Faz + E33.
Sedaj bomo pokazali, da je za majhne deformacije sl E enaka relativni spremembi volumna. Zami-

slimo si v referenénem polozaju majhen paralelepiped napet na vektorje dﬁi, 1 =1,2,3. Volumen
tega paralelepipeda je AV = ‘dﬁl . (dﬁg X dﬁg)‘ = ‘(dﬁhdég,dég,)‘. Tu je (dﬁl,dﬁg,dﬁz;)

mesani produkt vektorjev dﬁi. Vektor déi se preslika v dr; = F dﬁi. Volumen deformiranega
paralelepipeda napetega na vektorje dr;, i = 1,2,3 je

Av = |dFy - (dFy x di)| = ‘gdél (EdRy x gdég)) - ](gdﬁl,gdéz,gdég) . (7)

Mesani produkt treh vektorjev je enak determinanti matrike, ki ima za stolpce komponente teh
treh vektorjev. Potem je

(Edfy, F dfty, F dfts) = det [F dFy, F df, F dRs|

kjer smo z oglatim oklepajem oznacili matriko s stolpci I d]:fi, 1 = 1,2,3. Po pravilu mnozenja
matrike z matriko je i-ti stolpec produkta dveh matrik enak produktu prve matrike z i-tim stolpcem
druge matrike. Tako je

{g ARy, FdRy, F dég] =F [dﬁl, AR, dég} .

Sedaj upostevamo, da je determinanta produkta dveh matrik enaka produktu njunih determinant.
Potem je

(EdRy, Edfy, Fdfiy)| = |det F det [dffy, dffy, dfs]| = [det £| AV,

Upostevajmo ta izra¢un v (7). Tako dobimo
Av = |det E| AV = |det(i + Grad )| AV, (8)

Formula (8) velja za poljubno deformacijo. Omejimo se sedaj na majhne deformacije. Prvo
zapisimo
1+0U,/0X oU, /Y oU,/0Z
det(i + GradU) = | 0U,/0X 1+ 0Uy/dY  8U,/0Z
- oUs/0X oUs3/9Y 14+ 0U5/0Z

Determinanto izra¢unamo kot vsoto produktov z ustreznim predznakom tako, da iz vsake vrstice
in stolpca vzamemo po en element. Potem je za majhne deformacije

det(i+ Grad U) ~ 1+ U, /X + OUs /AY + 8U3/0Z,



kjer smo zanemarili ¢lene, ki so enaki produktu dveh ali treh ¢lenov s parcialnimi odvodi komponent
U; po X, Y ali Z. Upostevajmo to v (8)

~ 140U /OX + U /OY + 0Us/0Z| AV = |1+ slE| AV = (1 + sl E)AV.
V zadnji enakosti smo upostevali, da je deformacija majhna in je zato 1 + sl £ > 0. Potem je za
majhne deformacije relativna sprememeba volumna enaka

Av — AV
AV

=sl

[isy

Infinitezimalen deformacijski tenzor

Deformacijski tenzor je dan z izrazom E = %(FTF 1), kjer je F =i+ Grad U. Potem je

(Grad U + (Grad U)T + (Grad )T Grad ﬁ) :

(NN

1 - .
E = ((i+Grad0)" (i + Grad ) - i) =

Vidimo, da je E nelinearno odvisen od pomika U. Pri velikih deformacijah moramo upostevati ne-

linearni ¢len (Grad U )T Grad U. Pri majhnih deformacijah pa lahko ta nelinearni ¢len zanemarimo.
Tenzorju brez tega Clena pravimo infinitezimalni deformacijski tenzor

€= % (Grad(_j + (Grad U)T> .

Mari¢ni zapis infinitezimalnega deformacijskega tenzorja je

oUy 1,0U; Uy 1,0U; oU3
Loy 4 90z 1 +

o0 o 2(%[]2 ox) 37 gUJ

= TR L, 207 )
E( 1 + 3) ( 2+ 3) ¥

Razloziti moramo Se, kaj sploh je majhna deformacija. Pogoj, da je deformacija majhna ni enak
pogoju, da je pomik majhen. Pomik je lahko velik, deformacija pa je Se vedno lahko majhna.
Nenazadnje, ¢e je pomik togi, je deformacija enaka ni¢ ne glede kako velik je togi pomik. Prav
tako majhen pomik, ko govorimo o majhnem pomiku mislimo na to, da je kvocient velikosti
pomika z dimenzijo telesa majhen, ne zagotavlja majhne deformacije. Spomnimo se samo na
funkcijo sin nz. OC¢itno je vedno |sinnz| < 1, njen odvod pa je lahko zelo velik za velik n. Majhna
deformacija je torej deformacija za katero je gradient pomika Grad U majhen. To pomeni, da so v
komponentnem zapisu parcialni odvodi komponent pomika majhni. Ce primerjamo deformacijski
tenzor in infinitezimalni deformacijski tenzor je

1 - o
E=c+ i(GradU)TGradU.

Pri majhnih deformacijah sta oba tenzorja majha. Razlika je v tem, da smo pri infinitezimalnem
deformacijskem tenzorju zanemarili produkt dveh majhnih koli¢in, to je ¢len (Grad U )T Grad U.
Clene, ki so enaki produktu dveh majhnih koli¢in imenujemo majhne koli¢ine drugega reda. Po-
dobno imenujemo majhne koli¢ine visjih redov. Iz znanega deformacijskega tenzorja infinitezimalni
deformacijski tenzor dobimo tako, da zanemarimo vse majhne koli¢ine drugega ali visjega reda.

Vektor pomika U smo definirali na referenénem polozaju. Definicijo UP (P) lahko prenesemo na
prostorski polozaj. Naj tocki p prostorskega polozaja pripada refrencéni polozaj P. Definirajmo
i(p) = [7(P) oziroma @(7) = U(R), kjer sta R in 7 krajevna vektorja do P in p. Upostevajmo, da
je 7= R+ U(R). Potem je

—

U —U@R)| = |UR+TU)—U(R)| = O((Grad U)U).




Tu smo s simbolom veliki O oznacili velikostni red argumenta simbola O. Ce je deformacija majhna,
se U(7) in U(R) = 4(7) malo razlikujeta. Potemtakem je pri majhnih deformacijah funkcija pomika
na prostorskem polozaju kar enaka funkciji pomika na referenénem polozaju. Velja torej

a(r) = ().

V nadaljevanju se bomo omejili na majhne deformacije in bomo tam, kjer ne bo nevarnosti za
zmedo infinitezimalni deformacijski tenzor na kratko imenovali kar deformacijski tenzor. Pomen
komponent infinitezimalnega deformacijskega tenzorja je enak pomenu komponent deformacijskega
tenzorja. Relativna sprememba dolzin v smeri enotskega vektorja € je tako enaka

€1 =¢¢é€. (9)
Za matriko infinitezimalnega deformacijskega tenzorja bomo tudi uporabljali zapis

€e1n 72/2 ms/2
e= [712/2 €2  723/2
713/2 v23/2  €a3

Primer

Pravokotnik dimenzija a x b se deformira v romboid tako kot kaze slika 1. Privzeli bomo, da je
deformacija majhna, da je Aa/b majhna koli¢ina. Na sliki zaradi boljse predstave deformacija ni
majhna. NaSa naloga je poiskati deformacijski tenzor. Nalogo bomo resili na dva nacina.

YA

Aa a

-~

Slika 1: Strizna deformacija pravokotnika.

e Prvi bo geometrijski, kjer bomo upostevali pomen komponent deformacijskega tenzorja za
majhne deformacije. Postavimo koordinatni sistem z osema X in Y v smeri stranic pravo-
kotnika, os Z pa pravokotno na ravnino XY. V smeri Z ni deformacije, zato so komponente
E3, FEo3 in F33 deformacijskega tenzorja enake ni¢c. Komponenta E7; je enaka relativni
spremembi v smeri osi X. Kot vidimo na sliki se dolzina X stranice ne spremeni, zato je
FE41 = 0. Dolo¢imo sedaj Fas. Stranica z dolzino b se deformira v stranico romboida z dolzino

b2 + (Aa)?. Potem je

B2 & (Aa)?
Foy = —VJfb(“) —1=/T+ (Aajb2 - 1. (10)
Sedaj upostevamo, da je

1
\/1—|—xz1~|—§x za x| << 1. (11)



Ta ocena sledi iz enakosti

fleo+ 1) = fla) + L@Oh €€ (om0 +)

za funkcijo f(z) = /z, o =1 in h = 2. Potem lahko (10) zapiSemo v obliki
1
Eoy = /1 + (Aa/b)2 — 1= i(Aa/b)?

Dolo¢iti moramo Se izvendiagonalni element E15. Pri majhnih deformacijah je enak poloviéni
spremembi kota med osema X in Y. Iz slike vidimo, da je

A
tan Ap = =4
b
Za majhne kote je tan Ap ~ sin Ap = Ap. Potem je
1 Aa
Eig=—-——.
12=57
Deformacijski tenzor je potemtakem enak
0 $Aa/b 0
E= %Aa/b %(Aa/b)2 0
0 0 0
Infinitezimalni deformacijski tenzor pa je
0 i1Aa/b 0
e= %Aa/b 0 0
0 0 0

Dobili smo ga iz E tako, da smo zanemarili majhne kolicine drugega reda.

Deformacijski tenzor bomo dolocili preko funkcije pomika. Iz slike vidimo, da se daljice
pravokotnika, ki so vzporedne osi X pomaknejo v desno. Pomik nara$ca linearno z Y. Na
zacetku je enak ni¢, na vrhu pa Aa. Funkcija pomika je torej

Velja torej U; = %Y in U = U3 = 0. Matrika gradient pomika je po (3) sestavljena iz
parcialnih odvodov. Edini neni¢elni parcialni odvod je

8U1 - Aa
ay b’
Potem je
0 Aa/b 0
GradU=10 0 0
0 0 0

Vidimo, da je gradient pomika konstanten oziroma neodvisen od polozaja. Deformaciji za
ketero je gradient pomika konstanten pravimo homogena deformacija.

Infinitezimalni deformacijski tenzor je

1 — —
=3 (GradU + (Grad U)T> = [1Aa/b

Ien

0 1Aa/b
0
0

o O O

0



kar se seveda ujema z resitvijo po prvi poti.

Po kratkem racunu dobimo

0 0 0
(GradU)" GradU = [0 (Aa/b)?® 0
0 0 0
Potem je
1 . . 0 1Aa/b 0
E=¢+ 5(Grad U)!' GradU = %Aoa/b %(Ag/b)Q 8

Deformacijski tenzor smo tako dolocili. Za primer njegove uporabe izracunajmo spremembo
dolzine diagonale pravokotnika. Oznac¢imo z D dolzino diagonale v referenénem polozaju in z d v
deformiranem. Iz slike hitro vidimo

D=+va2+b in d=+/(a+Aa)?+0b2= /a2 +2aAa+ b+ (Aa)2.
Relativna sprememba dolzin je

d \/a2 +2alAa +b* + (Aa)® = \/1 2aAa + (Aa)? _ alAa

:——1:
€1 D a? + b2

a? + b2 T a2

V zadnjem koraku smo uporabili aproksimacijo (11).
Poglejmo e kaksna je relativna sprememba kvadratov dolzin
d? — D? _ 2aAa+ (Aa)?
D2 - a2 + b2 :

Ponovno vidimo, da je za majhne deformacije €5 ~ 2¢;.

€y =

Sedaj izracunajmo relativno spremembo dolzine diagonale s pomocjo formul (5) in (6). Prvo
moramo dolociti enotski vektor v smeri diagonale pravokotnika. Ta je

SNV |
€= ——(a7 = —
a2+ b2 J a2+b20

Ne pozabimo, vektor smeri mora biti normiran. Potem je

9 a 0 1Aa/b 0] [a
0 0 0 0] (0
Aa
1 ¢ 9 2aAa + (Aa)?
e bl - [aAa/b+ (Aa)*/b T
0 0
Rezultat se ujema z izra¢unom po geometrijski poti.
Preverimo Se izracun relativne spremembe dolzin. Sedaj je
1 a 0 1Aa/b 0] [a
— 1
e =€ ¢c€=—F—=|b| - |3Aa/b 0 0| [b
>+ 0 o oo
1Aa
1 a 2 ala
=———|b| - |Lala/b
a2 + b2 0 2a0a/ a2 + b2’

kar se tudi ujema z ze izraCunanim.



Osnovni nacini deformacije

Podobno kot pri napetosti definiramo osnovna deformacijska stanja. Omejili se bomo na majhne
deformacije in pripadajo¢i infinitezimalni deformacijski tenzor.

1. Enoosna deformacija. To deformacijo ze poznamo. V koordinatnem sistemu, ki ima os X v
smeri osi deformacije je pomik oblike U=U, (X)7. Edini nenicelni element matrike Grad U
je element OU;/0X = dU;/dX. Tu smo parcialni odvod zamenjali z navadnim odvodom,
ker je U; funkcija samo spremenljivke X. Infinitezimalni deformacijski tenzor zapisemo z
matriko

o O O
o O O

€
e= |0
0

kjer je € = %. Deformacijski tenzor E je enake oblike, edini nenicelni element F1; pa
je F11 = e+ %62. Relativna sprememba dolzin v smeri € = e 7'+ ex) + esk je po formuli
(6) enaka ee?. O¢itno je najve¢ja deformacija v smeri osi deformacije. V kateri smeri je
najvecja sprememba kota bomo spoznali pri obravnavi ekstremalnih lastnosti deformacijskega

tenzorja.

2. Strizna deformacija. Deformacija je strizna, ¢e je sled deformacijskega tenzorja enaka nic.
Ker je sled enaka ni¢, strizna deformacija ohranja volumen. Za primer si poglejmo deforma-
cijo, ki ji bazi 7, 7in k pripada matrika

T 0 O
e=1|0 —7 O
0O 0 O

Poglejmo kaksna matrika pripada tej deformaciji v koordinatnem sistemu, ki ima bazne
vektorje 7/ = %(ﬂ—j) 7= %(—zik 7) in k' = k. Matriko v novi bazi oznac¢imo z €', njene

elemente pa z €;;. Izracunajmo

in
1 [~ o o [-1] [t
=7"ej=z|1|- |0 —7 O] |1 =31
of [0 0 0] |0 0

Ostale komponente so o¢itno enake ni¢. Iskana matrika je

0
0
0

o
Il
I
o3 o
o o N

Pri strizni deformaciji pride do spremembe kota med smerema 7/ in 7/. Kot se poveca za 27.

3. Enakomerna deformacija. Deformacijski tenzor enakomerne deformacije je € = ei. Enako-
merna deformacija povzroci relativno spremembo volumna esli = 3e. Relativne spremembe



dolzin so v vse smeri enake. Pravimo, da je deformacija izotropi¢na. Sprememb kotov ni. Naj
bosta € in f dva enotska med seboj pravokotna vektorja. Sprememba kota pri deformaciji
med smerema € in f je enaka

Ap=28-¢f=2e¢if =2 [=0,

saj sta vektorja med seboj pravokotna.

Poljubno deformacijo lahko zapisemo v obliki
= 2619i+ (e 3610 (12)
£= 3 SLe)r € 3 Sle)r ) -
Prvi del je enakomerna deformacija, drugi pa je strizna deformacija, saj je njegova sled enaka
1 ) 1 ,
sl|e— g(slg)g =sle— gslgslg =sle —sle = 0.

Tu smo upostevali, da je sled tenzorja linearna preslkava, da velja sl(a + b) = sla + slb in
slaa = asla. Tenzorju z nicelo sledjo pravimo deviatoricni tenzor. Poljubni deformacijski
tenzor lahko torej zapisemo kot vsoto enakomerne deformacije in srizne deformacije. Raz-
cep (12) velja seveda za poljubni tenzor. Poljubni tenzor lahko torej zapisemo kot vsoto
krogelnega in deviatori¢nega tenzorja.

4. Rawvninska deformacija. Deformacijsko stanje je ravninsko, ¢e obstaja tak koordinatni sistem,
da je pripadajoca matrika deformacijskega tenzorja oblike

ern ep 0 e 37 0
€ = |€12 €29 of = %’y €9 0
0 0 0 0 0 0

Ravninsko deformacijsko stanje nastopi, ko je pomik ravninski in je samo odvisen od ravnin-
skih koordinat. V ndaljevanju se bomo ve¢inoma omejili na ravninske deformacije.

Relativna sprememba dolzin v smeri enotskega vektorja € = cos ¢+ sin ¢J je po formuli (9)
enaka

cos ¢ e11 e 0] [cosep
e=¢-€e€= singo . 612 622 O singo

Cos @ €11 COS (p + €12 Sin @
sin go €12 COS + eg9 sin
2

€11 cos” p + e12sin 2¢ + ea2 sin® %)

1
= —(e11 +e2)+

5 —(e11 — ea2) cos 2p + ez sin 2¢p.

2

Ce poznamo relativno spremembo dolzin v treh smereh, potem lahko s pomoéjo zgornje
formule dolo¢imo ravninski deformacijski tenzor.

Vprasanja in naloge

1. Izracunaj parcialne odvode funkcije f(X,Y,Z) = XY?sin Z.

2. Naj bo a matrika reda 2 x 2. Z racunom pokazi, da je a - ab=aTd bza poljubna vektorja
@ in b.
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. Pokazi, da res velja sl(aa + #b) = asla + (slb.

. Opisi deformacijo. ki ima deformacijski tenzor

5 © O
o O O
S O

. Za strizno deformacijo pravokotnika a x b, kjer je a = 3cm, b = 2cm in Aa = 1 mm izracunaj
razliko med dejansko relativno spremembo dolzine diagonale in spremembo, ki jo dobimo z
uporabo deformacijskega tenzorja.
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