Predavanja 20. maja 2020

Prostorska temperaturna deformacija

Sprememba temperature za AT v izotropi¢nem materialu, v katerem je odziv v vse smeri enak,
povzroc¢i deformacijo
€= aATi. (1)

Koeficintu a pravimo koeficient termalnega raztezka in ga Ze poznamo iz obravnave enoosne defor-
macije. Deformacijo smo opisali z infinitezimalnim deformacijskim tenzorjem, saj je deformacija
za katero velja ta zveza za dopustne spremembe temperature majhna. Ker je deformacijski tenzor
deformacije (1) sfericen, deformacija ne spreminja kotov. Krogla se skréi ali raztegne v kroglo.
Sprememba temperature v prostem materialu ne povzroc¢i napetost. Do napetosti pride, ¢e se
material ne more prosto skréiti ali razsiriti. Poglejmo to na primeru.

Elasti¢na izotropi¢na kocka je vlozena v togi material. Dolo¢iti moramo napetost v kocki, ¢e se
kocka segreje za AT. Prost kocka bi se prosto razgirila, ker pa ni prosta, sprememba temperature
povzroci elasti¢no napetost, ta pa elasticno deformacijo. Deformacija kocke je tako vsota termalne
in elasti¢ne deformacije. Velja torej

€= EE + ET’
kjer je €p elasticna deformacija, ¢, pa je termalna deformacija dana z ¢ = aATi. Ker je kocka
vloZena v togi material, ki se ne deformira, je skupna deformacija € enaka ni¢. Potemtakem je

€, = —aATi.

Sedaj, ko poznamo deformacijo, napetost izracunamo po Hookovem zakonu
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ATi= —2aGATi.

Napetostno stanje je hidrostati¢no. Za primer izracunajmo tlak za aluminij za katerega je E =
69 GPa, v = 0.35, a = 23.1 x 1071/K, ki ga segrejemo za 10K. Za te vrednosti je

20GAT = 11.8 MPa.

Hookov zakon za ravninsko deformacijo in napetost

Hookov zakon za izotropi¢ni material je
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Za ravninsko napetostno stanje se (2) po komponentah glasi
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Rezultarijoca deformacija v splosnem ni ravninska, ¢len ess je lahko nenic¢elen. V primeru ravninske
deformacije lahko lahko kljub temu na (2) gledamo kot na Hookov zakon, kjer so vsi tenzorji
ravninski in pripadajoc¢e matrike dimenzije 2 x 2. Komponenta ess ne vpliva na napetostno stanje.

Poglejmo si Se ravninsko deformacijo. Iz (2) sledi
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Iz tretje enacbe izrazimo t33 = v(t11 + ta2) in vstavimo v prvo. Dobimo
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Enacbe (4), (5) in (6) so prav take enacbe kot za ravninsko deformacijo, le namesto konstant
FE in v sedaj nastopajo E’ in /. Potemtakem lahko naloge ravninske napetosti in deformacije
enotno obravnavamo, pri ravninski napetosti nastopajo dejanski materialni parametri, pri ravninski
deformaciji pa modificirani (3).



Upogib ravninskega nosilca

Nosilce smo ze obravnvali. Spoznali smo notranje koli¢ine, osno in prec¢no silo ter upogibni moment.
V okviru statike smo te koli¢ine definirali kot rezultante vpliva desnega dela nosilca na levi del
vzdolz navideznega prereza nosilca. Sedaj vemo, da je ta vpliv posledica povrsinskih sil na preseku.
Gostota povrsinskih sil je napetost, ki jo z deformacijo povezuje Hookov zakon. Na§ namen je sedaj
povezati prej spoznane notranje koli¢ine z deformcijo in napetostjo.

Omejili se bomo na ravninske nosilce. To pomeni, da ima nosilec v smeri, ki je pravokotna na to
ravnino konstantno debelino, ki ne vpliva na mehanski odziv nosilca. V skladu s to omejitvijo bomo
predpostavili, da je nosilec simetricen glede na to ravnino. Koordinatni sistem potem postavimo
tako, da je ta ravnina ravnina xz, nosilec je v smeri osi x, normala na ravnino pa kaze v smeri
osi y. Dodatno bomo predpostavili, da je nosilec v referenénem polozaju simetricen tudi glede na
ravnino xy. Ker zelimo, da je nosilec tudi v deformiranem polozaju ravninski nosilec, ga ne smemo
obremeniti izven ravnine in bomo zato predpostavili, da so vse obremenitve nosilca v ravnini zz.
Dodatno se bomo omejili na obremenitve v preéni smeri. Nalogo, kjer je nosilec obremenjen hkrati
tudi v osni smeri resimo v dveh korakih. Obremenitev razstavimo na precno in osno obremenitev.
Potem resimo nalogo za vsako obremenitev posebej in resitvi sestejemo. To lahko storimo, ker sta
obe nalogi linearni in je potemtakem vsota resitev reSitev naloge z vsoto obremenitev.

Vsak ravninski presek nosilca z ravnino yz ima geometrijsko sredisce. To je tocka, ki jo dobimo
na enak nacin kot masno srediscée lika, ki ima konstantno gostoto. Osi, ki povezuje geometrijska
sredis¢a vzdolz dolzine nosilca pravimo centralna os. Ker smo privzeli, da je nosilec simetricen
glede na ravnini zy in xz se centralna os sovpada z osjo x.

Slika 1 shematsko kaze upogib nosilca. Opazimo, da se pri upogibu nekatera vlakna podaljsajo,
nekatera pa skréijo. Konkretno, na sliki se spodnji lok podaljsa, zgornji lok pa skrajsa. To pomeni,
da v nekem vmesnem polozaju ni spremembe dolzin. Vlaknu, ki pri deformaciji ne spremeni
dolzino pravimo nevtralna os. Privzeli bomo, da se v referenénem polozaju koordinatna os x
ujema z neutralno os.

Omejili se bomo na majhne deformacije, konkretno, privzeli bomo, da se ravni preseki nosilca, ki
so v referen¢nem polozaju pravokotni na nevtralno os pri deformaciji deformirajo v ravne preseke,
ki so pravokotni na deformirano nevtralno os v deformiranem polozaju, glej sliko 1. Predpostavili
bomo tudi, da v ravninah presekov ni deformacij. Deformacija nosilca je tako v bistvu dana z
deformacijo nevtralne osi. Za homogeni nosilec bomo dodatno zahtevali, da se pri deformaciji
centralna os ujema z nevtralno. Kaj naj velja za nosilec, ki nima homogenih materialnih lastnosti
bomo Se spoznali.

Za boljsi pregled, bomo vse predpostavke zapisali na enem mestu.

e Dolzina nosilca je bistveno veéja od lateralnih dimenzij.
e Nosilec je simetricen glede na ravnini xz in zy.
e Za homogeni nosilec se nevtralna os ujema s centralno osjo.

e Ravnine pravokotne na nevtralno os v referen¢ni legi se deformirajo v ravnine, ki so pravo-
kotne na deformirano nevtralno os.

e V ravninah, ki so pravokotne na nevtralno ni deformacij.

Teorija nosilcev, ki temelji na teh predpostavkah se imenuje inZenirska teorija nosilcev. Pomen teh
predpostavk bomo spoznali v nadaljevanju.



Slika 1: Upogib nosilca, nevtralna os je oznacena ¢rtkano.

Enoosna deformacija vlaken

Izpeljali bomo enacbo za enoosno deformacijo vlaken. Slika 1 prikazuje del nosilca v deformiranem
polozaju. V referené¢nem polozaju naj ima nosilec obliko pravokotnika. Oznacenim tockam na
sliki v referenénem polozaju pripadajo tocke oznacene z velikimi ¢rkami. Vsa vlakna AgBgy, A1 B
in A; By imajo v referen¢nem polozaju enako dolzino, v deformiranem pa je dolzina vlakna asbo
krajsa, a1b; daljSa, agbg pa nespremenjena, saj vlakno AgBy lezi na nevtralni osi. Relativna
sprememba dolzine vlakna A;B;, i = 1,2 je enaka
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V zadnji enakosti smo upostevali, da je |A;1B;| = |AgBo| = |aobo|. Ozna¢imo z R razdaljo |Oay|.

V referen¢nem koordinatnem sistemu smo postavili koordinatni sistem z osjo x v smeri nevtralne
osi, os z pa smo usmerili navzdol. To¢ka Ay ima z koordinato z; > 0, tocka Ay pa 29 < 0. Ker v
ravnini preseka ni deformacij, je tocka a; oddaljena od ag za 21, tocka as pa za zs.

Iz slike 1 vidimo, da je |agbg| = |Oag|A¢p = RA¢ in |a1b1| = (R + 21)A¢. Potem iz (7) sledi

_\a1b1| :R+Zl—1=ﬁ (8)
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Enacba (8) velja za poljubno tocko nosilca, kjer z; postane z koordinata tocke.

Enoosno deformacijo povezuje Hoookov zakon z enosno napetostjo. Iz (8) tako dobimo za
poljubno tocko osno napetost o v smeri vlakna. Napetost v tocki, ki ima v referenénem polozaju

z koordinato z je

FE
=Fe=2—. 9
o e=zp (9)

Upogibni moment

Sedaj, ko poznamo osno napetost poskusimo izraziti upogibni moment z deformacijo. Naj bo A(x)
pravokotni presek na nevtralno os v deformiranem polozaju. V vsaki tocki preseka deluje napetost



dana s formulo (9) v smeri normale na presek. Ta napetost je gostota povrsinske sile na presek.
Ozna¢imo z 7/ normalo na presek A(z). Nadalje naj bo 7/ = Jin k’ =7 x 7'. Iz predpostavke,
da preseki na nevtralno os po deformaciji ostanejo pravokotni na deformirano nevtralno os sledi,
da presek A(z) lezi v ravnini baznih vektorjev 7/ in k. Izhodisée koordinatnega sistema z bazo
7,7 in k' postavimo v geometrijsko sredisce preseka, torej na nevtralno os.

Pokazimo prvo, da je povrsinska sila na preseku A = A(x) enaka ni¢. Izracunajmo

/a?’dA:E/szT’:G. (10)
A R A

V zadnji enakosti smo upostevali, da je integral enak ni¢, saj je presek simetricen glede na os z.
Dobljeni rezultat se ujema s predpostavko, da nosilec ni obremenjen v osni smeri.

Sedaj izracunajmo e upogibni moment M = M (z). Ker je povrsinska sila enaka ni¢, je upogibni
moment neodvisen od izbire pola. Za pol izberimo kar koordinatno izhodis¢e. Tako je
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Izrazu I pravimo ploskovni moment preseka drugega reda A okrog osi y. Iz izpeljave vidimo, da je
upogibni moment v smeri osi y, ker je nosilec simetricen glede na ravnini zy in zz. Formuli (11)
pravimo Fuler—Bernoullijeva enacba.

Ce kombiniramo enaécbi (9) in (11) dobimo pomembno formulo
o=—2z, (13)

ki povezuje osno napetost z upogibnim momentom. Vidimo, da z velikostjo upogibnega mo-
menta naraSca osna napetost. Kako hitro narsc¢a je odvisno od momenta I. Ploskovni moment
preseka je zato pri obravnavi nosilcev zelo pomembna koli¢ina. Opazimo tudi, da je napetost
najve¢ja/najmanjsa na robu preseka, kjer je z ekstremalen.

Ploskovni moment

Ploskovni moment drugega reda ravninskega preseka bom na kratko imenovali kar ploskovni mo-
ment. Iz definicije (12) vidimo, da je dimenzija ploskovnega momenta enaka m*. Ker je moment
integral kvadrata z koordinate, je o¢itno odvisen od postavitve koordinatnega sistema. Kako je
odvisen, bomo spoznali v kratkem. Ploskovne momente tipi¢nih presekov lahko najdemo v lite-
raturi. Kljub temu pa je koristno, ¢e jih za enostavne preseke znamo sami izra¢unati. Za primer
bomo izracunali ploskovni moment pravokotnega in kroznega preseka.

Pravokotni presek dimenzije a x b je shematsko prikazan na levi sliki slike 2. Tu smo koordinatno
os z usmerili navzdol, kot smo navajeni pri nosilcih. Ploskovni element v kartezi¢nih koordinatah
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Slika 2: Ploskovna preseka. Levo: pravokotni, desno: krozni.

yz je dA = dydz. Potem je

1, 1y b 1p 3
/z dA = /2 dy/2 zdz:2a/2 szz:2—az3 :ﬂ. (14)
1p 0 3 0 12

Pri izrac¢unu smo ploskovni integral petvorili v dvakratni integral, en integral po y, drugi pa po z.
Pri izra¢unu integrala po z smo upostevali, da je funkcija 22 soda. Iz formule za ploskovni moment
pravokotnika vidimo pomembno lastnost, visoki nosilci, velik b v primerjavi z a ima velik ploskovni
moment. Ta naraSta s tretjo potenco visine nosilca. Dvakrat visji nosilec ima osemkratno vecji
moment.

Izra¢unajmo Se ploskovni moment kroznega preseka, glej desno sliko slike 2. Za izracun integrala
bomo uporabili polarne koodinate r in ¢. Tu je ¢ kot, ki ga radij vektor do tocke s koordinatama
(y, z) oklepa z osjo y. V polarnih koordinatah je ploskovni moment enak dA = rdrdg, glej sliko,
kjer je oznacen ploskovni element. Potem je

27 0
I:/zszz/ dgzﬁ/ 22 rdr.
A 0 0

Upostevajmo, da je z = rsin¢. Potem je

27 0
I :/ sin? (bdqﬁ/ r2dr.
0 0

27 27
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Ocitno je

in ker je sin® ¢ + cos? ¢ = 1, je

27 1 27
/ sin? ¢ dep = 5 / (sin? ¢ 4 cos? ¢) d¢ = m.
0 0

Potem je




Pri konstrukciji nosilcev je zazeljeno, da je ploskovni moment ¢im veéji. Seveda primerjamo
preseke, ki imajo enako plos¢ino, saj ima v nasprotnem primeru presek z vecjo povrsino prednost.
V zvezi s tem je zanimivo vprasanje, kdo ima vecji ploskovni moment, kvadrat ali krog. Poglejmo.
Plos¢ina je predpisana, potem je a? = Ag in 7r = Ag. Izrazimo ploskovna momenta kvadrata I,
in kroga I, s povrsino. Velja

Ker je 47 > 12, ima kvadrat vec¢ji ploskovni moment.

Ker v definiciji ploskovnega momenta integriramo funkcijo z? integralu ve¢ prinesejo deli pre-
seka, ki so bolj oddaljeni od osi y oziroma je njihova z koordinata po absolutni vrednosti vecja.
Tako je smisleno namesto polnih nosilcev uporabiti votle nosilce. Pri izracunu ploskovnega mo-
menta votlega nosilca uporabimo naslednjo lastnost. Naj bosta Q; in 25 dva preseka, ki se ne
prekrivata. Potem iz lastnosti integrala sledi, da je

I U Q) = 1(Q21) + 1(Q2). (15)

Tu smo z I(2) oznacili ploskovni moment preseka 2. Velja pa Se ena lastnost. Naj bo Q1 C Qs.

Oznac¢imo razliko mnozic
92\91:{w1w692 in W¢QI}~

Potem je
J I(Q2\ ) = I(Q2) — I (). (16)

Te dve lastnosti pogostokrat uporabimo pri rac¢unanju ploskovnih momentov. Pri tem se lahko
spomnemo, da podobna lastnost velja za za racunanje masnih sredis¢ likov z izrezi.
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Slika 3: Ploskovna preseka. Levo: votli pravokotni, desno: votli krozni.

Formulo bomo uporabili za izracun votlega pravokotnega in kroznega preseka, glej sliko 3.
Zacnimo z votlim pravokotnim, glej levo sliko na sliki 3. Pravokotniku a x b smo simetri¢no izrezali
pravokotnik (a —t) x (b —t). Ce je t majhen, smo dobili tankostenski pravokotni presek. Ker
ima izrezan pravokotnik enako sredisce kot vecji pravokotnik, smemo takoj uporabiti formulo (16).
Kasneje bomo spoznali, kaj moramo prej Se narediti, ¢e pravokotnika nimata enakega sredis¢a. Po
formuli (16) je ploskovni presek votlega kvadratnega preseka enak

ab®  (a—t)(b—1)*
12 12 '



V primeru tankostenskega preseka je ¢ v primerjavi z @ in b majhen. Ce zanemarimo ¢lene ki so
sorazmerni s t? in vigjimi potencami, ploskovni moment aproksimiramo z

1 tb?
I~ E(ab3--ab3+tb3+3ab2t)::E(b%-:sa).

Za votli krozni presek, ponovno predpostavimo, da ima krozni izrez s plmerom ry — t enako
srdisce kot zunanji, je

1:%%-%-&)

Za tankostenski krozni izrez, t << rg, aproksimiramo

7r

I~ Z( o — T+ 4rdt) = it (17)

Izpeljali smo dovolj teorije, da si lahko pogledamo pomembno uporabo. Enostavno podprti

nosilec dolzine | = 1 m s tankostenskim kroznim presekom z zunanjim polmerom 2 cm je tockovno

obremenjen s silo ' = 2kN na svoji polovici. Nasa naloga je, da dolo¢imo minimalno debelino
preseka, da bo osna napetost v nosilcu pod dopustno vrednostjo og = 120 MPa.

Iskano debelino bomo doloéili z uporabo formule (13). Nalogo bomo resili v dveh korakih, prvo
bomo izracunali maksimalno vrednost upogibnega momenta. Nato bomo v formulo (13) vstavili
moment tankostenskega preseka in dolocili njegovo debelino. Iz obravnave nosilcev poznamo ma-
ksimalno vrednost upogibnega momenta za tockovno obremenjen nosilec, ki je enostavno podprt.
Maksimalna vrednost upogibnega momenta je My.x = ilF . Tu smo predpostavili, da je nosilec
obremenjen navzdol oziroma, da je F' > 0. Po formuli (13) je osna napetost odvisna od z koordnate.
Najvecja vrednost je potem dosezena pri najve¢jem z, to je na robu. Tako je

Mpax IF
Omax = ?Zmax = HTO-

V dobljen izraz vstavimo formulo (17) za ploskovni moment tankostenskega kroznega preseka.

Potem je
lF lF

47r'r8tr0 B 4rrdt’
Veljati mora oy, < 0g. Od tod dobimo pogoj
IF

Omax =

Vidimo, da je iskana debelina v primerjavo s polmerom 7y dovolj majhna, da velja tankostenski
priblizek. Ce priblizka ne bi uporabili, bi dobili enacbo, ki bi jo znali resiti samo numeriéno.

Kot receno, je pravkar resena naloga pomembna naloga pri dizajniranju nosilca. Dimenzije
nosilca, dolzino in geometriéne lastnosti preseka moramo dolociti tako, da osna sila ostane v pred-
pisanih mejah. V splosnem se lahko presek nosilca vzdolz njegove dolzine spreminja. Ker to nalogo
precej utezi, se bomo omejili na nosilec s konstantnim presekom. Naloge se lotimo po korakih.

e Prvo moramo dolo¢iti potek upogibnega momenta M (x) in poiskati, kje upogibni moment
doseze ekstremalne vrednosti.

e Za izbrano obliko nosilca moramo potem izracunati ploskovni moment in poiskati tocke na
preseku, kje je z koordinata ekstremalna.

e Izracunane ekstremalne vrednosti vstavimo v formulo (13) iz katere potem ugotovimo, ali so
napetosti za izbrano obliko in dimenzija nosilca v predpisanem obmocju.

Prvi korak ze dobro poznamo od prej. Za drugi korak, izra¢un ploskovnega momenta pa Se
nismo povedali dovolj. Pri izra¢unu votlega pravokotnega preseka smo privzeli, da ima izrez enako
sredisce kot zunanji del. Povedati moramo $e, kaj naredimo, ¢e ta pogoj ni izpolnjen. V ta namen
si poglejmo, kako je ploskovni moment odvisen od postavitve koordinatnega sistema.



Izrek o paralelnih oseh

N>

Slika 4: Paralelna koordinatna sistema.

Ploskovni moment osnovnih likov praviloma poznamo v koordinatnem sistemu, ki ima sredisce
v srediséu lika. Ce je presek sestavljen iz vecih osnovnih likov, moramo vse ploskovne momente
teh likov zapisati v koordinatnem sistemu, ki ima izhodis¢e v sredis¢u preseka. To pomeni, da
potrebujemo pravilo, ki nam zapis ploskovnega momenta iz enegea koordinatnega sistema prevede
na zapis v drugem koordinatnem sistemu. Pri tem se bomo omejili na koordinatna sistema, ki
imata vzporedne koordinatne osi, razlikujeta se samo v izhodis¢u. Iskanemu pravilu pravimo izrek
o paralelnih oseh.

Slika 4 kaze dva koordinatna sistema. Koordinatni sistem 3’2’ ima izhodisée v srediscu lika. V
tem koordinatnem sistemu je ploskovni moment enak z I’. Koordinatni sistem yz ima izhodisce
v drugi tocki, osi pa ima enako usmerjen kot prvi. Splosnega primera, ko so smeri koordinatnih
sistemov razlicne ne bomo obravnavali. V koordinatnem sistemu yz ima sredisce lika koordinati
Ys N 2. Zveza med koordinatama poljubne tocke je

/
z2=zy+ 2.

V koordinatnem sistemu yz je moment enak

I:/szA:/(z*—i—z’)QdA:zf/dA+2z*/z'dA+/Z’QdA.
A A A A A

V drugem in tretjem integralu smo z, zapisali pred integral, ker je z, konstanta. Upostevajmo, da

je
/dA:|A| in /z’dA:O7
A A

saj je v koordinatnem sistemu y’z’ sredisce lika v izhodis¢u tega koordinatnega sistema. Tako
dobimo
I=22Al+T. (18)

Vprasanja in naloge

1. Izra¢unaj relativno sprememebo volumna bakrene kocke, ki jo segrejemo za AT = 10°C.



. Za ravninsko defrmacijo dolo¢i modificiran Youngov modul in Poissonov koli¢nik za baker,
aluminij in beton. Njihovi Poissonovi koli¢niki so 0.32, 0.33 in 0.1.

. Razmisli, da formula (8) velja tudi, e se nosilec upogne navzgor.

. Primerjaj momenta votlega in polnega kvadratna preseka, ki imata enako povrsino.
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