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Ravninska deformacija

Omejili se bomo na infinitezimalno deformacijo. Deformacijski tenzor ravninske deformacije lahko
zapiSemo z matriko dimenzije 2 x 2
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Prednost prve pisave je, da matrika e po strukturi zapisa splo$na simetri¢cna matrika dimenzije

2 x 2, prednost druge, inzenirske pisave pa, da imajo elementi zapisa svoj neposredni deformacijski
pomen.

Ekstremalne lastnosti deformacijskega tenzorja

Pri obravnavi ekstremalnih latnosti bomo raje uporabili splosni zapis. Zanima nas v kateri smeri
€ = cos '+ siny j'je relativna sprememba dolzin najveéja. S formulo, zanima nas v kateri smeri
ima forma

e=¢l@)=¢-¢ec
ekstremalne vrednosti.

Obliko te forme ze poznamo, ko smo obravnavali ekstremalne lastnosti napetostnega tenzorja.
Tam je vlogo vektorja smeri € imela normala na ravnino preseka, namesto deformacijskega tenzorja
je nastopal napetostni tenzor, zanimala pa nas je smer ekstremalne normalne napetosti. Vse kar
moramo narediti pri iskanju ekstremalne relativne spremembe dolzin je, da uporabimo rezultate
ekstremalnih lastnosti napetostneega tenzorja in tam dobljene rezultate ustrezno prevedemo na
deformacijo. Potemtakem velja:

e V smeri € = cos @'+ sin ¢ J'je relativna sprememba dolzine enaka

1 1 :
€= 5(611 +e) + 5(611 — €22) CoS 2 + €12 5in 2¢. (1)

e Maksimalna relativna sprememba dolzine je

1
€max = B} (611 + e22 + \/(611 —e)? + 46%2)
in nastopi v smeri € = oS Ymax ¥ + Sin Ymax 7, Kjer je

2e19 n {0 €11 = €22

1
= — arctan
Pmax 2 71'/2 e11 < €29.

€11 — €22
Tu so e;; komponente deformacijskega tenzorja ¢ v bazi 7, 7.

e Minimalna relativna sprememba dolzine je

1
€min = B (611 + e22 — \/(611 —e22)% + 46%2) .

Minimalna relativna sprememba dolzine nastopi v smeri ¢min = @max + %W.



Poglejmo se, kako je z ekstremalno spremembo kotov. Vemo, da izvendiagonalni element ma-
tricnega zapisa deformacijskega tenzorja predstavlja polovico spremembe kota med koordinatnima
osema v smeri 7in 7. Prav tako poznamo pomen izvendiagonalnega elementa napetostnega tenzorja
ravninskega napetostnega stanja, je natanko komponenta strizne napetosti. Potemtakem velja:

e Sprememba kota med pravokotnima vektorjema € = cos @'+ sin ¢ 7'in f: —sinp7+cosp )
je enaka
v = —(e11 — e22) sin 2¢ + 2e15 cos 2.

e Maksimalna sprememba kota je

_ 2
Ymax = \/(ell - 822)2 + 4612 = €max — €min>

minimalna pa

Ymin = —\/(611 — €92)? + 4e2,.

e Smeri ekstremalne spremembe kota oklepata kot 7/4 s smerema ekstremalne spremembe
relativnih dolzin.

e Ugotoviti moramo e, v kateri smeri je sprememba najvecja in v kateri najmanjsa. Ce
zapiSemo ¢ = 0 — 7/4 potem je

v = (e11 — ea2) sin 20 + 2e;5 cos 26.

Dobili smo izraz, ki je enak bistvenemu delu v (1). Maksimum je torej dosezen pri €pax, ki
je dan z (2). Potemtakem nastopi maksimalna spremeba kota pri

1 2e12 T 0 e11 > €22
max = Omax — /4 = = [ arctan ——— — — | + 3
Pma & / 2 ( €11 — €29 2> {W/Q e11 < eon. ( )

Dobljeno formulo lahko Se preoblikujemo. Vemo, da je

tan o — tan 8

tan(aa — ) = ———.
( 8) 1+ tanatan
Potem je o — 8 = 7/2, ¢e je tan 8 = —1/tan« oziroma 8 = —arctan(1/tan ) + km, kjer
lahko k& omejimo na k € {—1,0}. Potem je a — /2 = —arctan(1l/tana) + kx. V naSem
primeru, ko je
2612
o = arctan
€11 — €22
sledi
2e s 2e -t €90 — €
arctan — 2 — = = — arctan (tan (arctan 12)) + k7 = arctan ==L 4 k.
€11 — €22 €11 — €22 €12

Dolociti moramo e k € N. Ce imata eqy in e17 — €5 enak predznak, lezi leva stran zgornje
enakosti na intervalu (—2,0). Desna stran lezi na tem intervalu za k = 0. Ce imata razliéni
predzank, lezi leva stran na intervalu (—m, —%W). Za enakost mora potem veljati £k = —1.
Primer e15 = 0 obravnavamo posebej. Ce jeep =01in exn > €11, je k = —1, pri eas < €17 pa

k = 0. Tako lahko (3) prepiSemo v

2e12/(e11 — €22) >0
e12 =0 In e1; > eon
2e12/(e11 —€22) <0
e1s =0 in e <egn

- (4)

2e12 2 |1 e <ex

1 ez2—en 7w )05 e1n > ez T
Pmax = 3 arctan ——— + — - =
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Minimalna sprememba nastopi v smeri
™

@min = Pmax + D)

Podobno kot smo ekstremalne lastnosti napetostnega tenzorja upodobili z Mohrovo kroznico,
ekstremalne lastnosti deformacije upodobimo z Mohrovo kroznico. Poglejmo to na primeru.

Primer

Naredili bomo primere za vse moznosti, ki nastopajo v (4). Zacnimo s primerom ej; > eay in

612>0.Najb0
N
201 -3

2
kjer je €y pozitivna konstanta, ki zagotavlja, da matrika e res pripada infinitezimalno majhni
deformaciji. Ker je sled deformacijskega tenzorja enaka né¢ je to strizna deformacija. Po formulah
za ekstremalno relativno spremembo relativnih dolzin hitro dobimo € = —1 in €4, = 1.
Smer maksimalne deformacije je @max = 7/12, smer maksimalne spremembe kota pa @max =
—m /6. Morhova kroznica za ta primer je leva slika na sliki 1. Pozitivni predzank kota pomeni, da
maksimalno smer iS§¢emo v smeri urinega kazalca, negativni pa v obratni smeri.

—y 1 14

2 2
1 1
2 Ymax 2 Vmax

2¢ p(e11,e12) p(e11,612) 2¢
26 c m .
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Slika 1: Mohrove kroznice, primer ey > 0. Levo ej; > es2, desno e11 < e29.

Naslednji je primer ej; < eg9 in ejo > 0, kjer je
NE S
2% 1 V3T
Ekstremalne vrednosti so enake, smeri pa sta @max = 57/12 in Ppax = 7/6. Vidimo, da sta sedaj
oba kota pozitivna.
Poglejmo Se primera z negativnim izvendiagonalnim elementom, glej sliko 2.
LS ] L [
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2
Za e11 > egg sta kota pmax = —7/12 In Gax = —7/3. V primeru €11 < €92 pa je @max = 7m/12
in Gmax = /3.

e =
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Slika 2: Mohrove kroznice, primer ey < 0. Levo ej; > eg2, desno e11 < e9s.

Posplosen Hookov zakon

Pri enoosni deformaciji je linearna zveza med napetostjo ¢ in deformacijo ¢ dana s Hookovim
zakonom ¢ = Fe. V primeru prostorske deformacije in napetostnega stanja sta deformacija in
napetost tenzorja. Njuni linearni zvezi pravimo posplosen Hookov zakon. Podobno kot pri enoosni
deformaciji posplosen Hookov zakon velja samo za majhne deformacije, ko so elementi deformacij-
skega tenzorja po absolutni vrednosti manjsi od 0.005. V danem koordinatnem sistemu v katerem
pripadata deformaciji in napetosti matriki s komponentami t;; in ey, 4, j,k,1 € {1,2,3} linerano
zvezo med napetostjo in deformacijo izrazimo z

3
tij = Z Cijrient = Cijrieri- (5)
k=1

V zadnji enakosti smo uporabili zapis, ki mu pravimo sumacijski dogovor. Ta pravi, da indekse
simbolov, ki se dvakrat ponovijo smatramo za tekoce indekse in jih seStejemo po njihovih vre-
dnostih. Po tem dogovoru smo v zadnji enakosti v (5) izpustili znak za vsoto po indeksih k in
[ po vrednostih od 1 do 3. Primer uporabe sumacijskega dogovora, pravimo mu tudi sumacijska
konvencija, je sled tenzorja. Vsoto diagonalnih elementov tenzorja s komponentami e;; po tem
dogovoru zapisemo z sl e = e;;. Sumacijski dogovor bomo uporabljali le ob¢asno, posebej tam, kjer
bomo z njim Zeleli poenostaviti izgled formule.

Zveza (5) pravi, da je vsaka komponenta napetostnega tenzorja t;; linearno odvisna od kom-
ponent deformacijskega tenzorja. Koeficienti Cjjj; so konstantni, ¢e je material homogen, in so
funkcije polozaja, ¢e je material heterogen. V okviru predmeta se bomo posvetili predvsem ho-
mogenim materialom. Koeficientom Cjji; pravimo elasti¢ni koeficienti. Ti koeficienti so dejansko
komponente elasti¢nega tenzorja. Ker ima ta tenzor stiri komponente, je to tenzor cetrtega reda.
Pravimo mu elasti¢ni tenzor in ga ozanc¢ujemo s C. Tenzorski zapis posplosenega Hookovega zakona
je tako B

t=

I

ie.
Operacija ozna¢ena z dvopi¢jem pomeni natanko to kar je zapisano po komponentah v (5). Tej
operaciji pravimo dvojna kontrakcija.

Zveza (5) priredi deformaciji napetost. Ce je ta zveza linearna, je linearna tudi zveza, ki
napetosti priredi deformacijo

eij = Sijkithl-



Tu smo uporabili sumacijsko konvencijo. Pripadajoc¢i tenzorski zapis je

e=3:¢t
Tenzorju S pravimo podajnsotni tenzor. O¢itno je sta si elasticni in podajnostni tenzor med seboj
inverzna.

Ker je C tenzor Cetrtega reda in ker indeksi tecejo od 1 do 3 sklepamo, da ima elasti¢ni tenzor
3% = 81 komponent Cjjx;. Hitro pa lahko ugotovimo, da vse te komponente niso med seboj
neodvisne. Tenzorja napetosti in elasti¢nosti sta simetri¢na tenzorja, velja t;; = t;; in e;; = ej;.
Potem in (5) sledi, da velja
Cijkt = Cjirt = Cijik.-

Pravimo, da je elasticen tenzor simetricen v prvem in drugem paru indeksov. Prav tako je podaj-
nostni tenzor simetricen v prvem in drugem paru indeksov. Poleg te simetije, ki ji prvimo tudi
mala simetrija imata tako elasti¢ni in podajnostni tenzor Se glavno simetrijo

Cijrt = Chuijs Sijkt = Shiij-

tenzorjem z obema simetrijama pravimo simetri¢na tenzorja. Elasti¢ni in podajnostni tenzor sta
tako simetri¢na tenzorja cetrtega reda.

Glavna simetrija elasti¢nega tenzorja je posledica elasti¢nosti. Elasti¢nost dejansko pomeni, da
je delo, ki ga opravijo povrsinske sile na del telesa pri deformaciji v zaprtem krogu od nedefor-
miranega polozaja do deformiranega in nazaj v prvotni nedeformiran polozaj enako ni¢. Gostota
povrsinske sile, to je napetostni tenzor, je funkcija deformacije. In ¢e je delo v zaprtem krogu
enako ni¢, obstaja funkcija U = U(e), ki ji pravimo gostota elasti¢na enrgija, tako da je

oU
= 6
J aeij ( )
oziroma v tenzorskem zapisu
o
z 8§ :

V posebnem primeru enoosnega napetostno/deformacijskega stanja je o0 = Ee in U = %EGQ. 1z
zveze (5) in (6) potem vidimo, da je

oty 0 oU 02U

861@[ - 8ekl Beij - 561']'6619[.

Cijrl =
Tu smo v zadnji enakosti uporabili simbol za dvakratno parcialno odvajanje. Iz matematike je
znano, da vrstni red zaporednih parcialnih odvodov gladkih funkcijni ni pomemben. Velja torej

PU U
8%86“ B 8ek18eij’

od tod pa ze vidimo, da je Cj;xi = Chiij-

Prestejmo sedaj Stevilo neodvisnih komponent elastiénega tenzorja. Iz male simetrije sledi, da je
neodvisnih samo 6 parov prvih in 6 parov drugih indeksov. To pomeni, da ima zaradi male simetrije
elasti¢ni tenzor 6 x 6 = 36 neodvisnih komponent. Po glavni simetriji pa lahko zamenjamo vrstni
red obeh parov. Hitro vidimo, da je vseh neodvisnih parov 21. Elasti¢ni in podajnostni tenzor
iamta tako 21 neodvisnih komponent.



Voigtov zapis

Voigtov zapis je zapis posplosenega Hookovega zakona z matriko reda 6 x 6. Ta zapis sledi ze iz
male simetrije elasti¢nega ali podajnostnega tenzorja. Matriki napetostnega tenzorja t priredimo
stolpec neodvisnih komponent

13
12
matriki deformacijskega e tenzorja pa stolpec
e11 €1
€22 €2
€11 €12 €13 €33 €3
e = [e12 €22 €23 2623 = o3 =F.

€13 €23 €33 %e13 Vi3
2e19 M2

Pri prevedbi deformacije v stolpec smo uporabili inzenirski zapis, ki se v inzenirski literaturi
veCinoma uporablja. Slaba stran te uporabe je, da predpisa kako napetostnemu in deformacij-
skemu tenzorju priredimo stolpec nista enaka. Ta razlika potem porusi simetrijo med elasticnim
in podajnostnim tenzorjem v Voigtovem zapisu.

S stolpcema T in E posplosen Hookov zakon zapisemo v obliki 7' = C E, kje je C matrika
dimenzije 6 x 6. Zaradi glavne simetrije je ta matrika simetricna. Posplosen Hookov zakon v
Voigtovem zapisu je tako

t11 Ci1 €12 Ci3 Ci4 Ci5 Cig €11

tao Ci2 C22 C23 C24 C25 C26 €22

t33 _ |C13 C23 €33 C34 C35 C36 €33 (7)
to3 C14 C24 C34 C44 C45 C4p 2e03 |

t13 C15 C25 €35 C45 Cs55 Cs6 2e13

12 C16 C26 C36 C46 C56 Co6| |2€12

Splosne zveze med komponentami elasti¢nega tenzorja Cjjk; in elementi matrike ¢;; ne bomo na-
vajali. S primerjavo zapisov hitro vidimo naprimer, da je c11 = Ci111, c12 = Ci1922 in ¢16 = Ci112
in tako naprej. Pri zadnji enakosti nam prav pride, da ima v stolpcu E komponenta ey faktor 2.
Pripadajoci Voigtov zapis za podajnostni tenzor je

€11 S11 S12 S13 S14  S15  S16 t11
€22 S12 S22 823 S24 S25  S26 oo
€33 | _ [S513 S23 S33 S34 S35 S36 t33 (8)
2e03 S14 S24 S34 S44  S45 S46 to3
2e13 815 825 835 S45 S55 S56| |t13
2eq2 S16  S26 S36  S46 Ss56 566 t12

Posplosen Hookov zakon je ima 21 materialnih parametrov. To je veliko Sevilo in teoreticni
model s tako velikim $tevilom parametrov ni kaj prida. Kmalu pa bomo videli, da lahko pogostokrat
Hookov zakon zapisemo z bistveno manjsim stevilom parametrov, v idealnem primeru samo z
dvema.



Simetrije elasti¢cnega tenzorja

Kot ze dobro vemo, je komponentni zapis tenzorja odvisen od izbire koordinatnega sistema. Ce se
Hookov zakon v koordinatnem sistemu z baznimi vektorji 7, 7'in k glasi

ti; = Cijki€rl,
se v koordinatnem sistemu z baznimi vektorji 7/, 7/ in k' glasi

I /
ti; = Cijki€rr-

Monoklini¢na simetrija

Privzemimo, da novo bazo dobimo iz prvotne z zrcaljenjem preko ravnine xy. To pomeni, da je
7 =17 7' =7in k' = —k. V novi bazi se Hookov zakon glasi ti; = Cijpel- V primeru, ko
je Gl = Cijwi, torej v primeru, ko ima elasti¢ni tenzor v tej novi bazi enake komponete kot v
prvotni bazi, pravimo, da je elasti¢en tenzor invarianten za to zrcaljenje oziroma, da ima zrcalno
simetrijo. Materialom, ki imajo eno zrcalno simetrijo pravimo monoklini¢ni materiali. Poglejmo
kaj ta simerija pomeni za komponente elasticnega tenzorja.

Pisimo €; =7, €, = Jin €3 = k ter podobno za & =7/, &, =7"in & = k. Vemo, da je
ti; =€ -tej,
kjer je t matrika komponent, ki pripadajo tenzorju napetosti t v bazi €;. 1z zgornjega zapisa hitro
vidimo, da se spremenijo samo komponente t;;, kjer je samo eden od indeksov enak 3, drugi pa
razlicen od 3. Potem je
t/13 = —t13 in t123 = —t23,

vse ostale komponente pa so nespremenjene. Na prav enak na¢in ugotovimo, da je
/ _ / _ . ! _ / _ / _ / _
€13 = —€13, €93 = —€23 1 €17 = €11, €99 = €22, €33 = €33, €19 = €12.
Zapisimo sedaj Hookov zakon za t1; v stari in novi bazi
t11 = c11e11 + C12€22 + c13€33 + 2c14€23 + 2c15€13 + 2C16€12, 9)
in
th =t11 = cr1€); + craehy + C13€ha + 2¢1a€h5 + 2¢15€) 5 + 2c16€”
11 = t11 = C11€éyqy 12€22 13€33 14€23 15€13 16€12
= ci1e11 + c12€22 + c13€33 — 2c14€23 — 2c15€13 + 2C16€12. (10)
Odstejmo (10) od (9). Tako dobimo
0 = 4cyge23 + 4ci5e13.

Ker mora ta enakost veljati za poljubno deformacijo, naprimer za strizni deformaciji v ravnini yz
in xz, sledi, da je
C14 = C15 = 0. (11)

Na podoben nacin pokazemo Se, da je
Co4 = Co5 = €34 = C35 = 46 = C56 = 0. (12)
Poglejmo Se komponenti to3 in t13. Pri tem upostevajmo (11) in (12). Velja

123 = c14€11 + C24€22 + C34€33 + 2C44€23 + 2c45€13 + 2c46€12 = 2Ca4€23 + 2¢45€13, (13)



in
thy = —to3 = C14€]] + C2a€hy + C34€55 + 2Ca4€h3 + 2c45€] 5 + 2C46€] 5
= c14€11 + Ca4€22 + C34€33 — 2Caa€23 — 2¢45€13 + 2¢a6€12 = —2c4q€23 — 2¢y5€13.  (14)
Vidimo, da sta enacbi (13) in (14) ekvivalentni in zato ne prinasata novega pogoja.
Za monoklini¢ni material v koordinatnem sistemu, kjer je ravnina xy ravnina zrcalne simetrije
veljajo za komponente enacbe (11) in (12). Pripadajoca matrika v Voigtovem zapisu je

ci1 ci2 c3 0 0 ci
cr2 c2 c23 0 0 cop
c13 c23 ¢33 0 0 c36
0 0 0 Cq4 C45 0
0 0 0 C45 Cs5 0
cie ¢ ¢ 0 0 cep

Monokliniéni material ima 13 neodvisnih parametrov.

Ortotropic¢na simetrija
Material je ortotropicen, ¢e ima dve med seboj pravokotni ravnini zrcalne simetrije. Naj bosta to
ravnini zy in xz. Na podoben naéin kot prej sedaj sledi, da je poleg (11) in (12) tudi
c16 = C26 = 36 = €45 = 0.
Elasti¢ni tenzor ortotropi¢nega material v Voigtovem zapisu je potem oblike

C11 C12 C13 0 0 0
c12 ¢ c3 0 0 0

_|ciz c3 e33 0 0 0
C= 0 0 0 cyqg O 0 (15)

0 0 0 0 Cs5 0

0 0 0 0 0 C66

Velja poudariti, da je v zgornjem zapisu koordinatni sistem usklajen z ortotropi¢no simetrijo.
V poljubnem koordinatnem sistemu je matrika elasti¢nega tenzorja ortotropi¢nega materiala pra-
viloma polna matrika brez nic¢el. Dolocitev koordiantnega sistema, ki je usklajen z ortotropi¢no
simetrijo ra¢unsko ni trivialen. Pomembna lastnost ortotropi¢nega materiala je, da osna defor-
macija v smeri normale na ravnino zrcalne simetrije povzro¢i samo normalno napetost, strizna
deformacija v ravnini zrcalne simetrije pa samo strizno napetost v tej ravnini. To vidimo iz (7).
Obstoj treh takih med seboj pravokotnih ravnin zagotavlja, da ima material ortotropi¢no simetrijo.

Ortotropi¢ni material ima 9 neodvisnih parametrov. Opazimo, da ima matrika C enako obliko,
¢e je material zrcalnih simetricen glede na ravnini xy in yz namesto glede na zy in zz. Do-
datna ravnina zrcalne simetrije ne zmanjsa Stevilo parametrov. Pomembem primer materiala z
ortotropi¢no simetrijo je les, njegove mehanske lastnosti so bistveno odvisne od smeri. V smeri
celuloznih vlaken, ki lesu dajajo trdnost je les precej bolj tog kot v precni smeri. To smo spoznali
ze v tabeli Youngovih modulov.

Podajnostni tenzor ima enako simetrijo kot elasti¢ni tenzor. Podajnostni tenzor za ortotropicni
material v Voigtovem zapsu zapiSsemo v obliki

1/E1 —V12/E2 —V13/E3 0 0 0
—1/21/E1 1/E2 —1/23/E3 0 0 0
S — —1/31/E1 —1/32/E2 1/E3 0 0 0
0 0 0 1/ 23 0 0
0 0 0 0 1/ws O

0 0 0 0 0 1/



Stevilom FE; pravimo Youngovi moduli, v;; Poissonovi koli¢niki, p;; pa strizni moduli. Indeksi ¢ in
J tecejo po mnozici {1,2,3}. Za Poissonove koli¢nike veljajo zveze

Vi V21 Vi3 V31 V23 V32

E, E Es E’ E3 E
Neodvisni parametri so tako Ey, Es, E3, v12, 13, Va3, [12, H13 In po3. Njihov pomen razberemo
iz enoosnega in striznega testa.

Izra¢unajmo deformacijo, ki jo povzro¢i enoosno napetostno stanje v smeri osi z. Po formuli
(8) je

€11 1/E1 —1/12/E2 —V13/E3 0 0 0 g
€99 —V21/E1 1/E2 —V23/E3 0 0 0 0
€33 _ 71/31/E1 71/32/E2 1/E3 0 0 0 0
2ea3 0 0 0 1/pas 0 0 0
2613 0 0 0 0 1/,[1,13 0 0
2e19 0 0 0 0 0  1/mz] |0
Potem je
o V21 V31
= — = —— = —— 1
€11 B’ €22 B g, €33 = El (16)

Vidimo, da je F7 Youngov modul v smeri osi x, Fo v smeri osi y in E3 v smeri z. Kvocienta osnih

deformacij (16) sta

€22 . €33

— = —lV91 1M —— = —Vl31.

€11 €11
Poissonov koli¢nik torej pove koliksna je relativna sprememba dolzine v lateralni smeri glede na osno
deformacijo. Pri raztegu v osni smeri se material praviloma skréi v lateralni smeri, pri skréitvi v
osni smeri pa raztegne v lateralni smeri. Zato je Poissonov koli¢nik praviloma pozitiven. Obstajajo
pa posebni materiali, pravimo jim auksetini materiali, ki se obnasajo ravno nasprotno in imajo tako

negativni Poissonov koli¢nik. Dopustne vrednosti Poissonovega koli¢nika bomo spoznali kasneje.

Poglejmo kaksno deformacijo povzroci strizno napetostno stanje. Naj bo edina nenic¢elna kom-
ponenta napetostnega tenzorja komponenta t12. Potem po (8) sledi

1
2e19 = —112 = t12 = 2p12€12.
H12

Strizni modul torej povezuje z zgornjo enacbo strizno napetost in strizno deformacijo. V prin-
cipu lahko tako materialne parametre ortotropicnega materiala dolo¢imo s tremi osnimi in tremi
striznimi preizkusi.

Kubic¢na simetrija

Poleg zrcalne simetrije obstajajo tudi rotacijske simetrije. Primer je kubi¢na simetrija. Naj za
komponente elasticnega tenzorja v danem koordinatnem sistemu velja, da se ne spremenijo, ¢e
zasukamo koordinatni sistem okrog poljubne koordinatne osi za veckratnik pravega kota. Konkre-
tno, ce zavrtlmo koordinatni sistem z baznimi vektorji 7, 7'in k okrog osi k za kot 7, je nova baza
7 =7, =—7in k' = k. Podobne relacije veljajo za ostale rotacije za polni kot okrog 7 in 7.
Hitro lahko vidimo, podobno kot pri ortotropi¢nem materialu, da ima elasti¢ni tenzor materiala s
kubi¢no simetrijo enako obliko kot ortotropicen material. Velja pa Se ve¢. Ortotropi¢en material
ima 9 neodvisnih parametrov, kubi¢ni pa samo tri, saj morajo biti njegove komponente invariantne

tudi za rotacije za pravi kot.



=/

Pri rotaciji za pravi kot okrog osi k je nova baza oblike 7/ = 7, 7/ = —7in k' =k Poglejmo

kaj to pomeni za komponente napetostnega in deformacijskega tenzorja. Izracunajmo

tha=7"th' =7 th = ts,
ty=1"t]" =7
Podobne formule veljajo za komponente deformacijskega tenzorja.

Sedaj izra¢unajmo T'=CFE

t11 ci1 c2 ¢z 0 0 0 e11 c11€11 + Ci2€22 + C13€33
22 cl2 ¢ c3 0 0 0 €22 c12€11 + Ca2e22 + Cazess
ta3| _|c13 c3 c33 0 0 O e33 | _ |cizerr + cazeas + c33e33
tas| | O 0 0 cug O 0 2ex3| 2c44€03
t13 0 0 0 0 Cs5 0 2613 2655613
tlg 0 0 0 0 0 Ce6 2612 2066612
inT' =C'E'=CEFE, Kkijedan z
tlll C11 C12 Ci3 0 0 0 6/11 0116/11 + 6126/22 + 013€é3
t/22 Ci12 Co2 C23 0 0 0 6/22 0126/11 + 6226/22 + 023633
tég _ C13 €23 C33 0 0 0 6:’33 _ 0136/11 + 0236/22 + 033633
/23 0 0 0 Cq4 0 0 26’23 2(3446/23
/13 0 0 0 0 Cs5 0 26’13 26556’13
t/12 0 0 0 0 0 C66 26’12 26666,12

Uporabimo v (19) transformacijske formule (17) za t}; in e;;. Tako dobimo

ta2 c11€22 + C12€11 + C13€33
t11 Ci2€22 + C22€11 + Ca3€s3
t33 C13€22 + C23€11 + C33€33
—t13| —2cy4€13

t23 2¢55€23

—t12 —2cepC12

Sedaj primerjajmo (18) in (20). Primerjavo zapiSemo s sistemom enacb

ci1€11 + Ci2€22 + C13€33 = Ci12€22 + C22€11 + C23€33
c12€11 + Cag€22 + Ca3€33 = Ci1€22 + C12€11 + C13€33
C13€11 + C23€22 + C33€33 = C13€22 + C23€11 + C33€33
2cq4€23 = 2c55€23
2c55€13 = 2C44€13

2ce6€12 = 2C66€12-
Resitev sistema (21) za poljubno deformacijo je

€11 = C22, C44 = C55 I C13 = Co3.
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Upostevajmo Se, da so za material s kubi¢no simetrijo komponente elasticnega tenzorja invari-
antne za rotacije za pravi kot tudi okrog osi 7'in 7. Iz vseh rotacijskih simetrij potem sledi

c11 = C22 = €33, C44 = C55 = Cep 1IN C13 = C23 = C12.

Elasti¢ni tenzor materiala s kubi¢no simetrijo ima tako samo tri neodvisne parametre, njegov
Voigtov zapis pa je

ci1 ¢z ¢z 0 0

ci2 ci1 ¢z 0 0

C- |Gz c2 cn 0 0

0 0 0 Caq 0

0 0 0 0 C44

0 0 0 0 0 Ca4

S O o oo

Za material s kubi¢no simetrijo je Youngov modul enak v vseh treh smereh. Prav tako so enaki
strizni moduli in Poissonovi koli¢niki. Ta ugotovitev seveda velja samo v smereh, ki se sovpadajo
z rotacijskimi osmi. Neodvisni materialni parametri so tako Youngov modul, Poissonov koli¢nik in
strizni modul. Tipi¢ni materiali s kubi¢no simetrijo so kovinski materiali.

Tranzverzalna simetrija

Material ima tranzverzalno simetrijo, ¢e ima eno ravnino zrcalne simetrije in rotacijsko simetrijo
za poljubni kot okrog normale na ravnino zrcalne simetrije. Te dve simetriji zagotavljata, da
ima elastiéni tenzor tranzverzalno simetricnega materiala obliko (15). Zaradi dodatne rotacijske
simetrije pa vsi ti koeficienti niso neodvisni.

Naj bo ravnina zrcalne simetrije ravnina xy, os rotacijske simetrije pa os k. Rotacija okrog osi
k za kot /4 prevede staro bazo v novo bazo

. . 1
thy =7"-t7" = §(f11 — 212 + ta2),
the = k' th' = tss,

- 1
tyy =7 th' = —=(—t13 + t23),

V2

L, 1
t’lgzz’-tk’zﬁ(tlgﬂgg),
|
thy = /-tjlzi(—tu + to2). (22)

Podobne formule veljajo za komponente deformacijskega tenzorja. Potem je po Hookovem zakonu

1
thy = 5(7511 + 2t19 + t29)
1 1
= 5(011611 + ci2e22 + ci3€33) + 2c66€12 + = (C12e11 + Cazeaa + cazess)

2
1 1 1
= 5(611 +ci2)en + 5(012 + ca)eas + 5(013 + c23)ess + 2cg6€12 (23)

11



Po drugi strani pa je

!/ !/ / /
t11 = crieyq + Ci2egy + 1333

1 1
5611(611 +2e19 +e99) + 5012(611 — 2e12 + e22) + ci3es3

1 1
= 2(011 +ciz)enn + 5(011 + ci2)ea + cizess + (ci1 — ciz2)ers. (24)

Primerjajmo (23) in (24). Enakosti (23) in (24) hkrati veljata za poljubno deformacijo natanko
takrat, ko je

. 1
C11 = C22, C13 = C23 1M Cgp = 5(611 - 612)~

Poglejmo Se, kako je s strizno komponento napetosti. Velja

1
(t13 + to3) =

., = —
13 \/§

1
%(2055613 + 2cq4e23).
Po drugi strani pa je

1
t/13 = 20446/13 = 26445(613 + 623).
Enakosti sta hkrati zadosceni za poljubno deformacijo, ¢e je

C44 = C55.

S tem smo dejansko v celoti izkoristili rotacijsko simetrijo za doloc¢itev vezi med komponentami
elasticnega tenzorja. Izkaze se, da z rotacijo okrog osi k za poljubni kot ne dobimo novih pogojev.

Elasti¢ni tenzor tranzverzalno izotropi¢nega materiala ima tako pet neodvisnih konstant. Splosna
oblika elasti¢nega tenzorja je

ci1 ci2 c3 0

ci2 c11 c3 0
_|ez ez e33O0
C= 0 0 0 cyq
0 0 0 0 Cq4

0 0 0 0 0 (011 — 012)/2

0
0
0
0

(e el e B e B an)

Vidimo, da lahko strizni modul w12 tranzverzalno izotropi¢nega materiala zapiSemo kot funkcijo
Youngovega modula F; in Poissonovega koli¢nika v15. Materiale z vlaknasto strukturo v fiksni
smeri pogostokrat obravnavamo kot tranzverzalno izotropi¢ne materiale.

Izotropija

Material je izotropicen, ¢e je v vse smeri enak. To pomeni, da je tranzverzalno simetricen za
poljubno os, oziroma, da je elastiCen tenzor invarianten za poljubno rotacijo. Izotropi¢en tenzor
je hkrati kubi¢en in tranzverzalno simetri¢en. Potemtakem ima izotropi¢en material samo dva
neodvisna parametra, splosna oblika elasti¢nega tenzorja pa je

C11 Ci12 Ci12 0 0 0
Ci2 C11 Ci12 0 0 0
C— Ci12 C12 C11 0 0 0
o 0 0 0 (611 — 612)/2 0 0
0 0 0 0 (611 — 012)/2 0
0 0 0 0 0 (c11 — ¢12)/2

12



Youngov modul v poljubni smeri je enak, enaki so tudi Poissonovi koli¢niki za poljubni par smeri
in enaki so tudi strizni moduli. Podajnostni tenzor izotropi¢nega materiala je

1VE —v/E —v/E 0 0 0
-v/E 1/E —v/E 0 0 0
_|\-v/E —v/E 1/F 0 0 0
S= 0 0 0 1/G 0 0 (25)
0 0 0 0 1/G 0
0 0 o 0 0 1/G

Tu smo z G zapisali strizni modul.

Pois¢imo se zvezo med striznim modulom in Youngovim modulom. Ker stolpca napetosti 7" in
deformacije E nista po strukturi enaka, matrika S ni inverz matrike C in tudi zveza é = %(% +%)

ne velja. Zvezo 2e15 = Sggt12 prepiSimo v ejp = is%?tu. To je po obliki enaka zveza kot
t12 = cge2e12. Potem je
1 1 1/1 n v 1+v
—S = —— = — E— E— =
477 4G 2\E " E 2F
in B
G=———. 26
2(1+v) (26)

Neodvisna materialna parametra izotropi¢nega materiala sta tako F in v.

Pkazimo sedaj, da lahko posplosen Hookov zakon za izotropi¢en material zapiS§emo v obliko

1
e=—lt— Zslti (27)
Res, upostevajmo (25). Velja
1 1 1
t1 = Feu %622 — %633 = —gyen — %(611 + ega +e33) = ;Veu — %Slg

Dobljena enakost potrjuje valjavnost (27) za t1;. Podobno dokazemo da enakost velja tudi za tog
in t33. Preverimo veljavonst $e za izvendiagonalne elemente. Dovolj je preveriti za t12. Po (27) je

1+v

tig = 15 li2,
po (25) in (26) pa je
1 2(1 4 v)
€12 G2 E 12,

kar se po krajsanju z 2 ujema s predhodno enakostjo. Zveza (27) torej res velja. ¢

Pois¢imo Se obratno zvezo, ki dani deformaciji priredi napetost. Prvo pois¢imo zvezo med
sledema napetostnega in deformacijskega tenzorja. Iz (27) sledi

1+v v ) 1+v  3v 1-2v
sle = 7 slngslgslgf < = E> slt = 5 slt. (28)
Potem iz (27) dobimo
PP ( + Zslt )
z 1 + v E E s :g :
Upostevajmo (27). Tako je
E vE .
t= €+ slei. (29)

1+v= (1+v)(1-2v) ==

13



Dobljeno zvezo pogostokrat prepisemo v obliko

t=2pe+ Aslei, (30)
kjer je
E . vE
HECEsayy M AT Aoy

Koeficientoma g in A pravimo Lamejeva koeficienta.

Ce je napetostno stanje hidrostatic¢no, L = —pi, sledi iz (28), da je

3(1—2v)p

le=—
Sg 5

oziroma
E |
=——"—=5
P=730 - w)
Sled deformacijskega tenzorja je enaka relativni spremembi volumna. Pri enakomerni kompresiji,
ko je p > 0, se volumen zmanjsa. To pomeni, da mora biti koeficient

o

E
T3 —2)
ki mu pravimo kompresijski modul, pozitiven. It tega pogoja sledi, da je v < % V limiti v —
mora biti kompresija za spremembo volumna neskonéno velika. To pomeni, da vrednost v =
ustreza nestisljivemu materialu. Ker mora biti tudi strizni modul pozitiven, dobimo iz (26), da je
v > —1. Potemtakem je Poissonov kolicnik omejen z

(NI I

—1<v<

1
<3 (31)

Eksperimentalno je Poissonov koli¢nik tezko natan¢no izmeriti, ker so spremembe volumna ali la-
teralne dimenzije v obmocju linearne elasti¢nosti majhne. Tipi¢na vrednost Poissonovega koli¢nika
za kovine je priblizno 0.3.

Vprasanja in naloge

1. Za funkcijo f(z,y) = (x + y)? izracunaj druge odvode 9*f/dx?, 9> f/0x0y in 82 f /dy>.
2. Zapisi koeficiente c1; s komponentami elasti¢nega tenzorja.
3. Pokazi, da je za monoklini¢ni material cg4 = cg5 = 0.

4. Pokazi, da tretja ravnina zrcalne simetrije ne vpliva ne zmanjsa Stevilo neodvisnih parametrov
monoklini¢nega materiala.

5. Zapisi elasti¢ni tenzor tranzverzalno izotropi¢nega materiala v koodinatnem sistemu, kjer je
matrika elasti¢nega tenzorja invarianta za rotacije okrog osi 7.

6. Dokazi, da velja (27) za tog in t33.

7. Poisci vrednosti Poissonovega kolicnika za nekatere konkretne materiale.
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