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PoGLaviIE 1

Pregled nekaterih osnovnih pojmov

V prvem poglavju bomo pregledali nekatere osnovne pojme iz teorije grup in
teorije gladkih mnogoterosti, ki jih bomo potrebovali pri Studiju Liejevih grup.
Dodatne zglede, kot tudi dokaze nekaterih rezultatov iz razdelkov 1.2.9 in 1.2.10,
lahko $tudent najde na primer v knjigi [4]. Pri tem pregledu predpostavljamo, da
Student pozna linearno algebro ter analizo funkcij ve¢ realnih spremenljivk, vkljuéno
z izrekom o inverzni funkeciji.

1.1. Grupe

1.1.1. Definicija in prvi zgledi. Grupa je mnozica G, opremljena z operacijo
w=pg:GxG—= G, (z,y) — xy, za katero velja:
(i) z(yz) = (zy)z za vse z,y,z € G,
(ii) obstaja tak e € G, da je ex = ze =z za vsak x € G, in
(iii) za vsak z € G obstaja tak x7! € G, dajezaz™! =z 1z =e.

Grupa G je komutativna (oziroma abelova), Ce je vy = yx za vse x,y € G.

KOMENTAR 1.1. Lastnost (i) imenujemo asociativnost. Element e = eg ime-
nujemo nevtralni element (oziroma identiteta ali enota) grupe G, element x=! =
u(x) = tq(x) pa je inverzni element elementa x v G. Nevtralni element ter inverzni
elementi so z lastnostima (ii) in (iii) enoli¢no doloceni, za poljubna z,y € G pa
velja (z71) "t =z ter (xy)~ ! =y oL

ZGLED 1.2. (1) Mnozice Z™, R™ in C™ so abelove grupe za sestevanje, za vsako
naravno stevilo n € N.

(2) Splosna linearna grupa stopnje n nad R je mnoZica realnih obrnljivih matrik
dimenzije n X n,

GL(n,R) = {4 € Mat(n x n,R) | det A # 0},

z operacijo mnoZenja matrik. Za n = 1 je to grupa R* = R\ {0} vseh nenicelnih
realnih stevil za mnozenje.

Podobno definiramo splosno linearno grupo stopnje n nad C kot mnozico kom-
pleksnih obrnljivih matrik dimenzije n x n,

GL(n,C) = {4 € Mat(n x n,C) | det A # 0},

7z operacijo mnozenja matrik. Za n = 1 je to grupa C* = C\ {0} vseh nenicelnih
kompleksnih S$tevil za mnozenje.

(3) Simetricna grupa Sym(M) na poljubni mnozici M je mnozZica vse bijek-
cij M — M z operacijo kompozicije. Za poljubno naravno Stevilo n oznac¢imo
Sym(n) = Sym({1,2,...,n}).

Podgrupa grupe G je podmnozica H C G, za katero je
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2 1. PREGLED NEKATERIH OSNOVNIH POJMOV

(i) eq € H,
(ii) za poljubna z,y € H je xy € H, in
(iii) za vsak z € H je 2! € H.

KOMENTAR 1.3. Podgrupa H grupe G je torej tudi grupa sama zase, in sicer
za operacijo py = pc|uxH, ob tem pa velja ey = eq ter 1y = tg|y. To, da je H
podgrupa grupe G, s simbolom zapisemo kot H < G.

ZGLED 1.4. (1) Velja Z™ < R™ < C" za vsako naravno stevilo n.

(2) Kroznica S = {z € C | |z| = 1} je podgrupa grupe C*.

(3) Za vsako naravno stevilo n je mnozica kompleksnih n-tih korenov enote
eCl|k=0,1,...,n—1}

2rwik

e’

podgrupa grupe S*.

(4) Ker je R podobseg obsega C, velja GL(n,R) < GL(n, C).

1.1.2. Homomorfizmi grup. Preslikava ¢ : H — G med grupama H in G
je homomorfizem grup, ¢e za poljubna z,y € H velja ¢(zy) = ¢(x)o(y).

KOMENTAR 1.5. Za vsak homomorfizem grup ¢ : H — G in za vsak v € H
velja tudi ¢(eg) = eq in ¢p(x™1) = ¢(x) L.
Naj bo ¢ : H — G homomorfizem grup. Jedro homomorfizma ¢ je podgrupa
ker¢p ={x € H| ¢(z) = e} < H,
njegova slika pa je podgrupa
imgp={¢(z)|zec H} <G.
Homomorfizem ¢ je
(i) monomorfizem, Ce je injektiven,
) epimorfizem, Ce je surjektiven,
(iii) izomorfizem, Ce je bijekcija,
) endomorfizem, ¢e je H = G, ter
) avtomorfizem, Ce je bijekcija in je hkrati H = G.
Ni tezko videti, da je ¢ monomorfizem ce, in samo ce, je njegovo jedro trivialno
(torej ker¢p = {e}). Kompozicija izomorfizmov grup je spet izomorfizem grup.
Inverz izomorfizma grup je prav tako izomorfizem grup. Dve grupi sta izomorfni,

Ce obstaja kakSen izomorfizem med njima. Mnozica Aut(G) vseh avtomorfizmov
grupe G je podgrupa simetri¢ne grupe na mnozici G,

Aut(G) < Sym(G).
ZGLED 1.6. (1) Determinanta kot preslikava
det : GL(n,R) — R*
je epimorfizem grup. Jedro tega epimorfizma je specialna linearna grupa stopnje n
nad R, ki jo oznacimo z
SL(n,R) = {A € Mat(n x n,R) | det A =1}.
Podobno je
det : GL(n,C) — C*
epimorfizem grup, katerega jedro je specialna linearna grupa stopnje n nad C,
SL(n,C) = {A € Mat(n xn,C) | det A = 1}.
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Pri tem velja SL(n,R) < SL(n, C).

(2) S predpisom ¢(t) = e®™ je definirana preslikava ¢ : R — S, ki je epimorfi-
zem med abelovo grupo R za sestevanje in kroznico S, ki je podgrupa grupe C* in
v kateri je operacija dana z mnoZzenjem kompleksnih stevil. Jedro tega epimorfizma
je grupa celih stevil Z.

Naj bo G grupa in « € G. Preslikavo L, : G — G, dano s predpisom

imenujemo leva translacija z elementom = na G. Ta preslikava je bijekcija z in-
verzom (L)™' = L,-1. Se ve¢, velja L, = id in LyoL, = L,,. Preslikava
G — Sym(G), dana s predpisom

x> Ly,

je monomorfizem grup.
Preslikavo R, : G — G, dano s predpisom

imenujemo desna translacija z elementom x na G. Tudi ta preslikava je bijekcija,
njen inverz je enak R,-: in velja R, = id ter R,oR, = R,,. Preslikava G —
Sym(G), dana s predpisom
x— R,-1,
je monomorfizem grup.
Preslikavo C, : G — G, dano s predpisom

Cm(y) = iCinil,

imenujemo konjugiranje z elementom xz na G. Ta preslikava je avtomorfizem grupe
G, pri tem pa velja C, = Ly oR,-1 = R,-1 0L,. Preslikava G — Aut(G), dana s
predpisom
x = Cy,
je homomorfizem grup, katerega jedro imenujemo center grupe G in oznacimo
Z(G) ={x € G| vy = yz za vsak y € G} < G.

Grupa G je abelova Ce, in samo ¢e, je Z(G) = G.

1.1.3. Produkt grup. Naj bosta G in H grupi. Na kartezi¢nem produktu
mnozic G in H,

Gx H={(z,y) |z € G, ye H},

definiramo operacijo s predpisom

(2, 9)(2,w) = (22, yw).
S to operacijo G x H postane grupa, ki jo imenujemo produkt grup G in H. Pri tem
sta projekciji pr; : G x H — G in pry : G x H — H epimorfizma grup. Vlozitvi
inc; : G — G x H ter incs : H — G x H, ki sta dani s predpisoma incy (z) = (z, €)
ter inca(y) = (e, y), sta monomorfizma grup.
Za poljubni grupi G in H velja
Z(G x H) =7Z(G) x Z(H).

Produkt G x H je torej abelova grupa ¢e, in samo ¢e, sta grupi G in H obe abelovi.
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ZGLED 1.7. Za poljubno naravno stevilo n je n-torus produkt n kopij kroznice
St
" = (SH)" =8 x ... x St
in je torej abelova grupa.

1.1.4. Odseki grupe po podgrupi in kvocientna grupa. Fkvivalencna
relacijo na mnozici M je dana s podmnozico R C M x M, za katero velja:
(i) (z,z) € R,
(i) ¢e (z,y) € R, potem (y,x) € R, in
(iii) ¢e (z,y), (y,2) € R, potem (z,2) € R,
za vse x,y,z € M. Navadno za to, da je (z,y) € R, uporabljamo okrajSavo xRy
(tedaj pravimo, da je x v relaciji R z y). Ekvivalencni razred elementa x € M je
podmnozica
[zlr = [2] ={y € M | 2Ry} C M.
Mnozica vseh ekvivalenénih razredov relacije R na M,
M/R = {[z]r | x € M},
je dekompozicija (oziroma particija) mnozice M. To pomeni, da je M/R druzina
nepraznih paroma disjunktnih podmnozic mnozice M, katere unija je cel M. Vsaka
dekompozicija mnozice M pripada natanko dolo¢eni ekvivalencéni relaciji na M:
element x € M je v relaciji z elementom y € M cCe, in samo ée, sta x in y elementa
iste podmnozice iz dekompozicije.
Mnozico M /R véasih imenujemo tudi kvocientna mnoZica mnozice M glede na
relacijo R, medtem ko surjektivni funkciji 7g = 7 : M — M/R, dani s predpisom

mr(2) = [7]r,
pravimo kvocientna projekcija relacije R.
ZGLED 1.8. Naj bo f : M — @ surjektivna funkcija. Viakno funkcije f nad
tocko ¢ € @ je mnozica f~*({q}) C M. Vsa vlakna funkcije f definirajo dekom-

pozicijo mnozice M. Za pripadajoco ekvivalenc¢no relacijo R torej velja, da je xRy
e, in samo Ce, je f(z) = f(y). Ekvivalen¢ni razred elementa x € M je vlakno

m(z) =[] = T ({f(2)}).
Obstaja natanko ena funkcija f:M/R — Q, za katero velja f om = f. Dana je s
predpisom f([z]) = f(z) in je bijekcija. Mnozico M /R lahko torej v tem primeru
na naraven nacin identificiramo z mnozico Q.

Naj bo G grupa in K njena podgrupa. Za vsak x € G mnozico
zK={xz|2e K} =L,(K)CG
imenujemo levi odsek grupe G po podgrupi K skozi z. Ni se tezko prepricati, da za
poljubna z,y € G velja:
(i) ¢e 27y € K, potem 2K = yK, in
(i) e 7'y ¢ K, potem 2K NyK = ().
Odtod sledi, da levi odseki sestavljajo dekompozicijo
G/K ={zK |z € G}
grupe G. Pripadajoco kvocientno projekcijo oznacimo z
Tk =7:G— G/K.
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Za z,y € G je torej mx(x) = mx (y) ¢e, in samo e, je vy € K.
Podobno definiramo tudi desne odseke grupe G po podgrupi K skozi x kot
mnozice

Kr={zz]|z€ K} =R,(K) CG.

Tudi ti sestavljajo dekompozicijo grupe G, ki pa v splosnem ni enaka dekompoziciji
z levimi odseki. Kadar je to res, torej kadar je

K =Kx

za vsak x € G, pravimo, da je K normalna podgrupa oziroma podgrupa edinka grupe
G, in ozna¢imo K < G. Drugace povedano, podgrupa K je podgrupa edinka grupe
G, ¢e velja tKz~ ! = K oziroma

C.(K) =K

za vsak ¢ € G. Ni tezko preveriti, da je jedro poljubnega homomorfizma grup
G — L podgrupa edinka grupe G.
Naj bo K podgrupa edinka grupe G. Na mnozici G/K definiramo mnoZenje

(zK)(yK) = (zy) K.

Iz enakost levih in desnih odsekov grupe G po podgrupi edinki K sledi, da je s tem
res dobro definirana operacija, s katero G/ K postane grupa. Kvocientna projekcija

kG — G/K

je epimorfizem grup, za katerega je ker g = K. Grupo G/K imenujemo kvocientna
grupa grupe G po podgrupi edinki K.

TRDITEV 1.9. Naj bo K podgrupa edinka grupe G in ¢ : G — L homomorfizem
grup, za katerega je K < ker¢. Tedaj obstaja natanko en homomorfizem grup
¢:G/K — L, za katerega je ¢ o = ¢.

GLL

| 4

G/K

Pri tem je ¢ epimorfizem ce, in samo ce, je ¢ epimorfizem. Homomorfizem ¢ je
monomorfizem ce, in samo ce, velja K = ker ¢.

KOMENTAR 1.10. Homomorfizem ¢ seveda definiramo s predpisom ¢(zK) =
¢(x). Navedene lastnosti tega homomorfizma sledijo direktno iz definicij.

ZGLED 1.11. (1) Jedro epimorfizma grup ¢ : R — S, ¢(t) = €™, je grupa
celih stevil Z. Odtod sledi, da ¢ inducira izomorfizem grup med R/Z in S!.

(2) Naj bo n naravno $tevilo. Jedro homomorfizma grup ¢ : Z — S, ¢(k) =
e%, je grupa nZ vseh celih veckratnikov stevila n. Slika homomorfizma ¢ je grupa
kompleksnih n-tih korenov enote. Homomorfizem ¢ nam torej inducira izomorfizem

med grupo Z/nZ in grupo kompleksnih n-tih korenov enote.
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1.2. Gladke mnogoterosti

1.2.1. Gladke funkcije ve¢ realnih spremenljivk. Za dano naravno Ste-
vilo n so elementi evklidskega prostora R™ urejene n-terice r = (r1,...,r,) realnih
stevil. Funkcija f : U — R, definirana na odprti podmnozici U prostora R"”, je
gladka, ¢e v vsaki toc¢ki a € U obstajajo vsi parcialni odvodi

k
A —

orj, -+ 0rj,
in so zvezni kot funkcije U — R, za vse j1,...,jr = 1,...,nink =0,1,.... Mnozica
c>(U)
vseh taksnih funkcij je zaprta za seStevanje in mnozenje funkcij. Za gladke funkcije
vrstni red parcialnih odvodov ni pomemben, zato lahko parcialne odvode oznac¢imo
krajse kot
ol f ol f
a) = s (a),
or? ory™---0ry*
kjer je v = (v1,...,V,) urejena n-terica nenegativnih celih Stevil (torej vy, ..., v, €
No = NU{0}) in |v| = v1 + -+ + vp. Prvi parcialni odvodi sestavljajo gradient
funkcije f v tocki a, ki ga oznac¢imo z
of of
Vf(a)= (— a),...,—
f(a) o ) or.
Vektorska funkcija ¢ = (g1,...,9m) : U — R™ je gladka, ¢e so vse njene
komponente g1, . .., g, gladke funkcije. Vektorski prostor vseh gladkih funkcij U —
R™ oznacimo z

(a)) € R™.

C*®(U,R™).
Odvod gladke funkcije g € C*°(U,R™) v toc¢ki a € U je realna (Jacobijeva) matrika
dimenzije m X n, sestavljena iz prvih parcialnih odvodov,

(dg)a = [gij (a)L,j € Mat(m x n, R).

Odvod (dg), kot linearna preslikava R™ — R™ je enoli¢no dolofen s pogojem

i 9@+ 1) = 9(a) = (dg)a(h)

=0.
h—0 ‘h|

Smerni odvod funkcije g v tocki a in v smeri vektorja v € R™ lahko izra¢unamo kot
gla+tv) —g(a)
t

Posebej seveda velja (0,9)(a) = ((8ug1)(a), .- ., (Ougm)(a)) in
_ 99 (09 9gm )
- 87'] (a) - (87'] ((Z), R 87"] (a) ’
kjer e; oznacuje j-ti standardni bazni vektor prostora R".
Za odvod velja verizno pravilo: ¢e je h : W — RF Se ena gladka funkcija,

definirana na odprti podmnozici W prostora R™, potem je tudi kompozicija funkcij
hog=hogls—1w) gladka funkcija in velja

d(hog)a = (dh)g(a)(d9)a

(0v9)(a) = lim = (dg)a(v) € R™.

(aejg)a

za vsak a € g~ L(W).
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Preslikava g : U — V med odprtima podmnozicama U,V C R™ je difeomor-
fizem, Ce je gladka bijekcija z gladkim inverzom. Iz veriznega pravila sledi, da je
v tem primeru det(dg), # 0 za vsak a € U. Izrek o inverzni funkciji nam pove
obratno:

TRDITEV 1.12. Naj bo U odprta podmnoZica prostora R™, a € U in g €
C>=(U,R™). Ce je det(dg), # 0, potem obstaja taksna odprta podmnoZica V pro-
stora R™, da je a € V C U, da je g(V) odprta podmnoZica prostora R™ in da je
preslikava glyv : V — g(V) difeomorfizem.

Graf gladke realne funkcije dveh spremenljivk si predstavljamo kot ploskev v
prostoru R3, lahko pa ploskev v R® podamo kot mnozZico resitev neke enacbe, na
primer kot mnozico nicel primerne gladke realne funkcije treh spremenljivk. Tako
denimo kroznico v ravnini lahko podamo kot mnozico reitev enacbe 22 + 3% =1,
ne moremo pa je v celoti predstaviti kot graf funkcije.

Splogneje, ¢e je U odprta podmnoZica prostora R"™ ™ inso g1, ..., gm € C°(U),
nas zanima mnozica resitev N C R™*™ sistema m enacb za n + m neznank:

gl(rl,...,rn+m) :0

Im(r1y s Tnem) =0

Izrek o implicitni funkciji pove, da lokalno v majhni okolici neke tocke p € N lahko
N predstavimo kot graf funkcije nekih n spremenljivk, primerno izbranih izmed
spremenljivk 71, ..., 7 4m, a to pod pogojem, da so gradienti Vg1 (p),..., Vgm(p)
linearno neodvisni. Bolj natanc¢no, izrek o implicitni funkciji pove:

TRDITEV 1.13. Naj bo U odprta podmnoZica prostora R xR™ = R"*™ (a,b) €
U, g € C®(U,R™). Ce so vektorji

dg
arn-&- 1

@b)..... =20 (ab)

ey
OTngm

linearno neodvisni, potem obstaja odprta okolica Uy C U tocke (a,b) v R™ x R™ ter
odprti podmnozici V.C R™ ter W C R™, tako da je preslikava G : Uy — R™ x R™,
dana s predpisom

G(z,y) = (z,9(z,y)),

difeomorfizem med Uy in mnoZico V. x W. Inverz G™' : V. x W — Uy je dan s
predpisom

Gil(‘r?z) = (z,fz(x)),
kjer je f, € C°(V,R™), in velja
g(a:,fz(a:)) =z
za vsak x € V in vsak z € W.

KOMENTAR 1.14. Drugace povedano, izrek o implicitni funkciji pove, da lahko
na majhni okolici Uy tocke (a, b) s pomocjo difeomorfizma G spremenimo koordinate
(z,y) v nove koordinate (z, z), glede na katere se g izrazi kot projekcija: komutira
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torej diagram:

U0—>V><W

N

Za poljuben z € W (in posebej za z = g(a7 b)) je mnozica resitev enacbe g(x,y) = z
lokalno na mnozici Uy enaka grafu gladke funkcije f, : V" — R™.

1.2.2. Lokalne karte in gladki atlasi. Na poljubni podmnozici prostora
R™ pa tudi na poljubnem metri¢cnem prostoru M, imamo definiran pojem odprte
podmnozice - to so tiste podmnozice prostora M, ki jih lahko zapisemo kot unijo
neke druzine odprtih krogel v M. Za druzino O vseh odprtih podmnozic prostora
M velja:

(i) 0,M € O,
(ii) ¢e U,V € O, potem UNV € O, in

(iii) ¢e {Ux | A€ A} C O, potem o, Ux € O.

Splosneje, poljubno druzino O, sestavljeno iz podmnozic mnozice M, ki zadosca
pogojem (i)-(iii), imenujemo topologija na mnozici M. Topoloski prostor je mnoZica
M z izbrano topologijo na njej. Elemente topologije prostora M imenujemo odprte
podmnozice topoloskega prostora M, njihove komplemente pa zaprte podmnozice.
Podmnozica U topoloskega prostora M je okolica tocke p € U, e obstaja taksna
odprta podmnozica V prostora M, dajepeV C U.

Topologki prostor M je Hausdorffov, ¢e za poljubni dve razli¢ni tocki p,q € M
lahko najdemo okolico U tocke p ter okolico V' tocke ¢ v M, da velja U NV = ().

Topoloski prostor M je 2-steven, Ce obstaja taksna Stevna druzina B odprtih
podmnozic v M, da vsako odprto podmnozico prostora M lahko zapisemo kot unijo
neke poddruzine druzine B.

ZGLED 1.15. (1) Vsak metri¢ni prostor je Hausdorffov topoloski prostor. Vsaka
podmnozica M C R” je 2-Steven metri¢ni prostor.

(2) Naj bo M topoloski prostor in N podmnozica prostora M. Topologija O
prostora M inducira topologijo O|y na N s predpisom

Oly ={UNN | U € 0}.

Vsaka podmnozica topoloskega prostora je torej spet topologki prostor. Ce je M
2-Steven ali Hausdorffov, potem je tak tudi N.

Preslikava g : N — M med topoloskimi prostori je zvezna, Ce je za vsako odprto
podmnozico U prostora M njena praslika g~ (U) odprta podmnozica prostora N.
V primeru preslikave med metri¢nimi prostori se ta definicija ujema z obic¢ajno
definicijo zveznosti z uporabo metrike. Preslikava g : N — M je homeomorfizem,
Ce je zvezna bijekcija in je njen inverz tudi zvezen. Kompozicija zveznih preslikav
je spet zvezna preslikava, kompozicija homeomorfizmov je spet homeomorfizem.

Lokalna karta dimenzije m € Ny na topoloskem prostoru M je injektivna pre-
slikava

w:U—R™
definirana na odprti podmnozici U C M, ki ima odprto sliko ¢(U) v prostoru
R™ in ki nam da homeomorfizem med U in ¢(U). Komponente lokalne karte
o =(x1,...,%y) imenujemo tudi lokalne koordinate na M.
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Dve taksni lokalni karti na M, ¢ : U — R™ in 9 : V — R™, sta gladko
kompatibilni, ¢e je preslikava

@loav) o (lunv) ™ U NV) = HUNV)

difeomorfizem med odprtima podmnozicama v R™. To preslikavo imenujemo tudi
prehodna preslikava med lokalnima kartama ¢ in ¢.

Gladek atlas dimenzije m na M je druzina {¢, : Uy — R™ | a € A} paroma
gladko kompatibilnih lokalnih kart na M, za katero je J,c 4, Ua = M. Za tak gladek
atlas ozna¢imo pgo = (¢glv.nu,) © (Palv.nu,) ™!, ter opazimo, da za poljuben
a € o (Us NUg NU,) velja py5(pala)) = pyala), za vse o, 5,7 € A.

Gladek altas dimenzije m na M je maksimalen, ¢e vsebuje vsako lokalno karto
na M, ki je gladko kompatibilna z vsemi lokalnimi kartami iz tega atlasa. Maksi-
malen gladek atlas dimenzije m na M imenujemo tudi gladka struktura dimenzije
m na M. Vsak gladek atlas {¢, | @ € A} na M je poddruzina natanko enega
maksimalnega gladkega atlasa, ki ga dobimo tako, da atlasu {¢, | « € A} dodamo
vse lokalne karte na M, ki so gladko kompatibilne z vsemi lokalnimi kartami ¢,
a € A. Vsak gladek atlas na M torej natanko dolo¢i (generira) maksimalen gladek
atlas na M.

Gladka mnogoterost dimenzije m je Hausdorffov 2-Steven topoloski prostor M,
opremljen z maksimalnim gladkim atlasom dimenzije m na M.

KOMENTAR 1.16. (1) Gladke mnogoterosti bomo na kratko imenovali kar mno-
goterosti, lokalne karte iz maksimalnega gladkega atlasa mnogoterosti M pa lokalne
karte na mnogoterosti M. Gladek atlas na M, ki je sestavljen iz lokalnih kart na
mnogoterosti M, na kratko imenujemo atlas na mnogoterosti M. Vsak tak atlas
je torej poddruzina (podatlas) maksimalnega gladkega atlasa mnogoterosti M. Di-
menzijo mnogoterosti M oznac¢imo z dim M.

Iz prakti¢nih razlogov je v vecini konkretnih primerov seveda koristno, da
gladko strukturo mmnogoterosti opisemo z atlasom, v katerem je ¢im manj lokal-
nih kart.

(2) Opazimo lahko, da je za vsako lokalno karto ¢ : U — R™ na mnogoterosti
M in za vsako odprto podmnozico V- C U v M tudi zozitev ¢|y : V — R™ lokalna
karta na mnogoterosti M.

(3) Za vsako lokalno karto ¢ : U — R™ na mnogoterosti M in poljuben difeo-
morfizem g : V' — W med odprtima podmnozicama prostora R™ tudi g o ¢[,-1(v)
lokalna karta na mnogoterosti M.

(4) Lokalno karto dimenzije m bi lahko definirali tudi na poljubni mnozici, in
sicer kot injektivno preslikavo ¢ : U — R™, katere slika je odprta podmnozica
prostora R™. Dve taksni lokalni karti ¢ : U — R™ in ¢ : V — R™ na mnozici M
sta gladko kompatibilni, ¢e sta mnozici (U NV) in $(U NV) odprti v R™ in je
preslikava

(Ivav) o (plunv) ™ U NV) = U NV)

difeomorfizem. Na podlagi tega lahko analogno kot prej na topoloskem prostoru
zdaj tudi na mnozici definiramo pojem (maksimalnega) gladkega atlasa. TakSen
(maksimalen) gladek atlas {¢q : Uy = R™ | & € A} nam tedaj inducira topologijo
na mnozici M s predpisom, da je podmnozica U mnozice M odprta, ¢e je oo (UNUy)
odprta podmnozica prostora R™ za vsak a € A. Ce je dobljeni topoloski prostor
M Hausdorffov in 2-Steven, potem je M z maksimalnim gladkim atlasom gladka
mnogoterost.
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Opazimo lahko, da je M Hausdorffov prostor e, in samo ¢e, lahko za poljubni
razliéni tocki z,y € M najdemo lokalni karti o : U — R™ in 9 : V — R™ iz
maksimalnega gladkega atlasa, da veljax € U,y € Vin UNV = .

Topoloski prostor M je 2-Steven e, in samo ¢e, ima maksimalen gladek atlas
na M vsaj en Steven podatlas na M. (Ce ta pogoj velja, potem pravimo, da je
maksimalen atlas Stevno generiran.)

ZGLED 1.17. (1) Prostor R™ je seveda prvi primer gladke mnogoterosti dimen-
zije m, za poljuben m. Gladek atlas na njem je dan z eno samo lokalno karto, to je
identiteto R™ — R™. Standardne koordinate na R™ so komponente te identitete,
torej so projekcije r; : R™ — R, ri(a1,...,am) = a;.

Tudi vsaka odprta podmnozica U C R™ je gladka mnogoterost dimenzije m.
Njena gladka struktura je doloéena z atlasom, v katerem je le ena lokalna karta, to
je inkluzija U — R™. Zozitve r;|y so standardne koordinate na U.

(2) Mnogoterost dimenzije 0 je diskretna: vse podmnozice tak$ne mnogoterosti
so odprte. Zaradi pogoja 2-Stevnosti ima mnogoterost dimenzije 0 Stevno mnogo
tock.

(3) Naj bo U odprta podmnozica prostora R™ in g € C°(U,R™). Graf presli-
kave g je tedaj podmnozica v R™ x R™, projekcija

pr; : Graf(g) —» R"

pa je lokalna karta, ki dolo¢i gladko strukturo na prostoru Graf(g). Graf gladke
preslikave g je torej gladka mnogoterost dimenzije n.

(4) Naj bo U odprta podmnozica prostora R** in g € C*°(U,R™). Izberimo
¢ € R™ ter ozna¢imo N = g~ !({c}) ¢ R**™. Ce je za vsak ¢ € N rang odvoda
(dg)q enak m, potem po izreku o implicitni funkciji v okolici tocke ¢ lahko pred-
stavimo N kot graf gladke funkcije. Tak graf nam, enako kot v zgledu (3), definira
lokalno karto na okolici tocke ¢q. Ni tezko preveriti, da na ta nacin dobimo gladek
atlas na IV, s katerim IV postane gladka mnogoterost dimenzije n.

(5) Za poljubno nenegativno celo Stevilo n je

S":{(rl,rg,...,rnH) ER”+1 ‘T%+T§"'+Ti+l :1}CRn+1

gladka mnogoterost dimenzije n, ki jo imenujemo n-sfera. Gladko strukturo na S™
lahko dobimo tako kot v zgledu (4), saj je S™ = g=1({1}), kjer je g € C°(R"*!)
dana s predpisom g(r1,72, ..., ne1) =15+ 75+ 7’7214-1’ poleg tega pa je gradient
Vg(ri,rey ... Tnt1) = 2(r1,72,. .., nt1) nenicelen za vsak (ri,re,...,rp41) € S™.

Lahko pa gladko strukturo na S™ opisemo tudi eksplicitno z gladkim atlasom:
Zavsak k=1,2,...,n+1in o = —1,1 naj bo

U ={(r1,...,mnt1) € S" | orp > 0}
ter definirajmo ¢7 : U7 — R™ s predpisom
Or 1y Tig1) = (T1y ooy Th—15 Tkt 1y« - > Pt 1)-

Ta preslikava je homeomorfizem na odprto kroglo s sredis¢em v 0 in radijem 1, z
inverzom danim s predpisom

()" (51, .., 80) = (81,...7sk,1,a\/1—s%—---—s%,sk,...,sn).

Druzina {¢f | k = 1,2,...,n+ 1, 0 = —1,1} je gladek atlas na S™. Posebej je
SO ={-1,1}.
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(6) Naj bo RP™ mnozica vseh premic v R"*!, ki gredo skozi izhodis¢e. Vsaka
takSna premica seka sfero S™ v natanko dveh, antipodnih tockah, in ti dve tocki
enoli¢no dolo¢ita premico. Z drugimi besedami, preslikava 7 : S™ — RP"™, ki tocki
r € S™ priredi premico 7(r) = Rr = {tr | t € R}, je surjektivna in 7= 1({m(r)}) =
{r,—r} za vsak r. Na RP"™ imamo topologijo, v kateri je podmnozica U C RP"
odprta ¢e je praslika 7= (U) odprta v S™.

Za vsak k = 1,2,...,n + 1 naj bo Uy, = n(U}) in ¢ : Uy — R" preslikava,
enoli¢cno dolocena s pogojem ¢ om = go,lc. Pri tem je go,lc : U,i — R™ lokalna
karta na S™, definirana v zgledu (5). Ni tezko preveriti, da je {¢g : Uy = R™ | k =
1,2,...,n+1} gladek atlas na RP™, s katerim RP"™ postane mnogoterost dimenzije
n. To mnogoterost imenujemo realen projektiven prostor dimenzije n.

Opazimo, da je RPY mnogoterost z eno samo tocko in da je mnogoterost RP?
difeomorfna 1-sferi S*. Mnogoterost RP? imenujemo tudi projektivna ravnina.

(7) Naj bo V realen vektorski prostor dimenzije m. Izbira baze vi,..., vy,
prostora V nam da linearni izomorfizem ¢ = (x1,...,2,) : V — R™, doloden z
enacbo

x1(v)vr + -+ T (V)V =0

za vsak v € V. Preslikava ¢ je lokalna karta na V in doloc¢i gladko strukturo na
V. Drugac¢na izbira baze prostora V nam da kompatibilno lokalno karto, saj je
prehodna preslikava linearna in zato gladka. To pomeni, da je gladka struktura na
V neodvisna od izbire baze, in da je torej V gladka mnogoterost dimenzije m.

Vsak kompleksen vektorski prostor kompleksne dimenzije m je posebej tudi
realen vektorski prostor dimenzije 2m, torej gladka mnogoterost dimenzije 2m.

(8) Naj bo M gladka mnogoterost dimenzije m z gladkim atlasom {p, : Uy, —
R™ | @« € A} in naj bo U odprta podmnoZica mnogoterosti M. Tedaj je tudi U
gladka mnogoterost dimenzije m z atlasom {@u|v v : Ua NU — R™ | a € A}.
Topologija mnogoterosti U je inducirana s topologijo na M.

(9) Naj bo M gladka mnogoterost dimenzije m z gladkim atlasom {p, : Uy —
R™ | & € A} in naj bo N gladka mnogoterost dimenzije n z gladkim atlasom
{0p: Vs — R" | B € B}. Tedaj je kartezi¢ni produkt M x N gladka mnogoterost
dimenzije m + n z gladkim atlasom

{paxV5: Uy x Vg > R™ xR* =R™" | a € A, € B}.

Odprte podmnozice mnogoterosti M x N so tiste podmnozice, ki jih lahko zapisemo
kot unijo podmnozic oblike U x V| kjer je U odprta podmnozica M in V odprta
podmnozica N.

(10) Ker je n-torus T" = S x --- x S produkt n kopij kroznice, ki je gladka
mnogoterost dimenzije 1, je T" gladka mnogoterost dimenzije n.

Poljubna gladka mnogoterost M je metrizabilen prostor. To pomeni, da obstaja
takSna metrika na M, da je so odprte podmnozice mnogoterosti M natanko tiste,
ki jih lahko zapisemo kot unijo neke druzine odprtih krogel v tej metriki. Taksna
metrika na mnogoterosti ni enoli¢no dolocena.

Spomnimo se, da je podmnozica K C R kompaktna, Ce je zaprta in omejena
v R™, ali ekvivalentno, ¢e ima vsako zaporedje tock iz K vsaj eno stekaliSce v K.
Ta zadnji opis kompaktnosti velja tudi v poljubnem metriénem (oziroma metri-
zabilnem) prostoru: podmnozica K mnogoterosti M je kompakina, ¢e ima vsako
zaporedje tock iz K vsaj eno stekalis¢e v K. Posebej je mnogoterost M kompaktna,
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Ce ima vsako zaporedje v njej vsaj eno stekalis¢e. Primera kompaktne mnogotero-
sti sta S™ in RP™. Ni se tezko prepricati, da je slika kompaktne mnozice vzdolz
poljubne zvezne preslikave je spet kompaktna.

Kompaktnost podmnozice K mnogoterosti M lahko opisemo Se drugace. Pod-
mnozica K je kompaktna ¢e, in samo Ce, za vsako druzino U odprtih podmnozic
mnogoterosti M, za katero je K C UU, obstaja konéno mnogo odprtih podmnozic
Uy,....,.Ux €U, da je K C Uy U---UUg. Kompaktnost lahko preverimo tudi s
pomocdjo atlasa. Naj bo {¢s : Uy — R™ | @ € A} atlas na mnogoterosti M. Tedaj

je K C M kompaktna ce, in samo ¢e, lahko najdemo aq,...,a; € A in podmno-
zice Ky,...,K; C M, tako da je K = K; U--- UK, K; C U,, in da je ¢q,(K;)
kompaktna podmnozica v R™ za vsak i =1,...,1[.

Spomnimo se Se, da je pot v mnogoterosti M od tocke z do tocke y dana z
zvezno preslikavo v : [0, 1] — M, za katero je v(0) = = in (1) = y. Komponenta
za povezanost (s potmi) mnogoterosti M, v kateri lezi tocka € M, je podmnoZica
mnogoterosti M, ki poleg tocke x vsebuje Se natanko vse tiste tocke, do katerih
obstaja kaksna pot v M, ki se zacne v tocki x. Komponente mnogoterosti M so
odprte in zaprte podmnozice, ki nam definirajo dekompozicijo mnogoterosti M. To
dekompozicijo bomo oznagdili z

™0 (M)
Elementi mnozice mq(M) so torej vse komponente mnogoterosti M, kvocientna
projekcija M — mo(M) pa vsaki tocki x priredi komponento mnogoterosti M,
ki vsebuje tocko x. Zaradi 2-Stevnosti ima vsaka mnogoterost le Stevno mnogo
komponent. Mnogoterost M je povezana, ¢e ima najve¢ eno komponento, oziroma
¢e za poljubni dve toc¢ki iz M lahko najdemo pot v M med njima.

1.2.3. Gladke preslikave. Naj bo M gladka mnogoterost dimenzije m. Re-
alna funkcija f : M — R na M je gladka, ¢e je fop~': o(U) — R gladka za vsako
lokalno karto ¢ : U — R na M. Ce ta pogoj velja za vse lokalne karte ¢ iz nekega
atlasa na M, potem zaradi gladke kompatibilnosti med kartami velja za vse lokalne
karte na mnogoterosti M. Vsota in produkt dveh gladkih funkcij na M sta spet
gladki funkciji na M. Odtod sledi, da je mnozica vse taksnih gladkih funkcij, ki jo
oznacimo s

c=(M),
realen vektorski prostor (za seStevanje funkcij in mnozenje funkcij z realnimi Stevili)
ter komutativna asociativna algebra (za dodatno operacijo mnozenja po tockah).

Naj bo f € C*(M). Nosilec funkcije f je podmnozica

supp(f) C M,

definirana kot najmanjsa zaprta podmnozica mnogoterosti M, ki vsebuje vse tocke,
v katerih je f nenicelna. Drugae povedano, tocka x € M ni v mnozici supp(f)
e, in samo Ce, obstaja odprta okolica U tocke z v M, da je f(y) = 0 v vsaki tocki
y € U. Mnozico vseh gladkih realnih funkcij na M, ki imajo kompakten nosilec,
oznacimo z
Ker je vsota in produkt dveh realnih gladkih funkcij s kompaktnim nosilcem spet
realna gladka funkcija s kompaktnim nosilcem, je C°(M) vektorski podprostor in
podalgebra v C>°(M).

Pomembno dejstvo o gladkih funkcijah na mnogoterosti je, da jih je veliko. Bolj
natanc¢no, naj bo x poljubna tocka mnogoterosti M ter U poljubna odprta okolica
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tocke z v M. Tedaj lahko najdemo taksno funkcijo f € C°(M), da je supp(f) C U
in f(y) =1 za vse tocke y iz neke okolice tocke x.

Prav tako pomemben je obstoj razclenitve enote na gladki mnogoterosti M: Naj
bo (Ux)rea indeksirana druzina odprtih podmnozic mnogoterosti M, katere unija
je cel M. Tedaj obstaja indeksirana druzina (fx)xea gladkih realnih nenegativnih
funkcij na M, za katero velja:

(i) supp(fr) C Uy za vsak X € A,
(i) za vsako tocko p € M lahko najdemo tako majhno okolico U tocke p v M,
da je U Nsupp(fy) = 0 za vse X\ € A z izjemo kon¢no mnogih, in

(iii) Z,\e/\ falp) =1 za vsak p e M.

Obstoj taksne razclenitve enote je pomembno tehni¢no orodje pri razsiritvi rezul-
tatov iz lokalnih (v lokalnih koordinatah) na globalne (na celi mnogoterosti).

Naj bo g : N — M zvezna preslikava med gladkima mnogoterostima. Presli-
kava g je gladka, ¢e je preslikava p o go 91 : ¥(g~H(U)) — R™ gladka za vsako
lokalno karto ¢ : U — R™ na mnogoterosti M in vsako lokalno karto ¢ : V. — R"
na mnogoterosti N. Ce ta pogoj velja za vse lokalne karte ¢ iz nekega atlasa na M
in vse lokalne karte 1 in nekega altasa na N, potem zaradi gladke kompatibilnosti
med kartami velja za vse lokalne karte na mnogoterosti M in vse lokalne karte
na mnogoterosti N. Tu smo s ¢ 0 g o9~ oznadili preslikavo p o g o 9™ yg-1(1ry),
torej smo predpis zozili na mnozico, kjer je kompozicija definirana. Taksno okraj-
Savo bomo zaradi enostavnosti zapisa pogosto uporabljali. Mnozico vseh gladkih
preslikav iz N v M bomo oznacili z

C>(N, M).

Kompozicija gladkih preslikav je spet gladka preslikava. Preslikava med gladkimi
mnogoterostimi je difeomorfizem, ce je gladka bijekcija z gladkim inverzom. Dve
mnogoterosti sta si difeomorfni, ¢e obstaja kaksen difeomorfizem med njima.

ZGLED 1.18. Naj bo ¢ : U — R™ lokalna karta na mnogoterosti M. Tedaj je
¢ difeomorfizem med U in p(U).

1.2.4. Tangentni prostor. Naj bo M gladka mnogoterost dimenzije m in
p € M. Derivacija na C*(M) v tocki p je linearna preslikava

v:C®(M) = R,
za katero velja Leibnizova enakost
v(fg) =v(f)g(p) + f(p)v(9g)
za vse f,g € C°°(M). Vse taksne derivacije sestavljajo vektorski prostor
T,M,

ki ga imenujemo tangentni prostor mnogoterosti M v tocki p. Izkaze se, da je ta
prostor kon¢no dimenzionalen in da je njegova dimenzija enaka m.

ZGLED 1.19. Naj bo U odprta podmnozica prostora R™ in a € U. Parcialni

odvod na spremenljivko r; nam definira derivacijo (%)a eT,U,

(5). 00 =@

za vsak f e C®(U).
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Vaja 1.20. (1) Naj bo M mnogoterost dimenzije m in v derivacija na C°°(M)
v tocki p € M. Velja:
(i) Ce je f € C°>(M) konstantna funkcija, je v(f) = 0.
(ii) Ce se funkciji f,g € C°°(M) ujemata na neki okolici tocke p v M, potem
jev(f) =wv(g)
(2) Naj bo U odprta podmnozica prostora R™ in a € U.
(i) Naj bo € tako majhno pozitivno realno stevilo, da je odprta krogla K(a, )

s srediS¢em v a in radijem € cela znotraj mnozice U. Za poljubno funkcijo

feC>®(U) in za vsak r € K(a,¢) je

ﬂm=fmy+§]n—an/’8f@+ur_@mt

i1 0 87"1'
(ii) Za vsako derivacijo v na C*°(U) v tocki a in poljubno funkcijo f € C*(U)
velja
o(f) = ZU(H)%(G)-
i=1 ¢

(iii) Derivacije (3—?1)&, cee (%)a sestavljajo bazo prostora T,U.

Naj bo M mnogoterost dimenzije m. Izberimo lokalno karto ¢ = (z1,...,2Zm) :
U—R"na MinnajbopeU. Zai=1,...,m definiramo preslikavo

(81)1);000(1\4)%11@

s predpisom

0 w1
() (0= 2L o)

za vsak f € C°(M). Krajse ozna¢imo

(ai),,(f) - ai

Ni tezko preveriti, da je (%)p derivacija na C*° (M) v tocki p. Derivacije

0 9
() (),

sestavljajo bazo tangentnega prostora T, M, kar je posledica vaje 1.20 (2).

_9f

P 0x;

(p)-

ZGLED 1.21. (1) Naj bo V realen vektorski prostor dimenzije m in p € V. Za
vsak vektor v € V je s smernim odvodom dana derivacija (9,), € T,,V, torej

@mm:@MMﬂ%&i@;@L

Imamo torej naravno preslikavo V. — T,V, v — (9,),, ki je linearna. Izbira baze
V1,. ..,V prostora V nam da izomorfizem ¢ = (z1,...,Zy) : V = R™, dolocen z
enacbo

x1(v)v1 + -+ T (V)V =0
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za vsak v € V. Izomorfizem ¢ je lokalna karta na mnogoterosti V. Iz definicije sledi

of . _0(fop™)
D (p) = or. ((p))
_ i TP (0(p) + te)) — f(0™ (2(p)))
t—0 t
) — ()
t—0 t
= (v, f)(p)-
Naravna preslikava V. — T,V torej bazo vi,...,v, prostora V preslika v bazo
(ai) ,...,(86 ) prostora 1,V, zato je izomorfizem. Inverz tega izomorfizma
r1/p Tm /P

poljubni derivaciji 6 € T,V priredi vektor Y . 8(z;)v;.

Glede na ta izomorfizem bomo vedno identificirali tangentni prostor T,V s
prostorom V.

V posebnem primeru V = R™ torej naravno identificiramo R™ = T,R™, za
vsak a € R™. Standardnemu baznemu vektorju e; ustreza derivacija (%)a Obra-
tno, poljubni derivaciji 6 € T,R™ ustreza vektor (§(r1),...,d(r,)) € R™, kjer so
r1,...,Tm standardne koordinate na R™.

V Se bolj posebnem primeru V = R identificiramo R = TR, za vsak a € R.
V tem primeru je standardni bazni vektor e; kar Stevilo 1, standardno koordinato
r1 pa najveckrat oznacimo s t. Tako Stevilo 1 ustreza derivaciji (%)a = (%)a =
%|t=a, obratno pa poljubni derivaciji 6 € T,R ustreza Stevilo §(¢) = d(idr).

(2) Naj bo M gladka mnogoterost in U odprta podmnozica mnogoterosti M.
Za vsak p € M lahko naravno identificiramo prostora 7, M in T,U z izomorfizmom
k : T,U — T,M, ki je podan s predpisom (v)(f) = v(flv), za v € T,U in
feCc>(M).

Naj bo M mnogoterost dimenzije m. Naj bosta ¢ = (x1,...,2m) : U = R™
in ¥ = (y1,-.-,Ym) : V. — R™ dve lokalni karti na M in p € UNV. Tako

imamo dve bazi prostora T, M, prvo sestavljeno iz derivacij (%)p, i=1,...,m,

in drugo iz derivacij (%)p, i =1,...,m. Prehodna matrika med obema bazama

je ravno Jacobijeva matrika prehodne preslikave med lokalnima kartama. Res, za
vsak f € C°°(M) namre¢ velja

R L )
m 0 w1 o 9—1Y.
=S W0 ) ) 22 i )
i=1 ¢ J
-3 (HE = we) 2w
0

Velja torej

g;; (p) = (d po 1971)19(1,)) . in
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1.2.5. Odvod gladke preslikave. Naj bo g : N — M gladka preslikava med
gladkima mnogoterostima in naj bo ¢ € N. Preslikavo

(dg)q =Tqg : TyN — Ty(q) M,

dano s predpisom
(dg)q(v)(f) = v(fog)

za vsak v € T,N in vsako funkcijo f € C*°(M), imenujemo odvod funkcije g v
tocki g. Oc¢itno je to dobro definirana linearna preslikava, za odvod pa velja verizno
pravilo: za Se eno gladko preslikavo h : M — @ med gladkima mnogoterostima
velja

d(hog)g= (dh)g(q) o (dg)q-

ZGLED 1.22. (1) Naj bo M gladka mnogoterost in f € C*°(M). Odvod funkcije
f v tocki p € M je linearna preslikava

(df)p : TyM — Ty)R = R.

Za vsak v € T, M in vsako funkcijo h € C*(R) je (df),(v)(h) = v(ho f), glede na
identifikacijo Ty, R = R pa to pomeni

(df)p(v) = (df )p(v)(idg) = v(f)-

(2) Naj bo M mnogoterost in ¢ : U — R™ lokalna karta na M s komponentami
¢ = (x1,...,@m). V vsaki tocki p € U je odvod preslikave ¢ linearna preslikava
iz T,U — T,;,)R™, a ker identificiramo T,U = T, M in T,,yR™ = R™, je odvod
torej linearna preslikava (dy), : T,M — R™. Za vsak v € T,M je

(d)p(v) = ((dp)p(v)(r1), .- - (dp)p(v)(rm)) = (v(@1), .., v(Fm)).

Posebej je
(o)) =ey.
p axj p J

(3) Naj bo V odprta podmnozica v R" in g € C®(V,R™). Za b € V in
f € C®(R™) velja

(o (5),() = 25

_ - of 9g;
=2 5, 905, 0)

=3 5 0(55) )

Ob identifikaciji T,R™ = R™ in Ty;)R™ = R™ je torej (dg), Jacobijeva matrika
preslikave g v tocki b.

(4) Naj bo g : N — M gladka preslikava med mnogoterostima in ¢ € N.
Izberimo lokalno karto ¢ = (21,...,2m,) : U — R™ na M in lokalno karto ¥ =
(Y1,---,yn) : V. — R™ na N tako da je ¢ € V in p = g(q) € U. Po potrebi lahko
domeno V lokalne karte ¥ zmanjSamo tako, da velja g(V) C U. Z odvajanjem
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gladkih preslikav v diagramu

v—2 U
I(V) —— »(U)
pgd

dobimo komutativen diagram linearnih preslikav:

(dg)q
TGN —— T,M

(dﬁ){ J(dw)p

R™ — R™
d(pg?™ " )o(q)

Z uporabo tock (2) in (3) sledi

@), =2

or; (W(a)) (aii)p

gz; (9) (ai ),,’

kjer smo v zadnji enakosti oznacili g; = x; o g.

(5) Naj bo v : J — M gladka preslikava, definirana na odprti podmnozici
realnih Stevil J C R, in naj bo s € J ter p = y(s). Taksni preslikavi pravimo
tudi gladka (parametrizirana) krivulja v M skozi p. Njen odvod v tocki s nam da
linearno preslikavo (dv)s : R = TsR — T, M. Oznacimo

s 11z

=1

V(t) =(s) € T,M.

t=s

Ce izberemo lokalne koordinate ¢ = (z1,...,2,) : U — R™ na M tako, da je
p € U, tedaj po enakosti iz (4) dobimo
0
Lm0 (55),

. " O(xi07) 0 "rd
is) = ; ot (8)(axi>p - ; (dt

Pomembno je opaziti, da vsak tangentni vektor v na M v toc¢ki p lahko dobimo na

ta nain: obstaja gladka krivulja v : R — M, za katero je v(0) = p in 4(0) = v.

Kot bomo videli v naslednjem zgledu, nam to lahko pomaga pri racunanju odvoda.
(6) Naj bo g : N — M gladka preslikava med mnogoterostima in ¢ € N. Za

poljuben v € TyN izberimo gladko krivuljo v : R — N, za katero je v(0) = ¢ in

4(0) = v. Tedaj velja

(dg)a(w) = (dg)a((d)o(1)) = d(g o7o(1) = |~ g((1)).

(7) Naj bo M gladka mnogoterost, ¢ = (1,...,2Zmy) : U — R™ lokalna karta
na M in p € U. Za poljuben j =1,...,m je s predpisom

i (t) = @ e(p) + tej)
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definirana gladka krivulja v; : J — M na neki odprti okolici J toc¢ke 0 v R, za
katero je

i(i

(8) Za poljubno linearno preslikavo A : V — W med realnima vektorskima
prostoroma koncéne dimenzije je

(dA),=A
za vsak p € V. Res, izberimo poljuben vektor v € V ter definirajmo v(t) = p+tv € V
za vsak t € R. Tako je v gladka krivulja, za katero je 4(0) = p in 4(0) = v. Po
enachi iz (6) dobimo

(dA)p(v) = (dA),(3(0)) = 2| _ AG®)

_ iy 20@®) — A((0))

t—0 t

= A(lim M) = A(v).

t—0

(9) Naj bosta M in N mnogoterosti, p € M in ¢ € N. Ozna¢imo z incpsq :
M — M x N in inc, v : N — M x N gladki preslikavi, dani z incpy 4(z) = (, q)
in inc, n(y) = (p,y). Naj bosta pry : M x N — M in pry : M x N — N projekciji.
Vektorska prostora T, M x Ty N in T{, 4)(M x N) imata enaki dimenziji. Linearna
preslikava T, M x TyN — T}, ) (M x N), (v, w) = d(incaz,q)p(v) +d(inc, v)q(w), je
izomorfizem vektorskih prostorov, z inverzom u > (d(pry)(p,q) (), d(Prs)p,q)(w)).
Preko tega izomorfizma naravno identificiramo tangentni prostor T{, q) (M x N) s
produktom tangentnih prostorov T, M x T, N.

Posebej to pomeni, da za poljubno funkcijo f € C°°(M x N) ter vsak par
(v,w) € T,M x TyN =T}, (M x N) izratunamo

(v, w)(f) = v(f oincarq) +w(f oincyn).
Splosneje, ce je g : M x N — @ gladka preslikava med mnogoterostima, potem za
poljubno funkcijo h € C*°(Q) velja
dg(p,q) (v, w)(h) = (v,w)(hog) =v(hogoincy,q) +w(hogoinc, )
= d(goinca,q)p(v)(h) +d(goinc, n)q(w)(h),
zato torej
dg(p,q) (v, w) = d(g oincpr ), (v) + d(g o incy n)q(w).

Ce je v: R — M gladka krivulja v M, v(0) = p, in ¢ : R — N gladka krivulja

v N, ¢(0) = g, potem je

d d d

11,900, ¢(0) = | g(v(t).a) + 5| 9(p.C(1)).
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1.2.6. Submerzije, imerzije in podmnogoterosti. Izrek o inverzni funkeciji
je lokalen rezultat, zato velja tudi za preslikave med mnogoterostimi, in sicer v
naslednji obliki:

TRDITEV 1.23 (Izrek o inverzni funkeiji). Naj bo g : N — M gladka preslikava
med mnogoterostima in ¢ € N. Ce je odvod (dg), izomorfizem, potem obstaja taksna
odprta podmnoZica U mnogoterosti N, da je ¢ € U, da je g(U) odprta podmnoZica
mnogoterosti M in da je

glv U — g(U)
difeomorfizem.

Odvod gladke preslikave med mnogoterostima v neki tocki je seveda lahko izo-
morfizem le pod pogojem, da je sta dimenziji mnogoterosti enaki. Gladki preslikavi
g : N — M med mnogoterostima, katere odvod (dg), je izomorfizem v vsaki tocki
q € N, pravimo lokalni difeomorfizem. 1z veriznega pravila sledi, da je vsak difeo-
morfizem tudi lokalni difeomorfizem. Preprost primer lokalnega difeomorfizma, ki
ni difeomorfizem, je preslikava R — S C C, t +— 2™,

Gladka preslikava g : N — M med mnogoterostima je submerzija v tockiq € N,
Ce je odvod (dg), surjektiven. Preslikava g je submerzija, ¢e je submerzija v vsaki
tocki ¢ € N. Preprost primer submerzije je projekcija

pr; : R™ x R¥ — R™,

ki je dana s predpisom pry(z,y) = x. Izrek o implicitni funkciji pove, da je lokalno
vsaka submerzija te oblike:

TRDITEV 1.24 (Normalna forma submerzije). Naj bo g : N — M gladka pre-
slikava med mnogoterostima, ki je submerzija v tocki g € N. Tedaj obstajata taksni
lokalni karti o : U - R™ na M ind:V >R na N, dajeqeV, g(V)=U in da
komutira diagram:

V—2Rm x R
Q|Vl lprl
KOMENTAR 1.25. Komutativnost zgornjega diagrama v standardnih koordina-
tah pomeni (¢ ogo ™ 1) (ry, ..., my-.oyTn) = (T1, .., Tm)-

Gladka preslikava g : N — M med mnogoterostima je imerzija v tocki ¢ € N,
Ce je odvod (dg), injektiven. Preslikava g je imerzija, Ce je imerzija v vsaki tocki
q € N. Preprost primer imerzije je inkluzija

inc; : R™ — R™ x R*,
ki je dana s predpisom inc;(x) = (z,0). Vsaka imerzija je lokalno te oblike:

TRDITEV 1.26 (Normalna forma imerzije). Naj bo g : N — M gladka preslikava
med mmnogoterostima, ki je imerzija v tocki ¢ € N. Tedaj obstajata taksni lokalni

karti p : U > R™ na M in9:V — R" na N, dajeqeV, gV) CU, daje
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o(U) =9(V) x W za neko odprto podmnoZico W v R™™" in da komutira diagram:

V—2 Re

gvl Jincl

U — R™ x R™~—"

KOMENTAR 1.27. Komutativnost zgornjega diagrama v standardnih koordina-
tah pomeni (pogod=1)(ry,...,7) = (r1,...,7s,0,...,0). Tudi ta trditev sledi
direktno iz izreka o inverzni funkciji: ker je rezultat lokalen, lahko brez izgube
splosnosti predpostavimo, da je N = R™ in M = R™, nato pa uporabimo izrek o
inverzni funkeiji za preslikavo R™ x R™™" — R™ x R™™" (x,y) — g(z) + (0,y).

Naj bosta M in N mnogoterosti in naj bo hkrati N podmnozica mnozice M.
Inkluzijo mnozice N v mnozico M oznac¢imo z inc : N — M.

Mnogoterost N je imerzirana podmnogoterost (ali na kratko podmnogoterost)
mnogoterosti M, ée je inc : N — M imerzija.

Mnogoterost N je vloZena podmmnogoterost mnogoterosti M, ¢e je inc: N — M
imerzija in se topologija mnogoterosti N ujema s topologijo na mnozici N, ki je
inducirana s topologijo na M. Ekvivalentno, mnogoterost N je vlozena podmno-
goterost mnogoterosti M ¢e, in samo ce, je inc : N — M imerzija in za vsak ¢ € N
obstaja taksna lokalna karta ¢ : U — R™ na M, da je ¢ € U in velja

o(UNN) = p(U) N (R" x {0}) C R" x R™™.

Mnogoterost N je zaprta vloZena podmnogoterost mnogoterosti M, ¢e je N vlo-
Zena podmnogoterost in hkrati zaprta podmnozica mnogoterosti M. Vsaka kom-
paktna imerzirana podmnogoterost mnogoterosti M je avtomati¢no tudi zaprta
vlozena podmnogoterost mnogoterosti M.

ZGLED 1.28. (1) Vsaka injektivna imerzija g : N — M med poljubnima mno-
goterostima nam da imerzirano podmnogoterost g(N) mnogoterosti M, s tem da
na mnozici g(N) vzamemo gladko strukturo, ki jo dobimo iz gladke strukture na N
preko bijekcije g : N — g(N) (ta bijekcija je torej difeomorfizem). Iz tega razloga
vcasih kar injektivno imerzijo samo imenujemo imerzirana podmnogoterost.

(2) Naj bo g : R — T? gladka krivulja v 2-torusu, dana s predpisom

g(t) = (2™, e¥) € 51 x ST C C x C,

kjer je r realna konstanta.

Ce stevilo r ni racionalno, je g injektivna imerzija in je torej g(R) imerzirana
podmnogoterost v T2. Ta imerzirana podmnogoterost ni vloZena.

Ce je r racionalno $tevilo, potem ima g(R) strukturo gladke mnogoterosti,
doloceno s pogojem, da je g : R — ¢g(R) lokalni difeomorfizem. V tem primeru je
g(R) zaprta vlozena podmnogoterost mnogoterosti 72, ki je difeomorfna S*.

(3) Vsaka odprta podmnozica mnogoterosti je vloZena podmnogoterost.

VaiJa 1.29. Najbo g : N — M gladka preslikava med mnogoterostima, naj bo L
imerzirana podmnogoterost mnogoterosti M, naj bo Q) imerzirana podmnogoterost
mnogoterosti N in naj velja g(Q) C L. Ce je preslikava glo : @ = L zvezna kot
preslikava v mnogoterost L, potem je preslikava g|lg : @ — L gladka. Ce je L
vlozena podmnogoterost mnogoterosti M, potem je preslikava g|g : @ — L gladka.
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Naj bo g : N — M gladka preslikava med mnogoterostima. Tocka p € M
je regularna vrednost preslikave g, ¢e je g submerzija v vsaki tocki ¢ € g~ ({p}).
Tocke iz M, ki niso regularne vrednosti preslikave g, imenujemo kriticne vrednosti
preslikave g.

Iz normalne forme za submerzijo sledi:

TRDITEV 1.30. Naj bo p € M regularna vrednost gladke preslikave g : N — M
med mmnogoterostima. Tedaj ima vlakno

N,=g7'({p}) C N
naravno strukturo zaprte vloZene podmnogoterosti mmogoterosti N, pri cemer je
dim N, = dim N — dim M.

1.2.7. Tangentni sveZenj in vektorska polja. Naj bo M gladka mnogote-
rost dimenzije m. Vektorski sveZenjranga k nad M je surjektivna gladka preslikava
7 : E — M med mnogoterostima, pri kateri je vsako vlakno 7~ ({p}) nad poljubno
tocko p € M opremljeno s strukturo realnega vektorskega prostora dimenzije k, tako
da za vsako tocko ¢ € M obstaja odprta okolica U tocke ¢ v M ter difeomorfizem

n:n Y (U) = U x R¥,
za katerega velja:
(i) pryon = 7|1, in
(i) preslikava | -1y @ 7 '({p}) — {p} x R¥ = R* je linearna za vsak
peU.
Vektorski svezenj m : E — M obicajno na kratko oznac¢imo z FE, njegovo vlakno
7~ ({p}) nad tocko p € M pa z E,,. Iz definicije vektorskega sveznja direktno sledi,

da je preslikava 7 submerzija in da je preslikava 1, = n|g, : £, — R* izomorfizem
vektorskih prostorov. Preslikavo 1 imenujemo sveZenjska karta na E.

KOMENTAR 1.31. V resnici smo pravkar definirali realne vektorske sveznje.
Povsem analogno bi lahko definirali tudi kompleksne vektorske sveznje.

Naj bo g : E — M vektorski svezenj nad M ter np : F' — N vektorski svezenj
nad N. Naj bo g : N — M gladka preslikava. Morfizem vektorskih sveznjev nad
g iz F' v F je taksna gladka preslikava € : F' — E, da je gonp = mg o & in da je
zozitev &, = &|p, linearna preslikava iz vlakna Fy v vlakno E, ), za vsak ¢ € N.
Taksen morfizem je izomorfizem vektorskih sveznjev, e sta g in £ difeomorfizma.
Morfizmom (oziroma izomorfizmom) vektorskih sveznjev nad idy; pravimo tudi
morfizmi (oziroma izomorfizmi) vektorskih sveznjev nad M.

Primer vektorskega sveznja ranga k nad M je seveda projekcija pry : M x RF —
M. Vektorski svezenj E ranga k nad M je trivialen, ¢e obstaja izomorfizem sveznjev
nad M med E in M x RF,

Za vektorski svezenj w : E — M in odprto podmnozico U C M oznacimo
Ely = #~'(U). Pri tem je 7|(g|,) : E|lu — U spet vektorski svezenj, ki ima enak
rang kot vektorski svezenj E. Inkluzija E|y — E je primer morfizma sveZnjev nad
inkluzijo U — M. Iz definicije vektorskega sveznja sledi, da ima vsaka tocka p € M
tak$no odprto okolico v- M, da je vektorski svezenj FE|y trivialen; izomorfizem
s trivialnim sveznjem je dan s svezenjsko karto. Tej lastnosti pravimo lokalna
trivialnost vektorskih sveznjev.

Gladek prerez vektorskega sveznja m: E — M je gladka preslikava o : M — E,
za katero je moo = idps. Mnozica I'*°(E) vseh taksnih prerezov je realen vektorski
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prostor za operaciji (o + 7)(p) = o(p) + 7(p) in (ro)(p) = ro(p) za o,7 € I°(E)
in r € R. Poleg tega je za f € C°°(M) definiran tudi produkt fo € T'°(E) s
predpisom (fo)(p) = f(p)o(p). Ker za vse o,7 € I'°(E) in f,g € C*°(M) velja
flo+7)=fo+ fr, (f+9)o = fo+go, (fg)o = f(go) in 1o = o, je vektorski
prostor I'°(E) (levi) modul nad C>°(M).

Ogrodje vektorskega sveznja E nad M ranga k je takSna urejena k-terica gladkih
prerezov (o1,...,0k) sveznja E, da je (01(p),...,o0r(p)) baza vektorskega prostora
E, za vsak p € M. Taksno ogrodje doloc¢i izomorfizem vektorskih sveznjev n: £ —
M x R¥ nad M, tako da je

n M p, (r1, .., mk)) = 101 (p) + -+ + rok(p).

Svezenj E ima torej kaksno ogrodje Ce, in samo ce, je trivialen.
KOMENTAR 1.32. Vektorski svezenj E' nad M ima vedno lokalna ogrodja, torej
ogrodja sveznja E|y, kadar je U tak$na odprta podmnozica mnogoterosti M, da

je Ely trivialen. Ce je (01,...,0k) ogrodje gladkih prerezov sveznja E|y, potem
lahko poljuben gladek prerez o sveznja E|y na en sam zapiSemo kot

k
0 = Zfio—ia
i=1
kjer so f1,..., fr € C=(U).

Oglejmo si zdaj za nas najpomembnejsi zgled vektorskega sveznja, tangentni
svezenj mnogoterosti M. Dobimo ga kot disjunktno unijo vseh tangentnih prostorov
dane mnogoterosti M, torej

™ =[] .M = | ({p} x T,M).

Preslikavo 7 : TM — M definiramo s predpisom

m(p,v) = p-
Ker za razlitni tocki p,q € M velja T,M N T,M = {0}, bomo poljuben element
(p,v) € TM pogosto oznadili kar z v. Vlakno 7=1(p) = {p} x T,M tako identifi-
ciramo s tangentnim prostorom T, M, zato so vlakna preslikave 7 realni vektorski
prostori dimenzije m = dim M. Na mnozici TM pa definiramo tudi gladko struk-
turo na naslednji nacin: Za atlas {¢q : Uy = R™ | @ € A} na M definiramo
o : 7 H(Uy) — R™ x R™
s predpisom
Fa(p;v) = (alp); (dpa)p(v)).
S tem dobimo gladek atlas {9, : 7= 1(U,) = R™ xR™ | a € A} na TM, za katerega
so prehodne preslikave podane s predpisom

Upala,b) = (ppala); (dppa)a(b))

in so zato res gladke. S tem atlasom postane T'M gladka mnogoterost dimenzije
2m in 7 : TM — M vektorski svezenj, saj imamo nad U, svezenjsko karto

Na : 77_1<Ua) — Uq X R™, (p,v) = (p, (d‘Poc)p(U))-

Tako dobljen vektorski svezenj 7w : TM — M nad M ranga m imenujemo tangentni
sveZenj mnogoterosti M.
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Naj bo g : N — M gladka preslikava med mnogoterostima. Definiramo presli-

kavo dg =Tg: TN — TM s predpisom

dg(q, w) = dg(w) = (dg)q(w)
za vsak ¢ € N in w € T;N. Preslikavo dg imenujemo odvod preslikave g. Ni tezko
preveriti, da je dg gladka preslikava in morfizem vektorskih sveznjev nad g iz TIN
vTM.

Gladek prerez tangentnega sveznja T'M mnogoterosti M imenujemo (gladko)
vektorsko polje na M. Vektorsko polje X na M je torej gladka preslikava M — T'M,
p — (p, X,), ki vsaki tocki p € M priredi tangentni vektor X,, € T, M. Vektorski
prostor vseh vektorskih polj na M oznacimo

X(M)=T>(TM).
Produkt vektorskega polja X € X(M) s funkcijo f € C*°(M), ki vektorskemu
prostoru X(M) da strukturo modula nad C* (M), je dan s predpisom
(fX)p = f(p)Xp
za vsak p € M. Vendar pa funkcijo f lahko tudi odvajamo v smeri vektorskega
polja X: dobimo novo gladko funkcijo X (f) € C*°(M),
X(f)p) = Xp(f) = (df )p(Xp)-
Tako je X : C®(M) — C*(M), f — X(f), derivacija na C*°(M), torej linearna
preslikava, ki zadosca Leibnizovemu pravilu
X(fg) =X(flg+rX(g)
za vse f,g € C°°(M). Obratno, vsaka derivacija na C°°(M) predstavlja natanko
doloé¢eno vektorsko polje na M. Opazimo lahko, da velja (¢X)(f) = gX (f)-

ZGLED 1.33. Naj bo ¢, = (z1,...,2Zm) : Uy — R™ lokalna karta na mnogo-
terosti M. Za vsak i = 1,...,m je tedaj 6%1 vektorsko polje na U, ki vsaki tocki

p € U, priredi tangentni vektor (%)p € T,Uy, =T, M. Ob tem velja

na( : (a%i)p) = (p,ei),

kjer je e; i-ti standardni bazni vektor prostora R™. Vektorska polja
0 0

87‘];'17 ey 783;1,”{
sestavljajo ogrodje sveznja TM|y,. Za vsak X € X(M) lahko na en sam nadin
zapisemo

)
Uoa — v ’Laxia
kjer so ay,...,a, € C*°(U,). Za poljubno gladko funkcijo f € C*(M) velja
- 0
Xl =Y faim
(fX)|u., ;fa oz,

ter
m

0
X(Plo, =Y gt
i=1 v
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1.2.8. Liejev oklepaj vektorskih polj. Imamo pa Se eno pomembno opera-
cijo na X(M). Dve vektorski polji X,Y € X(M) kot derivaciji lahko komponiramo
in s tem dobimo linearno preslikavo XY : C*°(M) — C*(M), ki v splosnem ni
derivacija. IzkaZze pa se, da s komutatorjem [X,Y] = XY — Y X dobimo novo deri-
vacijo na C°°(M). To pomeni, da je komutator [X, Y] spet vektorsko polje na M.
Vektorsko polje [X,Y] € X(M) imenujemo Liejev oklepaj vektorskih polj X in Y.
Za poljubno funkcijo f € C*°(M) je torej

(X, Y](f) = X(Y(f)) =Y (X(/))
oziroma

(X, Y]p(f) = XP(Y(f)) - Yp(X(f))
za vsak p € M. Vektorski polji X in Y komutirata, ¢e je [X,Y] = 0.

KOMENTAR 1.34. To, da je [X,Y] derivacija, vidimo iz enakosti
(X, Y](fg) =X(Y(fg)) — Y (X(f9))
=X(Y(f)g+ [Y(9) - Y(X(f)g+ fX(9))
=XY(f)g+Y (/)X (g9) +X(f)Y(9) + fX(Y(9))
—Y(X(f))g - X(N)Y(9) - Y (f)X(9) - [Y(X(9))
=[X.Y](f)g + fIX,Y](9),
ki velja za vse f,g € C°(M).
Direktno iz definicije izpeljemo Se nekaj pomembnih lastnosti Liejevega okle-
paja na X(M): Liejev oklepaj je antisimetric¢en, torej
(X, Y] =—[Y, X],
je bilinearen nad R, torej
rX +sZ,Y]=r[X,Y]+s[Z,Y]
ter
[X,rY + sZ] =7[X,Y] + s[X, Z],
in zadosca Jacobijevi identiteti
(X, [Y, Z]| + [Y,[Z, X]| + [Z,[X, Y]] = 0,

za vse X,Y,Z € X(M) in r;s € R. Zaradi teh lastnosti pravimo, da je X(M)
Liejeva algebra nad R.
Poleg tega velja tudi Leibnizova identiteta

[X,hY] =h[X, Y]+ X (h)Y
zavse X, Y € X(M) in h € C>(M).
KOMENTAR 1.35. Leibnizovo identiteto izpeljemo spet direktno iz definicije:
(X, hY](f) = X (RY (f)) = hY (X(]))
= XY (f) +hX(Y(f)) — hY(X([))
= h[X,Y](f) + X(R)Y(f).

7 uporabo Liebnizove identitete ter antisimetri¢nosti lahko takoj izpeljemo tudi
enakost

[9X,hY] = gh[X. Y]+ gX(h)Y — hY (9)X,
ki velja za vse g,h € C°(M) in vse X, Y € X(M).
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VaJA 1.36. Naj bo g : N — M gladka preslikava med mnogoterostima. Njen
odvod dg : TN — TM je morfizem vektorskih sveznjev nad g. Vektorski polji
X eX(M)inY € X(N) sta v g-relaciji, ¢e velja (dg)oY = X og.

TN~ T

1, I

N—2 M

Ce je X € X(M) v g-relaciji z Y € X(N) in Z € X(M) v g-relaciji z W € X(N),
potem je [X, Z] v g-relaciji z [Y, W].

Naj bo g : N — M difeomorfizem med mnogoterostima. Tedaj g inducira
linearno preslikavo

g« : X(N) = X(M)

s predpisom ¢,(Y) = ¢g.Y = (dg) oY o g~!
(9:Y)p = (dg)(Yy-1())

za vsak p € M. Iz vaje 1.36 sledi, da za poljubna Y, W € X(N) velja

9:[Y, W] = [9.Y, g W].

, oziroma

Zaradi teh lastnosti je g. izomorfizem Liejevih algeber.

Ce je g : V. — M gladka preslikava, definirana na odprti podmnozici V
mnogoterosti N, tako da je slika g(V) odprta podmnozica mnogoterosti M in je
g:V — g(V) difeomorfizem, potem dobimo izomorfizem g, : X(V) = X(g9(V)). V
tem primeru za vsak Y € X(NN) na kratko oznacimo ¢.Y = ¢.(Y|v) € X(g(V)).

Naj bo g : V' — U difeomorfizem med odprtima podmnozicama mnogoterosti
M. Vektorsko polje X € X(M) je g-invariantno, Ce velja (9.X), = X, za vsak
peU.

ZGLED 1.37. (1) Naj bo ¢, = (x1,...,Zm) : Uy — R™ lokalna karta na
mnogoterosti M. Poljubni vektorski polji X,Y € X(M) v koordinatah zapiSemo na

en sam nacin kot
i 0
X = a; —
|Uu Z ’Laxi
=1
in
m
0
Y = b;—,
|Ua Z_Zl ’Laxi

kjer so ai,...,am,b1,...,by € C°(U,). Najprej opazimo, da vektorska polja a%i
paroma komutirajo, kar je posledica dejstva, da vrstni red parcialnega odvajanja
gladkih funkcij ni pomemben. Iz Leibnizovega pravila nato sledi:

lis m 8bi 0 i 0
XY, =Y (3 i bﬂ‘azj»am

i=1  j=

(2) Ozna¢imo z (x,y) standardne koordinate na R? in definirajmo vektorsko
polje X na R? s predpisom
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Eksplicitno lahko izracunamo:

9] 9]
9] 0
[@7X] - _%

Glede na identifikacijo T(z’y)RQ = R? si X lahko predstavimo z gladko vektorsko
funkcijo X : R? — R?, X (z,y) = (—y,z). Zanimajo nas krivulje v(¢) = (z(t), y(t))
v ravnini, katerih hitrost v poljubni toc¢ki je enaka vrednosti vektorskega polja X
v tej tocki, torej zadoScajo sistemu diferencialnih enacb:

i(t) = —y(t)
§(t) = a(t)

Brez tezav lahko izracunamo, da resitve tega sistema obstajajo kot funkcije, ki so
definirane za vsak ¢, in so poti po kroznicah:

z(t) = 2(0) cos(t) — y(0) sin(t)
y(t) = z(0) sin(t) + y(0) cos(t)
Zgornji sistem diferencialnih enac¢b bi lahko zapisali v vektorski obliki

¥(t) = Ay (1),

0 -1
=01
Resitve tudi lahko napisemo v vektorski obliki

Y(t) = e"5(0),

kjer je

kjer je

- e |-

n=0

S predpisom ¢ ~ e'4 je dana preslikava ¢ : R — GL(2,R). Ker velja ((0) = I in
C(s+1t) =¢(s)¢(t), je ¢ homomorfizem grup. Vektorski prostor Mat(2 x 2,R) vseh
realnih matrik dimenzije 2 x 2 je gladka mnogoterost dimenzije 4. Grupa GL(2,R)
je odprta podmnozica vektorskega prostora Mat(2 x 2, R) in zato tudi gladka mno-
goterost dimenzije 4, tangentni prostor mnogoterosti GL(2,R) v poljubni tocki pa
lahko naravno identificiramo z vektorskim prostorom Mat(2 x 2,R). Preslikava ¢
je oditno gladka krivulja v GL(2,R), za katero velja ((0) = A.

1.2.9. Tok vektorskega polja. Naj bo X vektorsko polje na mnogoterosti
M. Gladka krivulja v : J — M, definirana na odprtem intervalu J C R, je
integralna krivulja vektorskega polja X, ¢e zanjo velja

Y(s) = X, (s

za vsak s € J. Eksistenc¢ni izrek za sisteme diferencialnih enac¢b nam zagotovi
obstoj in enoli¢nost maksimalnih integralnih krivulj oziroma tokovnic vektorskega
polja X:
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TRDITEV 1.38. Naj bo X wvektorsko polje na mnogoterosti X. Za vsak p € M
obstaja gladka krivulja
oy = M,
definirana na odprtem intervalu sz( C R, za katero velja:
(i) 0 € Jlf( n 7;((0) =p,
(ii) 7;( je integralna krivulja vektorskega polja X, in
(iii) ¢ée je ¢ : J — M poljubna integralna krivulja vektorskega polja X, defini-
rana na odprtem intervalu J C R, tako da je 0 € J in ((0) = p, potem
velja J C sz( z'nC:'yffL].

KOMENTAR 1.39. Iz eksistencnega izreka dobimo Se nekoliko ve¢: Oznacimo
D¥ ={(t,p) eRx M |pe M, te JX} CRx M in definirajmo ¢~ : DX — M s
predpisom

X (t,p) =X (1),
Za vsak t € R oznacimo 8e DX = {pe M |t e J¥X} C M in & : DY — M,
@)X (p) = dX(t,p). Tedaj velja:
(1) {0} x M c DX in DX je odprta podmnozica v R x M. Posebej za vsak
p € M obstaja taksna odprta okolica U tocke p v M in tako majhen e > 0,
da je (—e,¢) x U C DX,
(2) @X : DX — M je gladka preslikava.

(3) D je odprta v M, za vsak t € R.

(4) &X(D{X) = DX, in &)X : DX — DZ, je difeomorfizem z inverzom &%, za
vsak t € R.

(5) B¥ = idyy.

(6) X (DX (p)) = X, (p) za vse s,t € R in za vse p € M, za katere je
kompozicija ®X (@;X (p)) definirana. Ce sta s in ¢ istega predznaka, potem
je ta kompozicije definirana za vse tocke p € D§+t'

Preslikavi ®% oziroma druzini difeomorfizmov (®;¥) pravimo tudi tok vektor-
skega polja X. Vektorsko polje X je doloceno s svojim tokom z enacbo

d
X, =—| &X(p).
P dt =0 t (p)

Vektorsko polje X je kompletno, ¢e je DX =R x M. V tem primeru velja tudi
DX = M, difeomorfizmi X : M — M, t € R, pa sestavljajo grupo za kompozicijo.
Preslikavi &% : R x M — M tedaj pravimo enoparametricna grupa difeomorfizmov
mnogoterosti M.

TRDITEV 1.40. Vsako vektorsko polje na kompaktni mnogoterosti je kompletno.

VaJa 1.41. (1) Vsako vektorsko polje X € X(M) na gladki mnogoterosti M je
@ -invariantno, za vsak t € R.

(2) Za poljuben difeomorfizem g : N — M med mnogoterostima in za vsak
Y € X(N) velja g(DY) = DY in godY = 9= oglpy,zavseteR.

(3) Naj bo U odprta podmnozica mnogoterosti M in naj bo X |y € X(U) zozitev
vektorskega polja X € X(M) na U. Tedaj je DXIv ¢ DXN(RxU) in velja $Xlv =
&X|,x, . Ce primerno izberemo U, se lahko zgodi, da DXIv £ DX 0 (R x U).

Z uporabo zgornje vaje (2) direktno dobimo naslednjo karakterizacijo invarian-
tnosti vektorskega polja s pomocjo toka tega polja:
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TRDITEV 1.42. Naj bo g : V — U difeomorfizem med odprtima podmnoZicama
mnogoterosti M in naj bo X € X(M). Vektorsko polje X je g-invariantno ce, in
samo ce, za vsak p € V obstaja odprta okolica W C 'V tocke p in tako majhen € > 0,
da sta kompoziciji (¥ (q)) in &5 (9(q)) definirani in enaki za vse t € (—¢,€) in
vse q € W.

KOMENTAR 1.43. Ce je v zgornji trditvi U = V = M in je X kompletno g-
invariantno vektorsko polje, potem v resnici velja enakost g o ;X = @ o g na celi
mnogoterosti M in za vsak ¢t € R.

Za poljubno vektorsko polje X na mnogoterosti M lahko smerni odvod X, (f)
funkcije f € C°(M) v tocki p € M izra¢unamo kot odvod funkcije f vzdolz
integralne krivulje vektorskega polja X,

() = @)%) = @) (5] X)) = 5| @),

Podobno pa lahko Liejev oklepaj vektorskih polj Y in X izracunamo kot odvod
vektorskega polja Y vzdolz integralne krivulje vektorskega polja X:

TRDITEV 1.44. Naj bo M gladka mnogoterost in X, Y € X(M). Tedaj za vsak
p € M velja

X,v), (@5).7), = im 2 (¥, ~ (@).1),).

dtli=o

KOMENTAR 1.45. Enakost pokaZemo tako, da za izbrano funkcijo f € C*(M)
najdemo majhno okolico W tocke p v M, majhen € > 0 in tak$no gladko funkcijo
g€ C®((—e,e) xW),dazavseqge W int € (—¢,¢) velja

F(@ (@) = f(a) +tg(t,q)

in da je g(0,q) = X,(f) (ta razvoj je analogen tistemu iz vaje 1.20(2)). Oznacimo
g1(q) = g(t, q) in izradunamo:
tim = (¥, (@5).7),) () = lim = (¥,(1) — (@).),(5)
= tim © (Y1)~ Yax i ( 0 25))
= lim % (Yp( 1) = Yox ) (f )) lim Ygx () (9¢)
= lim = (YD)~ Y()@,0) ~ Vi lo0)
= 2|y iere) - v

=X, (Y(f) = Yp(X(f))

S substitucijo s = —t dobimo Se eno obliko enacbe iz trditve:
d X b'e
X Y] = | (@X).), = lim  ((@X).7), - V).

PosLEDICA 1.46. Naj bo M gladka mnogoterost in X, Y € X(M). Tedaj je
[X,Y] =0 e, in samo e, za vsak p € M obstaja odprta okolica W C M tocke p
in tako majhen ¢ > 0, da sta kompoziciji ;% (Y (q)) in Y (;X(q)) definirani in
enaki za vse s,t € (—¢,¢) in vse g € W.
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KOMENTAR 1.47. Lokalno komutiranje tokov vektorskih polj sledi iz naslednje
enakosti, ki velja za poljubno tocko p € M in poljuben r € J]j(:

(&)X, Y])p = ()X, ()Y,

= [X, (,).Y],
2 (@
dt le=o "¢

d
- tzo((@fi,.)*Y)p

Ce je [X,Y] = 0, zgornja enakost pove, da je krivulja r — ((¢X),Y"), konstantna,
zato velja ((#X).Y), = Y,. Prva implikacija iz trditve zdaj sledi po trditvi 1.42.
Obratna implikacija v posledici sledi direktno iz trditve 1.42 in trditve 1.44.

Ce sta v zgornji trditvi X in Y kompletni vektorski polji, ki komutirata, potem
v resnici velja enakost @ 0®Y = &Y o®X na celi mnogoterosti M in za vse s,t € R.

). (@X).Y),

1.2.10. Frobeniusov izrek. Naj bo 7 : E — M vektorski svezenj ranga
k nad mnogoterostjo M in naj bo F' podmnozica mnogoterosti F, za katero je
presek F, = F'N E, podprostor vektorskega prostora F,, za vsak p € M. Taksna
podmnozica F' je podsveZenj ranga n vektorskega sveznja F, ce za vsak p € M
obstaja odprta okolica U tocke p v M in taksni gladki prerezi o1,...,0, sveznja
E|y, da je (01(q),...,0n(q)) baza prostora F,, za vsak ¢ € U. Posebej je torej
n < kin dim F,, =n za vsak p € M.

Taksen podsvezenj I je sam zase vektorski svezenj ranga n nad M: preslikava
g : F — M je zozitev preslikave m na F, lokalni prerezi oy,...,0, pa nam
definirajo homeomorfizem

n:7p (U)=FNEly - UxR"
s predpisom
77_1(% (rlv LR Tn)) = 7"101(61) +- 4+ Tnan(Q)'
Podmnozica F' ima naravno strukturo gladke mnogoterosti dimenzije m + n, za
katero so vse tako dobljene preslikave 1 difeomorfizmi, ti difeomorfizmi pa so tudi

svezenjske karte vektorskega sveznja F'. Mnogoterost I je zaprta vlozena podmno-
goterost mnogoterosti F.

ZGLED 1.48. Naj bo f : M — @ submerzija med mnogoterostima. Oznacimo
m=dim M, k =dimQ ter n =m — k, in naj bo
F =ker(df) ={veTM| (df)(v) =0}.
Ker je f submerzija, je F, = ker(df), podprostor dimenzije n prostora T,M, za

vsak p € M. Normalna forma submerzije nam da lokalno karto ¢ = (z1,...,2m) :
U — R™ na odprti okolici U tocke p, za katero vektorska polja

9 2
Orpy1’ T Oxpy
v vsaki tocki g € U sestavljajo bazo vektorskega prostora ker(df),. To pomeni, da

je F vektorski podsvezenj ranga n tangentnega sveznja T M.

Za vsak podsvezenj F tangentnega sveznja TM je vektorski prostor I'*°(F’)
podprostor vektorskega prostora X(M) vseh vektorskih polj na M. Prav tako je
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I'*°(F) podmodul modula X(M) nad C®(M): ¢e je f € C°(M) in X € T°(F),
je tudi fX € D(F).

Podsvezenj F je involutiven, ¢e za poljubna X,Y € T'°(F) velja [X,Y] €
I'*°(F). V tem primeru je I'*°(F) tudi Liejeva podalgebra Liejeve algebre X(M).

ZGLED 1.49. (1) Naj bo f : M — @ submerzija med mnogoterostima. Vemo
Ze, da je ker(df) podsvezenj tangentnega sveznja T M. Ta podsveZenj pa je tudi
involutiven: poljubni vektorski polji X,Y € I"*(ker(df)) sta v f-relaciji z nic¢elnim
vektorskim poljem na Q. Iz vaje 1.36 sledi, da je potem tudi [X,Y] v f-relaciji z
nicelnim vektorskim poljem na @, to pa pomeni, da je [X,Y] € T'*°(ker(df)).

(2) Ker je Liejev oklepaj lokalna operacija, je tudi involutivnost lokalna la-
stnost. S tem mislimo naslednje: za X, Y € X(M) ocitno velja [X|y,Y|y] =
[X,Y]|u za vsako odprto podmnozico U mnogoterosti M, zato je Liejev oklepaj
lokalna operacija. Odtod sledi, da je podsvezenj involutiven c¢e, in samo ce, ima
vsaka tocka p € M taksno odprto okolico U v M, da je podsvezenj F|y tangentnega
sveznja TU = T M|y involutiven.

(3) Vsak podsvezenj ranga 1 tangentnega sveznja mnogoterosti je involutiven.

Naj bo M mnogoterost dimenzije m. Pravimo, da je podsvezenj F' ranga n
tangentnega sveznja T'M integrabilen, ¢e za vsako tocko p € M obstaja odprta
okolica U to¢ke p v M in taksna submerzija f : U — R™™ " da je F|y = ker(df).
Ocitno je vsak integrabilen podsvezenj involutiven. Frobeniusov izrek pa pove, da
velja tudi obratno:

TRDITEV 1.50 (Frobeniusov izrek). PodsveZenj tangentnega sveinja mmnogote-
rosti je involutiven ce, in samo ce, je integrabilen.

KOMENTAR 1.51. Integrabilnost podsveznja F' tangentnega sveznja T'M lahko
ekvivalentno izrazimo tudi v globalni obliki: Imerzirana podmnogoterost N mno-
goterosti M je integralna mnogoterost podsveznja F, ¢e velja T,N = Fj za vsak
q € N. Naj bo F C TM integrabilen podsvezenj. Ni tezko pokazati, da tedaj za
vsako tocko p € M obstaja natanko ena imerzirana podmnogoterost Lllj mnogote-
rosti M, za katero velja:

(i) pe L],
(ii) Lg je povezana integralna mnogoterost podsveznja F', in

(iii) Ce je L poljubna povezana integralna mnogoterost podsveznja F', za katero

je p € L, potem je L odprta podmnogoterost mnogoterosti Lf.

Imerzirana podmnogoterost Lg je torej maksimalna povezana integralna mnogote-
rost podsveznja F', ki vsebuje tocko p. Za razlicne tocke p,q € M sta Lf in Lf
bodisi disjunktni ali pa enaki, torej je F = {Lf | p € M} dekompozicija mno-
goterosti M na podmnogoterosti dimenzije n. Taksni dekompoziciji F, prirejeni
nekemu integrabilnemu podsveznju F' C T'M, pravimo tudi foliacija mnogoterosti
M. Podsveznju F' pravimo tangentni svezenj foliacije F, maksimalnim povezanim
integralnim mnogoterostim podsveznja F' pa pravimo tudi listi foliacije F. Po de-
finiciji integrabilnosti sveznja F' in z uporabo izreka o normalni formi submerzije
lahko najdemo altas

{¢a:Us = R™ =R" x R™™" | a € A}

na mnogoterosti M, ki je sestavljen iz surjektivnih lokalnih kart in za katerega je
F|y,, = ker(d(pryop,)). Pritem smo s pry oznadili projekcijo R” x R™~" — R™~ ",
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Za vsak « € A in za vsak b € R™™"™ je tedaj
Us = @5 (R" x {b})
odprta podmnozica nekega lista L foliacije F in domena lokalne karte pry owa|Ug
na mnogoterosti L. Za poljuben list L foliacije F je L NUs = Upep U? za neko
Stevno podmnozico B C R™™", ki je seveda odvisna od L in od a. Dve tocki
p,q € M lezita na istem listu foliacije F Ce, in samo Ce, obstajajo ay,...,ar € A,
bi,...,b, € R™™™ in poti v1,...,7 v M, za katere velja
(i) 71(0) =p, (1) =g,
(i) vj41(0) =~v;(1) zavse j=1,...,k—1,in
(iii) v;([0,1]) C Ug_ﬂ zavse j=1,... k.

ZGLED 1.52. (1) Naj bo X vektorsko polje na mnogoterosti M in naj bo Z
mnozica nicel vektorskega polja X. Mnozica N = M \ Z je odprta v M in za vsak
p € N je RX, podprostor dimenzije 1 tangentnega prostora 7,M. Definirajmo
podsvezenj F' C TN ranga 1 s predpisom F, = RX,. Vektorsko polje X|n je
ogrodje podsveznja F. Podsvezenj F je involutiven in zato tudi integrabilen. Listi
podsveznja F' so parametrizirani s tokovnicami vektorskega polja X.

(2) Preslikava ¢ : R? — T2 naj bo dana s predpisom ¢(z,y) = (e?™% e27V),
Ta preslikava je lokalni difeomorfizem in epimorfizem grup z jedrom Z2. Naj bo
f : R? — R surjektivna submerzija, f(z,y) = —rx + y, za neko realno konstanto r.
Tedaj je ker(df) podsveZenj tangentnega sveznja mnogoterosti R%. Ogrodje podsve-
7nja ker(df) je dano z breznicelnim vektorskim poljem X = % + ra@y. Izrac¢unamo
lahko, da je '

’Y(}é,b) (t) = (ta Tt) + (a7 b)
Vektorsko polje X je v ¢-relaciji z natanko enim vektorskim poljem Y na T2, ki je
doloceno s predpisom
(dd)(X(ap)) = Yo(a,)
za poljuben par (z,y) € R2. Tudi vektorsko polje Y je brez nicel in je torej ogrodje
nekega involutivhega podsveznja F ranga 1 tangentnega sveznja mnogoterosti 7°2.
Opazimo, da je

Vot (1) = 6(15 ) (1)) = (7F, 2,
Listi foliacije, dane s podsveznjem F', so enodimenzionalne imerzirane podmnogo-
terosti torusa 72. Ce r ni racionalen, je vsak list difeomorfen R in gost v T2, kar
pomeni, da seka vsako neprazno odprto podmnozico mnogoterosti 72. To med dru-
gim tudi pomeni, da v tem primeru F' ni jedro odvoda nobene globalne submerzije
T? — @, saj so vlakna vsake taksne submerzije zaprte vlozene podmnogoterosti.






PoGLAVIE 2
Liejeve grupe

V tem poglavju bomo predstavili osnove teorije Liejevih grup, nekatere po-
membne konstrukcije ter primere Liejevih grup. Vec zgledov in nadaljnje rezultate
lahko Student najde v knjigah [4, 1, 2].

2.1. Definicija in prvi zgledi

DEFINICUA 2.1. Liejeva grupa je gladka mnogoterost GG, opremljena s strukturo
grupe, za katero sta mnozenje pu : G X G — G in invertiranje ¢ : G — G gladki
preslikavi.

KOMENTAR 2.2. Za poljubno Liejevo grupo G je invertiranje ¢ : G — G difeo-
morfizem, saj je samo sebi inverz. Prav tako so leva translacija L, : G — G, desna
translacija R, : G — G in konjugiranje C, : G — G difeomorfizmi, za vsak = € G.

DEFINICIJA 2.3. Liejeva grupa H je Liejeva podgrupa Liejeve grupe G, ce je
podgrupa grupe G in tudi imerzirana podmnogoterost Liejeve grupe G.

KOMENTAR 2.4. Ce je H podmnozica Liejeve grupe G, ki je podgrupa grupe
G in hkrati tudi vlozena podmnogoterost Liejeve grupe G, potem je H Liejeva
podgrupa Liejeve grupe G. Res, ker je H podmnogoterost mnogoterosti G, je tudi
H x H podmnogoterost mnogoterosti G x G, zozitev pg|pxy : H x H — G pa
je gladka preslikava. Ker je ug(H x H) C H in je H vlozena podmnogoterost
mnogoterosti G, je tudi mnoZenje na H, torej ug = pe|lpxm : Hx H — H, gladka
preslikava. Podobno je invertiranje ¢y na H zozitev invertiranja tg na vlozZeno
podmnogoterost H mnogoterosti G in je zato gladka preslikava tpy : H — H.

ZGLED 2.5. (1) Za sestevanje je R™ Liejeva grupa dimenzije n. Prostor C" je
Liejeva grupa (realne) dimenzije 2n, saj C™ kot grupo in kot gladko mnogoterost
lahko identificiramo z (R?)™ = R?™. Splosneje, vsak realen ali kompleksen vektorski
prostor kon¢ne dimenzije je Liejeva grupa za seStevanje.

(2) Grupa Z"™ je (diskretna) Liejeva grupa dimenzije 0. Splosneje, poljubno
(Stevno) grupo G lahko gledamo kot Liejevo grupo dimenzije 0.

(3) Grupi R* in C* sta Liejevi grupi dimenzije 1 za mnozenje. Podgrupa
Rt C R* vseh pozitivnih realnih $tevil je prav tako Liejeva grupa dimenzije 1.

(4) Produkt G x H dveh Liejevih grup G in H je Liejeva grupa. Res, produkt
G x H je grupa in gladka mnogoterost, da pa sta mnozenje in invertiranje na G x H
gladki preslikavi vidimo iz enakosti paxu((x,y), (z,w)) = (pa(z, 2), pa(y,w)) in
axu(@,y) = (La(@), a (y))-

(5) Kroznica S* je zaprta vloZena podmnogoterost in podgrupa Liejeve grupe
C*, zato je S' Liejeva podgrupa Liejeve grupe C*.

(6) Torus T" dimenzije n je produkt Liejevih grup S x --- x St in je zato tudi
Liejeva grupa.

33
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DEFINICIJA 2.6. Preslikava ¢ : H — G med Liejevima grupama je homo-
morfizem Liejevih grup, ¢e je homomorfizem grup in gladka preslikava. Preslikava
¢ : H — G je izomorfizem Liejevih grup, ¢e je izomorfizem grup in difeomorfizem.
Dve Liejevi grupi sta izomorfni, ¢e obstaja kaksen izomorfizem Liejevih grup med
njima.

KOMENTAR 2.7. Kompozicija homomorfizmov Liejevih grup je spet homomor-
fizem Liejevih grup, in kompozicija izomorfizmov Liejevih grup je spet izomorfizem
Liejevih grup. Monomorfizem (oziroma epimorfizem, oziroma endomorfizem) Li-
ejevih grup je homomorfizem Liejevih grup, ki je hkrati monomorfizem (oziroma
epimorfizem, oziroma endomorfizem) grup. Avtomorfizem Liejeve grupe G je avto-
morfizem grupe G, ki je hkrati difeomorfizem. MnoZica Aut(G) vseh avtomorfizmov
Liejeve grupe G je grupa za kompozicijo.

Ce je ¢ : H — G homomorfizem med Liejevima grupama, ki je tudi submerzija,
potem je jedro ker ¢ zaprta vlozena Liejeva podgrupa edinka Liejeve grupe H.

2.1.1. Grupa komponent in komponenta nevtralnega elementa. Naj
bo G Liejeva grupa. Kot mnogoterost G ni nujno povezana, vemo pa, da ima
Stevno mmnogo komponent za povezanost, ki so odprte podmnogoterosti v M in
tvorijo dekompozicijo

ﬂ'()(G)
mnogoterosti G. Mnozico komponent 7y(G) opremimo s strukturo mnogoterosti
dimenzije 0. Mnogoterost mo(G) ima torej diskretno topologijo, v kateri so vse
podmnozice odprte. Tako je naravna preslikava G — mo(G) zvezna in gladka.
Oznac¢imo z
GO
tisto komponento mnogoterosti G, ki vsebuje nevtralni element e grupe G.

TRDITEV 2.8. Naj bo G Liejeva grupa. Tedaj je G° povezana odprta Liejeva
podgrupa edinka Liejeve grupe G in mo(G) = G/G°. MnozZica komponent my(Q)
grupe G ima strukturo Liejeve grupe dimenzije 0, tako da je naravna projekcija
G — mo(G) epimorfizem Liejevih grup.

Doxkaz. Najprej se prepricajmo, da je G° podgrupa grupe G. Naj bosta =,y €
G° in izberimo pot v v G° od e do x ter pot ¢ v G° od e do y. Tedaj je t — v(t)((t)
pot v G od e do zy, zato je zy € G°. Poleg tega je t — ~(t)~! pot v G od e do
™!, torej je tudi 7! € G°. Komponenta G° je torej podgrupa grupe G.

Za vsak z € G je kompozicija C, oy pot v G od e do C.(z), zato je tudi
C.(z) € G°. To pomeni, da je G° podgrupa edinka grupe G. Ker je G° odprta v
G, je tudi Liejeva podgrupa Liejeve grupe G.

Ostane nam Se, da preverimo, da so komponente grupe G ravno (levi) odseki
po podgrupi edinki G°. Dve tocki z,w € G sta v isti komponenti za povezanost Ce,
in samo ¢e, obstaja pot x v G od z do w. Ce taksna pot s obstaja, je L,-1 ok pot
v G od e do z7'w in je zato z7'w € G°. Obratno, ¢e je z~'w € G°, obstaja pot
od e do z~'w, kompozicija te poti s translacijo L, pa je pot od z do w. (Il

2.1.2. Splosna in specialna linearna grupa. Naj bo F bodisi R ali pa C.
Za poljubno naravno Stevilo n je mnozica Mat(n x n,F) matrik dimenzije n X n s
komponentami v F vektorski prostor kon¢ne dimenzije in zato mnogoterost. Splosna
linearna grupa stopnje n nad F

GL(n,F) = {A € Mat(n x n,F) | det(A) # 0}
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je odprta podmnoZica mnogoterosti Mat(n x n,F). Res, determinanta matrike A
je polinomska in torej gladka funkcija komponent matrike A, grupa GL(n,F) pa
je enaka mnozici det_l(IFX), torej prasliki odprte mnozice glede na gladko presli-
kavo det : Mat(n x n,F) — F. To pomeni, da je GL(n,F) odprta podmnogoterost
mnogoterosti Mat(n x n, F). Ker so komponente produkta dveh matrik polinomska
funkcija komponent teh dveh matrik, je mnoZenje v grupi GL(n,F) gladka presli-
kava. Prav tako so po Cramerjevem pravilu komponente inverza matrike A raci-
onalne funkcije komponent matrike A, zato je tudi invertiranje v GL(n,F) gladka
preslikava. Zakljuc¢imo lahko, da je splosna linearna grupa GL(n,F) Liejeva grupa.
Pri tem je dim GL(n,R) = n? in dim GL(n, C) = 2n?.

Naj bo zdaj V poljuben vektorski prostor koncne dimenzije nad F. Vektorski
prostor vseh F-linearnih endomorfizmov prostora V oznac¢imo z End(V) = Endp(V),
grupo F-linearnih avtomorfizmov prostora V pa z GL(V) = GLp(V). Izbira baze
prostora V nam dolo¢i F-linearna izomorfizma V = F" in End(V) = Mat(n x n, F).
Zadnji izomorfizem preslika grupo GL(V) na grupo GL(n,F). Posebej to pomeni,
da je

GL(V) = GLp(V)
Liejeva grupa, ki jo imenujemo splosna linearna grupa na vektorskem prostoru V.
Ta Liejeva grupa je torej izomorfna Liejevi grupi GL(n, F), vendar pa je izomorfizem
odvisen od izbire baze oziroma linearnih koordinat.

Opazimo lahko, da je leva translacija L, na Liejevi grupi GL(V) zoZitev tran-
slacije End(V) — End(V), A — =z A, ki je linearna preslikava, za vsak = € GL(V).
Posebej to pomeni, da je d(L;)y(A) = A za poljubna y € GL(V) in A € End(V).
Podobno velja d(R;),(A) = Az in d(C,)y(A4) = zAz~ .

Determinanta det : GL(V) — F* je homomorfizem Liejevih grup. Ker je GL(V)
odprta podmnozica vektorskega prostora End(V), je T, GL(V) = End(V) za vsak
x € GL(V). Odvod determinante v tocki = je torej linearna preslikava

d(det), : End(V) — F.
Za poljuben A € End(V) izracunamo
d

id +tA)> = 2] det(id +A4)

d(det)ia(A) = d(det)id< tli=o

il

- %]tzoa Fttr(A) + - + 7 det(A)) = tr(A).

Splosneje, ker je determinanta homomorfizem grup, velja enakost det(z)~!det =
detoL, 1. Ko to enakost odvajamo v tocki x, dobimo det(x)~ld(det),(A) =
d(det)iq((dLy-1).(A)) = d(det)iq(z~*A) in zato

d(det),(A) = det(z) tr(z~ 1 A)
za vsak A € End(V). To posebej pomeni, da je linearna preslikava d(det), surjek-
tivna za vsak x, zato je homomorfizem Liejevih grup

det : GL(V) — F*
submerzija. Odtod sledi, da je jedro tega homomorfizma
SL(V) = SLg(V) = {z € GL(V) | det(z) = 1}

zaprta vloZena Liejeva podgrupa edinka Liejeve grupe GL(V). Liejevo grupo SL(V)
imenujemo specialna linearna grupa na vektorskem prostoru V. Ce je V realen
vektorski prostor dimenzije n, je dim SL(V) = n? —1. Ce je V kompleksen vektorski
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prostor kompleksne dimenzije n, je dimSL(V) = 2(n? — 1). Posebej oznac¢imo
SL(n,R) = SL(R") in SL(n, C) = SL¢(C™).

2.1.3. Ortogonalna grupa. Ortogonalne matrike dimenzije n X n sestavljajo

podgrupo grupe GL(n,R),
O(n) = {zx € GL(n,R) | 272 = I'} < GL(n,R).
Oznacimo z S vektorski prostor vseh simetricnih realnih metrik dimenzije n x n.
Posebej je S mnogoterost dimenzije n(n+1)/2. Naj bo ¢ : GL(n,R) — S preslikava,
dana s predpisom
o(z) =z,

To je o¢itno gladka preslikava, njen odvod v poljubni tocki z € GL(n,R) pa je
linearna preslikava (d¢),, : Mat(n x n,R) — S. Za poljuben A € Mat(n x n,R)
velja

(@) (4) = () (1| _ (@ +24)) = T| (e + 1)

t:O(x +tA) T (z + tA)

T dt

d
= a‘ O(me +tet A+ tATx + 12 AT A)
t=

=2TA+ ATz
Odtod med drugim sledi, da je (d¢), surjektivna preslikava, saj za poljubno sime-
tricno matriko S € S velja

28 =5+ 57 =27 (@)1 + ((«7)'S) " w,

torej je S = (dgb)z(%(xT)_lS). Preslikava ¢ je torej submerzija, zato je O(n) =
¢~ 1(I) zaprta vloZena podmnogoterost v GL(n,R). Zaklju¢imo lahko, da je O(n)
res Liejeva podgrupa Liejeve grupe GL(n,R), ki jo imenujemo ortogonalna grupa
stopnje n. Liejeva grupa O(n) je kompaktna, njena dimenzija je n?> —n(n+1)/2 =
n(n—1)/2.

Determinanta poljubne ortogonalne matrike je 1 ali —1. To pomeni, da jedro
homomorfizma det : O(n) — {—1,1} < R* odprta in zaprta Liejeva podgrupa
edinka grupe O(n), ki jo ozna¢imo z

SO(n) = {x € O(n) | det(z) =1}
in imenujemo specialna ortogonalna grupa stopnje n.

Vaja 2.9. (1) Za poljuben z € SO(n) lahko najdemo taksni matriki p,y €
SO(n), da je x = pyp’ in da je y blo¢no diagonalna matrika

Yy = diag(R(@l), sy R(Gk), 1, ceey 1),

kjer smo z R(#) € SO(2) oznadili matriko rotacije v ravnini za kot 6. Za vsak
t € [0, 1] naj bo
~(t) = diag(R(t61), ..., R(t0),1,...,1).

Preverimo lahko, da je tako definirana preslikava v zvezna pot v Liejevi grupi
SO(n) od identitete I do y, medtem ko je s predpisom t ~ py(t)p? dana pot
Liejevi grupi SO(n) od I do z. Odtod sledi, da je Liejeva grupa SO(n) povezana
in je komponenta identitete ortogonalne grupe O(n). Ortogonalna grupa ima dve
komponenti za povezanost, torej mo(O(n)) = Z/2Z.
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(2) Vsako matriko z € GL(n,R) lahko na en sam nacin zapisemo kot produkt
x = yS, kjer je y € O(n) in kjer je S pozitivno definitna simetricna matrika. Res,
vzeti moramo S = (27x)Y/? in y = £S~!. Matriko S lahko zapiSemo v obliki
S = pDp™, Kkjer je p € SO(n) in D diagonalna matrika s pozitivnimi diagonalnimi
elementi. Zdaj je

v(t) =p(tD + (1 —t)I)p"

pozitivno definitna simetri¢na matrika, za vsak t € [0, 1], s predpisom ((¢) = yy(t)
pa je definirana pot v Liejevi grupi GL(n,R) od y do z. Odtod sledi, da ima
GL(n,R) enako Stevilo komponent za povezanost kot O(n), torej dve. Komponenta
identitete Liejeve grupe GL(n, R) je Liejeva grupa matrik s pozitivno determinanto,
GL™(n,R).

Ce je z € SL(n,R), je s predpisom t +— diag(det(¢(t))~, 1,...,1)¢(t) dana pot
v SL(n,R) od y € SO(n) do z. Ker je Liejeva grupa SO(n) povezana, je torej
povezana tudi Liejeva grupa SL(n,R).

Povezanost Liejevih grup GL™(n,R) in SL(n,R) lahko pokazemo tudi s po-
mocjo Gram-Schmidtovega algoritma, ki ga zvezno uporabimo na stolpcih matrike
x.

Ortogonalne grupe lahko posplosimo na naslednji nacin: Naj bosta p in ¢ po-
ljubni taksni naravni stevili, da je n = p + ¢, in naj bo I, 4y blocno diagonalna
matrika

I(p,q) = diag(fp, *Iq)v

ki smo z I, oziroma I, oznacili matriko identitete dimenzije p x p oziroma ¢ X g.
Naj bo € : GL(n,R) — S preslikava, dana s predpisom

&(x) = J:T[(p,q)x.

Preslikavo ¢ odvajamo podobno, kot smo odvajali preslikavo ¢, in vidimo, da je
tudi preslikava & submerzija, njen odvod pa je dan s predpisom

(d€)o(A) = 2" I A+ AT I gy

za vsako matriko A € Mat(n x n,R). Vlakno preslikave § nad I, q) je zaprta
vlozena Liejeva podgrupa

O(p,q) = {z € GL(n,R) | 2" I(p 7 = I )}

Liejeve grupe GL(n,R). Liejevo grupo O(p, q) imenujemo nedefinitna ortogonalna
grupa stopnje (p, q). Njena dimenzija je n(n—1)/2. Liejeva grupa O(1,3) je Loren-
tzova grupa, ki je pomembna v fiziki kot grupa Lorentzovih transformacij prostora
Minkovskega.

Za poljuben z € O(p, q) je det(z) = £1. Grupa

SO(p,q) = {x € O(p, q) | det(z) =1}

je odprta Liejeva podgrupa edinka Liejeve grupe O(p,q), a ni povezana: SO(p, q)
ima dve, O(p, q) pa Stiri komponente. Komponento identitete Liejeve grupe SO(p, q)
oziroma O(p, ¢) véasih ozna¢imo z SO™ (p, q).
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2.1.4. Unitarna grupa. Unitarne matrike dimenzije n x n sestavljajo pod-
grupo grupe GL(n,C),

U(n) = {z € GL(n,C) | 2%z = I} < GL(n, C).

Oznacimo s H realen vektorski prostor vseh hermitskih kompleksnih matrik dimen-
zije n x n. Posebej je H mnogoterost dimenzije n?. Naj bo ¢ : GL(n,C) — H
preslikava, dana s predpisom

() = 2Pz,

Izracun, podoben tistemu iz prejsSnjega podrazdelka za preslikavo ¢, nam pokaze,
da je tudi preslikava ¢ submerzija, katere odvod je dan s predpisom

(d)s(A) = 27 A+ Ay

za vsako matriko A € Mat(n x n,C). Grupa U(n) je torej Liejeva podgrupa Liejeve
grupe GL(n,C), ki jo imenujemo unitarna grupa stopnje n. Liejeva grupa U(n) je
kompaktna in ima dimenzijo 2n? — n? = n?.

Determinanta unitarne matrike je kompleksno stevilo z absolutno vrednostjo

1, in imamo homomorfizem Liejevih grup
det : U(n) — S' < C*.

Tudi ta preslikava je submerzija. Res, za poljuben z € U(n) je v(t) = eitx € U(n)
za vsak t € R, ob tem pa je v(0) = z in

d(det);(4(0)) = % - det(e''z) = % tzoemt det(z) = indet(x) # 0.

Jedro submerzije det : U(n) — S je torej zaprta vlozena Liejeva podgrupa edinka
SU(n) = {z € U(n) | det(z) =1}

Liejeve grupe U(n), ki jo imenujemo specialna unitarna grupa stopnje n. Njena
dimenzija je n? — 1.

Vaia 2.10. (1) Za poljuben z € U(n) lahko najdemo taksni matriki p, y € U(n),
da je z = pyp™ in da je y diagonalna matrika

y = diag(el®, ..., el%),
za by,...,0, € R. Za vsak t € [0,1] naj bo
y(t) = diag(e'*?r, ... eitfn)

in ((t) = py(t)p". Tako definirana preslikava ¢ je zvezna pot v Liejevi grupi U(n)
od identitete I do x. Odtod sledi, da je Liejeva grupa U(n) povezana.

Ce je x € SU(n), potem je s predpisom t + diag(det(¢(¢))™',1,...,1)¢(t)
podana pot v Liejevi grupi SU(n) od identitete I do . To pomeni, da je tudi
Liejeva grupa SU(n) povezana.

(2) Poljubno matriko z € GL(n, C) lahko na en sam nacin zapisSemo kot produkt
x = yS, kjer je y € U(n) in kjer je S pozitivno definitna hermitska matrika.
Podobno kot v vaji 2.9(2) lahko odtod vidimo, da sta grupi GL(n,C) in SL(n,C)

povezani.
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2.1.5. Simplektiéna grupa. Naj bo ) realna matrika dimenzije 2n x 2n
blo¢ne oblike

kjer je I, matrika identitete dimenzije n x n. Posebej je matrika ) torej antisime-
tri¢na, obrnljiva in Q2 = —Ir,. Simplekticna grupa stopnje 2n nad F je podgrupa

Sp(2n,F) = {x € GL(2n,F) | 27 Qz = Q}
splogne linearne grupe GL(2n,F). Grupo Sp(2n,F) dobimo kot vlakno nad Q gladke

preslikave ¢ : GL(2n,F) — A, ki slika v vektorski prostor .4 C Mat(2n,F) vseh
antisimetricnih matrik z elementi iz F dimenzije 2n x 2n in je dana s predpisom

po(z) = 2T Q.
Preslikava 1 je submerzija, saj je njen odvod dan s predpisom
(dpa)z(A) = 2TQA + ATQx

za vsako matriko A € Mat(2n x 2n,F), za poljubno antisimetricno matriko S € A
pa je
25 = 5§ — 5T =2TQ( - Q") 1S + (- Q") 719) " Qa,
torej S = (d¢a)s( — 2Q(2T)7'S). To pomeni, da je Sp(2n,F) Liejeva grupa.
Dimenzija grupe Sp(2n,R) je (2n)? — 2n(2n — 1)/2 = n(2n + 1), dimenzija grupe
Sp(2n,C) pa je enaka 2(2n?) — 2(2n)(2n — 1)/2 = 2n(2n + 1). Z nekoliko ve¢ dela
se da pokazati, da je v resnici Sp(2n,F) < SL(2n,F).
Kompaktna simplekticna grupa stopnje n je grupa

Sp(n) = U(2n) N Sp(2n,C).

Kasneje bomo videli, da je vsaka zaprta podgrupa Liejeve grupe vlozena Liejeva
podgrupa, zato je tudi Sp(n) Liejeva podgrupa Liejeve grupe GL(2n,C).

2.2. Liejeva algebra Liejeve grupe

DEFINICIJA 2.11. Liejeva algebra nad F je vektorski prostor g nad I, opremljen
z F-bilinearno operacijo g x g — g, (X,Y) — [X, Y], za katero velja
(i) [X,Y]=-[Y,X] in
(i) [X,[Y, 2]+ [Y,[Z2, X]] + [Z,[X, Y]] =0
zavse XY, Z € g.

KOMENTAR 2.12. Spomnimo se, da je za nas obseg F lahko R ali C. Pravi-
loma bodo nase Liejeve algebre realne, torej F = R, razen ¢e ne bomo posebej
poudarili nasprotno. Operacijo v Liejevi algebri imenujemo oklepaj, lastnost (i) je
antisimetricnost oklepaja, enakost (ii) pa je Jacobijeva identiteta. Antisimetri¢nost
bilinearnega oklepaja je ekvivalentna pogoju, da je [X, X] =0 za vse X € g, saj v
nasem primeru karakteristika obsega F ni enaka 2.

DEFINICIJA 2.13. Naj bosta g in h Liejevi algebri nad F. Preslikava ® : h — g
je homomorfizem Liejevih algeber, e je F-linearna in velja ®[X,Y] = [®(X), ®(Y)]
za vse X,Y € h. Preslikava ® : h — g je izomorfizem Liejevih algeber, e je
homomorfizem Liejevih algeber in bijekcija. Liejevi algebri g in b sta izomorfni, ce
obstaja kaksen izomorfizem Liejevih algeber med njima.
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KOMENTAR 2.14. Kompozicija homomorfizmov Liejevih algeber je spet homo-
morfizem Liejevih algeber, in kompozicija izomorfizmov Liejevih algeber je spet
izomorfizem Liejevih algeber. Homomorfizem Liejevih algeber je monomorfizem
oziroma epimorfizem, ¢e je injektiven oziroma surjektiven. Avtomorfizem Liejeve
algebre g je izomorfizem Liejevih algeber g — g. Mnozica Aut(g) vseh avtomorfiz-
mov Liejeve algebre g je grupa za kompozicijo.

DEFINICIJA 2.15. Podmnozica h Liejeve algebre g nad F je Liejeva podalgebra
Liejeve algebre g, ¢e je h vektorski podprostor vektorskega prostora g nad F in je
[X,Y] € hzavse X,Y €h. Liejeva podalgebra b Liejeve algebre g je ideal v g, Ce
je[X,Y]ebhzavse X €ginY €.

KOMENTAR 2.16. Liejeva podalgebra h Liejeve algebre g nad F je seveda tudi
sama zase Liejeva algebra nad F, inkluzija h — g pa je homomorfizem Liejevih
algeber.

ZGLED 2.17. (1) Vsak vektorski prostor nad F je z oklepajem, ki je identi¢no
enak 0, Liejeva algebra nad F. Taksni Liejevi algebri pravimo komutativna Liejeva
algebra.

(2) Evklidski prostor R?® 7 operacijo vektorskega produkta je realna Liejeva
algebra.

(3) Vektorski prostor X(M) vseh vektorskih polj na mnogoterosti M je realna
Liejeva algebra.

(4) Naj bo V vektorski prostor nad F. Na vektorskem prostoru F-linearnih
endomorfizmov End(V) vektorskega prostora V definiramo oklepaj kot komutator,
torej

[A,B]= AB — BA
za vse A, B € End(V). S tem oklepajem postane End(V) Liejeva algebra nad F.
Ce je vektorski prostor V konéno dimenzionalen, Liejevo algebro End(V) ozna¢imo
tudi z
al(V) = gls(V)
in jo imenujemo splosna linearna Liejeva algebra na vektorskem prostoru V. Posebej
definiramo splo$no linearno Liejevo algebro stopnje n nad R

gl(n,R) = gl(R™) = Mat(n x n,R)
in splosno linearno Liejevo algebro stopnje n nad C
gl(n,C) = gl(C") = Mat(n x n,C).

(5) Za poljubni Liejevi algebri g in b je kartezi¢ni produkt g x h Liejeva algebra
za oklepaj
[(X7 2),(Y, W)]Exh = ([Xv Y]97 [Z7 W}h)’
kjer so X,Y € gin Z,W € b. Liejevo algebro g x h oznac¢imo tudi kot vsoto g @ b.
(6) Ce je @ : h — g homomorfizem Liejevih algeber, je njegovo jedro ker ® ideal
v Liejevi algebri bh.

2.2.1. Levo invariantna vektorska polja.

DEerINICIJA 2.18. Naj bo G Liejeva grupa. Vektorsko polje X € X(G) je levo
invariantno, Ce je L,-invariantno za vsak x € G. Vektorsko polje X € X(G) je desno
invariantno, e je R,-invariantno za vsak z € G. Ozna¢imo z X(G) mnozico vseh
levo invariantnih vektorskih polj na G in z X®(G) mnozico vseh desno invariantnih
vektorskih polj na G.
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KOMENTAR 2.19. Vektorsko polje X na G je torej levo invariantno, ¢e velja
(Ly)«X = X za vsak € G, torej (dLy)y(Xy) = Xuy za vse z,y € G. Vektorsko
polje X na G je desno invariantno, ¢e je (R;)«X = X za vsak z € G, torej
(dRg)y(Xy) = Xyg za vse z,y € G.

TRDITEV 2.20. Naj bo G Liejeva grupa. Vsako levo invariantno vektorsko polje
X na G je kompletno in
P =Rax (o)
za vsak t € R. Vsako desno invariantno vektorsko polje Y na G je kompletno in
Y
P; = Lay(e)
za vsak t € R.
DokAz. Za poljuben x € G naj bo 72X : JX — (G maksimalna integralna

krivulja levo invariantnega vektorskega polja X na G, za katero je 72X (0) = z. Za
vsak y € G je kompozicija L, ovX integralna krivulja vektorskega polja X, saj velja

d d
2| LGF®) = @Ly)x (5] ®)
= (dLy)yx () (Xyx () = X1, (0% 5))-

Integralna krivulja L, o2 je definirana na intervalu JX, njena vrednost v tocki 0
pa je yx. Zaradi maksimalnosti integralne krivulje 752 : Jy); — G mora zato veljati

JX c .
Ker to velja za vse x,y € G, mora biti JX = JX za vsak x € G. Vse maksimalne

integralne krivulje so torej definirane na istem odprtem intervalu J = JX.
Za poljuben s € J je tudi preslikava ¢ : (J —s) — G, dana s predpisom

() =7 (t+s),
integralna krivulja vektorskega polja X, za katero je ((0) = vX(s). Iz maksimal-
nosti integralne krivulje ’yéo) :J = G sledi, da je J —s C J za vsak s € J, to pa
je mogoce le, ce je J =R.
Ugotovili smo Ze, da je preslikava L, o yX : R — G integralna krivulja vek-
torskega polja X z vrednostjo x v tocki 0, za vsak x € G. To pomeni, da je tok
vektorskega polja X za vsak ¢t € R dan s predpisom

P (2) = Lo (43 (1)) = 272 (1) = 287" (€) = Rox (o) (@),

torej res velja & = Rgx () Dokaz trditve za desno invariantna vektorska polja je
podoben. n

TRDITEV 2.21. Naj bo G Liejeva grupa, X € X%(GQ) in Y € XR(G). Tedaj je
(i) (&)Y =Y za vsakt € R,
(ii) [X,Y]=0, in
(iii) ceje Xo =Yy zaneka € G, potem je Xpx 2y = Yox (4 in & (z) = &) ()
za vsak t € R.
Dokaz. (i) Iz trditve 2.20 in zaradi desne invariantnosti vektorskega polja YV
velja ().Y = (Rgx ()Y =Y.
(ii) Iz tocke (i) sledi [X,Y], = f%h:O((Q);ﬁX)*Y)ac = f% oYz = 0 za vsak
zed.
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(iii) Vektorsko polje X je seveda ®;X-invariantno po trditvi 1.42. Odtod in iz
tocke (i) dobimo
Xox (@) = (P7)eX)gx () = d(D7) o (Xs)
= d(P7)0(Ya) = (P7).Y)gx (2) = Yox (a):

To pomeni, da je v integralna krivulja tudi za vektorsko polje Y, zato mora biti
¥ (x) =73 (t) = 7z (t) = O} (2). 0

TRDITEV 2.22. Naj bo G Liejeva grupa. Mnozici X“(G) in X®(Q) sta Liejevi
podalgebri Liejeve algebre X(G).

Dokaz. O¢itno je X¥(G) vektorski podprostor v X(G). Za levo invariantni
vektorski polji X,Y € XL(G) velja

(La)«[X, Y] = [(L)+ X, (L) Y] = [X, Y]

za vsak © € G, zato je torej tudi vektorsko polje [X, Y] levo invariantno. Za desno
invariantna polja je dokaz podoben. O

KOMENTAR 2.23. Liejevo algebro X"(G) imenujemo Liejeva algebra Liejeve
grupe G. Obicaj je tudi, da Liejevo algebro Liejeve grupe G oznacimo z g, Liejevo
algebro Liejeve grupe H s b, etc.

TRDITEV 2.24. Naj bo G Liejeva grupa. Preslikava ev, : X*(G) — T.G, ki po-
ljubnemu levo invariantnemu vektorskemu polju X € X*(G) priredi njegovo vrednost
X, € T.G v nevtralnem elementu e grupe G, je izomorfizem vektorskih prostorov.
Vektorski prostor X“(G) je koncéno dimenzionalen in dim X*(G) = dim G.

DOKAZ. Preslikava ev, : X¥(G) — T.G, X — X., je o¢itno linearna. Vsak
X € X%(@) je enoli¢no dolocen z vrednostjo X, saj je X, = (dL,).(X.) za vsak
x € G. To pomeni, da je preslikava ev, injektivna. Da bi dokazali Se surjektivnost
te preslikave, vzemimo poljuben v € T,G in definirajmo preslikavo o : G — TG s
predpisom

o(x) = (dLy)e(v).

Pokazali bomo, da je o levo invariantno vektorsko polje na G in da je ev (o) = v.
Jasno je, da je o(x) € T, G, da je o(e) = v in da velja

(dLz)y(a(y)) = (dLa)y((dLy)e(v)) = (dLay)c(v) = o (2y).

Dokazati moramo Se, da je preslikava o : G — TG gladka.
V ta namen si oglejmo mnozenje p na Liejevi grupi G. Odvod tega mnozenja
je gladka preslikava

du:T(G x G) — TG.
Gladka je tudi preslikava 7 : G — T(G x G), dana s predpisom

7(z) = (0,v) € ToG x T,G = T(y.0) (G x G),
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zato je gladka tudi kompozicija duo 7 : G — TG. Za vsak x € G izberemo gladko
krivuljo 7 : R — G, za katero je v(0) = e in 4(0) = v, in izra¢unamo

d
(1o 7)(@) = diaga,e)(0,0) = diagaey (0, | _ 7))

4] ) = 5] Lar(1)

d
= Lw e 7‘ = Lx e = .
(@Lo)e( 5] 10) = [@Lo)e(v) = o(x)
Velja torej du o 7 = o, torej je preslikava o gladka. O

KOMENTAR 2.25. Podobna trditev velja seveda tudi za desno invariantna vek-
torska polja na G. Za poljuben v € T,G bomo z v oznaéili tisto levo invariantno
vektorsko polje na G, za katerega je

(") = 0.

R

Podobno bomo z v oznacili tisto desno invariantno vektorsko polje na G, za kate-

rega je

(W), =v.
Krajse bomo zapisali (v%), = v oziroma (v}), = v}, za vsak x € G. Definirajmo
$e preslikavo ev, : X¥(G) — T,G, X — X,. Ker velja ev, = (dL,). o ev,, je tudi
ev, : X¥(G) — T,G izomorfizem vektorskih prostorov. To med drugim pomeni,
da za izbrano bazo vy, ..., v, tangentnega prostora T,G levo invariantna vektorska
polja (vi)¥, ..., (v,)" sestavljajo ogrodje tangentnega sveinja T'G.

PosLEDICA 2.26. Naj bo G Liejeva grupa. Tangentni prostor T.G ima naravno
strukturo Liejeve algebre, v kateri je oklepaj dan s predpisom

[v,w] = [¥, w"]
za vse v,w € T,G. Preslikava ev, : X*(G) — T.G je izomorfizem Liejevih algeber.
DokAz. Ker je X*(G) Liejeva algebra glede na Liejev oklepaj vektorskih polj in

ker je ev, : X%(GQ) — T.G izomorfizem vektorskih prostorov, lahko na T,G na en sam
nacin definiramo Liejev oklepaj tako, da je ev, izomorfizem Liejevih algeber. O

TRDITEV 2.27. Naj bo ¢ : H — G homomorfizem Liejevih grup. Tedaj je odvod
(dd)e : T.H — T.G homomorfizem Liejevih algeber.

DokAz. Naj bosta v,w tangentna vektorja v T,H. Vektorsko polje v™ je v
¢-relaciji z vektorskim poljem ((d¢).(v))¥, saj za vsak y € H velja

(de)y(vy) = (dd)y((dLy)e(v)) = d(¢ 0 Ly)e(v)
= d(Lg(y) 09)e(v) = (dLg(y)) e((dd)e(v))
= ((d9)e(v))g ()

Podobno je vektorsko polje w™ v qb relaciji z vektorskim poljem ((do )e(w)) Odtod
sledi, da je vektorsko polje [vY, wl] v ¢-relaciji z [((dg).(v))E, ((dg).(w))L], zato je

(d¢)e([vvw]) = (d¢)e([v 7wL]e) = [((d(b)e(v))Lv (( )e(w))L]
= [(d(b)e(v), (dd))e(w)] U
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KOMENTAR 2.28. Za poljubno Liejevo grupo G bomo Liejevo algebro T.G ozna-
¢ili tudi z £(G). Glede na izomorfizem Liejevih algeber ev, : X4(G) — T.G = £(G)
Liejevo algebro £(G) identificiramo z Liejevo algebro X(G) Liejeve grupe G.

Za homomorfizem Liejevih grup ¢ : H — G bomo homomorfizem Liejevih alge-
ber (d¢). : T.H — T.G oznadili tudi z £(¢) : £(H) — £(G). Glede na identifikacijo
Liejeve algebre £(G) z Liejevo algebro X(G) in identifikacijo Liejeve algebre £(H)
z Liejevo algebro X¥(H) imamo tudi pridruzeni homomorfizem Liejevih algeber

b. s XM(H) — X4(@).
Za poljubno levo invariantno vektorsko polje Y € XY (H) je torej

¢.Y = ((d)e(Ye))" € XH(G).

Vektorsko polje Y je v ¢-relaciji z vektorskim poljem ¢.Y.

Ce je ¥ : K — H $e en homomorfizem Liejevih grup, iz veriznega pravila za
odvod dobimo enakost £(¢ o ¥)) = £(¢) o £(1)) oziroma (P o ), = ¢, 0 .. Velja
tudi S(Idg) = idg(G).

ZGLED 2.29. (1) Komponenta nevtralnega elementa G° Liejeve grupe G je
odprta podgrupa, zato velja £(G) = £(G°). Inkluzija inc : G° — G inducira
izomorfizem pridruzenih Liejevih algeber inc, : X%(G°) — X(G).

(2) Liejeva algebra poljubne komutativne Liejeve grupe G je komutativna. Res,
naj bosta X,Y € X¥(G). Iz komutativnosti Liejeve grupe G sledi, da sta X in YV’
tudi desno invariantni vektorski polji, zato po trditvi 2.21(ii) velja [X,Y] = 0.

(3) Naj bo H Liejeva podgrupa Liejeve grupe G. Vlozitev inc : H — G je
imerzija in homomorfizem Liejevih grup, zato je njen odvod v nevtralnem elementu
d(inc), = £(inc) : £(H) — £(G) vlozitev in homomorfizem Liejevih algeber. Lie-
jeva algebra £(H) je torej Liejeva podalgebra Liejeve algebre £(G).

Vaja 2.30. Za poljubni Liejevi grupi G in H sta Liejevi algebri £(G x H) in
£(G) x £(H) izomorfni.

2.2.2. Splosna in specialna linearna Liejeva algebra. Splosna linearna
grupa GL(n,F) je odprta podmnozica vektorskega prostora matrik Mat(n x n,F),
zato tangentni prostor Liejeve grupe GL(n,F) v vsaki tocki lahko identificiramo z
vektorskim prostorom Mat(n x n,F). Posebej je Liejeva algebra £(GL(n,F)) kot

vektorski prostor enaka Mat(n x n,F). Pokazali bomo, da je oklepaj na Liejevi
algebri £(GL(n,F)) dan s komutatorjem, torej da je

£(GL(n,F)) = gl(n,F).

Naj bo © € GL(n,F). Najprej opazimo, da je leva translacija L, : GL(n,F) —
GL(n,F) zozitev linearne preslikave Mat(n x n,F) — Mat(n x n,F), A — xA, zato
je njen odvod v tocki y € GL(n,F) dan s predpisom

(dLg)y(A) =2A

za vsak A € Mat(n x n,F). To pomeni, da ima levo invariantno vektorsko polje A
na G v poljubni toc¢ki z € GL(n,F) vrednost

Al =z A,
Podobno velja (dR),(A) = Az in A} = Az.
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Spomnimo se, da je matrika e? definirana z vrsto

o0 An
-y

n=0
Ta vrsta res konvergira, saj za operatorsko normo matrik velja [(A™);;| < [|[A™| <
| A|l"™ in je torej vrsta Y~ ; A™/n! élenoma majorizirana z eksponentno vrsto Stevil
>0 o llA[|™/nl, ki je seveda konvergentna. Podobno tudi vidimo, da za poljubni
matriki A, B € Mat(n x n,F), ki komutirata (torej AB = BA), konvergira Cauchy-
jev produkt vrst Y2 A" /nlin Y >0 B"/n! ter velja

eAeB = 6A+B.

Posebej to pomeni, da je e obrnljiva matrika z inverzom e=4

Za poljubno obrnljivo matriko z € GL(n,F) je

S n,.—1 oo —1\n
RV A"z _ (zAz™1) _ oda?
Z n! Z n! '

n=0 n=0

, saj je oditno e = I.

Matrika A je unitarno podobna zgornje trikotni matriki, torej obstaja tak$na uni-
tarna matrika y € U(n), da je matrika C = yAy~! zgornje trikotna kompleksna
matrika (Schurova dekompozicija). Za zgornje trikotno matriko C' z lastnimi vre-
dnostmi Aq,...,A, po diagonali pa lahko direktno iz definicije izra¢unamo, da je
matrika e“ spet zgornje trikotna z diagonalnimi elementi e,... , e*». Posebej
odtod vidimo, da velja

dete? = et 4,

V splo$nem matriko e? najenostavneje izra¢unamo tako, da jo s konjugiranjem
preoblikujemo v Jordanovo kanoni¢no obliko.

Matrika et4 = Yoo t"A™/nl je gladka funkcija realnega parametra ¢, saj
je dana s potencno vrsto. Ker potencne vrste lahko ¢lenoma odvajamo, za vsak
x € GL(n,F) dobimo

d
xetA

d = (s47)"A”
el (s+m)A _ . 2% § Tty
dt t=s re =7 r=0

r=0 dr n!

(s+r)"A" Z n(s+r)""tA"?
wra . mevrn A

n!

n! r=0

Za preslikavo 7, : R — GL(n,F), dano s predpisom ~,(t) = ze*4, torej velja
v:(0) = z in

Yu(t) = 12 ()A = A'y ()

To pomeni, da je 7, maksimalna integralna krivulja levo invariantnega vektorskega
polja A¥, in da je torej tok vektorskega polja A" dan s predpisom

@fL (z) = ze' = Reua(z).
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Za poljubni matriki A, B € Mat(n x n,F) lahko zdaj izra¢unamo

d AL L

- D ) (B

S (@B,

_d AL L

= 1) Bt y)
d

L
=—2|  Rea@t@B)

d
= —— ze A Bet4
dt 1t=0

= ~=(gl_")B -8 (g )
= —xz(—AB + BA)

[AY, B, =

odtod pa sledi, da je oklepaj na Liejevi algebri £(GL(n,F)) dan s komutatorjem,
torej
[AY, BY]. = [A,B] = AB — BA.

Povsem enak izra¢un lahko naredimo za splo$no linearno grupo GL(V), za
poljuben konéno dimenzionalen vektorski prostor V nad F. Posebej to pomeni, da
je Liejeva algebra £(GL(V)) enaka splosni linearni Liejevi algebri gl(V).

Odvod homomorfizma Liejevih grup det : GL(V) — F* v identiteti je homo-
morfizem Liejevih algeber

tr:gl(V) — F.
Jedro tega homomorfizma je specialna linearna Liejeva algebra
sl(V) ={A egl(V)] tr(A) =0} C gl(V),

ki je ideal v gl(V). Liejeva grupa SL(V) je jedro submerzije det : GL(V) — F*,
zato velja
sl(V) = £(SL(V)).
Posebej imamo
sl(n,R) = sl(R™) = £(SL(n,R))
in
sl(n,C) = sl(C") = £(SL(n,C)).
Levo invariantna vektorska polja na SL(V) in njihovi tokovi so zozitve levo invari-
antnih vektorskih polj in njihovih tokov na GL(V).
Za poljubno Liejevo podgrupo H splosne linearne grupe GL(V) je Liejeva al-
gebra £(H) Liejeva podalgebra splosne linearne Liejeve algebre gl(V). Posebej je
torej oklepaj na £(H) dan s komutatorjem. Prav tako so levo invariantna vektorska

polja in njihovi tokovi na H zozitve levo invariantnih vektorskih polj in njihovih
tokov na GL(V).

2.2.3. Ortogonalna, unitarna in simplekti¢éna Liejeva algebra. Orto-
gonalna grupa O(n) stopnje n je Liejeva podgrupa Liejeve grupe GL(n,R). V
podrazdelku 2.1.3 smo videli, da je O(n) vlakno submerzije, katere odvod v iden-
titeti preslika poljubno matriko A € gl(n,R) v simetriéno matriko A + AT. Jedro
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tega odvoda je torej Liejeva algebra £(O(n)), ki jo imenujemo ortogonalna Liejeva
algebra stopnje n in oznacimo z

o(n) = {A € gl(n,R) | A+ AT =0} = £(0(n)) C gl(n,R).

Ker je SO(n) komponenta identitete Liejeve grupe O(n), je £(SO(n)) = £(0(n)) =
o(n), zato oznac¢imo tudi

Podobno je nedefinitna ortogonalna grupa O(p,q) Liejeva podgrupa Liejeve
grupe GL(p 4+ ¢,R) ter tudi vlakno submerzije, katere odvod v identiteti preslika
poljubno matriko A € gl(p + ¢,R) v simetricno matriko I(, ;A + ATI(pyq). Jedro
tega odvoda je Liejeva algebra £(O(p, q)), ki jo imenujemo nedefinitna ortogonalna
Liejeva algebra stopnje (p,q) in oznacimo z

o(p,q) = {A € gl(n,R) | Iy A+ AT, ) = 0} = £(O(p + ) C gl(p + ¢, R).

Iz rezultatov podrazdelka 2.1.4 za unitarno grupo stopnje n prav tako sledi,
da Liejevo algebro £(U(n)) dobimo kot jedro preslikave A +— A + AH. To Liejevo
algebro oznacimo z

u(n) = {A € gl(n,C) | A+ A" =0} = £(U(n)) C gl(n,C)
in imenujemo unitarna Liejeva algebra stopnje n.
ZGLED 2.31. Liejeva grupa U(1) je enaka Liejevi grupi S*, zato je
£ =u(l)={z€C|2z+z2=0}=iRCC.
Odtod pa sledi, da velja tudi
LT = w(1)" =u(l) x --- xu(l) = (iR) x --- x (iR) C C™.

Ker je SU(n) jedro homomorfizma Liejevih grup det : U(n) — St = U(1), ki je
tudi submerzija, je £(SU(n)) jedro homomorfizma Liejevih algeber tr : u(n) — u(1).
Liejeva algebra £(SU(n)) je torej ideal v Liejevi algebri u(n), imenujemo jo specialna
unitarna Liejeva algebra stopnje n in oznac¢imo

su(n) = {A € gl(n,C) | A+ A" =0, tr A =0} = £(SU(n)) C gl(n,C).

Posebej je torej su(n) = u(n) Nsl(n, C).

V podrazdelku 2.1.5 smo videli, da je simplekti¢na grupa Sp(2n,F) vlakno
submerzije, katere odvod v identiteti preslika poljubno matriko A € gl(2n,F) v
antisimetri¢no matriko QA4 + ATQ. Tako je Liejeva algebra £(Sp(2n, F)) jedro tega
odvoda. To Liejevo algebro imenujemo simplekticna Liejeva algebra stopnje 2n nad
F in oznac¢imo

sp(2n,F) = {A € gl(2n,F) | QA + ATQ = 0} = £(Sp(2n,F)) C gl(2n, F).
Liejevo algebro £(Sp(n)) dobimo kot presek Liejevih algeber

sp(n) = sp(2n,C) Nu(2n) = £(Sp(n)) C gl(2n, C).
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2.3. Eksponentna preslikava

DEFINICUIA 2.32. Eksponentna preslikava Liejeve grupe G je preslikava exp =
expeq : 1.G — G, dana s predpisom
L
exp(v) = @7 (e)
za vsak v € T,G.

KOMENTAR 2.33. Eksponentna preslikava je torej preslikava iz Liejeve algebre

£(G) v Liejevo grupe G,

exp : £(G) — G.
Glede na identifikacijo Liejevih algeber £(G) in X¥(G) lahko gledamo eksponentno
preslikavo tudi kot preslikavo iz Liejeve algebre X*(G) v Liejevo grupo G, ki jo
prav tako oznacimo z

exp : X(G) — G.
Za vsak X € X¥(Q) torej pisemo

exp(X) = exp(X.) € G.

ZGLED 2.34. Naj bo V vektorski prostor nad F kon¢ne dimenzije. Ker je za
vsak A € gl(V) vektorsko polje AY € X¥(GL(V)) dano s predpisom AL = zA, tok
tega vektorskega polja pa s predpisom @;“L (r) = ze!? za vsak x € GL(V), je

exp(A) = @‘f‘L (id) = e”.
Enaka formula velja tudi za vse Liejeve podgrupe Liejeve grupe GL(V).

TRDITEV 2.35. Naj bo G Liejeva grupa in X € X%(G). Tedaj je

X (e) = exp(tX)
za vsak t € R. Posebej to pomeni, da je exp(0) = e in

d
% s eXp(tX) = Xexp(sX) = (dLexp(sX) )e(Xe)

za vsak s € R. Velja tudi
O (x) = zexp(tX)
zavset e Rinx e G.

DokAz. Vzemimo poljuben t € R in definirajmo f: R — G,
B(r) = &7y (e) = 72 (tr).
Velja 8(0) = e in

) sy =L 3 = @) (L] ) = @
= t(dy )is(1) = t(d% T:ts’)’f(r)) = XX (1s)
= (tX)p(s)-

Odtod sledi, da je 5(r) = &% (e), zar =1 pa
X (e) = B(1) = B (¢) = exp(tX).
Prav tako velja
O () = Ryx (o) (2) = 2@ (e) = zexp(tX)
za vsak t € R in vsak z € G. O
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KOMENTAR 2.36. Za izbran v € T,G oznad¢imo X = v in ¥ = v®. Po trditvi
2.21(iii) sledi @) (e) = & (e), zato je
@) (v) = &) (e)x = DX (e)x = exp(tX)x
za vsak x € G in vsak t € R. Odtod sledi
®) (z) = exp(tX)z = exp(tX)P;" (z)(exp(tX)) ™" = Coxpex) (D7 (2)).
TRDITEV 2.37. Naj bo G Liejeva grupa. Preslikava R x .G — G, (t,v) —

exp(tv), je gladka. Posebej je tudi eksponentna preslikava exp : T.G — G gladka.
Odvod eksponentne preslikave v tocki O je identiteta na tangentnem prostoru T.G,

d(exp)o = idr -
Obstaja taksna odprta okolica U tocke 0 v vektorskem prostoru T.G, da je exp(U)
odprta okolica tocke e v Liejevi grupi G in da je exp |y : U — exp(U) difeomorfizem.

Doxkaz. Naj bo Z vektorsko polje na mnogoterosti G x T.G, dano s predpisom
Z(aw) = (v,0) € TG X Ty(T.G) = T(z) (G x T.G).
7 odvajanjem na parameter ¢t lahko preverimo, da je preslikava
RxGxT,G— G x1T,G, (t,z,v) — (xexp(tv),v),

tok vektorskega polja Z. Ker je vektorsko polje Z gladko, je tudi njegov tok gladka
preslikava. Odtod sledi, da je preslikava R x T.G — G, (t,v) — exp(tv), gladka,
saj je enaka prvi komponenti toka vektorskega polja Z pri fiksnem 2 = e. Ce v tej
preslikavi vzamemo Se ¢ = 1, dobimo eksponentno preslikavo grupe G, ki je torej
tudi gladka.

Za vsak v € T.G je

dlexplole) = dlexp)o( 5

zato je d(exp)o = idr . Zadnji del trditve sledi po izreku o inverzni funkeiji. O

)= ]yt
t:OU Cdt t:Oexp V=

DEerFINICIIA 2.38. Homomorfizem Liejevih grup R — G imenujemo tudi eno-
parametricna podgrupa Liejeve grupe G.

TRDITEV 2.39. Naj bo G Liejeva grupa. Za vsak v € T,G je preslikava R — G,
dana s predpisom

t — exp(tv),

enoparametricna podgrupa Liejeve grupe G. Ce je a: R — G poljubna enoparame-
tricna podgrupa Liejeve grupe G, potem je

a(t) = exp(ta(0))
za vsak t € R.

DokaAz. Iz trditve 2.37 sledi, da je preslikava ¢ — exp(tv) gladka. Ob tem
velja tudi exp(0v) = e in

exp((s + t)v) = BLy,(e) = B} (27 (e))

= 3" (exp(sv)) = Rexp(tv) (€xp(sv))
= exp(sv) exp(tv).
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Ker je «(0) = e in

d d d
o t:Sa(t) = Tzoa(s +7r)= - r:Oa(S)a(T)
d d
= % o La(s)(a(r)) = d(La(S))e<dT r:Oa(T))
= d(La(s))e(6(0)) = (6(0))5s)
za vsak s € R, sledi
a(t) = #”" (e) = exp(t(0))
za vsak t € R. [l

TRDITEV 2.40. Za vsak homomorfizem Liejevih grup ¢ : H — G velja
pexpy (v)) = expg((de)(v))
za vsak v € £(H), torej komutira diagram:

H—" ¢

epoT Texpc

o(H) -2 2(@)

DoKkAz. Preslikava o : R — G,

a(t) = ¢(expy (tv)),

je enoparametricna podgrupa Liejeve grupe G, in velja

6(0) = (@), (] _, eu(t0)) = (@) (0).
Po trditvi 2.39 sledi
Blexpi(t0)) = alt) = expg (1(16)(0).

Za t =1 je ta enakost ravno komutativnost diagrama iz trditve. O

ZGLED 2.41. Eksponentna preslikava kroznice S' je preslikava exp : iR =
u(l) — U(1) = S1, exp(it) = el'. Ta preslikava je surjektivna in lokalni difeo-
morfizem, a ni injektivna. V splosnem pa eksponentna preslikava ni nujno lokalni
difeomorfizem niti ni nujno surjektivna. Tako denimo ni tezko preveriti, da diago-
nalna matrika diag(—2,—1) € GLT(2,R) ni v sliki eksponentne preslikave grupe
GL(2,R).

TRDITEV 2.42. Naj bo G Liejeva grupa in x € G. Tedaj je x € G° ce, in samo
ce, obstajajo taksni vi,ve,...,vr € L£(G), da je x = exp(vy)exp(va)---exp(vk).
Posebej velja exp(£(G)) C G°.

Preden dokazemo to trditev bomo dokazali dve lemi:

LEMA 2.43. Vsaka odprta podgrupa Liejeve grupe G je unija nekaterih kompo-
nent za povezanost Liejeve grupe G.
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Doxkaz. Naj bo H odprta podgrupa Liejeve grupe G. Tedaj so tudi vsi levi
odseki grupe G po podgrupi H odprte podmnozice Liejeve grupe G, saj jih dobimo
tako, da podgrupo H preslikamo z levimi translacijami, te translacije pa so dife-
omorfizmi Liejeve grupe G. Ker levi odseki po podgrupi H tvorijo dekompozicijo
Liejeve grupe, to pomeni, da je podgrupa H komplement unije vseh drugih levih
odsekov. Odtod sledi, da je podgrupa H tudi zaprta podmnozica v Liejevi grupi
G. Podmnozica mnogoterosti G, ki je hkrati odprta in zaprta, pa mora biti unija
komponent za povezanost mnogoterosti G. (]

LEMA 2.44. Naj bo G Liejeva grupa in V odprta okolica nevtralnega elementa
e v G, za katero je V.=Vt kjer je V=1 ={a71 |z € V}. Oznacimo

vk = {z129 ) | 1, 2, ..., 2 €V},

za vsak k € N, in naj bo H = |,y VE. Tedaj velja:

(i) Mnozica H je odprta podgrupa Liejeve grupe G in unija nekaterih komponent
za povezanost Liejeve grupe G.

(ii) Ce je V povezana, je H = G°.

(iii) Ce je G povezana, je H = G.

DokAz. (i) Najprej s pomod¢jo indukcije na k vidimo, da je mnozica V¥ odprta,
sajje Vk = Usev L, (V*=1). Odtod sledi, da je H odprta podmnozica Liejeve grupe
G. Ocitno pa je H tudi podgrupa Liejeve grupe G. Zadnji del trditve (i) sledi iz
leme 2.43.

(ii) Naj bo « € H. Tedaj je © = z1x2 - - - x) za neke elemente 1, xa,...,Tx €
V. Ker je mnozica V povezana, lahko najdemo pot v; v V od e do z;, za vsak
i1=1,2,..., k. Zdaj je

t=y()y2(t) - -k (t)
pot v V¥ C H od e do z. S tem smo pokazali, da je podgrupa H povezana. Ker je
po tocki (i) podgrupa H hkrati tudi unija komponent Liejeve grupe G, mora biti
H=G°.

(iii) Ker je podgrupa H unija komponent Liejeve grupe G, ta pa ima le eno
komponento, je H = G. (]

DokAzZ TRDITVE 2.42. Po trditvi 2.37 lahko najdemo taksno odprto okolico U
tocke 0 v vektorskem prostoru T.G, da je V = exp(U) odprta okolica nevtralnega
elementa e v G in da je exp |y : U — V difeomorfizem. Predpostavimo lahko, da
je U povezana in da je U = —U, kjer je —U = {—u | u € U}. Odtod sledi, da je V
povezana in da je V=1 = V. Po lemi 2.44(ii) zato sledi, da je

Yvr=c.
keN

Dokazali smo torej, da vsak element x € G° lahko zapisemo kot produkt

z = exp(v1) exp(vz) - - exp(vy)

za neke vy, v, ..., v, € £(G).
Obratno, ¢e je x = exp(vy) exp(va) - - -exp(vg) za v1,v2,...,v; € £(G), potem
je preslikava
t — exp(tvy) exp(tva) - - - exp(tv)

pot v G od e do x, zato je x € G°. a
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TRDITEV 2.45. Naj bo G Liejeva grupa in X,Y € X%(G). Ce je [X,Y] =0,
potem velja
exp(X +Y) =exp(X)exp(Y) = exp(Y) exp(X).
Dokaz. Ker je [X,Y] =0, po posledici 1.46 difeomorfizma & in @} komuti-
rata, za vse s,t € R. Odtod dobimo
exp(tX) exp(sY) = &Y (exp(tX))
= D] (D (e) = 2, (2} (e))
= &X (exp(sY)) = exp(sY) exp(tX).
Naj bo preslikava a : R — G dana s predpisom «(t) = exp(tX)exp(tY). Tedaj je
a(0) = ein
a(s+1t) =exp((s+t)X)exp((s +1)Y)
= exp(sX) exp(tX) exp(sY) exp(tY)
= exp(sX) exp(sY) exp(tX) exp(tY) = a(s)a(t).

Preslikava « je torej enoparametricna podgrupa Liejeve grupe G. Po trditvi 2.39
sledi a(t) = exp(t&(0)). Ker velja

(0) = %’t:o exp(tX) exp(tY)

d
exp(tX) + pri A exp(tY)

~ dtli—o

= Xe + Y67
je torej exp(tX)exp(tY) = a(t) = exp(t(X +Y)). Enakost iz trditve dobimo pri
t=1. O

PosLEDICA 2.46. Liejeva algebra Liejeve grupe G je komutativna ce, in samo
ce, je komponenta nevtralnega elementa Liejeve grupe G komutativna Liejeva grupa.

Dokaz. Ekvivalenca sledi direktno iz trditve 2.45 in trditve 2.42, ter iz zgleda
2.29. O

2.4. Adjungirana reprezentacija
DEFINICIJA 2.47. Reprezentacija Liejeve grupe G na kon¢no dimenzionalnem
vektorskem prostoru V je homomorfizem Liejevih grup
G — GL(V).
Reprezentacija Liejeve grupe je zvesta, ¢e je injektivna.
DEFINICIJA 2.48. Reprezentacija Liejeve algebre g nad F vektorskem prostoru
V nad F je homomorfizem Liejevih algeber
g — gl(V).
Reprezentacija Liejeve algebre je zvesta, ¢e je injektivna.
ZGLED 2.49. (1) Vsaka Liejeva podgrupa H Liejeve grupe GL(V) ima stan-
dardno reprezentacijo na V dano z inkluzijo H — GL(V), in ta reprezentacija je
zvesta. Posebej ima torej vsaka matri¢na grupa H C GL(n,F) standardno zvesto

reprezentacijo na vektorskem prostoru F". Podobno ima vsaka Liejeva podalgebra
b Liejeve algebre gl(V) standardno zvesto reprezentacijo na V.
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(2) Ce je p : G — GL(V) reprezentacija Liejeve grupe G mna V, je odvod
dp : £(G) — gl(V) reprezentacija Liejeve algebre £(G) na V.

Naj bo G Liejeva grupa. Za vsak z € G je konjugiranje

C,:G—dG
avtomorfizem Liejeve grupe G, zato je odvod
Ad, =d(Cy)e - £(G) — £(G)
avtomorfizem Liejeve algebre £(G). S tem dobimo preslikavo
Ad: G — Aut(£(G)) < GL(£(G)),

Ad(z) = Ad, .
Ker za poljubna z,y € G velja C; 0 C, = Cy, po veriznem pravilu za odvod sledi
Ad, 0 Ad, = Ad,,. Ker je poleg tega preslikava Ad : G — GL(£(G)) tudi gladka,
je homomorfizem Liejevih grup in torej reprezentacija Liejeve grupe G na £(G).
Imenujemo jo adjungirana reprezentacija Liejeve grupe G.

KoMENTAR 2.50. Ker je C, = LpyoR,-1 = R,-10L,, odtod sledi Ad, =
d(Lg)g-10d(Ry-1)e = d(Ry-1)z 0 d(Ly)e-

Glede na identifikacijo Liejevih algeber X(G) in £(G) lahko adjungirano re-
prezentacijo gledamo kot reprezentacijo Liejeve grupe G na X*(G). Za vsak x € G
imamo torej avtomorfizem Liejeve algebre Ad, : X¥(G) — X%(G), pri ¢emer je

Ad.(X) = (Ad. (X)) € XH(G)
za vsak X € XH(G).

ZGLED 2.51. Naj bo V kon¢no dimenzionalni vektorski prostor in GL(V) splosna
linearna grupa na V. Konjugiranje na Liejevi grupi GL(V) z elementom z € GL(V)
je zoZitev endomorfizma Liejeve algebre gl(V), danega s predpisom A +— zAx~!.
Odtod sledi, da je z istim predpisom dan tudi odvod konjugiranja, torej

Ad,(A) = zAz™!
za vsak € GL(V) in za vsak A € gl(V).

TRDITEV 2.52. Naj bo G Liejeva grupa. Za vsak element x € G velja C, oexp =
expo Ad,, torej

zexp(X)z~! = exp(Ad, (X))
za vsak X € X%(G).

Doxkaz. Enakost iz trditve je direktna posledica trditve 2.40 (]

Ko adjungirano reprezentacijo Ad : G — GL(£(G)) odvajamo v nevtralnem
elementu, dobimo pripadajoco reprezentacijo Liejeve algebre £(G) na £(G), ki jo
oznaéimo z

ad = d(Ad). : £(G) — gl(£(@))
in imenujemo adjungirana reprezentacija Liejeve algebre £(G). Ta reprezentacija
poljubnemu elementu v € £(G) priredi linearno preslikavo

ad, = ad(v) € gl(£(G)).
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KOMENTAR 2.53. Glede na identifikacijo Liejevih algeber X(G) in £(G) lahko
adjungirano reprezentacijo Liejeve algebre £(G) gledamo tudi kot reprezentacijo
Liejeve algebre X“(G) na £(G), pri emer je torej adx = adx, za vsak X € X%(G).
Poleg tega pa lahko adjungirano reprezentacijo Liejeve algebre X(G) oziroma £(G)
gledamo kot reprezentacijo na X“(G), torej ad : X¥(GQ) — gl(X¥(G)) oziroma
ad : £(G) — gl(X%(Q)), pri tem pa velja

adx(Y) = adx, (Y) = (adx, (Ye))" € X%(G)
za vse X,Y € XV(G).
TRDITEV 2.54. Naj bo G Liejeva grupa. Za vsak X € XY(G) velja:

(i) adX = %‘t:o Adcxp(tX)7 m
(ii) Adexp(X) = eadx .

Doxkaz. (i) Izraéunamo

ady = ady, = d(Ad).(X.) = d(Ad), (% L:o exp(tX))
d

= % =0 Adexp(tX) .

(ii) Za homomorfizem Liejevih grup Ad : G — GL(XY(G)) uporabimo trditev
2.40 in upostevamo, da je eksponentna preslikava na Liejevi grupi GL(XY(G)) dana
z obic¢ajno eksponentno funkcijo linearnega endomorfizma (zgled 2.34). O

TRDITEV 2.55. Naj bo G Liejeva grupa. Za vse X,Y € XY(G) velja
ady (V) =[X,Y].

Dokaz. Direktno izra¢unamo
d

d
dt t=0((¢tx)*y)e T t=0<(Rexp(tX))*Y)e

d
% tzod(Rexp(tX))exp(—tX)(Yexp(—tX))

d

= _% t:Od(Rexp(tX))exp(ftX) (d(Lexp(ftX))e(Ye))
d

= =3t |, U Cexp(—ex))e(Ye)

d

= _a —o Adcxp(ftX) (Ye)

d
= % A Adexp(sX) (YE)

= adx (Y.). O

[XaY}e:

KOMENTAR 2.56. Nekateri avtorji z enakostjo iz trditve definirajo oklepaj na
tangentnem prostoru T.G. Po drugi strani pa trditev pove, da adjungirano re-
prezentacijo dobimo izkljuc¢no iz strukture Liejeve algebre. V resnici za poljubno
Liejevo algebro g definiramo njeno adjungirano reprezentacijo

ad : g — End(g)

na g s predpisom
ad(X)(Y) =adx(Y) = [X,Y].
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Jacobijeva identiteta pove natanko to, da je tako definirana preslikava homomorfi-
zem Liejevih algeber, torej

adjxy] = [adx, ady].
Iz Jacobijeve identitete tudi sledi, da za endomorfizem ad x velja Leibnizovo pravilo
adx ([Y, Z]) = ladx (Y), Z] + [Y, adx (Z)].

Endomorfizmom Liejeve algebre g, za katere velja Leibnizovo pravilo, pravimo de-
rivacije na Liejevi algebri g. Mnozica Der(g) vseh derivacij na Liejevi algebri g je
Liejeva podalgebra Liejeve algebre endomorfizmov End(g), adjungirana reprezen-
tacija Liejeve algebre g pa je torej homomorfizem Liejevih algeber

ad : g — Der(g).

Vse omenjeno posebej velja seveda tudi za adjungirano reprezentacijo Liejeve alge-
bre Liejeve grupe.

2.5. Liejeve podgrupe
Pojem Liejeve podgrupe smo Ze definirali na zacetku tega poglavja. V tem
razdelku bomo Liejeve podgrupe studirali nekoliko natanc¢neje, in posebej spoznali
zvezo med povezanimi Liejevimi podgrupami Liejeve grupe G ter Liejevimi podal-
gebrami Liejeve algebre Liejeve grupe G.

TRDITEV 2.57. Vsak monomorfizem Liejevih grup je imerzija.
DokAz. Naj bo ¢ : H — G monomorfizem Liejevih grup. Ker velja

expg o(dp)e = ¢ o expy
in ker je eksponentna preslikava difeomorfizem na majhni okolici tocke 0, je presli-
kava (d¢). injektivna, torej je ¢ imerzija v tocki e. Za poljubno tocko = € H velja
Lg(a) 00 = ¢p oLy in torej d(Lg(z))e o (dp)e = (dg)z 0 d(Ly).. Ker so leve translacije
difeomorfizmi, odtod vidimo, da je ¢ imerzija tudi v tocki x. [l

KOMENTAR 2.58. Iz trditve sledi, da je slika ¢(H) monomorfizma Liejevih
grup ¢ : H — G Liejeva podgrupa Liejeve grupe G, ¢ : H — ¢(H) pa izomorfizem
Liejevih grup.

TRDITEV 2.59. Ce je H Liejeva podgrupa Licjeve grupe G, je £(H) Liejeva
podalgebra Liejeve algebre £(G).

Dokaz. Vlozitev inc : H — G je homomorfizem Liejevih grup in imerzija, zato
je odvod d(inc). : £(H) — £(G) monomorfizem Liejevih algeber. O

Naj bo G Liejeva grupa ter £(G) pridruzena Liejeva algebra. Za vsako Liejevo
podalgebro h C £(G) = TG definirajmo
F(h)x = d(Lx)e(h) - TxGa
za vsak x € G, ter F'(h) = J,cq F'(h). CTG.
Tedaj je F(h) podsvezenj tangentnega sveznja T'G. Res, ¢e izberemo poljubno

bazo vy, ..., v; vektorskega prostora b, je (vi)Y, ..., (vy)¥ ogrodje tega sveznja. Za
poljubna z,y € G velja
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Ker je h Liejeva algebra, je I'*°(F'(h)) Liejeva podalgebra Liejeve algebre X(G), pod-
svezenj F(h) pa je involutiven, in zato po Frobeniusovem izreku tudi integrabilen.
Oznacimo z F(h) foliacijo mnogoterosti G, ki je dana s podsveznjem F'(h) C TG.

ZGLED 2.60. Naj bo H Liejeva podgrupa Liejeve grupe G in h = £(H) C £(G).
Za vsak © € G je levi odsek L, (H) imerzirana podmnogoterost mnogoterosti G, z
gladko strukturo, za katero je L, |g : H — L,(H) difeomorfizem. Poleg tega za
vsak y € H velja

Twy(Lx(H)) = d(Lw)y(TyH) = d(Lw)y(d(Ly)E(b)) = d(Lwy)e(b) = F(h)wy
To pomeni, da so levi odseki L, (H) = 2H Liejeve grupe G po Liejevi podgrupi H
integralne mnogoterosti podsveznja F(h), komponente za povezanost levih odsekov
xH pa so listi foliacije F(h).

LEMA 2.61. Naj bo M gladka mnogoterost, naj bo F involutiven podsveZenj
tangentnega sveznja TM in naj bo Q integralna mnogoterost podsveinja F. Ce je
g : N — M gladka preslikava med mnogoterostima, za katero velja g(N) C Q,
potem je tudi preslikava g : N — Q gladka.

Doxkaz. Ce je Q vlozena podmnogoterost, potem trditev sledi iz vaje 1.29. V
splosnem pa je @ lahko imerzirana podmnogoterost, in v tem primeru je potrebno
dokazati, da je g : N — @ gladka preslikava. Ker gre za lokalno lastnost, lahko
brez izgube splosnosti predpostavimo, da je N povezana in da g(N) lezi v domeni
surjektivne lokalne karte

©:U—R™=RFxR™F,
za katero je F'|y = ker(d(pry op)). Mnogoterost @ ima Stevno mnogo komponent za
povezanost, vsaka on njih pa je odprta podmnogoterost v nekem listu foliacije, dane
s podsveznjem F. Ker vsak tak list L seka U v mnozici [, 5, ¢~ (R* % {b}) za neko
Stevno podmnozico By, C R™ 7%, je QNU C Uyep ¢ ' (RF x {b}) za neko Stevno
podmnozico B C R™~ %, Ker pa je N povezana, mora biti g(N) C ¢~ }(R* x {b})
za en sam b € B. Odtod je jasno, da je g gladka, saj je V = ¢~ !(R* x {b}) domena
lokalne karte pry op|y na Q. O

PosLEDICA 2.62. Naj bo H Liejeva podgrupa Liejeve grupe G in naj bo v €
L(G). Tedaj so naslednje trditve ekvivalentne:
(i) ve L£(H),
(ii) expa(tv) € H za vsak t € R,
(iii) expa(tv) € H za vsak t iz neke okolice tocke 0 v R.

Doxkaz. Tocka (ii) sledi iz (i), ker je eksponentna preslikava na H zoZitev
eksponentne preslikave na G. Implikacija iz (i) v (iii) je o¢itna. Ce velja tocka
(iii), potem je po lemi 2.61 preslikava t — expq(tv) gladka kot preslikava iz neke
okolice tocke 0 € R v Liejevo grupo H, saj je H integralna mnogoterost podsveznja
F(£(H)) C TG. Odtod sledi, da je odvod preslikave t — expq(tv) v tocki 0
tangenten na H, torej v € £(H). O

TRDITEV 2.63. Naj bo H povezana Liejeva podgrupa povezane Liejeve grupe
G. Naslednje trditve so ekvivalentne:
(i) H je podgrupa edinka grupe G,
(ii) Ad,(L(H)) C £(H) za vsak z € G,
(iii) £(H) je ideal v Liejevi algebri £(G).
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Doxkaz. Najprej dokazimo, da iz (i) sledi (ii). Predpostavimo torej, da je H
podgrupa edinka grupe G, najbox € Ginw € £(H). Zavset € R je exp(tw) € H,
zato je

exp(t Ad, (w)) = exp(Ad,(tw)) = C,(exp(tw)) € H.
Po posledici 2.62 odtod sledi, da je
Ad,(w) € £(H).

Predpostavimo sedaj, da velja (ii), in dokazimo (iii). Naj bo v € £(G) in
w € £(H). Po tocki (ii) za vsak s € R velja Adexp(sv)(w) € £(H), zato tudi

[v,w] = ad,(w) = e

Dokazimo Se, da iz (iii) sledi (i). Za poljubna v € £(G) in w € £(H) velja
ad,(w) = [v,w] € £(H), zato je tudi

Adexp(sv) (w) S S(H)

Adexp(oy (w) = & (w) = ) % € £(H).
n=0 '

Odtod dobimo
Cexp(v)(exp(w)) = exp(Adexp(v) (w)) € H.

Ker elementi oblike exp(v) generirajo grupo G, elementi oblike exp(w) pa generirajo
grupo H, odtod sledi, da je H podgrupa edinka grupe G. [

2.5.1. Liejeve podgrupe in Liejeve podalgebre.

TRDITEV 2.64. Naj bo H povezana Liejeva podgrupa Liejeve grupe G, naj bo
K povezana Liejeva grupa in naj bo ¢ : K — G monomorfizem Liejevih grup,
za katerega velja (dp).(TeK) = T H. Tedaj je $(K) = H in ¢ : K — H je
izomorfizem Liejevih grup.

Doxkaz. Po trditvi 2.57 vemo, da je ¢ imerzija in da je slika ¢(K) Liejeva
podgrupa Liejeve grupe G, preslikava ¢ : K — ¢(K) pa je izomorfizem Liejevih
grup. Poleg tega je (do). : £(K) — £(H) izomorfizem Liejevih algeber. Naj bo
F(h) involutiven podsveZenj tangentnega sveznja T'G, ki pripada Liejevi podalgebri
h = £(H) Liejeve algebre £(G). Pokazali bomo, da je ¢(K) integralna mnogoterost
podsveznja F'(h). Res, za vsak z € K velja

T¢(z) (d)(K)) = (d¢)z(TzK) = (d¢)z(d(Lz)e(TeK))
= d(qﬁ o LZ)E(TEK) = d(L¢(Z) O(;S)e(TeK)

= d(L¢(Z))e((d¢)e(TeK)) = d(LdJ(Z))e(TeH)
=F(h)s(2)-

Ker je tudi e € ¢(K), zaradi maksimalnosti integralne mnogoterosti H ter poveza-
nosti grupe K velja ¢(K) C H.

Ker je H list foliacije, dane s podsveznjem F'(h), je po lemi 2.61 preslikava
¢ : K — H gladka in torej monomorfizem Liejevih grup, zato tudi imerzija po
trditvi 2.57. Iz enakosti (d¢).(T.K) = T.H sledi, da sta dimenziji Liejevih grup K
in H enaki, zato je monomorfizem ¢ : K — H lokalni difeomorfizem. Posebej to
pomeni, da je slika ¢(K) odprta podgrupa v povezani Liejevi grupi H, odtod pa
sledi ¢(K) = H. O
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KOMENTAR 2.65. Iz trditve sledi, da za vsak vektorski podprostor V tangen-
tnega prostora T.G obstaja najvec ena povezana Liejeva podgrupa H Liejeve grupe
G, za katero je T.H = V. Seveda je to mogoce le v primeru, da je V Liejeva
podalgebra Liejeve algebre £(G) = T.G.

IZREK 2.66. Naj bo G Liejeva grupa. Za vsako Liejevo podalgebro by Liejeve
algebre £(G) obstaja natanko ena povezana Liejeva podgrupa H Liejeve grupe G,
za katero je £(H) = b.

KOMENTAR 2.67. Izrek, skupaj s trditvijo 2.59, torej pove, da je s preslikavo
H — £(H) dana bijekcija med povezanimi Liejevimi podgrupami Liejeve grupe G
in Liejevimi podalgebrami Liejeve algebre £(G).

Iz osnovnih lastnosti eksponentne preslikave sledi, da je povezana podgrupa H
Liejeve grupe G, za katero je £(H) = b, generirana z mnozico expq(h).

Dokaz. Naj bo F(h) involutiven podsvezenj tangentnega sveznja TG, ki pri-
pada Liejevi podalgebri b, in naj bo H tisti list pripadajoce foliacije F(h), ki vsebuje
nevtralni element e.

Najprej bomo dokazali, da je H podgrupa grupe G. Najbox € H. Kerje L, -1 :
G — G difeomorfizem, je L,-1 |y : H — G injektivna imerzija, glede na katero slika
L,-1(H) dobi strukturo imerzirane podmnogoterosti, L,-1 |y : H — L,-1(H) pa
je difeomorfizem. Poleg tega je L -1 (H) integralna mnogoterost podsveznja F (),
saj za vsak y € H velja

Ty-1y(Ly-1(H)) =d(Ly-1)y(TyH) = d(Ly-1)y(F(b)y) = F(h)y-14-
Ker je z € H, velja e € L,—1(H). Zaradi maksimalnosti integralne mnogoterosti
H odtod sledi, da je L,-1(H) C H. Posebej to pomeni, da je x~ 'y € H za vse
x,y € H, torej je H res podgrupa grupe G.

Podgrupa H grupe G je tudi imerzirana podmnogoterost mnogoterosti G. Mno-
zenje pg @ G X G — G na grupi G lahko zozimo na imerzirano podmnogoterost
H x H, in dobimo gladko preslikavo pug : H x H — G, katere slika je vsebovana v
H. Po lemi 2.61 sledi, da je ug gladka tudi kot preslikava pg : H x H — H. Po-
dobno vidimo, da je tudi zozitev invertiranja gladka preslikava H — H. Ugotovili
smo torej, da je H Liejeva podgrupa Liejeve grupe G.

Iz konstrukcije Liejeve podgrupe H je jasno, da je £(H) = h. Enoli¢nost sledi
iz trditve 2.64. (]

2.5.2. Zaprte Liejeve podgrupe. Liejeva grupa H je zaprta Liejeva pod-
grupa Liejeve grupe G, ¢e je H Liejeva podgrupa Liejeve grupe G in je hkrati H
zaprta podmnozica mnogoterosti G.

TRDITEV 2.68. Naj bo G Liejeva grupa in naj bo H podgrupa grupe G, ki
je hkrati tudi vloZena podmmnogoterost mnogoterosti G. Tedaj je H zaprta Liejeva
podgrupa Liejeve grupe G.

Doxkaz. Vemo ze, da je H Liejeva podgrupa Liejeve grupe G. Dokazati mo-
ramo le, da je zaprta. Ker je H vlozena podmnogoterost, lahko najdemo taksno
lokalno karto

0:U—RF xRF
na G, daje e € U in da je (U N H) = p(U) N (R* x {0}). Naj bo (z;) poljubno
zaporedje tock iz H, ki konvergira proti tocki y € G. Dokazati moramo, da je
ye H.
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Ker je leva translacija L, difeomorfizem, je L, (U) odprta okolica tocke y. Ker
zaporedje (z;) tock iz H konvergira k y, je L,(U) N H # . Izberimo poljubno
tocko = € L, (U) N H. Vidimo, da velja y~lz € U, poleg tega pa zaporedje (x;lx)
tock iz H konvergira k tocki y~'z. Brez izgube splosnosti lahko predpostavimo, da
vsi ¢leni zaporedja (x; 'x) lezijo v mnozici U. Zdaj je (p(z; *x)) zaporedje tock iz
o(U) N (R* x {0}), ki konvergira proti tocki o(y~'z) € o(U). To je mogoce le, ée
je p(y~tz) € p(U) N (R x {0}), torej je y 'z € H. Odtod sledi, da jey € H. [

IZREK 2.69. Naj bo G Liejeva grupa in H podgrupa grupe G, ki je zaprta pod-
mnoZzica mnogoterosti G. Tedaj obstaja natanko ena struktura gladke mnogoterosti
na grupi H, glede na katero je H Liejeva podgrupa Liejeve grupe G. S to gladko
strukturo je H zaprta vloZena podmnogoterost mnogoterosti G.

Zaprto podgrupo Liejeve grupe bomo vedno opremili s strukturo Liejeve pod-
grupe iz izreka. Iz izreka direktno sledi, da je vsaka zaprta Liejeva podgrupa Liejeve
grupe G zaprta vlozena podmnogoterost mnogoterosti G.

Preden dokazemo izrek, bomo izpeljali nekaj rezultatov, ki jih bomo uporabili
v dokazu.

LEMA 2.70. Naj bo G Liejeva grupa in naj bo preslikava 0 : T.G x T.G — G
dana s predpisom 0(v,w) = exp(v) exp(w). Tedaj velja:

(i) Preslikava 0 je gladka, za njen odvod (d) o) : TeG x T.G — T.G pa velja
(d@)(op) (’ly), w) =v+w.

(it) Ce sta V in W komplementarna vektorska podprostora tangentnega prostora
T.G, potem obstajata taksna odprta okolica V' tocke 0 v vektorskem prostoru V in
taksna odprta okolica W tocke 0 v vektorskem prostoru W, da je O(V x W) odprta
okolica nevtralnega elementa v Liejevi grupi G in da je zoZitev

0|wa:V><W—>0(V><W)
difeomorfizem.

Doxkaz. Tocko (i) dobimo z odvajanjem in upoStevanjem osnovnih lastnosti
eksponentne preslikave, tocka (ii) pa je direktna posledica tocke (i) in izreka o
inverzni funkciji. O

Za poljubno Liejevo grupo G lahko najdemo taksno odprto okolico U tocke
0 v £(G), da je exp(U) odprta okolica nevtralnega elementa v Liejevi grupi G in
da je exp |y : U — exp(U) difeomorfizem. Inverz tega difeomorfizma imenujemo
logaritemska preslikava in oznacimo z

log = log : exp(U) — U.

Logaritemska preslikava je torej odvisna od izbire domene U. Drugac¢na izbira
domene bi nam dala drugacéno logaritemsko preslikavo, vendar bi se ta ujemala s
preslikavo logg na neki okolici nevtralnega elementa v Liejevi grupi G.

LEMA 2.71. Naj bo G Liejeva grupa. Tedaj za vse v,w € T,G in vsak s € R
velja
1
}gr(l) n log (exp(tv) exp(tw)) = v+ w
mn

lim (exp(£v) exp(%w))n = exp(s(v + w)).

n—oQ
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Doxkaz. S predpisom (v,w) — log(exp(v)exp(w)) je definirana gladka pre-
slikava k : S — T.G, definirana na neki majhni odprti okolici S tocke (0,0) v
T.G x T.G. Ker je odvod eksponentne preslikave v tocki 0 identiteta, je tudi od-
vod logaritemske preslikave v tocki e identiteta, ob upostevanju leme 2.70(i) pa to
pomeni, da je

(dr)(0,0)(v,w) = v +w.
Odtod sledi

.1 d
}gl(l) n log (exp(tv) exp(tw)) = 7

= (dr)(0,0) (% ‘tzo(tv, tw))

= (d’f)(o,o) (v,w)
= v+ w.

K(tv, tw)
t=0

S substitucijo t = s/n in mnoZenjem dobljene enakosti z s dobimo

lim nlog (exp(£v)exp(£w)) = s(v+ w),
n—oQ

odtod pa

lim exp (nlog (exp(£v)exp(£w))) = exp(s(v + w)).

n—oo
Ker je exp(nu) = (exp(u))™ za vsak u € T.G, smo s tem izra¢unali tudi drugo limito
iz leme. d

LEMA 2.72. Naj bo G Liejeva grupa in H podgrupa grupe G, ki je zaprta pod-
mnoZzica mnogoterosti G. Naj bo

T ={w e T.G | exp(tw) € H za vse t € R}.

Tedaj velja:

(i) Tangenini vektor w € T.G pripada mnozici T de, in samo ce, obstajata
taksno zaporedje (wy,) v tangentnem prostoru T,G in taksno zaporedje realnih stevil
(tn), da je limy, oo Wy = 0, limy, oo (trwy) = w in exp(wy,) € H za vsak n € N.

(i) MnoZica T je vektorski podprostor tangentnega prostora T.G.

Dokaz. (i) Ce je w € T, potem vzamemo t, = n in w, = %w in dobimo
zaporedji, ki potrjujeta, da tangentni vektor w izpolnjuje pogoj iz tocke (i).

Obratno, naj bo w € T.G in predpostavimo, da lahko najdemo zaporedje (w;,) v
tangentnem prostoru T.G in zaporedje realnih stevil (¢,,), da velja lim,,_, . w, = 0,
lim, o0 (thwy,) = w in exp(w,) € H za vsak n € N. Dokazati moramo, da je
weT.

Najprej bomo dokazali, da je exp(w) € H. Ce je w = 0, potem to seveda drzi.
Predpostavimo torej, da je w # 0. Brez izgube splosnosti lahko privzamemo, da je
t, > 0, saj v nasprotnem primeru lahko hkrati zamenjamo predznak tangentnemu
vektorju w,, in Stevilu t,. Za vsak m naj bo m, tisto naravno stevilo, za katero
jemy, —1<1t, <m, Kerjew # 0, mora veljati lim,_, t, = oo, zato tudi
lim;, s 00 My, = 00 in limy, o0 (¢ /my) = 1. Odtod dobimo

exp(w) = exp(nh_{réo thwy,) = exp (nh—?;o((t”/m”)m”w"))

=exp( lim myw,) = lim exp(myw,)
n—oo n—oo

= lim exp(w,)™".

n—00
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Ker elementi exp(w,)™" lezijo v H in ker je H zaprta v G, odtod sledi exp(w) € H.

Naj bo zdaj ¢t poljubno realno stevilo. Opazimo, da tudi vektor tw izpolnjuje
pogoj iz tocke (i), po ze dokazanem pa lahko zaklju¢imo, da je tudi exp(tw) € H.
S tem smo dokazali, da je w € T.

(ii) Ocitno je, da je mozica T zaprta za produkt s skalarjem. Naj bosta v, w €
T. Dokazati moramo, da je v +w € T.

Izberimo odprto okolico U tocke 0 v T.G, za katero je exp(U) odprta pod-
mnozica Liejeve grupe G in exp |y : U — exp(U) difeomorfizem z inverzom log.
Za dovolj velik n produkt exp(1v)exp(fw) lezi v mnozici exp(U), zato obstaja
natanko en u,, € U, za katerega je

exp(un) = exp(;;v) exp(;w).
Ker je lim,_,o exp(u,) = e in ker je preslikava exp |y : U — exp(U) difeomorfizem,
je lim,, oo u, = 0. Ker sta v in w v mnozici 7, sta elementa exp(%v) in exp(%w) v
podgrupi H, odtod pa sledi, da je tudi njun produkt exp(u,) = exp(%v) exp(%w)
v H. Poleg tega tudi velja

. T 1 1 .
nl;ngo nu, = nlgl;onlog (exp(gv) exp(ﬁw)) =v+w

po lemi 2.71. S tem smo pokazali, da tangentni vektor v + w izpolnjuje pogoj iz
tocke (i), zato po tocki (i) sledi v +w € T. O

LEMA 2.73. Naj bo G Liejeva grupa in H podgrupa grupe G, ki je zaprta pod-
mnoZica mnogoterosti G. Ce obstaja taksna lokalna karta

¢:U—R* =R xR""*
na Liejevi grupi G, da je e € U in da velja
e(UNH) = pU)N R* x{0}),

tedaj obstaja struktura gladke mnogoterosti na grupi H, glede na katero je H zaprta
vloZena podmmnogoterost mnogoterosti G in Liejeva podgrupa Liejeve grupe G.

Doxkaz. Kompozicija ¢ = pry op|yng je lokalna karta na mnozici UNH, glede
na katero je U N H vlozena podmnogoterost Liejeve grupe G. Ostale lokalne karte
na H dobimo s translacijami, kot kompozicije ¥ o L1 |v, (wnm) : Le(UNH) — RF
za vse x € H. Ni tezko preveriti, da na ta na¢in H postane vlozena podmnogoterost
Liejeve grupe G. Ker je H tudi podgrupa grupe G, je torej Liejeva podgrupa Liejeve
grupe G. (]

DOKAZ 1ZREKA 2.69. Po lemi 2.72(ii) je mnozica
T ={w € T.G | exp(tw) € H za vse t € R}

vektorski podprostor tangentnega prostora T.G. Ce na podgrupi H obstaja taksna
gladka struktura, da je glede na njo H Liejeva podgrupa Liejeve grupe G, mora
biti po posledici 2.62 tangentni prostor podmnogoterosti H v nevtralnem elementu
natanko enak podprostoru 7. Posebej to pomeni, da je v tem primeru 7 Liejeva
podalgebra Liejeve algebre £(G) in da je komponenta nevtralnega elementa Liejeve
grupe H ravno tista povezana Liejeva podgrupa Liejeve grupe G, ki ima T za svojo
Liejevo algebro (izrek 2.66). Odtod sledi enoliénost strukture gladke mnogoterosti
na H, glede na katero je H Liejeva podgrupa Liejeve grupe G, saj je taksna gladka
struktura na H preko levih translacij seveda enoli¢no dolocena z gladko strukturo
na komponenti nevtralnega elementa Liejeve grupe H.
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Dokazimo zdaj obstoj taksne gladke strukture na H. Izberimo komplementarni
podprostor V podprostora 7 v tangentnem prostoru T.G, torej

I.LG=VeT=VxT.

Naj bo 6 : .G =V x T — G dana s predpisom 6(v,w) = exp(v) exp(w) za vse
v €V ter w € T. Po lemi 2.70(ii) obstajata odprta okolica V tocke 0 v V in odprta
okolica W toc¢ke 0 v T, da je §(V x W) odprta okolica nevtralnega elementa v G
indajeflyxw : V xW — 6(V x W) difeomorfizem.

Iz definicije preslikave 6 je jasno, da je ({0} x T) C H. Pokazali bomo, da
lahko izberemo odprti mnozici V' in W tako majhni, da je

({0} x W) =6(V x W)N H.

Ce to ne bi bilo res, bi obstajalo zaporedje ((v,,w,)) tock iz mnozice V x W, ki
bi konvergiralo k tocki (0,0), ob tem pa bi veljalo v, # 0 in (v, w,) € H za
vsak n. Pokazali bomo, da nas taksna predpostavka pripelje do protislovja. Ker
je 0(vn, wy) = exp(v,)exp(wy,) € H in je exp(w,) € H, je tudi exp(v,) € H.
Izberimo poljubno normo || - || na vektorskem prostoru V in naj bo t, = 1/|v,|| za
vsak n. Ker so vektorji ¢, v, normirani in je enotska sfera glede na izbrano normo
kompaktna podmnozica prostora V, lahko izberemo konvergentno podzaporedje
(tn,vn,) zaporedja (t,vy), ki konvergira k vektorju v € V z normo 1. Podzaporedji
(Un,) in (t,,) potrjujeta, da tangentni vektor v izpolnjuje pogoj iz leme 2.72(i), zato
po tej lemi sledi, da je v € T, kar pa je protislovje.

Izberemo torej odprti mnozici V in W tako, da je ({0} x W) = 0(V x W)NH.
Izberimo izomorfizma vektorskih prostorov 7 : 7 — RF in ¢ : V — R" 7%, S
tem dobimo izomorfizem vektorskih prostorov 1 : V x T — RF x R*7F n(v,w) =
(1(w),o(v)). Inverz difeomorfizma 0|y xw : V x W — 0(V x W), komponiran z
izomorfizmom vektorskih prostorov 7, je lokalna karta na G, ki izpolnjuje pogoje
leme 2.73. Z uporabo te leme je dokaz koncan. O

PosLEDICA 2.74. Naj bo ¢ : H — G homomorfizem Liejevih grup. Tedaj
obstaja natanko ena struktura gladke mnogoterosti na grupi ker ¢, glede na katero
je ker ¢ Liejeva podgrupa Liejeve grupe H. Liejeva podgrupa ker ¢ je zaprta Liejeva
podgrupa edinka Liejeve grupe H in velja £(ker ¢) = ker(£(9)).

DoxkAz. Ker je ker ¢ zaprta podgrupa grupe H, za njo velja izrek 2.69, torej
je ker ¢ Liejeva podgrupa Liejeve grupe H. Enakost £(ker ¢) = ker(£(¢)) sledi iz
osnovnih lastnosti eksponentne preslikave in posledice 2.62. ([

ZGLED 2.75. Naj bo G Liejeva grupa. Center Z(G) Liejeve grupe G je zaprta
podgrupa Liejeve grupe G in torej Liejeva podgrupa. Opazimo lahko, da velja
Z(G°) = ker Ad. Res, element x € G lezi v centru Z(G®) Ce, in samo e, velja
Cy(exp(tw)) = exp(tw) za vsak w € £(G) in za vsak ¢t € R, zaradi identitete
exp(Ad, (tw)) = C,(exp(tw)) pa to drzi natanko tedaj, ko je Ad,(w) = w za vsak
w € £(G). Iz posledice 2.74 zdaj sledi, da je

L(Z(G°)) = L(ker Ad) = ker(£(Ad)) = ker(ad).

Jedro adjungirane reprezentacije ad : g — End(g) poljubne Liejeve algebre imenu-
jemo center Liejeve algebre g in oznac¢imo

Z(g) =ker(ad) ={X €g|[X,Y]=0zavse Y € g}.
Za Liejevo grupo G velja torej £(Z(G°)) = Z(£(G)).
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2.6. Kvocienti

2.6.1. Mnogoterost levih odsekov. V tem podrazdelku bomo pokazali, da
ima mnozica levih odsekov Liejeve grupe po zaprti podgrupi naravno strukturo
mnogoterosti.

LEMA 2.76. Naj bo K zaprta Liejeva podgrupa Liejeve grupe G in naj bo p :
G x G — G mnoZenje v Liejevi grupi G.

(i) Za vsak x € G obstaja taksna vloZena podmnogoterost S mnogoterosti G, da
jex €8, da je u(S x K) odprta podmnozica mnogoterosti G in da je zoZitev

lsxr : SX K = pu(Sx K)CG

difeomorfizem. Posebej torej za vsak z € S velja T.G = T,S ® T,(L.(K)).

(ii) Ce je ob tem Q poljubna vloZena podmnogoterost mmogoterosti G, za katero
velja Q@ C p(S x K) in T,G = T,Q & Ty(Ly(K)) za vsak ¢ € Q, potem je preslikava
Q— S, ¢ pry((plsxx) "1 (q)), lokalni difeomorfizem.

Doxkaz. (i) Izberimo komplementarni podprostor V prostora £(K) v £(G),
tore] £(G) =V @ £(K) =V x £(K), in definirajmo preslikavo 6 : V x £(K) — G
s predpisom (v, w) = exp(v)exp(w) za vsak v € V in vsak w € £(K). Po lemi
2.70 lahko izberemo odprto okolico V' tocke 0 v V in odprto okolico W tocke 0
v £(K) tako, da je 8(V x W) odprta okolica nevtralnega elementa v G in da je
Olvxw : V x W —= 0(V x W) difeomorfizem.

Najprej vidimo, da je ({0} x W) = exp(WW) odprta okolica nevtralnega ele-
menta v K in da je 0({v} x W) C exp(v)K za vsak v € V. Odprto okolico V' lahko
izberemo tako majhno, da vsak levi odsek grupe G po podgrupi K seka mnozico
exp(V) = 6(V x {0}) v najvec eni tocki. V nasprotnem primeru bi namreé¢ lahko
izbrali zaporedji (u,) in (v,) tock iz V, ki obe konvergirata k 0, tako da je u, # v,
in da je exp(u,)K = exp(v,)K za vsak n € N. To pomeni, da zaporedje (z,) tock
iz K, dano s predpisom z,, = exp(u,)~!exp(v,), konvergira k e, zato za dovolj
velike n velja z,, € exp(W), torej =, = exp(z,) za nek z, € W. Odtod sledi
O(tn, 2n) = 0(vn,0), zaradi injektivnosti 6|y «w pa to ni mogoce, ¢e u, # vy,.

Vzemimo torej okolico V' tako majhno, da vsak levi odsek grupe G po pod-
grupi K seka mnoZico exp(V) v najve¢ eni toc¢ki. Mnozica N = exp(V) je vlo-
Zena podmnogoterost mnogoterosti GG, difeomorfna mnogoterosti V', in preslikava
wlnxr : N X K — u(N x K) C G je bijekcija. Ker velja

PN xexpw) © (€xp [v X exp [w) = Oy xw
in ker so preslikave exp |y : V — exp(V), exp|w : W — exp(W) C K in 0]y xw :
V xW — 0(V x W) difeomorfizmi, odtod sledi, da je u(N x exp(W)) = 0(V x W)
odprta podmnozica mnogoterosti G in da je preslikava pi| xexpw) : N x exp(W) —
w(N x exp(W)) difeomorfizem.
Naj bo zdaj y poljubna tocka iz K. Mnozica R, (exp(W)) je odprta podmnozica
v K, mnozica Ry (u(N x exp(W))) je odprta podmnozica v G in

M‘NXRy(eXP(W)) = Ry OM‘NXexp(W) o (ldN X Ry—l).

Odtod sledi, da je tudi u|yxr, (expw)) @ IV X Ry(exp(W)) — Ry (u(N x exp(W)))
difeomorfizem. Ker to velja za vsak y € K, smo s tem dokazali, da je mnozica
(N x K) =, cr Ry(u(N x exp(W))) odprta v G in da je bijekcija

yeK 'Y
wnxr : N x K — u(N x K)
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difeomorfizem.

Naj bo zdaj = € G poljuben in naj bo S vlozena podmnogoterost mnogoterosti
G, ki jo dobimo kot levo translacijo mnogoterosti N z elementom z, torej S =
L,(N). Ker je e € N, velja x € S. Zdaj je u(S x K) = Lp(w(N x K)) odprta
podmnozica v G in

lexr S x K — pu(S x K)

je difeomorfizem, saj je pi[sxx = Ly op|nxx © (L1 x 1dk).

(ii) Oznac¢imo z v inverz difeomorfizma plsxx : S X K — p(S x K). Mnozica
R = v(Q) je vlozena podmnogoterost v S x K, tako da je u|r : R — @ difeomor-
fizem. Za poljubno tocko (z,y) € R C S x K je p({z} x K) = L,(K) = L., (K),
odtod pa sledi

T2y (S X K) = (dv) oy (ToyG) = (V) 2y (T2 Q & Ty (Lzy (K)))

= (V) 2y (T2y Q) ® (dV) 2y (Toy (Lizy (K)))
= T(z,y)R (&%) T(Zyy)({z} X K)

Ker je T(. ({2} x K) jedro odvoda projekcije pry : S x K — S, je torej d(pry)(z,y) :
T(..yyR — T.S izomorfizem vektorskih prostorov. S tem smo dokazali, da je pre-
slikava pry |g : R — S lokalni difeomorfizem, odtod pa sledi, da je tudi preslikava
pryov|g : Q — S lokalni difeomorfizem. d

LEMA 2.77. Naj bo m : N — @ surjektivna submerzija med mnogoterostima,
naj bo M mmnogoterost in h : Q — M poljubna preslikava. Tedaj je h gladka ce, in
samo ce, je kompozicija h o gladka.

DokAz. Predpostavimo, da je h o m gladka. Ker je 7w surjektivna submerzija,
iz normalne forme submerzije sledi, da za vsak ¢ € @ lahko najdemo odprto okolico
W tocke ¢ v @ in gladek prerez o : W — N preslikave 7, torej gladko preslikavo
o, za katero je m oo = idw. Ker je h|lw = (how) oo, odtod sledi, da je preslikava
h gladka. [

TRDITEV 2.78. Naj bo K zaprta Liejeva podgrupa Liejeve grupe G. Tedaj na
mnozici levih odsekov G/K obstaja natanko ena struktura gladke mnogoterosti, za
katero je kvocientna projekcija G — G/K submerzija.

Mnozico levih odsekov G/K bomo vedno opremili s strukturo gladke mnogote-
rosti iz trditve.

Doxkaz. Naj bo 7 : G — G/K kvocientna projekcija. Definiramo, da je pod-
mnozica V C G/K odprta e, in samo ée, je praslika 7—1(V) odprta podmnozica
v G. S tem smo definirali topologijo na mnozici G/K, glede na katero je projek-
cija m zvezna. Poleg tega je za poljubno odprto podmnozico U Liejeve grupe G
slika w(U) odprta v G/K, saj je 7= (7(U)) = U,ex Ra(U). Prostor G/K je zato
2-steven: Ker je mnogoterost G 2-Stevna, lahko izberemo stevno druzino B odprtih
podmnozic mnogoterosti GG, tako da je vsaka odprta podmnozica mnogoterosti G
unija mnozic iz B. Zdaj je druzina n(B) = {m(U) | U € B} stevna druzina odprtih
podmnozic topoloskega prostora G/K, in vsaka odprta podmnozica v G/K je unija
mnorzic iz w(B).

Pokazimo, da je topoloski prostor G/K Hausdorffov. Naj bosta zK in yK dva
razlicna leva odseka iz G/K. Najprej vidimo, da lahko najdemo odprti okolici U,
tocke z in U, tocke y v G, da je w(U,;) N7(Uy) = 0. V nasprotnem primeru bi
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namre¢ lahko izbrali zaporedji (z,,) in (y,) tock iz G, tako da je lim, o, z, = z,
lim,, 400 Yn = ¥ in 2, K = y, K za vsak n. Odtod bi sledilo, da zaporedje (z;; 'y, )
tock iz K konvergira k 'y, zaradi zaprtosti podgrupe K pa dobimo 7'y € K,
torej protislovje. Okolici U, in U, torej izberemo tako majhni, da je 7(U,)Nmw(Uy) =
0, odtod pa sledi, da sta w(U,) in m(U,) disjunktni odprti okolici odsekov zH in
yH v G/K. Topoloski prostor G/K je torej res Hausdorffov.

Konstruirajmo zdaj gladko strukturo na topoloskem prostoru G/K. Po lemi
2.76(i) za vsak z € G lahko najdemo vlozeno podmnogoterost S, C G, da je z € S,,
da je u(S; x K) odprta podmnozica v G in da je

s, xr Sz X K — u(S; x K)

difeomorfizem. Ce izberemo podmnogoterost S, dovolj majhno, lahko predposta-
vimo, da obstaja difeomorfizem 7, iz S, na odprto podmnozico prostora R™~*,
kjer je n dimenzija Liejeve grupe G in k dimenzija Liejeve podgrupe K. Mnozica
7(S,) je odprta v G/K, saj je 7= 1(m(S,)) = u(S, x K). Poleg tega je zozitev
7ls, : Sy — 7(Sz) je homeomorfizem. Zdaj definiramo lokalno karto na G/K

Yr =1z 0 (m]s,) "t w(Sy) — R,

za vse izbire tocke x pa te karte sestavljajo atlas na topoloskem prostoru G/K.
Gladkost prehodnih preslikav med temi lokalnimi kartami sledi iz leme 2.76(ii). Iz
konstrukcije je tudi jasno, da je glede na dobljeno strukturo gladke mnogoterosti
na G/K projekcija 7 : G — G/K surjektivna submerzija, saj je za vsak ¢ € G
preslikava 7|g, : Sp — 7(S,;) difeomorfizem.

Enoli¢nost gladke strukture na G/ K sledi iz leme 2.77. Res, ¢eje h: G/K — Q
poljubna bijekcija med mnogoterostima in ¢e je how submerzija, potem z dvakratno
uporabo leme 2.77 vidimo, da mora biti h difeomorfizem. O

TRDITEV 2.79. Naj bo K zaprta podgrupa Liejeve grupe G in g : G — M
gladka preslikava med mnogoterostima, za katero velja xK C g~ '(g(x)) za vsak
x € G. Tedaj obstaja natanko ena gladka preslikava g : G/K — M, za katero je
gom =g, kjer jem: G — G/K kvocientna projekcija.

DokAz. Preslikava g : G/K — M je dobro definirana s predpisom g(zK) =
g(x). Iz leme 2.77 sledi, da je preslikava g gladka. O

2.6.2. Kvocientna Liejeva grupa. Naslednja trditev nam pove, da je kvo-
cient Liejeve grupe po zaprti podgrupi edinki spet Liejeva grupa.

TRDITEV 2.80. Naj bo K zaprta Liejeva podgrupa edinka Liejeve grupe G.
Tedaj obstaja natanko ena struktura gladke mnogoterosti na kvocientni grupi G/ K,
glede na katero je G/K Liejeva grupa, kvocientna projekcija 7 : G — G/K pa
submerzija in epimorfizem Liejevih grup.

Ce je ¢ : G — L poljuben homomorfizem Liejevih grup, za katerega velja K C
ker ¢, potem obstaja natanko en tak homomorfizem Liejevih grup ¢ : G/K — L, da
je pom = o.

KOMENTAR 2.81. Liejevo grupo G/K imenujemo kvocientna Liejeva grupa Li-
ejeve grupe G po zaprti podgrupi edinki K.

DokAz. Obstoj in enolinost gladke strukture na G/ K sledi iz trditve 2.78. Iz
leme 2.77 sledi, da je G/K Liejeva grupe. Zadnji del trditve je direktna posledica
trditve 2.79. g



66 2. LIEJEVE GRUPE

PosLEDICA 2.82. Naj bo ¢ : H — G homomorfizem Liejevih grup, naj bo
7w : H — H/ker ¢ kvocientna projekcija in b : H/ker ¢ — G homomorfizem Lieje-
vih grup, za katerega je ¢ om = ¢. Tedaj je obstaja natanko ena taksna struktura
gladke mnogoterosti na sliki ¢(H), da je homomorfizem ¢ : H/ ker ¢ — ¢(H) difeo-
morfizem. S to gladko strukturo je ¢(H) Liejeva podgrupa Liejeve grupe G z Liejevo
algebro £(6(H)) = £(6) (S(H)).

DOoKAZ. Po trditvi 2.80 sledi, da je ¢ : H/ ker ¢ — G monomorfizem Liejevih
grup. Njegova slika ¢(H) ima zato naravno strukturo Liejeve podgrupe Liejeve
grupe G, tako da je ¢ : H/ ker ¢ — G izomorfizem. O

ZGLED 2.83. Naj bo V koné¢no dimenzionalen vektorski prostor nad F. Center
Z(GL(V)) splosne linearne grupe GL(V) je zaprta Liejeva podgrupa Liejeve grupe
GL(V). Elementi Liejeve grupe Z(GL(V)) so vsi skalarni veckratniki identitete.
Kvocientno Liejevo grupo

PGL(V) = GL(V)/ Z(GL(V))

imenujemo projektivna (splosna) linearna grupa na V. Kvocientno Liejevo grupo
PSL(V) = SL(V)/ Z(SL(V))

imenujemo projektivna specialna linearna grupa na V.

2.6.3. Homogeni prostori. Naj bo GG Liejeva grupa in M mnogoterost. Levo
delovanje Liejeve grupe G na M je gladka preslikava A : G x M — M, (x,p) — zp,
za katero velja

(i) ep=pin

(i) (y2)p = y(zp)
za vse p € M ter vse x,y € G. Za poljubno levo delovanje A : G x M — M je
preslikava A, : M — M, \.(p) = zp, difeomorfizem mnogoterosti M z inverzom
Az—1. Mnogoterost M, opremljeno z levim delovanjem Liejeve grupe G, imenujemo
tudi levi G-prostor.

Gladka preslikava g : N — M med levima G-prostoroma je G-ekvivariantna,
¢e velja g(xzq) = zg(q) za vse ¢ € N in vse x € G. Izomorfizem med levima
G-prostoroma je G-ekvivarianten difeomorfizem med njima.

Levo delovanje Liejeve grupe G na mnogoterosti M je tranzitivno, ¢e za po-
ljubna p,q € M obstaja tak x € G, da je ¢ = zp. Levi G-prostor tranzitivhega
delovanja Liejeve grupe G imenujemo tudi homogen G-prostor.

Naj bo M levi G-prostor in p € M. Mnozica

Gp={zxe€G|zp=p}
je zaprta podgrupa Liejeve grupe G, ki jo imenujemo podgrupa izotropije levega

G-prostora M v tocki p.

ZGLED 2.84. Naj bo K zaprta podgrupa Liejeve grupe G in x € G. Leva tran-
slacija L, : G — G je difeomorfizem, za katerega je L, (yK) = xyK. Difeomorfizem
L, : G — G zato inducira difeomorfizem L, : G/K — G/K, yK + zyK, in s tem
postane G/K homogen G-prostor.

TRDITEV 2.85. Naj bo M homogen G-prostor in p € M. Tedaj je preslikava
G/G, - M, zG, — xp, izomorfizem homogenih G-prostorov.
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DoxkAz. Oznac¢imo z A levo delovanje Liejeve grupe G na M, in naj bo g :
G — M gladka surjektivna preslikava, dana s predpisom g(x) = xp. Ker so vlakna
surjektivne preslikave g ravno levi odseki grupe G po podgrupi Gy, preslikava g
inducira bijekcijo h : G/G, — M, h(zG,) = zp. Ker je kvocientna projekcija
7 : G = G/G), submerzija in velja h o = g, iz leme 2.77 sledi, da je preslikava h
gladka. Ni tezko preveriti, da je preslikava h tudi G-ekvivariantna.

Iz definicije preslikave g je jasno, da velja T.(G,) C ker(dg).. Pokazali bomo,
da v resnici velja enakost T.(G,) = ker(dg).. Res, za poljuben v € ker(dg). velja

d d
exp(tv)p = % ’t:sg(exp(tv)) = (dg)exp(sv) (% ‘t:s eXp(tU))

= (dg)exp(sv) (d(Lexp(sv))e(U)) = d(g o Lexp(sv))e(v)
= d(AexP(sv) o g)e(v) = d()‘exP(sv))p((dg)e(v)) =0.
To pomeni, da je exp(tv)p = exp(Ov)p = p in torej exp(tv) € G, za vse t € R,
odtod pa sledi, da je v € T.(Gp).
Iz enakosti T.(G,) = ker(dg). sledi, da je h imerzija v tocki G,. Ker velja
(dg)e 0 d(Ly)e = d(Ag)p o (dg)e, je
ker(dg), = d(Ly)c(ker(dg)e) = d(Ly)e(1e(Gp)) = Tu(2Gp)

za vsak x € G, to pa pomeni, da je h imerzija na celem G/G,.

Dokazali smo torej, da je h : G/G), — M bijektivna imerzija. V sploSnem pa
je lahko injektivna imerzija surjektivna le v primeru, da sta dimenziji mnogoterosti
G/G)p in M enaki in da je torej h difeomorfizem. (To je posledica Baireovega izreka,
glej vajo 2.86.) O

% t=s

Vaja 2.86. (1) PodmnoZica W C M je gosta v M, ¢e vsaka neprazna odprta
podmnozica mnogoterosti M seka W. Baireov izrek za mnogoterosti pravi, da
je presek poljubnega zaporedja odprtih gostih podmnozic mnogoterosti M gosta
podmnozica.

Da bi to dokazali, najprej opazimo, da je podmnozica W C M je gosta v
M ¢e, in samo Ce, je (U N W) gosta v R™ za vsako surjektivno lokalno karto
@ : U — R™ na M. Odtod sledi, da lahko brez izgube splosnosti predpostavimo,
da je M = R™. Naj bo (U,,) zaporedje odprtih gostih podmnozic prostora R™ in
naj bo W poljubna neprazna odprta podmnozica prostora R™. Za vsak p € R™
in vsak € > 0 oznacimo s K(p,e) odprto mnozico vseh tistih tock iz R™, katerih
razdalja do tocke p je manjsa od €. Rekurzivno lahko konstruirajmo zaporedje tock
(pn) v R™ in zaporedje pozitivnih realnih stevil (g,,), tako da je K(p1,e1) C WNU;
in

K(pn; 5n) C K(pn—l, f‘:n—l/?) N Un

za vsak n > 2. Res, ker je U; gosta, obstaja tocka py € W NU;. Ker sta W in
Uy odprti, lahko najdemo tak €1 > 0, da je K(p1,e1) C W NU;. Recimo, da je
n > 2 in da smo ze konstruirali tocke py,...,py—1 ter stevila ey, ..., e,_1 z zelenimi
lastnostmi. Ker je U,, gosta in ker je K (pn—1,€n—1/2) neprazna odprta podmnozica
v R™, obstaja tocka p, € K(pp—1,en—1/2) NU,. Ker sta K(p,—1,en-1/2) in U,
odprti, lahko najdemo tak ¢, > 0, da je K(pn,en) C K(pn—1,6n—-1/2)NU,. Zdaj je
zaporedje tock (p,,) v R™ Cauchyjevo in torej konvergentno, limita p tega zaporedja
pa lezi v W, pa tudi v vseh mnozicah K (p,,e,) in zato tudi v vseh mnozicah U,
za vse n. S tem smo dokazali, da mnozica W seka presek [, U,. Presek mnozic
U, je torej gosta podmnozica v R™.
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(2) Za poljubno gladko imerzijo h : N — M med mnogoterostima, za kateri
velja dim N < dim M, je mnozica M — h(N) gosta v M. To je posledica Bai-
reovega izreka in 2-Stevnosti mnogoterosti N. Res, iz 2-Stevnosti mnogoterosti
N ter iz normalne forme imerzije sledi, da lahko sliko A(N) zapisemo kot Stevno
unijo kompaktnih podmnozic Z, mnogoterosti M, katerih komplement M — Z,
je odprta gosta podmnozica mnogoterosti M. Baireov izrek zdaj pove, da je
M — h(N) =, (M — Z,) gosta podmnozica mnogoterosti M.

ZGLED 2.87. Za poljuben n je Liejeva grupa O(n) zaprta podgrupa Liejeve
grupe O(n + 1). Inkluzija O(n) — O(n + 1) je dana s predpisom

x +— diag(z, 1)

za vsak x € O(n). Imamo naravno levo delovanje Liejeve grupe O(n + 1) na R
dano z mnozenjem matrike z vektorjem, in to delovanje lahko zozimo na delovanje
Liejeve grupe O(n + 1) na S C R"*!. Glede na to delovanje je sfera S™ homogen
O(n + 1)-prostor. Za standardni bazni vektor e, ; € S™ imamo grupo izotropije

O(n+1) = O(n).
Po trditvi 2.85 dobimo torej izomorfizem homogenih O(n + 1)-prostorov
O(n+1)/0(n) = S,

ki je dan s predpisom x O(n) — xe,11.

€n+41

2.7. Homomorfizmi Liejevih grup

TRDITEV 2.88. Vsak bijektiven homomorfizem Liejevih grup je izomorfizem
Liejevih grup.

DokAz. Vsak injektiven homomorfizem Liejevih grup je po trditvi 2.57 imer-
zija. Ce je tak homomorfizem tudi surjektiven, je po Baireovem izreku (vaja 2.86)
difeomorfizem. O

TRDITEV 2.89. Naj bosta H in G Liejevi grupi in ¢ : H — G zvezen homo-
morfizem grup. Tedaj je ¢ homomorfizem Liejevih grup.

DoxkAz. Ker je ¢ zvezen homomorfizem grup, je mnozica
K={(z,¢(x)) e Hx G|z € H}

zaprta podgrupa Liejeve grupe H X G in torej Liejeva podgrupa. Zozitev m =
pry |k ¢ K — H je homomorfizem Liejevih grup in bijekcija, zato je po trditvi
2.88 izomorfizem. Ker velja ¢ = pryor~! in ker sta preslikavi 77! : H — K ter
pry : H x G — G gladki, je tudi ¢ gladka preslikava. (]

2.7.1. Krovni homomorfizmi.

DEerFINICIIA 2.90. Homomorfizem povezanih Liejevih grup ¢ : H — G je krovni
homomorfizem, ¢e je £(¢) izomorfizem Liejevih algeber.

TRDITEV 2.91. Naj bosta G in H povezani Liejevi grupi in naj bo ¢ : H — G
krovni homomorfizem Liejevih grup.

(i) Homomorfizem ¢ je surjektiven lokalni difeomorfizem.

(i) Naj bo V taksna odprta podmnoZica Liejeve grupe H, da je ¢|v injektivna.
Tedaj je (V') odprta podmnoZica v G in ¢y : V. — ¢(V) je difeomorfizem. Za
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poljubni dve razlicni tocki z,w € ker ¢ velja R.(V) NRy(V) = 0, zoZitev dlg_(v) :
R.(V) — ¢(V) je difeomorfizem in

o' o(V) = |J RV).

z€ker ¢

Dokaz. (i) Ker je £(¢) = (d¢). izomorfizem, je izomorfizem tudi (d¢), za vsak
xr € H, saj velja (d¢), = d(Lg(z))e 0 (dg)cod(Ly-1),. Surjektivnost homomorfizma
¢ sledi iz povezanosti grupe G.

(ii) Ker je ¢ lokalni difeomorfizem, je ¢(V) odprta podmnozica v G in ¢|y :
V — ¢(V) je bijektiven lokalni difeomorfizem, torej difeomorfizem. Ce bi bil presek
R.(V)NR (V) neprazen, bi obstajali taksni tocki z,y € V, da je zz = yw. Odtod
sledi ¢(z) = ¢(xz) = ¢p(yw) = P(y). Ker je zozZitev ¢|y injektivna, odtod dobimo
x =y in z = w, kar je protislovje. Preostali del trditve iz tocke (ii) je o¢iten. O

KOMENTAR 2.92. Naj bo ¢ : H — G krovni homomorfizem povezanih Liejevih
grup. Gladka preslikava o : U — H, definirana na odprti podmnozici U v G, je
lokalni prerez na U krovnega homomorfizma ¢, ¢e velja ¢ o o = idy. Slika o(U)
takega lokalnega prereza je odprta podmnozica v H in zoZitev ¢y : o(U) — U
je difeomorfizem z inverzom o.

Ker je ¢ lokalni difeomorfizem, za vsako tocko = € G lahko najdemo odprto
okolico U tocke x v G, na kateri ima ¢ lokalni prerez. Kompozicija taksnega
lokalnega prereza o z desno translacijo R, je spet lokalni prerez na U krovnega
homomorfizma ¢, za vsak 2 € ker ¢. Posebej to pomeni, da za vsak y € ¢~ 1(U)
lahko najdemo lokalni prerez na U krovnega homomorfizma ¢, ki preslika ¢(y) v y.

Ce ima ¢ globalen prerez, torej prerez, ki je definiran na celi Liejevi grupi
G, potem mora biti slika tega prereza komponenta Liejeve grupe H, in torej kar
enaka H, saj je H povezana Liejeva grupa. Odtod sledi, da je v tem primeru ¢
izomorfizem Liejevih grup.

LEMA 2.93. Naj bo K zaprta diskretna podgrupa povezane Liejeve grupe H.
Tedaj je K podgrupa edinka grupe H ce, in samo ce, velja K C Z(H).

Doxkaz. Predpostavimo, da je K podgrupa edinka grupe H. Za poljuben x €
H lahko izberemo pot v v H od nevtralnega elementa e do x. Za vsak z € K je
tedaj preslikava () = Cy;)(2) pot v K od e do Cy(z). Ker je K diskretna, so vse
podmnozice Liejeve grupe K odprte, zato mora biti pot ¢ konstantna. Posebej je
torej C;(z) = z za vsak z € K in za vsak © € H, kar pomeni, da je K C Z(H).
Obratna implikacija je ocitna. O

TRDITEV 2.94. (i) Ce je K zaprta diskretna podgrupa edinka povezane Liejeve
grupe H, je kvocientni homomorfizem 7 : H — H/K krovni homomorfizem Liejevih
grup.

(ii) Ce je ¢ : H — G krovni homomorfizem povezanih Liejevih grup, je njegovo
jedro ker ¢ zaprta diskretna podgrupa Liejeve grupe H, za katero velja ker ¢ C Z(H),
homomorfizem ¢ pa inducira izomorfizem Liejevih grup H/ker ¢ — G.

Dokaz. (i) Ker je podgrupa K diskretna, je dimenzija Liejeve grupe K enaka
0 in za vsako tofko z € K je mnozica {z} odprta komponenta Liejeve grupe K.
Kvocientni homomorfizem 7 : H — H/K je krovni homomorfizem Liejevih grup,
saj velja K = ker 7 in torej ker(£(m)) = L(ker ) = {0}.
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(ii) Iz trditve 2.91(ii) sledi, da je ker ¢ diskretna podgrupa. Iz leme 2.93 sledi,
da je ker ¢ C Z(H). Zadnji del trditve je posledica surjektivnosti krovnega homo-
morfizma ¢ in trditve 2.80. (]

2.7.2. Krovni homomorfizem SU(2) — SO(3). Kvaternion ¢ je urejena Ce-
tverka realnih stevil ¢ = (¢,7,y,2) € R* Kvaternion ¢ lahko zapiSemo kot par
q = (t,v) € R x R3, torej kot par skalarja t € R in vektorja v = (z,y,2) € R3.
Mnozica H vseh kvaternionov je torej stiridimenzionalni realni vektorski prostor. Na
mnozici kvaternionov imamo tudi produkt: za poljubna (s,u), (t,v) € R x R3 = H
je njun produkt dan s predpisom

s,u)(t,v) = (st — (u,v),sv+tu+uxv) e RxR>=H
(s,u)(t,v) = (st = (u,v), ) :

kjer je (u,v) skalarni, u x v pa vektorski produkt vektorjev u in v v R3. O¢itno
je, da je tako definirano mnozenje bilinearna operacija na H. Nevtralni element za
mnozZenje v H je kvaternion (1, 0). Ni tezko preveriti, da so s to operacijo kvaternioni
(nekomutativen) obseg, a to lahko vidimo tudi iz naslednjih, ekvivalentnih opisov
kvaternionov.

Elemente standardne baze prostora kvaternionov H = R* oznadimo z 1 =
(1,0,0,0), i = (0,1,0,0), j = (0,0,1,0) in k = (0,0,0,1). Vsak kvaternion ¢ =
(t,z,y, z) torej enoliéno zapisemo kot linearno kombinacijo

q=1tl+zi+yj+ zk.
Direktno po definiciji lahko preverimo, da velja
P=j=k*=-1
in
ij=—ji=k, jk=-kj=i, ki=—ik=].
S temi enakostmi je mnozenje na H enolicno doloceno, glede na to, da je mnozenje
bilinearna operacija z nevtralnim elementom 1. Kompleksna stevila lahko gledamo

kot kvaternione oblike ¢1 4+ zi. Mnozenje kvaternionov take oblike se ujema z mno-
zenjem kompleksnih stevil. Na ta nac¢in imamo inkluzije obsegov

RcCcCH.
Poleg tega tudi vektorje v = (x,v,2) v R? gledamo kot kvaternione oblike (0,v) =
i+ yj + 2k, torej imamo
R?® C H.
Kvaternione oblike ¢t = t1 imenujemo tudi skalarni kvaternioni, kvaternione oblike
v = xi+yj+ zk pa vektorski ali cisto imaginarni kvaternioni. Iz definicije mnoZzenja
kvaternionov sledi, da je produkt dveh ¢isto imaginarnih kvaternionov u,v dan s
predpisom
ww = —(u,v) +u x v € H.
Poljuben kvaternion ¢ € H lahko enoli¢no zapisemo tudi kot
g =tl+ai+yj+ 2k = (t + i) + (y + 20)j = a + 6],

kjer sta a = t+xi in B = y + zi kompleksni Stevili. Kvaternion ¢ = o+ j pa lahko

ekvivalentno predstavimo tudi s kompleksno matriko

[ _% . } € Mat(2 x 2, C).
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Na ta nacin gledamo H kot realen vektorski podprostor
H C Mat(2 x 2,C).

Posebej torej identificiramo bazne vektorje v H z matrikami:

IR IR

Na teh matrikah lahko eksplicitno preverimo, da se mnozenje kvaternionov ujema
z mnoZenjem prirejenih matrik v Mat(2 x 2,C). Odtod vidimo, da je mnozenje
kvaternionov asociativno, ter da ima vsak nenicelen kvaternion inverz v H,

-1 _
a f 1 a —f ]
PR =5 | 3 e H.
5ol -meels
Za poljuben kvaternion ¢ = t1 4+ xi + yj + zk = t + v definiramo njegovo
adjungirano vrednost
¢ =tl—zi—yj—zk=t—veH.
Ce gledamo ¢ kot matriko v Mat(2 x 2,C), potem je ¢* = ¢. Ce je p Se en
kvaternion, imamo torej (pg)* = ¢*p*. Direkten izracun pokaze, da velja tudi
00" = q=1"+2* +y* + 2° =t* + (v,v) = det(q) > 0.
Absolutna vrednost kvaterniona ¢ je dana z enakostjo
lql = Vg™
Za nenicelen ¢ je o¢itno ¢* = |g|?q !, absolutna vrednost pa je homomorfizem grup
|-] : H* = H — {0} - R*. Jedro tega homomorfizma prepoznamo kot Liejevo
grupo
a f
werl-u-{| 4 %

Liejevo grupo SU(2) smo torej identificirali z enotsko sfero S3 C H = R%.
Za poljuben ¢ € SU(2) definiramo 7(q) € GL(3,R) s predpisom

] |, B€C, |af + 8] = 1} =SU(2).

m(q)v = qug* € R,

za vsak v € R3. Pri tem je qug* = quqg~! produkt kvaternionov, ki je res ¢isto

Kok ok ok

imaginaren kvaternion in torej vektor v R?, saj velja (qug*)* = ¢**v*q* = —quq*.
S tem smo definirali reprezentacijo Liejevih grup
7 : SU(2) — GL(3,R),
saj za poljubna p, ¢ € SU(2) velja 7(pg)v = pqu(pq)* = pqug*p* = m(p)m(q)v.
LEMA 2.95. Za poljubna u,v € R? in vsak ¢ € SU(2) velja (m(q)u,n(q)v) =
(u,v) in m(q)u x w(q)v = 7(q)(u x v). Posebej to pomeni, da je w(q) € SO(3).
DokAz. Iz formule za mnozenje Cisto imaginarnih kvaternionov sledi
—(m(q)u, m(q)v) + m(q)u x 7(g)v = (w(g)u)(7(g)v)
= quq”quq” = quog”
= q(—(u,v) +uxv)qg*
= —(u,v) +m(g)(u x v).
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Skalarni in vektorski del te enakosti sta identiteti iz leme. Ker torej linearna pre-
slikava 7(q) € GL(3,R) ohranja skalarni in tudi vektorski produkt, mora biti orto-
gonalna z determinanto 1. O

Za poljuben normiran vektor w € R? in za vsak ¢ € R naj bo R, , € SO(3)
rotacija okoli osi w za kot ¢. Bolj natan¢no, vektor w dopolnimo do pozitivno
orientirane ortonormirane baze [u,v,w] prostora R? in definiramo

cosp —singp 0
Ry, =B | sing cosp 0 | BT,
0 01

kjer je B € SO(3) prehodna matrika iz baze [u, v, w] na standardno bazo prostora
R3, torej matrika s stolpci [u, v, w)].

Vsak element Liejeve grupe SO(3) je enak neki rotaciji Ry, za primerno izbran
normiran vektor w in nek kot ¢ € R. Res, poljuben element z € SO(3) ima eno od
lastnih vrednosti enako 1, za vektor w pa izberemo poljuben normiran lastni vektor
pri tej lastni vrednosti.

LEMA 2.96. Naj bo w € R? normiran vektor, naj bo ¢ € R in naj bo ¢ =
cos £ + (sin £)w € SU(2). Tedaj je 7(q) = Ru,p-

Dokaz. Dopolnimo w do pozitivno orientirane ortonormirane baze [u,v,w]
prostora R3. Iz formule za produkt ¢isto imaginarnih kvaternionov dobimo w? =
—1, wu — uw = 2v, wv — vw = —2u, wuw = u in wow = v. Odtod sledi

7(q)w = (cos & + (sin £ )w)w(cos & — (sin §)w)

= (cos® £)w + (sin £)(cos £)(w? — w?) — (sin® £)w?

= (cos® £ +sin® £)w = w,
m(q)u = (cos & + (sin £)w)u(cos § — (sin £)w)
cos? 5)u + (sin £)(cos £)(wu — uw) — (sin® 5w
cos® §)u + 2(sin §)(cos §)v — (sin” §)u

7(q)v = (cos & + (sin £ )w)v(cos & — (sin §)w)

2)(cos £)(wv — vw) — (sin® £)wow
)(cos £)u — (sin® £)v
. (]

~—

= (—sing)u + (cos ¢

TRDITEV 2.97. Preslikava m : SU(2) — SO(3), dana s predpisom 7w(q)v = quq*
za vse q € SU(2) ter vse v € R3, je krovni homomorfizem Liejevih grup z jedrom

{I,-1}.

KOMENTAR 2.98. Krovni homomorfizem Liejevih grup 7 : SU(2) — SO(3)
imenujemo spin homomorfizem. Iz trditve sledi, da spin homomorfizem inducira
izomorfizem Liejevih grup SU(2)/{I, —I} — SO(3).

Doxkaz. Videli smo Ze, da je w(SU(2)) C SO(3) in da je m homomorfizem
Liejevih grup. Iz leme 2.96 vidimo, da je w(SU(2)) = SO(3). Ocitno je, da velja
{I,—I} C kerw. Obratno, poljuben g € SU(2) — {I, -1} lahko zapisemo v obliki
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q = cos £ + (sin £)w za nek normiran vektor w € R? in neko stevilo ¢ € R, tako
da je ¢ & 277, zato po lemi 2.96 sledi 7(q) # 1. O

2.7.3. Univerzalni krov Liejeve grupe. Naj bo M poljubna mnogoterost.
Spomnimo se, da je pot v mnogoterosti M od tocke p € M do tocke ¢ € M zvezna
preslikava 7 : [0,1] — M, za katero je v(0) = p in (1) = ¢. Oznaéimo s L (M)
mnozico vseh poti v mnogoterosti M. Za vsak p € M imamo konstantno pot z
vrednostjo p, ki jo bomo spet oznacili s p. Za dve poti v,{ v M, za kateri velja
~v(1) = ¢(0), definiramo sklop poti v in ¢, ki je pot v+ v M od (0) do (1) dana
s predpisom:

2s) ;3 0<s<1/2
(7 * C)(S) - { C(QSPYE 13 : 1/2 <s S/l

Naj bosta 7, d poljubni poti v M. Homotopija v M od ~ do ¢ je zvezna presli-

kava

h:[0,1] x [0,1] — M,

za katero velja h(s,0) = ~(s), h(s,1) = d(s), h(0,t) = v(0) = §(0) in h(1,t) =
v(1) = 0(1) za vse s,t € [0,1]. Za taksno homotopijo h obi¢ajno oznac¢imo h(s) =
h(s,t). Homotopijo h od v do ¢ si predstavljamo kot zvezno deformacijo poti vy v
pot ¢ in jo zapiSemo tudi kot zvezne druzino poti (h¢)¢ = (h¢)iejo,1)- Pot v € Z(M)
je homotopna poti 6 € Z(M), ¢e obstaja kaksna homotopija v M od « do ¢, in
tedaj zapiSemo v ~ §. To je mogoce seveda le v primeru, da je v(0) = §(0) in
v(1) =6(1).

ZGLED 2.99. Naj bo U odprta konveksna podmnozica konéno dimenzionalnega
vektorskega prostora V. To pomeni, da za poljubni dve tocki p,q € U cela daljica
med p in g lezi v U. Ce sta ~, 6 dve poti v U od p do ¢, potem je s predpisom
hy =td+ (1 —t)y, t € [0,1], dana homotopija od v do §. Posebej je torej poljubna
pot v v U od p do ¢ homotopna linearni poti od p do ¢q, s — sq + (1 — s)p.

LEMA 2.100. Naj bo M poljubna mnogoterost.

(i) Homotopnost je ekvivalencéna relacija na mnoZici poti 22 (M).

(ii) Ce s0 7,6, ¢, & taksne poti v M, da je (1) = ¢(0) iny ~ § ter { ~ &, potem
velja tudi v ( >~ 0 * &.

(iii) Ce s0y,0,(,&,m potiv M in g : [0,1]x[0,1] — M taksna zvezna preslikava,
da je v(s) = g(s,0), 6(s) = g(0,s), ¢(s) = g(1,s), &(s) = g(s,1) in n(s) = g(s,s)
za vsak s € [0, 1], tedaj velja n~ v { ~§*¢.

KOMENTAR 2.101. Ekvivalencni razred poljubne poti v v M glede na relacijo
homotopnosti ozna¢imo z [¢] in imenujemo homotopski razred poti v. MnoZico
homotopskih razredov poti v M bomo oznadili z [P (M)] = P (M)/~. Iz tocke
(ii) sledi, da je sklop poti dobro definiran tudi na homotopskih razredih poti s
predpisom [+ [¢] = [7 * ¢], 7a vse 7,¢ € (M), (1) = ((0).

DoKAZ. (i) Za poljuben v € Z2(M) je (v); homotopija v M od « do 7. Ce
je (h¢); homotopija v M od ~ do 4, potem je (hj_¢); homotopija v M od ¢ do 7.
Ce je poleg tega e (k;); homotopija od § do ¢, potem homotopijo (g¢); od v do ¢
dobimo s predpisom:
_ hay 5 0<t<1/2
gt_{ koa 5 1/2<t<1
(ii) Ce je (h¢); homotopija od v do d in je (k;); homotopija od ¢ do &, potem
je (hg * ki) homotopija od v * ¢ do § % €.
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(iii) Za vsak t € [0, 1] naj bo a; linearna pot v R? od (0,0) do (¢,1 —t) in f3;
linearna pot v R? od (¢t,1 —t) do (1,1). Tedaj je s predpisom h; = g o (ay * f¢)
podana homotopija v M od 7 * ¢ do 6 * £, medtem ko je (h;/2); homotopija v M
od v *( do 7. (]

VaJa 2.102. Naj bodo 7, ¢, poti v mnogoterosti M, za katere je (1) = ¢(0)
in ¢(1) = §(0). Tedaj velja v(0) * vy~ ~vxy(1) in (y* () *d =~ y* ({*J). Poleg
tega velja tudi v x5 ~ v(0) in ¥ x v ~ (1), kjer je 4 obratna pot poti 7, dana s
predpisom ¥(s) = (1 — s) za vsak s € [0, 1].

Poljubna gladka preslikava g : N — M med mnogoterostima nam da pridru-
zeno preslikavo Z(g) : Z(N) — P (M) s predpisom

Z(9)(v) =gon-
Ce je h homotopija v N med v € Z(N) in § € Z(N), je g o h homotopija v
M med Z(g)(7y) in #(g)(9). To pomeni, da preslikava & (g) inducira preslikavo
(Z2(9)] : [Z(N)] = [Z(M)],

[(Z(I([V]) = [g o]

Za v,¢ € Z(N), v(1) = ((0), ocitno velja Z(g)(y * () = L(g9)(7) * Z(g)(¢) in
zato tudi [2(g)]([7] * [¢]) = [Z(9)]([7]) * [Z(9)]([C])-

TRDITEV 2.103. Naj bo ¢ : H — G krovni homomorfizem povezanih Liejevih
grup in naj bo y poljubna tocka iz H.

(i) Za vsako pot v v G z zacetkom v tocki ¢(y) obstaja natanko ena pot 5 v H
z zacetkom v tocki y, za katero velja ¢ o = ~.

(ii) Za vsako zvezno preslikavo h : [0,1] x [0,1] — G, za katero je h(0,0) =

#(y), obstaja natanko ena taksna zvezna preslikava h : [0,1] x [0,1] = H, da velja
h(0,0) =y indpoh = h.

KOMENTAR 2.104. Pot 7 iz tocke (i) imenujemo dvig poti y vzdolz ¢. Ce sta
7,6 homotopni poti v G z zafetkom v tocki ¢(y) in sta ﬁ,g dviga teh dveh poti
vzdolz ¢ z zaCetkom v tocki y, potem je 7 ~ 5. Res, ¢e je h homotopija od 7 do 6,
je preslikava h iz tocke (ii) homotopija med 7 in g, ki jo imenujemo dvig homotopije
h vzdolz ¢.

DokAz. (i) Zaradi kompaktnosti intervala [0,1] in po trditvi 2.91 lahko iz-
beremo taksno delitev {0 = so < 51 < --- < s, = 1} intervala [0,1], da slika
v([sk—1, sk]) lezi znotraj odprte podmnozice Uy C G, na kateri ima ¢ lokalni pre-
rez, za vse k = 1,...,n. Izberimo tak lokalni prerez oy : Uy — H krovnega
homomorfizma ¢, da je o1(v(0)) = y in definirajmo ¥ : [0,s;] — H s predpisom
7 = 019 7][0,s;]- Nato izberemo tak lokalni prerez oy : Uy — H krovnega homo-
morfizma ¢, da je o2(y(s1)) = ¥(s1), in razsirimo preslikavo 5 na interval [0, 2] s
predpisom 7|s, s,] = 02 © V|[s;,s5]- Tako induktivno nadaljujemo in po n korakih
dobimo preslikavo 5 na celem intervalu [0, 1]. Iz trditve 2.91 sledi, da je preslikava
7 enoli¢no dolocena.

(ii) Zaradi kompaktnosti produkta [0, 1] x [0, 1] in po trditvi 2.91 lahko izberemo
taksno delitev {0 = sg < $1 < --- < s, = 1} intervala [0, 1], da slika y([sk—1, sk] X
[s1—1, 81]) lezi znotraj odprte podmnozice Uy; C G, na kateri ima ¢ lokalni prerez, za
vse k, I =1,...,n. Ozna¢imo Iy, = [sg—1, Sg] X [Si-1, 81]- Izberimo tak lokalni prerez
o011 : U1 — H krovnega homomorfizma ¢, da je o11(h(0,0)) = y in definirajmo b
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I11 — H s predpisom h= 011 © h|r,,- Nato izberemo lokalni prerez o2 : Ujg — H
krovnega homomorfizma ¢, da je o12(h(so,s1)) = o11(h(s0, s1)) in razsirimo & na
111 U I15 s predpisom 7L|112 = 012 0 hly,,. Tako definirana preslikava h je zvezna na
I11 Ulo, saj se 011 0 h in 012 0 h ujemata na preseku I11 N I12 zaradi enoli¢nosti iz
tocke (i). Tako induktivno nadaljujemo po pravokotnikih v leksikografskem vrstnem
redu Ii1, ..., Lin, Doty .. Ion, .., 11,y . o, Inm, in po n? korakih dobimo preslikavo
h na celem kvadratu [0,1] x [0,1]. Enoli¢nost preslikave & sledi iz tocke (i). O

Naj bo G povezana Liejeva grupa. Za poljubni poti v,d € Z(G) definiramo
njun produkt v6 € Z(G) s predpisom

(v6)(s) = ~(s)d(s)

za vse s € [0,1]. O¢itno je s to operacijo je mnoZica poti #(G) grupa. Tako je
inverz poti 7 pot +(y) € Z(G), dana s predpisom ¢(7)(s) = v(s)~!. PodmnoZica

P(G;e) ={y € Z(G) [1(0) = e} € Z(G)

vseh poti v G, ki se za¢nejo v nevtralnem elementu, je podgrupa grupe #(G). Prav
tako je podmnozica

P(Gie,e) ={y € Z(G) [ 1(0) =7(1) = e} € 2(G)

vseh poti v G, ki se zacnejo in koncajo v nevtralnem elementu, podgrupa grupe
Z(@G). Oznadimo Se

H(G) = {r € P(Gse,e) | n e},

TRDITEV 2.105. Naj bo G povezana Liejeva grupa.

(i) MnoZica ¥ (G) je podgrupa edinka grupe P(Q).

(i) Poti~y,d € P(Q) sta si homotopni e, in samo Ce, velja v (G) = 64 (G).

(iii) Za poljubni poti v, € P(G;e) so si poti vy * (Ly1)06), 6 * (Rs1yoy) in
~§ homotopne.

(iv) Za poljubni potiv,d € P (G e, e) so si potiy*§, %7, ¥d in §v homotopne.

Dokaz. (i) Naj bosta k,7 € #(G). Izberimo homotopijo (h¢); v G od e
do £ in homotopijo (k:): v G od e do 7. Tedaj je (h:kt): homotopija od e do
kT, medtem ko je (¢(ht)): homotopija od e do ¢(k). Podmnozica £ (G) je torej
podgrupa v Z(G).

Naj bo zdaj Se v € Z(G). Tedaj je (vhit(y)): homotopija v G od e do yke(y),
zato velja vki(y) € #(G). To pomeni, da je £ (G) podgrupa edinka grupe Z(G).

(ii) Predpostavimo, da sta si poti 7 in § homotopni, in naj bo (h:); homotopija
v G od v do 4. Tedaj je (¢()ht): homotopija v G od e do ¢()d, kar pomeni, da je
1(7)0 € H(Q) oziroma v % (G) = 6 (G).

Obratno, ¢e velja 7.2 (G) = 6% (G), odtod sledi ¢(y)d € # (G) in zato obstaja
homotopija (k¢): v G od e do «(vy)d. Zdaj je (vk:): homotopija v G od «y do §.

(iii) Za zvezno preslikavo g : [0,1] x [0,1] — G, g(s,t) = ~v(s)d(¢), uporabimo
lemo 2.100(iii).

(iv) Ta del trditve sledi direktno iz tocke (iii). O

Za poljubno povezano Liejevo grupo G naj bo G kvocientna grupa grupe
P (G, e) po podgrupi edinki #(G). Po trditvi 2.105(ii) je torej

G =2(G;0)/H(G) = [2(Gse)] = 1] | 7 € 2(G), 7(0) = e}
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Oznac¢imo z
wa - é -G
homomorfizem grup, dan s predpisom wq([y]) = v(1).

Pokazali bomo, da na grupi G obstaja naravna struktura gladke mnogoterosti,
glede na katero je G Liejeva grupa in wg krovni homomorfizem Liejevih grup. Naj
bo n = dimG in naj bo Bg druzina vseh odprtih podmnozic Liejeve grupe G,
ki so difeomorfne konveksnim odprtim podmnozicam prostora R™. Vsaka odprta
podmnozica v G je unija nekaterih mnozic iz Bg. Za vsako mnozico U € Bg
ozna¢imo P (G;e,U) ={y € P(G;e) | v(1) € U}, in za vsako pot v € Z(G; e, U)
definirajmo

B(v,U) ={[ly=c¢e 2U), ¢(0)=~11)} CG.
Oznac¢imo Se

Be = {B(v,U) | U € Bg, v € 2(G;e,U)}.

LEMA 2.106. Naj bo G povezana Liejeva grupa in naj bodo U,V € Bg, v €
P(G;e,U) ter § € P(Gse,V).

(i) Ce je a € P(G;e,U) taksna pot, da je [a] € B(v,U), potem je tudi [y] €
B(a,U) in velja B(a,U) = B(~v,U).

(ii) Ce je B € P(G;e,UNV) taksna pot, da je [8] € B(vy,U)N B(6,V), potem
obstaja tak W € Bg, da je B(8,W) C B(y,U)N B(4,V).

(iii) Preslikava wg|p(y,vy @ B(v,U) — U je bijekcija.

Dokaz. (i) Ker je [a] € B(v,U), obstaja tak & € Z(U), da je [a] = [y *&].
Naj bo & € 2(U) obratna pot poti &. Tedaj velja [y] = [y * & x €] = [a * €] in zato
(] € B(a,U). Za poljuben ¢ € Z(U), ((0) = £(1), je zdaj [a* (] = [(y* &) * (] =
[v*(&£xC)] € B(v,U), torej velja B(a,U) C B(v,U). Iz simetrije sledi tudi obratna
inkluzija.

(ii) Izberimo tako majhno okolico W € B¢ tocke (1) v G,daje W C UNV. Iz
definicije sledi B(8,W) C B(8,U)NB(8,V), po tocki (i) paje B(8,U)NB(3,V) =
B(y,U)N B(4,V).

(iii) Ker je U difeomorfna konveksni odprti podmnozici v R™, je U povezana,
poljubni dve poti v U z enakima zacetnima in kon¢nima tockama pa sta homotopni
v U. Odtod sledi surjektivnost in injektivnost preslikave wa|p(y,v)- ([l

Na grupi G definiramo topologijo, v kateri so odprte natanko tiste podmnozice,
ki jih lahko zapiSemo kot unijo nekaterih mnozic iz druzine .Eg. S pomocjo leme
2.106(ii) hitro lahko preverimo, da je s tem res definirana topologija na mnozici G.
Za vsak B(v,U) € Bg je wg(B(7,U)) = U € B(QG), iz leme 2.106(iii) pa sledi, da
je preslikava wa|p(y,vy : B(v,U) — U homeomorfizem. Posebej je wg : G = G
zvezna preslikava, ki poljubno odprto podmnozico topoloskega prostora G preslika
v odprto podmnozico Liejeve grupe G. Ker je G povezana, je wg surjektivna.

LEMA 2.107. Za poljubno povezano Liejevo grupo G je topoloski prostor G
Hausdorffov in 2-steven.

DokAz. Naj bosta 7,5 € 2(G;e). Ce je v(1) # 6(1), lahko izberemo disjunk-
tni mnozici U,V € Bg, tako da je v(1) € U in (1) € V. Tedaj sta odprti mnozici
B(v,U) in B(4,V) disjunktni okolici tocke [y] oziroma [§] v G. Ce je v(1) = &(1),
izberemo odprto okolico U € Bg tocke y(1). Ce [y] # [d], sta tedaj po lemi 2.106(i)
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odprti mnozici B(v,U) in B(8,U) disjunktni okolici tocke [y] oziroma [6] v G. S
tem smo dokazali, da je prostor N@ Hausdorffov.

Dokazimo se, da je prostor G 2-Steven. Ker je prostor G 2-Steven, lahko izbe-
remo taksno Stevno druzino A odprtih nepraznih podmnozic Liejeve grupe G, da
je vsaka mnozica iz A difeomorfna neki konveksni odprti podmnoZici prostora R™
in da je vsaka odprta podmnozica Liejeve grupe G unija nekaterih mnozic iz A. Iz
vsake mnozice U € A izberemo eno tocko zyy. Mnozica A = {xy | U € A} vseh teh
izbranih tock je Stevna gosta podmnozica Liejeve grupe G. Dovolj je dokazati, da
je za vsako tocko x € G mnozica homotopskih razredov poti v G od e do z stevna.
Odtod namre¢ sledi, da je druzina A = {B(y,U) | U € A, v € P(G;e,U)} =
{B(7,U) | v € Z(G;e), v(1) = xy} Stevna, vsaka odprta podmnozica prostora G
pa je unija nekaterih mnozic iz A.

Dokazimo torej, da je mnozica homotopskih razredov poti v G od e do x Stevna.
Za vsako pot v v G od e do x lahko najdemo mnozice Uy, ...,U; € A in delitev
{0 =350 <51 < -+ < s =1} intervala [0,1], da je y([si—1,si]) C U; za vsak i.
Odtod sledi, da lahko zapiSemo [y] = [y1]*[vya]*- - - % [&], kjer je 75 € P(U;) za vsak
t=1,...,k. Ker je mnozica A gosta v GG, lahko izberemo tudi pot {; € 22 (U;NU;11)
od 7;(1) do neke tocke iz A, za vsak i = 1,...,k — 1. Odtod sledi, da je

(V] = [yn % Ca) % [Coo% y2 % Co] -+ [ Gt * i)
S tem smo zapisali [y] kot sklop homotopskih razredov poti v G, od katerih vsaka
slika v eno od mnozic iz Stevne druzine A in se zacne in konc¢a v tockah iz Stevne
mnozice AU {e,z}. Odtod sledi, da je taksnih homotopskih razredov [v] le Stevno
mnogo. O

Za vsak U € Bg izberimo difeomorfizem ¢y iz U na konveksno odprto pod-
mnozico oy (U) C R™. Preslikava gy : U — R™ je torej lokalna karta na Liejevi
grupi G. Za poljubno mnozico U € B¢ in vsak v € #(G; e,U) imamo kompozicijo

Yy v = vu owalp,v) : By, U) = R",

ki je homeomorfizem iz mnozice B(y,U) na sliko 9, y(B(v,U)) = ou(U) C R™
Druzina lokalni kart

{9,0|U € Bg, ve Z(G;e,U)}

je gladek atlas na topoloskem prostoru é, glede na katerega G postane gladka
mnogoterost, wg : G- G pa lokalni difeomorfizem. Res, da so prehodne preslikave
tega atlasa gladke sledi direktno iz definicije in leme 2.106(ii). Vidimo torej, da ima
grupa G naravno strukturo gladke mnogoterosti. Naslednja trditev pove, da je glede
na to naravno gladko strukturo grupa G Liejeva grupa.

TRDITEV 2.108. Naj bo G povezana Liejeva grupa.

(i) Z naravno strukturo gladke mnogoterosti je pridruZena grupa G povezana
Liejeva grupa, homomorfizem wg : G = G pa je krovni homomorfizem Liejevih
grup.

(ii) Za vsak krovni homomorfizem povezanih Liejevih grup ¢ : H — G obstaja
natanko en homomorfizem Liejevih grup wg : G — H, za katerega je ¢ owy = wg.
Homomorfizem wy je krovni homomorfizem Liejevih grup.

(iii) Z lastnostjo (ii) sta Liejeva grupa G in krovni homomorfizem Liejevih grup
wa : G — G enolicno dolocena do izomorfizma natancno.
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KOMENTAR 2.109. Liejevo grupo G imenujemo ~univerzalna krovna Liejeva
grupa Liejeve grupe G, krovni homomorfizem wg : G — G pa imenujemo wuni-
verzalni krovni homomorfizem nad povezano Liejevo grupo G. Lastnost (ii) je

univerzalna lastnost univerzalnega krovnega homomorfizma wg.

Dokaz. (i) Naj bosta 7,0 € Z(G; e) in naj bo U € Bg, tako da je v(1)d(1) €
U. Ker je mnozenje ug v Liejevi grupi G gladka preslikava, lahko izberemo tako
majhni mnozici V,W € Bg, daje v(1) € V, §(1) € Win u(V, W) C U. Za poljubni
poti ( € Z(V) in £ € P(W), za kateri je ((0) = (1) in £(0) = §(1), velja

(7 Q6% &) = (v6) * (¢€)-
Ker ob tem velja (£ € £(U), smo s tem dokazali, da za mnozenje pg v grupi
G velja pg(B(y,V) x B(6,W)) C B(v6,U). Gladkost preslikave 5 zdaj sledi iz
komutativnosti diagrama zozenih preslikav

B(+, V) x B(6,W) —S B(~,U)

MJ l“

VxW—U
e

in dejstva, da je preslikava w = wg difeomorfizem med B(y, V) in V, med B(d, W)
in W ter med B(vd,U) in U. Na podoben nacin iz enakosti (v * ¢) = ¢(7y) * ¢(¢)
sledi, da je tudi invertiranje v grupi G gladka preslikava. Grupa G je torej Liejeva
grupa. Iz definicije sledi, da je wg lokalni difeomorfizem.

Pokazati moramo Se to, da je Liejeva grupa G povezana. Za poljubno pot v €
P(G;e) in vsak t € [0,1] definirajmo pot v € F(G; e) s predpisom y:(s) = v(st).
V lokalnih kartah lahko direktno preverimo, da je preslikava t — [y;] zvezna pot v
G od [v] = e do [m] =[]

(ii) Za poljubno pot v € (G} e) naj bo ¥ njen dvig vzdolz ¢ z zafetkom v e,
in definirajmo

woll)) = F(1).

Po trditvi 2.103 je to smiselna definicija. Iz definicije sledi enakost ¢ o wy = wg.
Za poljubno okolico V' € Bg tocke (1), na kateri ima ¢ lokalni prerez, in za vsako
pot ¢ € Z(V) z zafetkom v (1) je dvig poti v * { vzdolz ¢ z zaCetkom v e enak
sklopu 7 * &, kjer je & dvig poti ¢ vzdolz ¢ z zafetkom v v(1). Za primerno izbiro
lokalnega prereza o : V' — H krovnega homomorfizma ¢ je torej £ = o o (. Posebej
to pomeni, da je wg(B(7,V)) C o(V) in da je wy|p(y,v) = wa © 0, odtod pa sledi,
da je wg gladka preslikava in tudi lokalni difeomorfizem.

Naj bo zdaj 1 : G- H poljuben homomorfizem Liejevih grup, za katerega je
¢ o) =wg. Ker je pot t — [y] dvig poti v vzdolZ wg z zacetkom v e in koncem v
[7], mora biti ¢ — ([y:]) dvig poti v vzdolZ ¢ z zacetkom v e. Za koné¢no tocko te
poti mora torej veljati

() = (nl) =7(1) = ws (1)),
torej ¥ = wgy.

(iii) Naj bo p : K — G poljuben krovni homomorfizem povezanih Liejevih grup,
za katerega velja univerzalna lastnosti: za vsak krovni homomorfizem povezanih
Liejevih grup ¢ : H — G obstaja natanko en homomorfizem Liejevih grup pg :
K — H, za katerega velja ¢popy = p. Zaradi enoli¢nosti sledi, da je w,0p,,, = idk.
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Podobno iz tocke (ii) sledi, da je po, ow, = id5. Preslikava w, je torej izomorfizem
Liejevih grup. [

VaJA 2.110. Naj bo G povezana Liejeva grupa ter ¢ : G — G tak homomor-
fizem Liejevih grup, da je wg o ¢ = wg. Ker seveda velja tudi wg o idy = wg,
nam enoli¢nost iz univerzalne lastnosti univerzalnega krovnega homomorfizma da
enakost ¢ = ida.

Naj bo ¢ : H — G poljuben homomorfizem povezanih Liejevih grup. Prire-
jena preslikava Z(¢) : Z(H;e) - (G e) je homomorfizem grup. Direktno po
definicijo lahko preverimo, da je inducirani homomorfizem

¢=[2(¢):H—G

tudi gladka preslikava, in je torej homomorfizem Liejevih grup. Opazimo lahko, da
komutira diagram:

a—-a
L/.)Hl lwc
HT>G

Cejet : K — H $e en homomorfizem povezanih Liejevih grup, velja &0@ = (o))~

DEFINICIJA 2.111. Fundamentalna grupa povezane Liejeve grupe G je jedro
univerzalnega krovnega homomorfizma

7T1(G) = kerwg.
Povezana Liejeva grupa G je enostavno povezana, Ce je w1 (G) = {e}.

KOMENTAR 2.112. Fundamentalna grupa 71(G) je torej diskretna podgrupa

centra Z(G) in posebej abelova. Elementi fundamentalne grupe so homotopski
razredi poti v G, ki se za¢nejo in koncajo v nevtralnem elementu,

m(G) = [Z(G; e, ¢)] = P(Gs e, €) | A (G).

Poljuben homomorfizem ¢ : H — G povezanih Liejevih grup nam inducira homo-
morfizem fundamentalnih grup

m1(¢) : m(H) = m(G),

ki je dan z zozitvijo homomorfizma ¢.
Povezana Liejeva grupa G je enostavno povezana, e, in samo Ce, je wg izomor-
fizem.

TRDITEV 2.113. (i) Univerzalna krovna Liejeva grupa poljubne povezane Lie-
jeve grupe je enostavno povezana.

(ii) Ceje p : K — G krovni homomorfizem povezanih Liejevih grup in je Liejeva
grupa K enostavno povezana, potem je homomorfizem w, : G- K izomorfizem
Liejevih grup.

Dokaz. (i) Naj bo G povezana Liejeva grupa. Kompozicija ¢ = wg o wg

(é)~ — G je krovni homomorfizem in

wg 0 (wz o we) = (W owg) 0wy = ¢ owy = wg-
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Odtod, po enoli¢nosti iz univerzalne lastnosti krovnega homomorfizma wg, sledi
WE oWy = ida. Krovni homomorfizem wg ima torej globalni prerez, torej je izo-
morfizem.

(ii) Preslikava w, : G — K je krovni homomorfizem, zato imamo pridruzeni
homomorfizem Liejevih grup w,,, : K — G, za katerega je w, o w,, = wgx. Ker je
.. . . . . —1
Liejeva grupa K enostavno povezana, je wx izomorfizem, torej velja w,ow,, owyx =
idg. Krovni homomorfizem w, ima torej globalni prerez, zato je izomorfizem. [

ZGLED 2.114. (1) Preslikava ¢ : R — S, ¢(¢) = 2™ je krovni homomorfizem
Liejevih grup z jedrom Z. Ker je R vektorski prostor in torej konveksna mnozica,
pomeni, da je Liejeva grupa (S')” izomorfna R in da je 71 (S!) = Z.

(2) Poti v produktu Liejevih grup G x H so pari poti v G in poti v H, podobno
pa velja tudi za homotopije. Odtod direktno sledi, da velja (G x H)™ = G x H in
m (G x H) =7 (G) x m1(H). Posebej velja (T™)” = R"™ in m (T") = Z™.

(3) V splosnem je fundamentalno grupo Liejeve grupe tezje izracunati brez
mocnejsih orodij algebraicne topologije. Naj brez dokaza navedemo, da so Liejeve
grupe SU(n) enostavno povezane, medtem ko je 71(SO(n)) = Z/2Z za n > 3. Za
n > 3 Liejevo grupo

Spin(n) = SO(n)~
imenujemo spin grupa stopnje n, pripadajo¢i homomorfizem
Wso(n) * Spin(n) — SO(n)

z jedrom, ki ima dva elementa, pa imenujemo spin homomorfizem. Posebej je
homomorfizem SU(2) — SO(3) iz trditve 2.97 univerzalni krovni homomorfizem,
zato je torej Spin(3) = SU(2).

2.7.4. Homomorfizmi Liejevih grup in Liejevih algeber.

TRDITEV 2.115. Naj bosta ¢,v : H — G homomorfizma Liejevih grup in naj
bo Liejeva grupa H povezana. Ce je £(¢) = £(vp), potem velja ¢ = ).

DoKAZ. Iz enakosti ¢ o expy = expg oL(¢) = expg oL(Y) = ¢ o expy sledi,
da se ¢ in ¢ ujemata na sliki eksponentne preslikave v H. Ker je povezana grupa
H generirana z elementi iz te slike, se torej ¢ in 1 ujemata na celi grupi H. (Il

IZREK 2.116. Naj bo H enostavno povezana Liejeva grupa in G poljubna Liejeva
grupa. Za vsak homomorfizem Liejevih algeber ® : £(H) — £(G) obstaja natanko
en homomorfizem Liejevih grup ¢ : H — G, za katerega velja £(¢) = ®.

Dokaz. Ker je ® homomorfizem Liejevih algeber, je mnozica ¢ = {(v, ®(v)) €
L(H) x £(G) | v € £(H)} Liejeva podalgebra Liejeve algebre £(H) x £(G) =
L(H x G). Po izreku 2.66 obstaja natanko ena povezana Liejeva podgrupa K
Liejeve grupe H x G, za katero je £(K) = €. Naj bo m : K — H zozitev projekcije
pr; : HxG — H na podgrupo K. Ker velja £(7)(v, ®(v)) = v, je £(7) izomorfizem
Liejevih algeber, zato je m krovni homomorfizem. Ker je Liejeva grupa H enostavno
povezana, je m izomorfizem Liejevih grup. Zdaj je ¢ = pryor~!. Enoli¢nost sledi
po trditvi 2.115. (]
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PosLEDICA 2.117. Naj bo H enostavno povezana Liejeva grupa in G poljubna
Liejeva grupa. S preslikavo ¢ — £(¢) je dana bijekcija med mnoZico homomorfiz-
mov Liejevih grup H — G in mnoZico homomorfizmov Liejevih algeber £(H) —
£(G).

Dokaz. Sledi direktno iz trditve 2.116. O

IZREK 2.118. Za vsako koncno dimenzionalno realno Liejevo algebro g obstaja
do izomorfizma enolicno dolocena enostavno povezana Liejeva grupa G, katere Li-
ejeva algebra £(G) je izomorfna Liejevi algebri g.

Doxkaz. Adojev izrek iz teorije koncno dimenzionalnih Liejevih algeber (glej
knjigo [3]) nam pove, da je Liejeva algebra g izomorfna neki Liejevi podalgebri b
splosne linearne Liejeve algebre gl(m,R), za nek m € N. Po izreku 2.66 obstaja
natanko ena povezana Liejeva podgrupa H Liejeve grupe GL(m,R), za katero je
L(H) = b. Zdaj vzamemo G = H. Enoli¢nost Liejeve grupe G, katere Liejeva
algebra £(G) je izomorfna Liejevi algebri g, sledi iz izreka 2.116. O






PoGLAVJE 3
Reprezentacije Liejevih grup

V tem poglavju si bomo ogledali nekaj osnovnih pojmov iz teorije reprezentacij
Liejevih grup, posebej kompaktnih Liejevih grup. Student lahko ve¢ rezultatov in
zgledov najde na primer v knjigi [1].

3.1. Definicija in prvi zgledi

Spomnimo se, da je reprezentacija Liejeve grupe G na konc¢no dimenzionalnem
vektorskem prostoru V nad F homomorfizem Liejevih grup

p: G —= GL(V).

Alternativno lahko taksno reprezentacijo predstavimo kot levo delovanje Liejeve
grupe G na V,

GxV—=V,

ki je dano s predpisom xv = p(x)v za vsak v € V in vsak z € G. To delova-
nje je linearno, kar pomeni, da je za vsak x € G preslikava V — V, v — 2w,
linearna. Kon¢no dimenzionalen vektorski prostor V, opremljen z linearnim delo-
vanjem Liejeve grupe G, imenujemo tudi koncno dimenzionalen G-modul. Vsak
kon¢éno dimenzionalen G-modul V predstavlja neko reprezentacijo Liejeve grupe G
na V, in v tem smislu sta si pojma kon¢no dimenzionalne reprezentacije Liejeve
grupe G in koné¢no dimenzionalnega G-modula ekvivalentna.

Za poljubno reprezentacijo p Liejeve grupe G na konc¢no dimenzionalnem vek-
torskem prostoru V bomo krajSe oznadili p, = p(z) in zv = p,v, za vse € G in
v € V. Reprezentacijo p bomo obic¢ajno zapisali kot par (p, V) ali pa tudi na kratko z
V. V nadaljevanju bomo predpostavili, da so vse nase reprezentacije koncno dimen-
zionalne, torej da so reprezentacije na kon¢no dimenzionalnih vektorskih prostorih.
Reprezentacijam Liejeve grupe G bomo na kratko rekli tudi G-reprezentacije.

KOMENTAR 3.1. Po nasi predpostavki so reprezentacije Liejevih grup in de-
lovanja Liejevih grup gladke preslikave. Naj bo G Liejeva grupa in V konc¢no di-
menzionalen vektorski prostor. Po trditvi 2.89 je vsak zvezen homomorfizem grup
G — GL(V) gladek in torej reprezentacija Liejeve grupe G na V. Podobno lahko vi-
dimo, da je zvezno linearno delovanje G XV — V Liejeve grupe G na V avtomati¢no
gladka preslikava.

Vsaka reprezentacija (p, V) Liejeve grupe G nam da pridruzeno reprezentacijo
L(p) : £(G) = al(V)

Liejeve algebre £(G). Opazimo lahko, da je reprezentacija £(p) zvesta e, in samo
Ce, je jedro reprezentacije p diskretna podgrupa Liejeve grupe G. V tem primeru
pravimo, da je reprezentacija p skoraj zvesta.

83
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TRDITEV 3.2. Naj bo G enostavno povezana Liejeva grupa in V koncno dimen-
zionalen vektorski prostor. Predpis p — £(p) nam da bijekcijo med reprezentacijami
grupe G na V in reprezentacijami Liejeve algebre £(G) na V.

Doxkaz. Direktna posledica izreka 2.116. O

DEFINICIIA 3.3. Naj bosta (p, V) in (7, W) reprezentaciji Liejeve grupe G. Ho-
momorfizem G-reprezentacij iz (1, W) v (p, V) je linearna preslikava A : W — V, za
katero velja

Aoty =pr0A

zavse x € (.

KOMENTAR 3.4. Linearna preslikava A : W — V zadoséa pogoju Ao1, = p,0A
za vsak x € GG Ce, in samo ce, je G-ekvivariantna, torej ce velja

A(zw) = z(Aw)

zavse x € G inw e W.

Mnozico vseh homomorfizmov G-reprezentacij iz W = (1,W) v V = (p,V)

oznaéimo z

Homg (W, V).
Opazimo, da je mnozica Homg(W, V) vektorski podprostor vektorskega prostora
Hom(W,V) = Lin(W,V) vseh linearnih preslikav W — V. Za poljubna homo-
morfizma G-reprezentacij A € Homg(W,V) in B € Homg(U, W) je kompozicija
AB = A o B spet homomorfizem G-reprezentacij.

Ce je A € Homg(W, V) bijekcija, je tudi njen inverz A~! homomorfizem G-
reprezentacij. V tem primeru pravimo, da je A izomorfizem G-reprezentacij. Dve
G-reprezentaciji V in W sta si ekvivalentni oziroma izomorfni, ¢e obstaja kaksen
izomorfizem med njima, in tedaj ozna¢imo V = W. Izomorfnostni razred G-
reprezentacije V je ekvivalen¢ni razred [V] reprezentacije V glede na relacijo izo-
morfnosti.

Endomorfizem G-reprezentacije V.= (p,V) je homomorfizem G-reprezentacij
V — V. Vektorski prostor vseh taksnih endomorfizmov ozna¢imo z Endg(V) =
Homg(V, V).

ZGLED 3.5. (1) Poljubna matri¢na grupa G, torej Liejeva podgrupa Liejeve
grupe GL(n,F), ima standardno zvesto reprezentacijo na vektorskem prostoru F",
ki je dana z inkluzijo G — GL(n,F). Pripadajoce delovanje Liejeve grupe G na F"
je dano z mnozenjem matrike z vektorjem.

(2) Reprezentacije Liejeve grupe G na vektorskem prostoru F™ imenujemo tudi
matricne reprezentacije. Matricna reprezentacija Liejeve grupe G je torej homo-
morfizem Liejevih grup G — GL(n,F). Iz definicije sledi, da sta matri¢ni repre-
zentaciji p, 7 : G — GL(n, F) ekvivalentni ¢e, in samo ¢e, obstaja obrnljiva matrika
A € GL(n,TF), tako da velja

ATzA_l = Pz
za vsak x € G. Reprezentaciji sta si v tem primeru torej konjugirani.

(3) Naj bo (p, V) reprezentacija Liejeve grupe G. Izberimo bazo B vektorskega
prostora V. Naj bo A : V — F™ linearni izomorfizem, ki preslika bazo B v stan-
dardno bazo vektorskega prostora F”, in naj bo R(z) = [p,|p matrika linearnega
izomorfizma p, : V — V v bazi B, za vsak z € GG. Tedaj je R matri¢na reprezen-
tacija Liejeve grupe G, preslikava A pa je izomorfizem med reprezentacijama p in
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R. Posebej to pomeni, da je vsaka reprezentacija ekvivalentna neki matri¢ni re-
prezentaciji. Drugacna izbira baze vektorskega prostora V bi nam dala v splosnem
drugac¢no matri¢no reprezentacijo, ki pa bi bila ekvivalentna oziroma konjugirana
reprezentaciji R.

(4) Trivialna reprezentacija Liejeve grupe G na vektorskem prostoru V je re-
prezentacija, ki vsakemu elementu x € G priredi identiteto idy na V.

(5) Spoznali smo Ze adjungirano reprezentacijo Ad poljubne Liejeve grupe G na
njeni Liejevi algebri £(G). Pripadajoca reprezentacija £(Ad) Liejeve algebre £(G)
je adjungirana reprezentacija ad.

3.1.1. Direktna vsota reprezentacij. Naj bosta (p,V) in (1, W) reprezen-
taciji Liejeve grupe G. Direktna vsota reprezentacij (p, V) in (7, W) je reprezentacija
(p® 7,V ®W) Liejeve grupe G na vektorskem prostoru V@ W =V x W, dana s
predpisom

(P& T)a(v,w) = (pe & 7o) (v, W) = (P2, T2w)
oziroma na kratko
z(v,w) = (zv, zw),
zavsex € G, v €VinweW.

Linearno preslikavo (p®7), € GL(V @ W) lahko glede na direktno vsoto Va@&W
zapisemo v blo¢ni obliki:

Tz

Za poljubne reprezentacije U, V, W Liejeve grupe G imamo naravna izomorfizma
G-reprezentacij VoW =WaVin UsV)eW=Ug (Ve W).

3.1.2. Tenzorski produkt reprezentacij. Naj bosta (p,V) in (7, W) repre-
zentaciji Liejeve grupe G. Tenzorski produkt reprezentacij (p,V) in (7, W) je repre-
zentacija (p ® 7,V ® W) Liejeve grupe G na vektorskem prostoru V @ W, dolo¢ena
s predpisom

(P@T)z(v@w) = (pr ® 7)(V @ W) = prv @ Tw
oziroma
z(v@w) =2V Tw
zavsex € G, v €VinweW.

Naj bo By = [v1,...,v,] baza vektorskega prostora V in By = [wi,...,wn

baza vektorskega prostora W. Tedaj je

By ® By = [v1 @ wy,...,01 @ Wy, V3 @ W1, ..., V5 & W]

baza vektorskega prostora V ® W, ki je dimenzije nm. Naj bosta R in 1" matri¢ni
reprezentaciji Liejeve grupe (G, prirejeni reprezentacijama p in 7 glede na bazi By
oziroma By, torej

R(z) = [palsy,  T(2) = [Ta]Bw,

za vsak = € G. Komponente matrik R(z) in T'(x) dobimo iz razvoja po bazah

n m
P2V = ZRij(x)Uh ToWp = ZTkl(fE)wk.
=1 k=1
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Komponente matri¢ne reprezentacije S(z) = [pz ® Tz|B,oB, 2zdaj izra¢unamo iz
razvoja po bazi

n m
(ps ©72)(v; @ wr) = ppv; @ Towy = Y Rija)oi © Y Tha(x)wy
=1 k=1

m

[
NE

Rij(x) T (x)v; @ wg

i=1 k=1

NE
NE

Siry G (2)v; @ wy.
1

=~
Il
—

o
Il

N

Matriko S(x) ozna¢imo z R(z) ®
produkt matrik R(x) in T'(x).

Za poljubne reprezentacije U, V, W Liejeve grupe G imamo naravne izomorfizme
G-reprezentaclj VW =2WgV, UaV)aW=ZU(VeaW)nU® (VeW) =
UaV)as (U W).

(z) in jo imenujemo tenzorski ali Kroneckerjev

3.1.3. Dualna reprezentacija. Naj bo (p,V) poljubna reprezentacija Lie-
jeve grupe G. Dualna reprezentacija reprezentacije (p, V) je reprezentacija (p*,V*)
Liejeve grupe G na dualnem vektorskem prostoru V* = Hom(V,F) = Lin(V,F),
dolocena s predpisom

(ppflv = f(pz-1v)
oziroma

(zf)o = flz" v)
zavsex € G, f eV inv e V.

Naj bo B = [v1,...,v,] baza vektorskega prostora V in B* = [v],...,v}] njej
dualna baza dualnega vektorskega prostora V*. Naj bo R matri¢na reprezentacija
Liejeve grupe G, prirejena reprezentaciji p glede na bazo B, torej R(z) = [p.]s
oziroma p,v; = Y. R;;(x)v; za vsak € G. Komponente matri¢ne reprezentacije
S(z) = [p}]s- so tedaj doloCene z razvojem po dualni bazi pivs = Y71, Sij(x)v],
pri tem pa je

Sis() = (p0})vs = ) (pumr0i) = 05 (D2 Ruaa™Jox) = Rysla™).
k=1
Velja torej S(z) = R(z~1)T.
Za poljubni G-reprezentaciji U in V imamo torej G-reprezentacijo V* ® U, pa
tudi naravni izomorfizem vektorskih prostorov Ayy : V¥ ® U — Hom(V,U) =
Lin(V, U), ki je dan s predpisom

Avu(f @u)v = f(v)u

za vse f € V¥, u € Uin v € V. Ce opremimo vektorski prostor Hom(V,U) z
linearnim delovanjem Liejeve grupe G

(zA)v = x(A(xilv)),

postane Hom(V, U) reprezentacija Liejeve grupe G, preslikava Ay y pa izomorfizem
G-reprezentacij. Posebej je End(V) = Hom(V, V) reprezentacija Liejeve grupe G.
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Ce opremimo F s trivialno reprezentacijo Liejeve grupe G, je evaluacija evy :
V*@V =T, f®vr— f(v), homomorfizem G-reprezentacij. Ni tezko preveriti, da
je sled poljubnega endomorfizma A € End(V) enaka

tr(A) = evy(Ayy(4)),
kar posebej pomeni, da je tudi sled
tr = evy oAy Y, : End(V) — F
homomorfizem G-reprezentacij.

VaJa 3.6. (1) Naj bosta V in W konéno dimenzionalna vektorska prostora.
(i) Za poljubna A € End(V) in B € GL(V) velja

tr(BAB™ ') = tr(A).
(ii) Za poljubna A € Hom(V, W) in B € Hom(W, V) je
tr(AB) = tr(BA).
(iii) Za poljubna A € End(V) in B € End(W) velja
tr(A® B) = tr(A) + tr(B)
in
tr(A® B) = tr(A) tr(B),

kjer sta A®B € End(VOW) in A®B € End(V®W) dana z (A®B)(v,w) = (Av, Bw)
in (A® B)(v®w) = Av ® Bw.
(iv) Za vsak A € End(V) je

tr(A*) = tr(A),

kjer je preslikava A* € End(V*) dana s predpisom (A*f)v = f(Av) za vse f € V*
in v € V. Ce je A projektor (torej A%2 = A), potem je

tr(A) = dim A(V).

(2) Naj bo G Liejeva grupa in V poljubna G-reprezentacija. Konjugirani vek-
torski prostor V vektorskega prostora V je enak abelovi grupi V za seStevanje, a
je opremljen s konjugiranim mnozenjem s skalarji: produkt vektorja v € V = V
s skalarjem a € F v vektorskem prostoru V je enak av. Na ta nadin je V vek-
torski prostor nad F in tudi G-reprezentacija z delovanjem, ki je enako delovanju
Liejeve grupe G na V. Tako definirano G-reprezentacijo V imenujemo konjugirana
reprezentacija reprezentacije V. Ce je F = R, je seveda V =V, zato je omenjena
konstrukcija zanimiva predvsem v primeru, ko je F = C. Za poljuben endomorfizem

A € End(V) definiramo endomorfizem Ay € End(V) z enakim predpisom kot A, ob
tem pa velja tr(Ay) = tr(A).

Ce vektorski prostor V opremimo s skalarnim produktom, je preslikava V — V*,
w — (-, w), izomorfizem vektorskih prostorov nad F. Ta preslikava je izomorfizem
G-reprezentacij Ce, in samo ce, za vsak x € G in za vse vektorje v,w € V velja

enakost (zv,zw) = (v, w).
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3.2. Ireducibilne reprezentacije

DEeFINICIIA 3.7. Naj bo V reprezentacija Liejeve grupe G. Vektorski podprostor
W C V je G-invarianten, Ce za vsak x € G in vsak w € W velja xw € W.

KOMENTAR 3.8. Poljuben G-invarianten vektorski podprostor W C V je tudi
sam zase G-reprezentacija, zato mu pravimo tudi podreprezentacija reprezentacije
V Liejeve grupe G.

ZGLED 3.9. (1) Za poljubno reprezentacijo V Liejeve grupe G sta {0} in V
podreprezentaciji reprezentacije V.

(2) Naj bosta V in W reprezentaciji Liejeve grupe G in naj bo A € Homg (W, V).
Tedaj je podprostor ker(A) C W G-invarianten, saj za vsak x € G in vsak u €
ker(A) velja A(zu) = x(Au) = 0. Poleg tega je tudi podprostor im(A) C V G-
invarianten. Res, za poljuben v € im(A) je v = Aw za nek w € W, odtod pa sledi
v = z(Aw) = A(zw) € im(A) za vsak x € G.

(3) Naj bo V reprezentacija Liejeve grupe G, naj bo A € F lastna vrednost
endomorfizma A € Endg(V) in naj bo V) = ker(A — Aid) lastni podprostor endo-
morfizma A pri lastni vrednosti A. Ker za vsak x € G in vsak v € V), velja

(A — Xid)(zv) = A(zv) — Azv = z(Av) — Azv = z((A — Aid)v) = 0,
je lastni podprostor V) G-invarianten.

DEFINICIJA 3.10. Reprezentacija V Liejeve grupe G je ireducibilna ali neraz-
cepna, ¢e je V # {0} in sta {0} ter V edini podreprezentaciji G-reprezentacije
V. Mnozico izomorfnostnih razredov [V] vseh ireducibilnih G-reprezentacij V nad
obsegom F bomo oznadili z Irr(G, F).

TRDITEV 3.11 (Schurov lema). Naj bosta V in W ireducibilni reprezentaciji
Liejeve grupe G nad obsegom F.

(i) Vsak nenicelen homomorfizem G-reprezentacij W — V je izomorfizem.

(ii) Ce je F = C, potem je vsak endomorfizem G-reprezentacije V oblike \idy,
za nek A € C.

Dokaz. (i) Naj bo A € Homg(W, V) nenicelen. To pomeni, da ker(A) # W in
im(A) # {0}. Zaradi ireducibilnosti reprezentacij V in W in iz zgleda 3.9 sledi, da
je ker(A) = {0} in im(A) =V, torej je A izomorfizem.

(ii) Naj bo A € Endg(V). Ker je F = C, ima A vsaj eno lastno vrednost A € C.
Iz zgleda 3.9 sledi, da je lastni podprostor V) = ker(A — Aid) G-invarianten, zaradi
ireducibilnosti reprezentacije V pa mora biti V), =V in torej A = \id. [

PosLEDICA 3.12. Naj bosta V in W ireducibilni reprezentaciji Liejeve grupe G
nad obsegom F. Tedaj velja:

(i) Ce reprezentaciji V in W nista ekvivalentni, potem je
Homg (W, V) = {0}.
(ii) Ce sta reprezentaciji V in W ekvivalentni in je F = C, potem je
dim¢ Homg (W, V) = 1.

Dokaz. Direktna posledica trditve 3.11. (]
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KOMENTAR 3.13. Naj bo V reprezentacija Liejeve grupe G nad C. Za poljubno
ireducibilno G-reprezentacijo W nad C stevilo [V : W] = dim¢ Homg(W, V) ime-
nujemo kratnost ireducibilne reprezentacije W v reprezentaciji V. Motivacija za to
definicijo je naslednja: Ce je reprezentacija V direktna vsota svojih ireducibilnih
podreprezentacij Wy, ..., Wy, torej V=W; & --- & Wy, potem je kratnost

[V : W] = dim¢c Homg(W, @7 W;)
= dim¢ @, Homg(W, W,;)
k

= dimc Home (W, W;)
i=1

k
= Z[Wi W]

po posledici 3.11 enaka sStevilu ireducibilnih reprezentacij v kon¢nem zaporedju
Wi, ..., Wy, ki so ekvivalentne reprezentaciji W.

V splosnem ni nujno, da dekompozicija reprezentacije v direktno vsoto iredu-
cibilnih podreprezentacij obstaja, ¢e pa obstaja, ni nujno enolicna. Vendarle pa
zgornji argument pove, da je enolicno doloceno stevilo ¢lenov W;, ki nastopajo v
taksni dekompoziciji in so ekvivalentni dani ireducibilni reprezentaciji W.

Reprezentacija V je W-izotipicna, ¢e je [V : U] = 0 za vsako ireducibilno G-
reprezentacijo U, ki ni ekvivalentna ireducibilni G-reprezentaciji W. Ce ima W-
izotipi¢na reprezentacija V dekompozicijo V = W1 @ --- & W}, v direktno vsoto
svojih ireducibilnih podreprezentacij W1, ..., Wy, potem je W; = W za vsak i.

POSLEDICA 3.14. Ce je V ireducibilna reprezentacija nad C abelove Liejeve
grupe G, potem je dimcV = 1.

Dokaz. Naj bo G abelova Liejeva grupa in naj bo (p,V) ireducibilna G-
reprezentacija nad C. Za vsak z € G je p, € Endg(V), saj velja

pa(yv) = x(yv) = (zy)v = (yx)v = y(zv) = y(p.v)
za vse y € G in v € V. Po trditvi 3.11 je p, = A\, id za nek A\, € C. Posebej to
pomeni, da je vsak vektorski podprostor vektorskega prostora V G-invarianten, to

pa je zaradi ireducibilnosti reprezentacije V mogoce le v primeru, da je prostor V
enodimenzionalen. O

3.3. Unitarne reprezentacije

V nadaljevanju bomo predpostavili, da so vse nase reprezentacije kompleksne,
torej nad obsegom F = C. Naj bo G Liejeva grupa in V njena reprezentacija.
Skalarni produkt (-, -) na V je G-invarianten, ¢e velja

(xv, zw) = (v, w)

za vse © € G in v,w € V. Unitarna G-reprezentacija je G-reprezentacija (p, V),
opremljena z G-invariantnim skalarnim produktom na V. Slika taksne unitarne
reprezentacije p : G — GL(V) torej lezi v unitarni grupi

U(V) = {z € GL(V) | {(xv,2w) = (v, w) za vse v,w € V},

ki je zaprta podgrupa Liejeve grupe GL(V) in izomorfna Liejevi grupi U(m), kjer
jem =dimV.
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TRDITEV 3.15. Naj bo V unitarna reprezentacija Liejeve grupe G. Za vsak
G-invarianten podprostor W C V je tudi njegov ortogonalni komplement W+ C V
G-invarianten.

DokAz. Naj bosta x € G in u € W, Za poljuben w € W je 71w € W, zato
velja
(zu,w) = (zu, 2z~ 'w) = (u,z"'w) =0
in torej zu € W+. (]

TRDITEV 3.16. Naj bo V unitarna reprezentacija Liejeve grupe G. Reprezen-
tacija V je ireducibilna ée, in samo ce, je dime Endg(V) = 1.

Dokaz. Ce je reprezentacija V ireducibilna, je dime Endg(V) = 1 po trditvi
3.11(ii). Predpostavimo zdaj, da je (p,V) poljubna G-reprezentacija, za katero je
dim¢ Endg (V) = 1. To pomeni, da V # {0} in da je Endg(V) = {Aidy | A € C}.
Naj bo W poljuben G-invarianten podprostor vektorskega prostora V in oznac¢imo s
P € End(V) ortogonalni projektor na W. To pomeni, da je P|w = idw in P|lw. = 0.
Za vsak = € G velja

pzPlw = pzlw = Ppzlw,
po trditvi 3.15 pa tudi

pwP|WJ- =0= Pp:x:‘WJ“
Odtod sledi, da je P € Endg(V), zato je P = \idy za nek A € C. Ce je A = 0, je
W = {0}, sicer pa je W = V. Reprezentacija V je torej ireducibilna. O

TRDITEV 3.17. Naj bo V unitarna reprezentacija Liejeve grupe G. Tedaj ob-
stajajo taksne ireducibilne podreprezentacije Wy, ..., Wy reprezentacije V, da je

V=W; @ oW,

DokAz. Trditev dokazemo z indukcijo na dimenzijo vektorskega prostora V.
CejeV ={0},je k= 0. CejeV # {0}, izberemo nenicelno podreprezentacijo W; C
V najnizje dimenzije, ki je zato ireducibilna. Po trditvi 3.15 lahko reprezentacijo
V zapisemo kot direktno vsoto podreprezentacij V. = W; @ Wi. Po indukcijski
hipotezi je reprezentacija Wi direktna vsota ireducibilnih podreprezentacij Wi =
Wo @ - & Wy. O

VaJA 3.18. Naj bo V unitarna reprezentacija Liejeve grupe G. Za vsako iredu-
cibilno G-reprezentacijo W definiramo

V(W) = Z{U | U podreprezentacija V, U= W} C V.

Tedaj je V(W) podreprezentacija G-reprezentacije V, reprezentacijo V pa lahko
zapisemo kot ortogonalno direktno vsoto

V= vw).
[W]elrr(G,C)
Podreprezentacija V(W) je W-izotipi¢na in jo imenujemo W-izotipicni sumand re-
prezentacije V. Ekvivalentna je direktni vsoti [V(W) : W] kopij reprezentacije W,
zato vCasih zapiSemo V(W) = [V(W) : WIW. Ker velja [V(W) : W] = [V : W],
imamo tudi izomorfizem G-reprezentacij
ve @ [V:ww.
W]elrr(G,C)



3.4. REPREZENTACIJE KOMPAKTNIH LIEJEVIH GRUP 91
ZGLED 3.19. Naj bo p: R — GL(2,C) reprezentacija Liejeve grupe R, dana s

predpisom
|1t
Pt=1109 1

za vsak t € R. Ker je Liejeva grupa R abelova, so vse njene ireducibilne reprezen-
tacije enodimenzionalne, zato p ni ireducibilna. Edina enodimenzionalna podrepre-
zentacija reprezentacije p je dana z R-invariantnim podprostorom C x {0} c C2.
Odtod sledi, da reprezentacije p ne moremo zapisati kot direktno vsoto ireducibil-
nih podreprezentacij. Posebej to pomeni, da ni invariantnih skalarnih produktov
na C? glede na reprezentacijo p.

3.4. Reprezentacije kompaktnih Liejevih grup

3.4.1. Haarov integral. Najbo G kompaktna Liejeva grupa. Mnozica C°(G)
vseh zveznih realnih funkcij na G je realen vektorski prostor in komutativna asoci-
ativna algebra, na njej pa imamo tudi normo, dano s predpisom

[/} = max{[f ()] | = € G}

za vsako funkcijo f € C°(G). Ta norma nam da metriko d na C°(G), d(f,h) =
Ilf — A, glede na katero je C°(G) poln metriéni prostor.

Haarov integral na kompaktni Liejevi grupi G je linearna preslikava 5 = 7 :
CY%(G) — R, za katero velja:

(i) #£(1) =1 (normiranost),
(ii) ¢e sta f,h € C°(G) in je f(z) < h(x) za vsak x € G, potem je H(f) <
(h) (monotonost), in
(iii) 22(f oLy) = H(f) za vsak y € G in za vse f € C°(G) (leva invarian-
tnost).
Haarov integral obstaja na vsaki kompaktni Liejevi grupi G in je z zgoraj nave-
denimi lastnostmi enoli¢no dolo¢en (dokaz lahko $tudent najde na primer v knjigi
[1]). Haarov integral obic¢ajno zapiSemo v obliki

= /Gf(a:)dx

Iz nastetih osnovnih lastnosti Haarovega integrala sledi:

TRDITEV 3.20. Naj bo G kompaktna Liejeva grupa in f € C°(G). Tedaj velja:
(i) H(foR,) = H(f) za vsak z € G (desna invariantnost),

(ii) H(f o ¢) = H(f) za vsak avtomorfizem ¢ Liejeve grupe G,

(i) #(f 01) = H#(P),

(iv) [22(f)] < 2(|f]),

(v) 2 : C°G) — R je zvezna preslikava, in

(vi) ce je S(f) =0 in f(x) >0 za vsak © € G, potem je f = 0.

DokAz. (i) Definiramo preslikavo A, : C°(G) — R, A.(f) = #(foR.). Iz
linearnosti, normiranosti in monotonosti Haarovega integrala direktno sledi, da je
tudi preslikava A, linearna, normirana in monotona. Za poljuben y € G velja tudi

A(foly) =H(foLyoR.) =H(foR.oLy) = H#(foR:) = A.(f),

torej je preslikava A, tudi levo invariantna. Iz enoli¢nosti Haarovega integrala zato
sledi A, = 7.
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(ii) Definiramo preslikavo A4 : CO(G) — R, As(f) = H(f o ¢), ki je linearna,
normirana in monotona. Poleg tega je tudi levo invariantna, saj za poljuben y € G
velja

Ap(foLy) =H(foLyod)=H(fogoLyy)y-1)=H(fo¢)=As(f)
zaradi enoli¢nosti Haarovega integrala pa je torej Ay = 5.
(iii) Definiramo preslikavo A, : C°(G) — R, A,(f) = H#(f o), ki je spet
linearna, normirana in monotona, pa tudi levo invariantna, saj za vsak y € G velja

A(foLy) = H(foLyor) = H(foroRy 1) = H(for) = A(f),

zaradi enoli¢nosti Haarovega integrala pa je torej A, = JZ.

(iv) Funkcijo f € C%(Q) zapisemo v obliki f = f+ — f~, kjer sta f*,f~ €
C°(G) daniz f* = (|f|+f)/2in f~ = (|f|—f)/2. Tako sta fT in f~ nenegativni v
vseh to¢kah z € G in velja |f| = f* + f~. Iz monotonosti in linearnosti Haarovega
integrala sledi

(A (N = A1) = A <A+ () =21

(v) Zveznost sledi direktno iz linearnosti in iz tocke (iv).

(vi) Naj bo f € C°(G) nenegativna v vseh tockah iz G in predpostavimo, da
je f(z) > 0 za nek z € G. Zaradi kompaktnosti Liejeve grupe G lahko najdemo
kon¢no mnogo tock y1,...,yr € G, tako da je Zle f(Ly,(z)) > 0 za vsak = € G,
in ker je pozitivna funkcija Zle f oLy, zvezna, lahko izberemo tak ¢ > 0, da je
Zle f(Ly,(x)) > € za vsak € G. Odtod pa sledi

k k k
RA(f) =D H() =3 H(Foly) =AY foly)z H#(e) =¢,

i=1 i=1
zato je torej F(f) > 0. O

Haarov integral lahko razsSirimo na algebro vseh kompleksnih zveznih funkcij
C°(G,C) na G: Poljubno funkcijo f € C°(G, C) zapisemo kot vsoto f = a+ib, kjer
sta a,b € C°(Q), in definiramo J#(f) = (a) + i3 (b). Tako dobimo kompleksno
linearno preslikavo 7 : C°(G,C) — C, ki je spet levo in desno invariantna in za
katero veljajo tudi lastnosti (ii), (iii) in (iv) iz trditve 3.20. (Toc¢ko (iv) posplosimo
na kompleksne funkcije na naslednji nacin: Predpostavimo, da je a = 52(f) # 0,
in vzemimo 3 = a/|«a|. Tako je |5| =1 in fa = |a|. Zapisimo Bf = g+ ih, kjer sta
g,h € C°(@G). Sledi

() = la| = o= pA(f) = H(Bf) = H(g) < H(6f]) = 2 (|f]),

saj je A (Bf) realno Stevilo in je zato 5 (h) = 0.) Tudi vektorski prostor C°(G,C)
je normiran z normo ||f| = max{|f(z)| | * € G}, je poln metriéni prostor za
pridruZzeno metriko, razsirjena preslikava 5 : C°(G,C) — C pa je zvezna.
Splosneje, ¢e je V poljuben kon¢no dimenzionalen vektorski prostor nad F,
lahko preslikavo J# razsirimo na vektorski prostor C%(G, V) vseh zveznih preslikav
iz G v V. Izberemo namre¢ bazo B = [vy, ..., v,,] vektorskega prostora V, poljubno
funkcijo f € C°(G,V) razvijemo po tej bazi kot f = fiv1 + -+ + frm, kjer so
fis ooy fm € C°(G,F), in definiramo J2(f) = H#(f1)v1 + -+ + H(fm)vm € V.
Dobljena linearna preslikava 27 : C°(G,V) — V je neodvisna od izbire baze B, je
levo in desno invariantna, zanjo pa veljajo tudi lastnosti (ii) in (iii) iz trditve 3.20.
Iz linearnosti Haarovega integrala direktno sledi, da za vsako linearno preslikavo
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A W — V med vektorskimi prostori in za vsako zvezno funkcijo f € C°(G, W)
velja (Ao f) = AF(f).

ZGLED 3.21. (1) Naj bo G konéna grupa in V konéno dimenzionalni vektorski

prostor. Tedaj je
fl@)dx = f(x
N= [ o= 3w

zeG
za poljubno funkcijo f € C°(G,V).
(2) Na Liejevi grupi S! je Haarov integral dan s predpisom

#0) = [ f@do =g [ pear
St (L
za poljubno zvezno funkcijo f na S' z vrednostmi v konéno dimenzionalnem vek-
torskem prostoru V.
(3) Naj bosta G, H kompaktni Liejevi grupi. Za poljubno zvezno funkcijo
f €C°G x H) je funkcija H — R,

Y / f(z,y)dx

zvezna, zato lahko izracunamo A(f) = [ o fG x,y)dxdy. Direktno lahko preve-
rimo, da je preslikava A : C°(G x H) — R linearna, normirana, monotona in levo
invariantna, zato velja A = #G« g oziroma

/Gfo(w,y)d(ﬂzy)=/H/(;f(:v7y)dxdy

za vsako zvezno funkcijo f € C(G x H).

TRDITEV 3.22. Naj bo V reprezentacija kompakine Liejeve grupe G. Tedaj
obstaja G-invarianten skalarni produkt na V.

DoxkAz. Izberimo poljuben skalarni produkt (-, -) na V in definirajmo

<v7w>G:/G<xv7xw>dx.

Ni se tezko prepricati, da je (-, -)¢ spet skalarni produkt na V, ki je tudi G-
invarianten, saj velja

o) = | (aay)de = [ (o.oulde = (0.0)e

G
zaradi desne invariantnosti Haarovega integrala. (I

ZGLED 3.23. (1) Naj bo G kompaktna Liejeva grupa. Ker za poljubno repre-
zentacijo V lahko izberemo G-invarianten skalarni produkt na V, je glede na ta
skalarni produkt reprezentacija V unitarna. Reprezentacijo V lahko zapiSemo tudi
kot ortogonalno direktno vsoto ireducibilnih (unitarnih) podreprezentacij.

7 izbiro ortonormirane baze vektorskega prostora V dobimo izomorfizem med
reprezentacijo V in matri¢no unitarno reprezentacijo R : G — U(m). Vsaka re-
prezentacija kompaktne Liejeve grupe je torej ekvivalentna neki unitarni matri¢ni
reprezentaciji. Ce ortonormirano bazo na V primerno izberemo, je R direktna vsota
ireducibilnih unitarnih matri¢nih reprezentacij R, ..., Ry oziroma

R=(Ry,...,R;):G—U(my) x...x U(my) C U(m),
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kjer je my+- - -+my = m. Pri tem smo identificirali element produkta (z1,...,z) €
U(my) X ... x U(my) z blotno matriko diag(zy,...,xx) € U(m) glede na razcep
Cmr=C"mg...oC™*,

Ce je kompaktna Liejeva grupa G abelova, so vse njene ireducibilne reprezen-
tacije enodimenzionalne. Vsaka reprezentacija Liejeve grupe G je zato ekvivalentna
unitarni matriéni reprezentaciji G — U(1) x ... x U(1).

(2) Ireducibilne unitarne matri¢ne reprezentacije Liejeve grupe S* = U(1) so
natanko endomorfizmi Liejeve grupe U(1), ti pa so oblike z — 2%, kjer je a € Z.

Vsaka reprezentacija Liejeve grupe S je torej ekvivalentna matri¢ni reprezentaciji
R:S'— U(1) x ... x U(1) oblike

Za A1y .., Oy € 7.

(3) Ireducibilne unitarne matrine reprezentacije Liejeve grupe T" = U(1)"
so natanko homomorfizmi Liejevih grup U(1)” — U(1), taksni homomorfizmi pa
so oblike (z1,29...,2,) — (zflz§2 - 2Bn) Kjer so B1,B2...,Pn € Z. Poljubna
reprezentacija Liejeve grupe T™ je torej ekvivalentna neki matri¢ni reprezentaciji
R:T" = U(1) x ... x U(1) oblike

R(z1,22,...,2n) = (zlﬁ“zglz~-z£1",...,zf’“z§m2 zg)
za ﬁ117--~7ﬁmn € Z.

3.4.2. Ortogonalnostne relacije. Naj bo G kompaktna Liejeva grupa. Za
poljubno (kompleksno) reprezentacijo V definiramo podprostor negibnih tock

VE ={veV|zv=uvrzavsercG}

reprezentacije V, ki je najvecja podreprezentacija reprezentacije V, na kateri G
deluje trivialno. Definirajmo linearno preslikavo Py : V — V s predpisom

Pv(v):/vadx.

KOMENTAR 3.24. Za poljubno reprezentacijo (p,V) kompaktne Liejeve grupe
G velja tudi

Py = / pzdz € End(V),
G

saj zaradi linearnosti Haarovega integrala velja Py (v) = [ po(v)dz = (/. G pzdz)v
za vsak v € V.

TRDITEV 3.25. Naj bo V reprezentacija kompakine Liejeve grupe G. Tedaj je
Py(V) = VY in P2 = PRy. Linearna preslikava Py : V — V je torej projektor na
podprostor negibnih tock.

DoxkAz. Zaradi linearnosti in leve invariantnosti Haarovega integrala je
y(Pv(v)) = y/ zvdr = / yrvdx :/ zvdz = Py(v)
G G G

za vsak v € V in vsak y € G, zato je Py(v) € VE. Ce je v € VY, potem velja
Py(v) = [, avde = [,vde = v. O
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ZGLED 3.26. Naj bosta U in V reprezentaciji Liejeve grupe G. Spomnimo se,
da je tedaj tudi Hom(V,U) reprezentacija Liejeve grupe G za delovanje (zA)v =
z(A(z7 1)), za x € G, A € Hom(V,U) in v € V. To pomeni, da velja

Hom(V,U)% = Homg(V, U),
projektor Pyom(v,uy na podprostor Homg(V, U) pa je dan s predpisom
PHom(V,U)(A) = / rAdzx.
G

TRDITEV 3.27. Naj bo V ireducibilna reprezentacija kompaktne Liejeve grupe
G. Tedaj za vsako linearno preslikavo A € End(V) velja

_tr(A) .
/GmAd:v— dimcvldv'

Dokaz. Po trditvi 3.25 je fG zAdx € Endg (V). Ker je reprezentacija V iredu-
cibilna, je po trditvi 3.11 [, zAdx = Xidy za nek A € C. Ob tem velja

xAdx) :/ tr(;vA)dw:/ tr(A)dx = tr(A). O
G G

Adime V = tr(Aidy) = tr (/
G
PosLEDICA 3.28. Naj bo V ireducibilna reprezentacija kompakine Liejeve grupe
G. Tedaj velja
_ tr(A)
A(z')))dz = .
| @ ois = 3555 50)

za vse f €eV*, veV in A€ End(V).

DokAz. Na enakosti iz trditve 3.27 uporabimo linearno preslikavo End(V) —
C, B — f(Bwv), in upostevamo linearnost Haarovega integrala. [

IZREK 3.29. Naj bo V ireducibilna reprezentacija kompaktne Liejeve grupe G in
naj bo (-, -) poljuben skalarni produkt na vektorskem prostoru V.
(i) Za vse A € End(V) inv,w €V je

-1 o tr(A)
/G<x(A(x V). ulde = T (0w,

(i) Za vse v,w,a,b € V velja

/G<x_1v,a><xb,w>dx = $<b, a){v,w).

Dokaz. Todka (i) sledi iz posledice 3.28, pri ¢emer vzamemo f = (-, w). Tocka
(ii) sledi iz tocke (i), kjer za A vzamemo endomorfizem u +— (u, a)b. O

KOMENTAR 3.30. Ce je skalarni produkt (-, -) na V G-invarianten, potem
tocko (ii) lahko zapiSemo v obliki

— 1
/G<xa7v><xb7w>dac: dimcv(a,bﬂuw).

IZrREK 3.31. Naj bosta V in W neekvivalentni ireducibilni unitarni reprezentaciji
kompaktne Liejeve grupe G. Tedaj za vse v,a € V in w,b € W velja

/GW@ZL w)ydz = 0.
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DOKAZ. Oznaéimo z §: V x W — C bilinearno preslikavo

ﬂ(uw):/G(:ca,v)(xb,w)dm.

Iz G-invariantnosti skalarnih produktov na V in W ter iz leve invariantnosti Haa-
rovega integrala sledi, da je B(yv,yw) = B(v,w) za vsak y € G in vse v € V ter
w € W. Bilinearna preslikava § nam da linearno preslikavo 6 : V — Hom(W,(C)7
v — B(v,-), ki je G-ekvivariantna. A ker je Hom(W,C) = W* = W in ker sta
reprezentaciji V in W neekvivalentni in ireducibilni, po trditvi 3.11 sledi # = 0 in
zato tudi 5 = 0. ]

KOMENTAR 3.32. Naj bo V reprezentacija kompaktne Liejeve grupe G. Gladki
funkeiji G — C oblike x — f(zv), za neka izbrana f € V* in v € V, pravimo repre-
zentativna funkcija reprezentacije V. Ce izberemo poljuben skalarni produkt (-, -)
na V, lahko reprezentativne funkcije zapisemo v obliki  — (zv,w), za v,w € V.
Komponente matriéne reprezentacije R : G — GL(n, C) so primeri reprezentativnih
funkcij reprezentacije R, saj velja R;;(x) = (xe;,e;) glede na standardni skalarni
produkt in standardno bazo prostora C™.

Ce je reprezentacija R : G — U(n) unitarna in ireducibilna, nam izrek 3.29

pove, da velja:
In 5 i=p, j=q
/ Rij (@) Ry (w)do = { 0 ; sicer

Ce je T : G — U(m) $e ena ireducibilna unitarna matri¢na G-reprezentacija s
komponentami Tk;, ki ni ekvivalentna reprezentaciji R, potem iz izreka 3.31 sledi

| Rl T =0
G

zavsei,j=1,...,nin k, 1 =1,.
Na vektorskem prostoru CO(G (C deﬁnlramo skalarni produkt s predpisom

9 = [ @@

za vse f,g € C°(G,C). Zgornji dve enakosti lahko razumemo kot ortogonalnost
reprezentativnih funkcij glede na ta skalarni produkt, torej

(Rij» Fopg) = { 0 ; sicer
in
<Rij,Tkl> =0.
3.4.3. Karakterji. Naj bo G poljubna Liejeva grupa. Karakter (kompleksne)
reprezentacije (p,V) Liejeve grupe G je funkcija x,, : G — C, dana s predpisom
xv(z) = tr(ps)
za vsak z € G. O¢itno je x,, € C=(G,C).
TRDITEV 3.33. Naj bo V reprezentacija Liejeve grupe G. Tedaj velja x(€) =
dimc V in xy (yry™t) = xy () 2a vse 2,y € G.

DokAz. Naj bo V dana s homomorfizmom p : G — GL(V). Po vaji 3.6(1i)
sledi xy (yzy ") = tr(pyay-1) = tr(pypapy, ) = tr(ps) = xy(2). O
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TRDITEV 3.34. Ce sta V in W ekvivalentni reprezentaciji Liejeve grupe G,
potem je Xy = Xw-

Dokaz. Ce sta reprezentaciji V. = (p,V) in W = (7, W) ekvivalentni, lahko
izberemo izomorfizem G-reprezentacij A : W — V. To pomeni, da je A1, = p A
za vsak * € G. Po vaji 3.6(1i) sledi xy/(z) = tr(p,) = tr(Ar, A7) = tr(r,) =
Xw () O

VaJA 3.35. Naj bosta V in W reprezentaciji Liejeve grupe G. Tedaj je

(1) XV@W(x) = Xv(x) + Xw(x),
(ii) XV®W($) = Xv(x)XW(aU)v

(iii) xy-(2) = xy(z71) in

(iv) xg () = xy(z)
za vsak x € G.

IZREK 3.36. Za poljubni reprezentaciji V in W kompaktne Liejeve grupe G velja

/ xy(z)dz = dime VE
G
m
/ xv (@) xw(x)dx = dime Homg (W, V).
a

DoKkAz. Spomnimo se, da imamo projektor Py € End(V) na podreprezentacijo
V& negibnih tock reprezentacije V = (p, V). Zaradi linearnosti Haarovega integrala
velja

dime VE = tr(Py) = tr(/G pedx) = /Gtr(pm)dx = /va(x)dac.

S tem smo dokazali prvo enakost. Ce to enakost uporabimo na primeru reprezen-
tacije Hom(W, V), dobimo torej

/ Xttom(w.v) (#)dz = dime Hom(W, V).
G

Odtod pa sledi druga enakost iz trditve, saj je Hom(W, V)& = Homg (W, V), poleg
tega pa je Hom(W,V) = W* ® V in zato

XHom(W,V)(x) = Xw-av () = xw- (@) xv(®) = xw () xv ()
za vsak © € G. O

PosLEDICA 3.37. Naj bosta V in W reprezentaciji kompaktne Liejeve grupe G.
(i) Ce je reprezentacija W ireducibilna, potem je

Oovs xw) = /G oo (@)X @)z = [V W],

(ii) Reprezentacija V je ireducibilna ce, in samo ce, velja

(xvs Xv) = /va(x)xv(a:)da: =1.

(iii) Ce sta reprezentaciji V in W obe ireducibilni, potem velja:

<XV7XW>/GXV(I)XW(I)dI{ (1) xiw
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KOMENTAR 3.38. Karakterji ireducibilnih reprezentacij Liejeve grupe G torej
tvorijo ortonormiran sistem v prostoru C°(G,C) s skalarnim produktom (f,g) =

o f(2)g(z)da.

Dokaz. Direktna posledica izreka 3.36, posledice 3.12 in trditve 3.16. (]

[ZREK 3.39. Reprezentaciji V in W kompaktne Liejeve grupe G sta ekvivalentni
ce, in samo ce, velja Xy = Xw-

Doxkaz. Ce sta reprezentaciji V in W ekvivalentni, potem je Xy = Xw Do trditvi
3.34. Da bi dokazali Se obratno, predpostavimo, da je x,, = x- Po trditvi 3.22,
trditvi 3.17 in vaji 3.18 lahko reprezentaciji V in W zapiSemo kot (konéni) direktni
vsoti

ve P [vV:Uuu, w= @ W:UU.

[U]elrr(G,C) [U]elrr(G,C)
Ker je xy = xw- po posledici 3.37 velja

[V Ul = (xvs xu) = Oows xu) = (W= U]
za vsak [U] € Irr(G, C), odtod pa sledi V = W. O

ZGLED 3.40. Vsaka reprezentacija Liejeve grupe S! je ekvivalentna matri¢ni
reprezentaciji R, : ST — U(1) x ... x U(1) oblike

Ra(z) = (Zalv sy Zam)
za o= (Q1,...,0p,) € Z™. Pripadajoci karakter je torej dan s predpisom
Xa(2) = 2% 4o 4 2%,

Za nek B € Z" je reprezentacija Rg ekvivalentna reprezentaciji R,, e, in samo ce,
sta karakterja xo,Xs enaka, torej tedaj, ko je n = m in imata a, 8 do vrstnega
reda natancno enake komponente. Reprezentacija R, je ireducibilna, ¢e je m =1,
kar pomeni, da so karakterji ireducibilnih reprezentacij Liejeve grupe S natanéno
homomorfizmi Liejevih grup xz : S — S' c C*%,

Xk(z) = Zkv

za k € Z. 1z izreka 3.36 sledi (xk, x1) = Ori, kjer je gy =0za k # 1l in 6g, = 1. Z
eksplicitno formulo za Haarov integral iz zgleda 3.21 to pomeni

1 T .
%/ elk:te—lltdt — 6kl7
-7

to pa je enakost, ki jo spoznamo pri Studiju Fourierove vrste periodi¢ne funkcije
ene spremenljivke. Poljubno zvezno periodi¢no funkcijo f : R — C s periodo 27
lahko gledamo kot zvezno funkcijo fs: : St — C, f(t) = fg1(e?), za Fourierove
koeficiente f(k:) funkcije f pa velja

1 ™

Fk) = o | (t)e *dt = . fsr(2)xk(z)dz = (fs1, xk)-

Fourierova vrsta funkcije f je torej ravno razvoj funkcije fg: po ortonormiranem
sistemu karakterjev ireducibilnih reprezentacij na Liejevi grupi S*,

D k)™ =" (for, xu)xa(e),

keZ keZ
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3.4.4. Reprezentacije Liejeve grupe SU(2). Naj bo V,, vektorski prostor
vseh kompleksnih homogenih polinomov stopnje n v dveh spremenljivkah z1, 25, za
vsak n € Ny = NU{0}. Drugace povedano, V,, je (n+1)-dimenzionalen kompleksen

vektorski prostor z bazo [pg,p1, .- -, Pn], Kjer je pr homogen polinom
pr = 2125 ",

za vsak k = 0,1,...,n. Poljuben polinom p € V,, je torej oblike

n

§ : k. n—k
p= arzq 22

k=0

za neke ag, ay,...,a, € C. Tak homogen polinom p lahko gledamo kot preslikavo
p : Mat(l x 2,C) — C, ki poljubni vrstici z = [z1,22] € Mat(1 x 2,C) priredi
kompleksno Stevilo p(z) = Y"1_, arzf 25", Liejeva grupa SU(2) deluje z desne na
prostoru Mat(1 x 2, C) z mnoZenjem matrik: za vsak z € Mat(1 x2,C) in ¢ € SU(2)
je zq € Mat(1 x 2,C). Za z = [z1, z2] in

q:[_% g}eSU@)

je torej ~
2q = [az1 — B2a, B21 + Q2o

Odtod dobimo levo delovanje Liejeve grupe SU(2) na V,, s predpisom

(ap)(2) = p(2q),
za vsak ¢ € SU(2), p € V,, in z € Mat(1 x 2,C). Eksplicitno,

a» = [ 5 } (X astz ) = Y arlam - Fz2)* (821 + az2)" %,
k=0 k=0

Tako je V,, reprezentacija Liejeve grupe SU(2), za vsak n € Ny. Vse te reprezentacije
so seveda med seboj neekvivalentne, saj imajo razlicne dimenzije, dim¢ V,, = n+ 1.

TRDITEV 3.41. Reprezentacije V,, Liejeve grupe SU(2) so ireducibilne.

DokAz. Za vsak o € St C C naj bo ¢, = diag(a, a) € SU(2). Direktno lahko
izra¢unamo, da za vsak k =0,1,...,n velja

1 )n—k :a2k—n k n—k 2k—n

)R = (z)F (a2 Z1Zg =" Tpg.

Gapr = (@21)*(az
To pomeni, da je py, lastni vektor za lastno vrednost o®* =" linearnega endomorfizma
Qo € End(V,), Qu(p) = qup. Stevilo a € S! izberimo tako, da so stevila o2~",
k=0,1,...,n, paroma razlicna. Tedaj so torej vsi lastni podprostori endomorfizma
Q@ enodimenzionalni.

Ker je Liejeva grupa SU(2) kompaktna, po trditvi 3.22 obstaja nek SU(2)-
invarianten skalarni produkt na V,,. Po trditvi 3.16 je zato dovolj dokazati, da
je vsak SU(2)-ekvivarianten endomorfizem reprezentacije V,, skalarni veckratnih
identitete. Naj bo torej A € Endgy(2)(Vy). Tedaj velja

o (Apr) = Algapr) = A "py) = " (Apy).
Polinom Apy, je torej lastni vektor endomorfizma @, pri lastni vrednosti o2, ker

pa je lastni podprostor endomorfizma Q. pri lastni vrednosti a2~ enodimenzio-
nalen in generiran s polinomom pj, mora biti

Apr = M\ppr
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za nek )\, € C.
Za poljuben ¢ € R oznacimo Se

,o— | COS¢® —sing € SU(2)
i sing  cosyp ’

Tedaj velja
A(repn) = A

—~

(cosp)z1 + (sin go)zg)"

n

Z (Z) (COS QP)ka (Sin (p)”—kzgfk>

k=0

|
b

n

(
= A( Z (7)(cos p)*(sin cp)"*kpk)

n

=" () (cos )" (sim )" Aipic

Po drugi strani pa je
Ty (Apn) = r«ﬂ()‘npn)
= An(7ePn)

=\ Z (1) (cos p)*(sin )" *py.
k=0
Ker je A(repn) = 74,(Apn) za vsak ¢ € R, iz zgornjih enakosti sledi A\, = A, za
vsak k, zato je Apr = Agpr = Anpk za vsak k in torej A = A, id. ([l

KOMENTAR 3.42. Izkaze se, da je vsaka ireducibilna reprezentacije Liejeve
grupe SU(2) ekvivalentna eni od reprezentacij V,,, glej knjigo [1].

V dokazu zadnje trditve smo definirali elemente g, = diag(a, &) € SU(2), za
vse o € S', in dokazali, da velja qupr = o®* "py za vse k = 0,1,...,n. Ker
polinomi pg, p1, ..., pn sestavljajo bazo prostora V,,, odtod sledi

n
XV, (Q(J) = Z Oézkin-
k=0

Naj bo ¢ poljubna matrika iz Liejeve grupe SU(2). Matrika ¢ ima neko lastno
vrednost o € S', ob tem pa je tudi & lastna vrednost matrike q. Ker je matrika g
unitarna, je unitarno diagonalizabilna, zato obstaja matrika = € SU(2), za katero
je ¢ = zqox~ . Odtod sledi, da je

n
XV (@) = xv, (26027") = Xv, (qa) = Y _ a7
k=0

S tem smo torej izrac¢unali vrednost karakterja reprezentacije V,, na poljubni matriki
q € SU(2).

Mnozica T elementov oblike g, sestavlja kompaktno povezano Liejevo podgrupo
Liejeve grupe SU(2), ki je izomorfna Liejevi grupi S'. Pri izra¢unu karakterja
reprezentacije V,, smo uporabili dejstvo, da vsak ¢ € SU(2) lezi v vsaj eni od
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konjugirank zTx~!, z € SU(2), in seveda to, da karakter poznamo na podgrupi T
Podobno lahko postopamo v primeru poljubne povezane kompaktne Liejeve grupe
G, pri tem pa za podgrupo T Liejeve grupe G vzamemo maksimalno povezano
abelovo podgrupo Liejeve grupe G (maksimalni torus v G).

3.4.5. Maksimalni torusi. Liejevo grupo, ki je izomorfna Liejevi grupi T* =
(S1)* za neko nenegativno celo Stevilo k, bomo na kratko imenovali torus. Podgrupi
Liejeve grupe G, ki je torus, bomo rekli torus v Liejevi grupi G.

Naj bo G kompaktna Liejeva grupa. Liejeva podgrupa T Liejeve grupe G je
maksimalen torus v Liejevi grupi G, ¢e je torus in ée za vsak torus TV v G, za
katerega je T C T', velja T = T'. Zaradi dimenzijskih razlogov v vsaki kompaktni
Liejevi grupi obstaja vsaj en maksimalen torus. Ker je zaprtje poljubne povezane
abelove podgrupe Liejeve grupe G torus, so maksimalni torusi v G natanko ma-
ksimalne povezane abelove podgrupe Liejeve grupe G. Dokaz naslednjega izreka
lahko $tudent najde v knjigi [1]:

[ZREK 3.43. Naj bo G povezana kompakina Liejeva grupa. Tedaj velja:
(i) Poljubna dva maksimalna torusa v G sta si konjugirana.
(ii) Vsak element grupe G je vsebovan v nekem maksimalnem torusu v G.

PosLEDICA 3.44. Eksponentna preslikava povezane kompaktne Liejeve grupe je
surjektivna.

Dokaz. Naj bo G povezana kompaktna Liejeva grupa in naj bo x € G. Po
izreku 3.43(ii) obstaja tak maksimalni torus T' v G, da je x € T. Eksponentna
preslikava torusa surjektivna, zato je element x v njeni sliki. Ker je eksponentna
preslikava torusa zozitev eksponentne preslikave Liejeve grupe G, je torej element
x tudi v sliki eksponentne preslikave Liejeve grupe G. ]

Naj bo T maksimalen torus v kompaktni povezani Liejevi grupi G. Normali-
zator maksimalnega torusa 1" v Liejevi grupi G je podgrupa

N={zecG|azTz' =T}

grupe G. Ker je podgrupa N zaprta, je torej kompakta Liejeva podgrupa v G.
Torus T je podgrupa edinka v N, kvocientno Liejevo grupo

W = N/T

pa imenujemo Weylova grupa Liejeve grupe G. Ker so si maksimalni torusi v G
med seboj konjugirani, so si tudi njihovi normalizatorji med seboj konjugirani, zato
je Weylova grupa W Liejeve grupe G enoli¢no dolo¢ena do izomorfizma natancno.

TRDITEV 3.45. Weylova grupa povezane kompaktne Liejeve grupe je koncna.

Dokaz. Naj bo G kompaktna povezana Liejeva grupa, naj bo 7" maksimalni
torus v G dimenzije k in naj bo W = N/T Weylova grupa Liejeve grupe G. Konju-
giranje s poljubnim elementom z € N nam da avtomorfizem torusa 6(z) : T — T,
t — xtz~1. Grupa avtomorfizmov Aut(7T') torusa T je diskretna in izomorfna grupi
GL(k,Z) vseh matrik dimenzije k x k s celimi koeficienti in z determinanto +1.

Ker je preslikava 6 : N — Aut(T) v diskretno grupo zvezna, je trivialna na
komponenti nevtralnega elementa N° Liejeve grupe N. Odtod sledi, da je za po-
ljubno enoparametri¢no podgrupo a : R — N° produkt

aR)T ={a(s)t|seR,t T}
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povezana abelova podgrupa Liejeve grupe G, ki vsebuje T'. Iz maksimalnosti torusa
T sledi o(R)T = T in zato posebej a(R) C T. Ker to velja za vsako enoparame-
tricno podgrupo povezane Liejeve grupe N°, odtod sledi N° =T.

Ker je grupa N zaprta podgrupa kompaktne Liejeve grupe G, je kompaktna,
zato je grupa njenih komponent mo(N) = N/N° = N/T = W konéna. O
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