Matematika 2 za fizike

JANEZ MRCUN

zapiski predavanj na FMF UL
2015-2024



© 2015-2024 J. Mrcun
Zadnja sprememba: 30. marec 2024



Kazalo

Pocravie 1

Matrike in determinanta 1

L1, Matrike . ..o e 1

1.1.1.  Racunanje z matrikami 3

1.1.2.  Obrnljive matrike 5

1.1.3.  Transponiranje, konjugiranje in hermitiranje matrik 6

1.1.4.  Podmatrike in blo¢ni zapis matrike 8

1.1.5.  Elementarne vrsti¢ne operacije in elementarne matrike 11

1.1.6.  Vrsti¢na kanoni¢na forma matrike 14

1.1.7. Gaussova in Gauss-Jordanova eliminacija 17

1.1.8.  Racunanje inverza z Gauss-Jordanovo eliminacijo 20

1.1.9.  ReSevanje sistemov linearnih enacb z Gaussovo eliminacijo 21

1.2. Determinanta matrike ........... ... . . 28

1.2.1.  Simetri¢na grupa permutacij 28

1.2.2.  Definicija determinante 32

1.2.3.  Osnovne lastnosti determinante 33

1.2.4. Razvoj determinante po vrstici ali stolpcu 40

1.2.5.  Cramerjevo pravilo 43

1.2.6. Poddeterminante matrike 45
PoGLAVIE 2

Konéno-dimenzionalni vektorski prostori 47

2.1.  Vektorski prostori in linearne preslikave................ .. ... . ... 47

2.1.1.  Linearne kombinacije 50

2.1.2.  Linearna neodvisnost in baze vektorskega prostora 52

2.1.3.  Linearne preslikave 58

2.1.4.  Dimenzija vektorskega prostora 65

2.1.5.  Presek, vsota in direktna vsota podprostorov 69

2.1.6. Rang in defekt linearne preslikave 73

2.1.7. Koordinatna matrika linearne preslikave 76

2.2.  Endomorfizmi vektorskih prostorov............ .. .. . oo 81

2.2.1.  Podobnost, determinanta in karakteristi¢ni polinom 81

2.2.2.  Lastne vrednosti in lastni vektorji 84

2.2.3.  Diagonalizabilnost 88

2.2.4.  Schurov izrek in Cayley-Hamiltonov izrek 93

2.2.5.  Funkcije diagonalizabilnih endomorfizmov 97
PoGLAVJE 3

Vektorski prostori s skalarnim produktom 101

3.1, Skalarni produkt . ... 101



KAZALO

3.1.1.  Osnovne lastnosti skalarnega produkta
3.1.2.  Ortonormirane baze

3.1.3.  Gram-Schmidtova ortonormalizacija
3.1.4.  Ortogonalni komplement

3.1.5.  Rieszov reprezentacijski izrek

3.2. Preslikave med vektorskimi prostori s skalarnim produktom..........
3.2.1.  Adjungirana preslikava
3.2.2.  Linearne izometrije
3.2.3.  Normalni endomorfizmi
3.2.4.  Sebi-adjungirani endomorfizmi
3.2.5.  Pozitivno definitni endomorfizmi

3.3. Kvadratne forme...... ... ...
3.3.1.  Simetricne bilinearne forme in njihove kvadratne forme
3.3.2.  Diagonalna oblika kvadratne forme
3.3.3. Krivulje, ploskve in hiperploskve drugega reda

PoGLAvIE 4

Vektorske funkcije vec¢ spremenljivk

4.1.

4.2.

Metricni Prostori . ...t
4.1.1.  Odprte krogle, odprte mnozice in okolice

4.1.2.  Zvezne preslikave med metri¢nimi prostori

4.1.3. Kompaktni metri¢ni prostori

4.1.4. S potmi povezani metri¢ni prostori

4.1.5.  Banachov izrek o negibni tocki

Funkcije ve¢ spremenljivk. ...
4.2.1.  Totalni odvod vektorske funkcije ve¢ spremenljivk

4.2.2.  Verizno pravilo

4.2.3.  Izrek o inverzni funkciji

4.2.4.  Izrek o implicitni funkciji

4.2.5.  Ekstremi funkcij ve¢ spremenljivk

4.2.6.  Vezani ekstremi in Lagrangeova metoda multiplikatorjev

104
105
107
109
110
114
114
118
121
126
128
131
131
134
137

145
145
148
149
151
152
153
154
155
156
158
160
162
163



PoGLaviIE 1

Matrike in determinanta

1.1. Matrike

DEerFINICIJA 1.1. Naj bosta m in n naravni Stevili. Matrika kompleksnih Ste-
vil velikosti m x n je urejena mn-terica A kompleksnih Stevil, katere komponente
A ;) € Cindeksiramo s pari (i, j) € {1,2,...,m} x {1,2,...,n}, zapiSemo pa jo v
obliki urejene pravokotne tabele

Ay A o Aaw
A A(gl) A('Q,Z) - A@m)
Amyy Am2) A

z m vrsticami in n stolpci.

KOMENTAR 1.2. (1) Komponento A(; ;) taksne matrike A imenujemo (i, j)-ta
komponenta matrike A in jo navadno krajse oznacimo z

Agig) = Aij = Aij-
Matrika A ima torej svojo (4, j)-to komponento A;; zapisano v i-ti vrstici in j-tem
stolpcu oziroma na poziciji (i,7). Matriko A na kratko zapisemo tudi kot
A =[Aijli=1.m = [Ay)].
Mnozico vseh matrik velikosti m x n kompleksnih Stevil oznac¢imo z
Mat(m x n,C).

Matriki kompleksnih tevil A na kratko recemo tudi kompleksna matrika. Ce so
vse komponente matrike A realna (racionalna) Stevila, potem pravimo, da je A
matrika realnih (racionalnih) Stevil oziroma da je A realna (racionalna) matrika.
Mnozico vseh realnih matrik velikosti m x n oznadimo z Mat(m x n,R), mnoZico
vseh racionalnih matrik velikosti m x n pa z Mat(m x n,Q). Seveda velja

Mat(m x n,Q) C Mat(m x n,R) C Mat(m x n,C).

Dostikrat bomo govorili o lastnostih, ki veljajo tako za kompleksne kot tudi za
realne in racionalne matrike. V ta namen bomo z F oznacili obseg kompleksnih
Stevil, obseg realnih Stevil ali obseg racionalnih Stevil. Stevila iz izbranega obsega
F imenujemo tudi skalarji. Krajse zapisemo tudi

Mat(m x n,F) = F"*".

(2) Matrike velikosti 1 x n imenujemo vrstice, matrike velikosti m x 1 pa imenu-
jemo stolpci. Za poljubno matriko A € Mat(m x n,F) ozna¢imo njeno i-to vrstico

Ao = [Ail Aip - Am] € Mat(1l x n,F)



2 1. MATRIKE IN DETERMINANTA

in njen j-ti stolpec

Alj
A.j = . € Mat(m X 1,]F),
A
za vse i = 1,2,...,m in j = 1,2,...,n. Matrika A je kvadratna, ¢e je n = m.

Kvadratna matrika ima torej prav toliko vrstic kot stolpcev.
(3) Spomnimo se, da so elementi mnoZice F™ urejene m-terice stevil iz F,

F™ = {(aq,9,...,0um) ; a1,02,...,0, € F}.
Taksno urejeno m-terico (aq, s, ..., ay,) € F™ standardno identificiramo s stolp-
cem, ki ima komponente ay, as, ..., Qmny:
a1
a2
(a17a2a e 7am) =
O

V tem smislu torej velja F™ = Mat(m x 1,F). Posebej torej matrike velikosti 1 x 1
identificiramo s skalarji, F = F! = Mat(1 x 1,F).

(4) Matrika A je diagonalna, Ce je kvadratna in je A;; = 0 za vse ¢ in j, za
katere je ¢ # j. Taksno diagonalno matriko A velikosti n x n lahko zapisemo na
naslednji nacin:

Ay 0 - 0

0 Ay --- 0

A= diag(A117A22»'~~aAnn) - . . . .
0 0 - A,

(5) Matrika A je simetricna, ¢e je kvadratna in je A;; = Aj; za vse i in j. Vsaka
diagonalna matrika je simetricna. Matrika B je antisimetricna, ¢e je kvadratna in
je Bij = —Bj; zavse i in j. Za antisimetri¢no matriko B posebej torej velja B;; = 0
za vse 1.

(6) Matrika A je zgornje-trikotna, Ce je kvadratna in je A;; = 0 za vse 4 in j, za
katere je i > j. Zgornje-trikotna matrika A velikosti n x n je torej naslednje oblike:

A A - A
0 Ay - Ay
A= . ) ) .

Matrika B je spodnje-trikotna, ¢e je kvadratna in je B;; = 0 za vse ¢ in j, za katere
jei < j.

ZGLED 1.3. (1) Nicelna matrika velikosti m x n je matrika

00 --- 0
00 --- 0

0=0,xn = . € Mat(m x n,F),
00 --- 0

ki ima vse komponente enake Stevilu 0, torej 0;; = 0 za vse 7 in j.
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(2) Identicna matrika velikosti n x n je kvadratna matrika

10 --- 0
01 --- 0

I=1,xn = . € Mat(n x n,F),
00 - 1

ki ima diagonalne komponente enake Stevilu 1, vse ostale pa stevilu 0, torej

.-l i=7
FTL0 5 it
za vse ¢ in j. Identicna matrika je torej diagonalna.

1.1.1. Racdunanje z matrikami. Za poljubni matriki iste velikosti A, A’ €
Mat(m x n,F) definiramo njuno wvsoto, ki je matrika

A+ A’ € Mat(m x n,F)

dana s predpisom (A+A");; = A;; +A;j za vse 1 in j. Podobno definiramo produkt
poljubne matrike A € Mat(m x n,F) s poljubnim skalarjem « € F, ki je matrika

aA € Mat(m x n,F)

dana s predpisom (aA);; = aA;; za vse ¢ in j. Drugace povedano, vsota matrik
in produkt matrike s skalarjem se izracunata z vsoto oziroma s produktom po
komponentah.
Za poljubni matriki A € Mat(m x n,F) in B € Mat(n X p,F) definiramo njun
produkt, ki je matrika
AB € Mat(m x p,F)

dana s predpisom
(AB)ik = > _ Ai;Bjk
j=1
zavset=1,2,....mink=1,2,...,p.

ZGLED 1.4. Izra¢unamo lahko na primer:
2 3 1 n 0 -1 1] 12 2 2
0 2 4 1 1 -1 |1 3 3

. 2 i) [242 —1+i
(1+1)[1+i 31}_[ 2 331]

[1 31] y o _[22}
T2 5| 7 2 21

Definirali smo torej tri operacije na matrikah: sestevanje matrik (ki je dano
z vsoto matrik), mnoZenje matrik s skalarji (ki je dano s produktom matrike s
skalarjem) in mnoZenje matrik (ki je dano s produktom matrik). Ogledali si bomo
osnovne lastnosti teh operacij. 1z definicije direktno sledi:

TRDITEV 1.5. Za vse matrike A, A’, A” € Mat(m x n,F) in vse a, o’ € F velja
() (A+ A)+ A" = A+ (A" + A7),

(i) A+ A=A+ A,

(iii) A+0=A4,
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() A+ (~1)A =0,
(v) a(A+ A) = ad +ad,
(vi) (a+aYA=aA+d'A,
(vii) (aa)A =a(a’A) in
(viii) 14 = A.

KOMENTAR 1.6. Lastnosti (i) pravimo asociativnost seStevanja, lastnosti (ii) pa
komutativnost sestevanja. Tocka (iii) pove, da je nicelna matrika nevtralni element
za seStevanje. Po tocki (iv) je matrika —A = (—1)A nasprotna matrika matrike A.
Oznacimo tudi operacijo odstevanja matrik, ki matrikama A, A’ € Mat(m x n,F)
priredi njuno razliko A— A’ = A+ (—1)A’. Ker za seStevanje veljajo lastnosti (i-iv),
pravimo, da je mnozica Mat(m x n,F) skupaj z operacijo seStevanja Abelova grupa.

Ker imamo na Abelovi grupi Mat(m x n, F) definirano tudi operacijo mnoZenja
s skalarji, za katero veljajo lastnosti (v-viii), Abelovi grupi Mat(m x n,F) pravimo
vektorski prostor nad F. Posebej je F™ = Mat(m x 1,F) vektorski prostor nad F.

TRDITEV 1.7. Za vse matrike A € Mat(m x n,F), B, B’ € Mat(n x p,F) in
C € Mat(p x q,F) ter za vsak o € F velja
(i) (AB)C = A(BC),
(ii) IA= Al = A4,
(iii) A(B+ B')= AB+ AB’,
(iv) (B+ B')C =BC+ B'C in
(v) a(AB) = (aA)B = A(aB).

DokAz. (i) Za vse i in [ velja:

NE

((AB)C)i = ) (AB)ixChri

>
Il
—

Z B;i)Chi

Jj=1

Az] Z B]kckl

[
M@

=~
Il
—

I
M:

1

<.
Il

Aij(BC)j = (A(BC))a

<
Il
Ja

I

(ii) Za vse i in j velja

(IA)ZJ - Z IirArj = Aij7
r=1
saj je po definiciji identi¢ne matrike I;; = 1 in I;;, = 0 za r # i. Prav tako vidimo,
da je
(AD)ij = Al = Aij.

s=1
Tocke (iii-v) dokazemo podobno. O

KOMENTAR 1.8. (1) Lastnost (i) iz trditve pravi, da je mnozenje matrik asoci-
ativno, medtem ko lastnost (ii) pove, da je identi¢na matrika nevtralni element za
mnozenje matrik.
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Operacija mnozenje matrik v splo$nem ni komutativna. Za dani matriki A €
Mat(m x n,F) in B € Mat(n x p,F) je produkt AB matrika velikosti m X p, po
drugi strani pa je produkt BA definiran le v primeru, da je p = m, in tedaj je BA
matrika velikosti n x n. A tudi v primeru, da je m = n = p > 1, lahko matriki A
in B izberemo tako, da sta matriki AB in BA razlini, na primer:

allee]=s]
ool a]=10 0]

(2) Produkt kvadratnih matrik velikosti n x n je spet kvadratna matrika ve-
likosti n x n. Mnozenje matrik je torej operacija na mnozici kvadratnih matrik
Mat(n x n,F). Ker je Mat(n x n,F) vektorski prostor nad F in za mnoZenje matrik
veljajo lastnosti iz trditve 1.7, pravimo, da je Mat(n x n,F) algebra nad F.

ZGLED 1.9. Produkt diagonalnih matrik velikosti n x n je prav tako diagonalna
matrika velikosti n X n in velja

diag(A1, Mg, - .., An) diag(per, pa, - - - ptn) = diag(Arp, Aapiz, - - o s Anin)-

Odtod tudi vidimo, da diagonalne matrike enakih si velikosti med seboj komutirajo:
¢e sta D in D’ diagonalni matriki iste velikosti, potem je DD’ = D'D.

1.1.2. Obrnljive matrike. Matrika B € Mat(n x n,F) je inverz matrike
A € Mat(n x n,F), ¢e velja AB = BA =1. Matrika A ima lahko najve¢ en inverz:
¢e sta namre¢ B in B’ dva inverza matrike A, potem velja

B=1B=(B'A)B=B(AB)=B1=D.

Ce ima kvadratna matrika A inverz, potem pravimo, da je obrnljiva, inverz
matrike A pa oznacimo z

AL

Matrika A~! je torej kvadratna matrika enake velikosti kot matrika A4 in zanjo velja
AATL=ATA=1

ZGLED 1.10. (1) Najenostavnejsi primer kvadratne matrike, ki ni obrnljiva, je
kvadratna nicelna matrika. Tudi matrika

11
=[]
ni obrnljiva. Za poljubno matriko B velikosti 2 x 2 namrec¢ lahko izracunamo, da

je (AB)11 = (AB)a1, to pa Ze pomeni, da AB # 1. Matrika A torej ni obrnljiva.
(2) Identi¢na matrika je obrnljiva in je sama sebi inverz, [7! = 1.

TRDITEV 1.11. Diagonalna matrika
A = diag(A1, A2, ..., An) € Mat(n x n,F)
je obrnljiva, ée, in samo ce, velja Mo -+ A, £ 0. V tem primeru je

A7 =diag A\Th A 0.

n
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DokAaz. Ce je AMAg--- A\, # 0, je matrika diag(A7 5, Ay %, ..., A1) res inverz
matrike A, saj je

diag A\ h A A DA = Adiag( A\ A0 A
= diag(M AT A WA
= diag(1,1,...,1) =1L
Obratno, pa predpostavimo, da je A; = 0 za nek 7. Za poljubno matriko B
velikosti n x n je

(AB)” = (diag()\l, )\2, ey )\n)B)” = )\zBu = O,

zato matrika B ni inverz matrike A. Inverz matrike A torej ne obstaja. [

TRDITEV 1.12. Na bosta matriki A, B € Mat(n x n,F) obrnljivi. Tedaj sta tudi
matriki AB in A= obrnljivi in velja

(AB)"' =p~1tA™!

ter
(A~H~1 = A
DokAz. Z uporabo asociativnosti mnozenja lahko preverimo, da velja
(B'A™Y)AB)=B ' (A'A)B=B"'IB=1
in
(AB)Y(B™'A YY) = A(BB HA ' = ATA" ' =1
Preostali del trditve sledi iz enakosti A7!A = AA=! =1. O

KOMENTAR 1.13. Mnozico obrnljivih matrik velikosti n x n s komponentami v
F oznacimo z

GL(n,F).

Iz trditve sledi, da je mnozenje matrik operacija na mnozici GL(n,F). Vemo Ze, da
je operacija mnoZenja asociativna in da je identiéna matrika I € GL(n,F) nevtralni
element za mnoZenje. Iz trditve tudi sledi, da ima vsak element mnoZice GL(n,TF)
svoj inverz v GL(n,F). Zaradi teh lastnosti pravimo, da je GL(n,F) z operacijo
mnoZenja matrik grupa. Grupo GL(n,F) imenujemo tudi splosna linearna grupa
stopnje n. Za n > 1 grupa GL(n,F) ni Abelova.

1.1.3. Transponiranje, konjugiranje in hermitiranje matrik. Naj bo
A € Mat(m x n,F). Transponirana matrika matrike A je matrika

A* € Mat(n x m,F),

dana s predpisom (A%);; = A;; za vse i in j. Konjugirana matrika matrike A je
matrika
A € Mat(m x n,F),

ki jo dobimo tako, da konjugiramo vse komponente matrike A, torej (A);; = A
za vse i in j. Hermitirana matrika matrike A je matrika

Ah = At € Mat(n x m,F).
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ZGLED 1.14. (1) Opazimo lahko, da je matrika A realna, ¢e, in samo e, velja
A = A oziroma, e, in samo Ge, je A" = A'. Transponiranje stolpce preslika v
vrstice in obratno.
9 3 5t 2 0
[0 1 7] =2 ]
5 7

1+i]"

[_2} i -9
Ce transponiramo, konjugiramo ali hermitiramo ni¢elno matriko, je rezultat spet
nic¢elna matrika. Podobno velja za identi¢no matriko,

t=I=1"=1

(2) Iz definicije transponiranja tudi sledi, da je matrika A simetri¢na, e, in
samo e, velja enakost A* = A. Se veé, matrika B je antisimetri¢na, ¢e, in samo e,
velja enakost B = —B.

(3) Matriko A, za katero velja A" = A, imenujemo hermitska matrika. Ce za
matriko B velja enakost B" = — B, potem pravimo, da je matrika B antihermitska.

Direktno iz definicije sledi, da za transponiranje, konjugiranje in hermitiranje
matrik veljajo naslednje lastnosti:

TRDITEV 1.15. Za vse matrike A, A’ € Mat(m x n,F) in B € Mat(n x p,F) ter
za vsak o € F velja

(i) (A = 4,
(i) (A+ At = At + A"
(iii) (aA)t = aAt,
(iv) (AB)t = B*At,
(v) A= 4,
(vi) A+ A=A+ A,
(vi)) ad = a4,
(viii) AB = AB,
(i) (A" = 4,
(x) (A+ A)h = Ah 4 AN,
(xi) (@d)h = aA",
(xii) (AB)" = BhAh,
(xii) At = A, .
(xiv)

Dokaz. (iv) Za vse i in k velja:

(AB))ri = (AB)i, = ZAiijk

j=1
—ZAtngt ZBth

j=1
:(BtAt)ki

Ostale tocke pokazemo na podoben nacin. [
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_ TrDITEV 1.16. Za vsako obrnljivo matriko A € GL(n,F) so tudi matrike A*,
A in AN obrnljive in velja:
(At)—l _ (A—l)t
A=A
(Ah)fl _ (Afl)h
DoxkaAz. Trditev je posledica lastnosti iz trditve 1.15. Na primer, za hermiti-
rano matriko velja

(A—l)hAh _ (AA—l)h — Ih _ L
AMATH =@ =1"=1.

Na podoben nacin dokazemo trditev tudi za transponirano in za konjugirano ma-
triko. (]

1.1.4. Podmatrike in blo¢ni zapis matrike. Naj bo A € Mat(m x n,F).
Podmatrika matrike A je matrika, ki jo dobimo iz matrike A tako, da iz nje izbriSemo
nekaj vrstic in nekaj stolpcev. Pri tem ne smemo izbrisati vseh vrstic ali vseh
stolpcev, saj v tem primeru za rezultat ne bi dobili matrike, dopustno pa je, da ne
izbrisemo nobene vrstice oziroma nobenega stolpca.

Bolj natanc¢no, izberimo poljubni neprazni podmnozici Z = {i1,i2,...,im } C
{1,2,....m}, i1 <ig <+ <y, in T = {41,742 »Jn ) CT{1,2,...,0}, j1 <j2a <
-+ < jpr. Podmatrika matrike A, sestavljena iz vrstic z indeksi iz Z in iz stolpcev
z indeksi iz 7, je matrika

subz7(A) € Mat(m' x n',F)

dana s predpisom
(SubIJ(A))kl = Aika

zavse k=1,2,....m'inl=1,2,...,n.

Se posebej pomemben primer je naslednji: Predpostavimo, da velja m,n > 2,
in izberimo poljubni naravni Stevili ¢ < m ter j < n. Podmatriko matrike A, ki jo
dobimo tako, da iz matrike A izbrisemo i-to vrstico in j-ti stolpec, oznac¢imo z

sub”(A) € Mat((m — 1) x (n —1),F).
Velja torej
sub” (A) = subg1, 1,41, m {1,141} (A).
ZGLED 1.17. (1) Naj bo

12 3 4
A_[8765]

Primeri podmatrik matrike A so tedaj
2 4
subyi 2} 2,4y (4) = [7 5} )

SublZ(A) = Sub{g}{173,4} (A) = [8 6 5}
in
subgry(2)(4) = [2].



1.1. MATRIKE 9

Naj bo A € Mat(m x n,F). Izberimo si naravna Stevila mq,ma,...,my, za
katera velja

m=mi+mo+ -+ My.
Pri tem je M naravno Stevilo, 1 < M < m. Stevilo m smo s tem razdelili na M delov.
Izberimo Se naravna sStevila nq,no,...,ny, ki nam stevilo n razdelijo na N delov,
torej
n=mn;+mne+---+ny.

Za poenostavitev zapisa ozna¢imo Se p, =mq+---+my_1 zavser =1,...,M in
Vs=mni1+--+mns_1zavses=1,...,N. Posebej je uy =v; =0.

Z izbiro razdelitev m = m; +mo+---+my inn = ny +ng + - - - + ny razdelimo
matriko A na NM blokov

An o Ay || Ay o A ]
Am11 e Am1n1 e Anzl(uN-i-l) e Aml’ﬂ
A ) ) ) :
Apernr 0 At | [ A ar) 0 At
| A Apn, At A
[F(1,1) F(1,2) F(1,N)
F(2,1) F(2,2) F(2,N)
F(m,1) F(Mm,2) F(M,N)
kjer je
Ay e+t) A+ 7 A vetny)
A2y ve+)  Ap2)va+2) 7 A2 (vetn.)
F(r,s) = ) ) . .
AGprtm)wer) AGrtm)var2) 7 AGrm) (vatn.)

zavse r = 1,2,...,Min s = 1,2,...,N. Blok F(r,s) je podmatrika matrike A
velikosti m,. X ng, dana s predpisom
F(r,8)ij = A +i) (v +i)
za vse ¢ in j.
Dobljeni zapis

F(1,1) F(1,2) F(1,N)
F(2,1) F(2,2) F(2,N)

A= . :
Fou,1) F(i,2) - FOMLY)

imenujemo bloc¢ni zapis matrike A glede na razdelitev vrstic m = mq+mo+- - -+my
in razdelitev stolpcev n = ny + no + - - - + ny.

Bloc¢ni zapis matrik nam dostikrat poenostavi zapis matrik in racunanje z njimi.
7Z matrikami v blo¢nem zapisu namrec¢ lahko racunamo blo¢no. Najprej lahko
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opazimo, da je za poljuben skalar a € F

aF(1,1) «aF(1,2) --- «oF(1,N)

aF(2,1) «F(2,2) --- «aF(2,N)
ad = : : :

aF(M1) aF(M2) - aF(M,N)

blo¢ni zapis matrike aA glede na razdelitvi m = m; + mg + --- + my in n =
ny +ng + -+ -+ ny. Naj bo A’ € Mat(m x n,F) Se ena matrika in naj bo

FI(1,1) F(1,2) --- F(LN)

Fl2.1) F(2,2) - F(2.N)
A= ) ) . )

Fonl) F(a2) - F(ux)

njen blo¢ni zapis glede na razdelitvim = my+mao+- - -+my inn = ny+no+- - -+ny.
Tedaj je ocitno

F(1,1)+ F'(1,1)  F(1,2) + F'(1,2) F(1,N) + F'(1,N)

F(2,1)+ F'(2,1) F(2,2)+ F'(2,2) F(2,N) + F'(2,N)
A4+ A = i .

F(m,1) %F’(M,l) F(Mm,2) J;F’(M,Q) <+ F(M,N) wLF/(M,N)

blo¢ni zapis matrike A + A’ glede na razdelitvi m = mq +mg + - +my inn =
ny+noe 4+ -+ ny.

Podobno pa velja tudi za mnoZenje. Naj bo B € Mat(n x p,F), izberimo
razdelitev p = p; + p2 + - - - + pp in naj bo

G(,1) G(1,2) a1, »)

G(21) G(2.2) G2, »)
B= : . :

G(N1) GN2) - G(N,P)

blo¢ni zapis matrike B glede na razdelitvin =ny +ns+---4+nyinp =p; +p2 +
-+ + pp. Produkt AB lahko tedaj zapisemo blo¢no kot

H(,1) H(,2) --- H(P)
i H(?,l) 1,2 H(2:,P)
Houl) HOL2) - H(WLP)

glede na razdelitvim =my +ng+---+my inp=p; +p2+ -+ + Dp.
Ob teh predpostavkah in oznakah lahko izracunamo, da je

N
(1.1) H(r,q) =) F(r,s)G(s,q).
s=1
zavse r = 1,2,...,M in ¢ = 1,2,...,P. Ta enakost nam pove, da lahko blo¢ne

matrike tudi blo¢no mnozimo na enak nacin kot mnozimo matrike.
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Pokazimo, da velja enakost (1.1). Ozna¢imo ¢, = p1 +p2 + -+ + pg—1, 2a vse
q=1,2,...,P,in ¢; = 0. Za poljubne i in k izracunamo

H(r,q)ir = (AB)(uti) (g +) = O Alur+0)i Bjwa+k)
j=1

N ng
= > A4yt Bty w+k)
s=1 =1

= 3P 8)aGls, g

s=11=1

= S (F(r, $)G(s,0)).
s=1

ZGLED 1.18. Z vertikalnimi in horizontalnimi ¢értami bloéno razdelimo matrike
v enacbi:

0 211 3 (2) g 5 6
1 -1]0 1 1| = -2 4
2 110 1 0 1 2 13

To pomeni, da smo za vrstice prve matrike uporabili razdelitev 3 = 2 4+ 1, za
stolpce prve matrike in za vrstice druge matrike smo uporabili razdelitev 4 = 242,
za stolpce druge matrike pa imamo trivialno razdelitev 2 = 2. Enakost (1.1) pove,
da veljata tudi enakosti

[ 2 1][3 g}ﬂo 1][(1) _”:[2 13 ],

ki jih seveda lahko tudi direktno preverimo.

1.1.5. Elementarne vrsti¢ne operacije in elementarne matrike. Dano
matriko lahko preoblikujemo tako, da naredimo eno od naslednjih operacij na njenih
vrsticah:

(1) Pomnozimo i-to vrstico matrike z nenicelnim skalarjem o« € F~.{0}. To
operacijo zapiSemo s simbolom (¥; + a;).

(2) Pristejemo S-kratnik j-te vrstice k i-ti vrstici, kjer je 8 € F in i # j. Za
to operacijo uporabljamo simbol (¥; < ¥#; + 57;).

(3) Zamenjamo i-to in j-to vrstico, kjer je i # j. Simbol za to operacijo je

(% & ).

Nastete operacije imenujemo elementarne vrsticne operacije.
Vsaki elementarni vrsticni operaciji pridruzimo pripadajoco kvadratno matriko
poljubne izbrane velikosti m X m na naslednji nacin:
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(i) Za vsak ¢ < m in za vsak o € F\{0} je

1

[V + Y] = o

1

diagonalna matrika, katere (i,%)-ta komponenta je enaka skalarju «, ostale kom-
ponente pa so enake kot pri identi¢éni matriki (vse neoznacene komponente izven
diagonale so enake stevilu 0).

Opazimo lahko, da je za poljubno matriko A € Mat(m X n,F) produkt matrik
[¥; < a¥;]A enak matriki, ki jo dobimo, ¢e na matriki A uporabimo elementarno
vrstiéno operacijo (¥ + a¥;).

(ii) Zavse t <min j <m, i # j, in za vsak B € F je

1

(Vi Vi 4+ BY5] =

1

kvadratna matrika, ki ima (4, j)-to komponento enako skalarju 3, vse ostale kom-
ponente pa so enake kot pri identi¢ni matriki (vse neoznacene komponente izven
diagonale so enake stevilu 0).
Ce na matriki A € Mat(m x n,F) uporabimo elementarno vrsticno operacijo
(7 < ¥;+57Y;), je dobljena matrika enaka matri¢nemu produktu [¥; < %;+57;]A.
(i) Zavse i <min j < m, i # j, je

1 5

1

kvadratna matrika, v kateri sta (i,7)-ta komponenta in (3, j)-ta komponenta enaki
Stevilu 0, (4, j)-ta komponenta in (j, i)-ta komponenta sta enaki Stevilu 1, vse ostale
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komponente pa so enake kot pri identi¢ni matriki (neoznacene komponente izven
diagonale so enake Stevilu 0).

Ce na matriki A € Mat(m x n,F) uporabimo elementarno vrsticno operacijo
(7 < 7;), je dobljena matrika enaka matriénemu produktu [¥; <+ ¥;]A.

Matrike iz tock (i-iii) imenujemo elementarne matrike. Videli smo torej, da
elementarne vrsti¢ne operacije na matriki A ustrezajo mnozenju matrike A z leve
z ustreznimi elementarnimi matrikami. Z enostavnim izracunom lahko dokazemo
naslednjo trditev:

TRDITEV 1.19. Vse elementarne matrike so obrnljive. Inverz elementarne ma-
trike je elementarna matrika, in sicer:

%« o)™ = [% « L%
(Vi Y+ BV = [V « Vi — Y]
[V & Y517 = % & Y]

DEeFINICIJA 1.20. Naj bosta A, B € Mat(m x n,F) poljubni matriki. Ma-
trika B je wrsticno ekvivalentna matriki A, ¢e obstajajo taksne elementarne ma-
trike EM, E®) . E® velikosti m x m, da je B = E® ... E@ EM A Drugade
povedano, matrika B je vrsticno ekvivalentna matriki A tedaj, ko lahko matriko A
s kon¢nim zaporedjem elementarnih vrsti¢nih operacij preoblikujemo v matriko B.

KOMENTAR 1.21. (1) Posebej je vsaka matrika A vrstiéno ekvivalentna sama
sebi, zato pravimo, da je vrsti¢na ekvivalenca refleksivna relacija.

Vrsticna ekvivalenca je tudi simetricna relacija, kar pomeni: ce je matrika B
vrsticno ekvivalentna matriki A, potem je tudi matrika A vrsti¢no ekvivalentna
matriki B. Res, ¢e je namre¢ B = E®W) ... E@ EM A za neke elementarne matrike
EM EQ . E® potem je A= (EW)"1(E@)~1...(E®)~1B inverzi elemen-
tarnih matrik pa so spet elementarne matrike.

Vrsticna ekvivalenca pa je tudi tranzitivna relacija, kar pomeni: c¢e je matrika
B vrsticno ekvivalentna matriki A in matrika C' vrsti¢no ekvivalentna matriki B,
potem je matrika C' vrsticno ekvivalentna matriki A. Res, ¢e namre¢ velja B =
E® ... E@EM A za neke elementarne matrike EV, E®?) . E® in & je C =
F@...FQFOB za neke elementarne matrike F), F?)  F@ potem velja
tudi C = F@ ... FQO RO E® ... R Q) 4.

Ker je vrsticna ekvivalenca torej refleksivna, simetri¢na in tranzitivna relacija,
pravimo, da je ekvivalencna relacija. Ce sta si matriki A in B vrsti¢no ekvivalentni,
to obic¢ajno oznacimo z A ~ B.

(2) Nicelna matrika je vrsticno ekvivalentna le sama sebi.

(3) Naj bosta A in B matriki velikosti m x n, ki sta si vrsticno ekvivalen-
tni. Obstajajo torej elementarne matrike EV E®) . E®  za katere je B =
E® ... EAEMW A Ozacimo E = E@ ... E@Q EMW_ Matrika F je torej produkt
elementarnih matrik in je zato obrnljiva matrika, zanjo pa velja B = FA.

Iz zadnje enacbe sledi, da za vsak ¢ velja

Bi, = i EijA;j.
j=1

Desna stran te enakosti je vsota s skalarji pomnozenih vrstic matrike A, takemu
izrazu pa pravimo tudi linearna kombinacija vrstic matrike A. Ce sta si torej
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matriki A in B vrsti¢no ekvivalentni, potem je vsaka vrstica matrike B linearna
kombinacija vrstic matrike A.

KoMENTAR 1.22. Na podoben nacin lahko definiramo elementarne stolpéne
operacije:
(1) Elementarna stolpéna operacija (.%; < «.%;) pomnozi i-ti stolpec z neni-
Celnim skalarjem o € F~\{0}.
(2) Elementarna stolpéna operacija (7 < .7 + 5.7;) pristeje S-kratnik j-
tega stolpca k i-temu stolpcu, kjer je € F in i # j.
(3) Elementarna stolp¢na operacija (% <+ ;) zamenja i-ti in j-ti stolpec,
kjer je i # j.
Stolpcne operacije na matriki lahko izvedemo tako, da matriko transponiramo, nato
izvedemo ustrezno vrsti¢no operacijo, rezultat pa nato se enkrat transponiramo.
Rezultat operacije (. < a.%;) na matriki A je torej produkt matrik

([# « a¥;] ANt = A[Y; «+ a3,
rezultat operacije (% < % + 5.%;) na matriki A je produkt matrik
(%« Vi+ BYIAN) = AV, « Vi + BY5]" = AlY; < ¥ + BYi],
rezultat operacije (% <+ ;) na matriki A pa je produkt matrik
(1% & )4 = A %),

Pri tem smo upostevali, da velja [ < % + %]' = [¥; < ¥; + 7] in da sta
matriki [¥; <— a¥;] ter [¥; <> ¥;] simetricni.

Naj bosta A, B € Mat(m x n,F) poljubni matriki. Matrika B je ekvivalentna

matriki A, ¢e obstajajo taksne elementarne matrike EV, E®) . E® velikosti
m x m in taksne elementarne matrike F(), F(2)  F(@ velikosti n x n, da je

B=E®...EQEOAFOF®) . . @

Drugace povedano, matrika B je ekvivalentna matriki A tedaj, ko lahko matriko
A s kon¢nim zaporedjem elementarnih vrsti¢nih operacij in kon¢énim zaporedjem
elementarnih stolpénih operacij preoblikujemo v matriko B.

Podobno kot vrsticna ekvivalenca je tudi ekvivalenca matrik ekvivalencna re-
lacija. To lahko brez tezav preverimo na podoben nacin, kot smo to storili v ko-
mentarju 1.21(1) za vrsti¢no ekvivalenco.

1.1.6. Vrsti¢na kanoni¢na forma matrike. Pokazali bomo, da z uporabo
elementarnih vrsti¢nih operacij lahko matriko preoblikujemo v enostavnejSo obliko,
ki je definirana na naslednji nacin:

DEFINICIIA 1.23. Matrika A € Mat(m x n,F) je v vrsticni kanonicni formi,

Ce obstajajo celo stevilo r, 0 < r < m, in naravna Stevila ki, ko, ..., k., k1 < ko <
<o <k, < n, tako da velja
(1) Aig, = Aog, =+ = A, = 1,

(ii) A;; = 0 za vsa naravna Stevila i in j, za katera je r <i < m in j < n, ter
(iii) A;; = 0 za vsa naravna Stevila ¢ in j, za katera je ¢ < r in j < k;.

Ce poleg tega tudi velja, da je
(iv) Air, = 0 za vsa naravna Stevila ¢ in [, za katera je t <[ <,

potem je A v reducirani vrsticni kanonicni formi.
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KOMENTAR 1.24. Ce je matrika A v vrsti¢ni kanoni¢ni formi kot v definiciji,
potem poziciji (I, k;) v matriki A pravimo pivot matrike A, za vsa naravna Stevila
I < r. Matrika A ima torej r pivotov, po eden od njih je v vsaki od prve do r-te
vrstice. V prvih r vrsticah so komponente levo od pivotov enake Stevilu 0, ostale
vrstice pa so v celoti ni¢elne. Komponente matrike na pivotih so enake Stevilu 1.
Pivot, ki je v vrstici nad vrstico nekega drugega pivota, je v stolpcu, ki je levo od
stolpca tega drugega pivota. Ce je A v reducirani vrstiéni kanoni¢ni formi, potem
so v stolpcih s pivoti tudi komponente nad pivoti enake stevilu 0.

ZGLED 1.25. (1) Matrika

B

Il
coocococoo
coocococor
coocooo *
cooc o %
cCooc o~ % %
cCoo0 o % % %
O O %X % ¥
O O *x ¥ ¥ ¥
O = ¥ ¥ ¥ ¥

I 0 00 0

je v vrsti¢ni kanoni¢ni formi. Ima 5 pivotov, ki so v stolpcih z indeksi 2,4,5,7,9.
Tu smo s simbolom * oznacili komponente, ki imajo lahko poljubne vrednosti.
(2) Matrike

1 00 10 0 0 1 0 2 5
010 01 0 0 [(1) 8 (1) g} 01 3 6
0 0 1 0 0 01 0 0 0 O

so v reducirani vrsticni kanoni¢ni formi.
(3) Matrike

1 2 3 17 3 4
01 5 012 5 Bgfg]
00 1 000 1

S0 v vrsticni kanonicni formi, a ne v reducirani vrsti¢ni kanoni¢ni formi.
(4) Matrike

1 2 3 1 0 0 4
0 0 0 00 1 5 Bg?g]
0 0 1 01 00

niso v vrstiéni kanonicéni formi.

TRDITEV 1.26. Naj bosta A in B matriki, ki sta si vrsticno ekvivalentni.

(i) Ce sta matriki A in B obe v vrsticni kanonicni formi, potem je stevilo
pivotov matrike A enako Stevilu pivotov matrike B. Se vec, pivoti matrike A so v
stolpcih z istimi indeksi kot pivoti matrike B.

(ii) Ce sta matriki A in B obe v reducirani vrsticni kanonicni formi, potem sta
st enaks.

DokAz. Ker sta si matriki A in B vrsti¢no ekvivalentni, sta obe iste velikosti

m x n. Ce je ena od matrik A in B ni¢elna, je ni¢elna tudi druga in tedaj ni kaj
dokazovati. Privzemimo torej, da sta matriki A in B obe nenicelni.

Naj bosta matriki A in B obe v vrsti¢ni kanoni¢ni formi, naj bodo ky < ko <

- < k, indeksi stolpcev, v katerih so pivoti matrike A, in naj bodo I; < Iy <
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-+ < lg indeksi stolpcev, v katerih so pivoti matrike B. Oznacimo Se kg = 0 in
kr+1 =n+1.

(i) Najprej bomo dokazali, da je {ly,...,ls} C {ki...,k.}. Vzemimo torej
poljuben p € {1,2,...,s}. Ker je 1 < [, < n, obstaja natanko en tak ¢ €
{1,2,...,r + 1}, da velja

O=ko<k1 <---<kjg1 <lp<ky<--- <k, <kj1=n+1

Ker sta si matriki A in B vrsti¢no ekvivalentni, je p-ta vrstica matrike B linearna
kombinacija vrstic matrike A (glej komentar 1.21(3)). Vendar pa so v matriki A
vse vrstice pod r-to vrstico enake vrstici 0, zato mora biti p-ta vrstica matrike B
linearna kombinacija prvih r vrstic matrike A. Drugace povedano, obstajajo taksni
skalarji ayq,as,...,a., da je

(12) Bp. = OélAl, + OLQAQ, 4+ 4 OéTAr,.

Pokazali bomo, da je a; = 0 za vse i < q.
Oglejmo si enakost (1.2) v stolpcih z indeksi k1, ka,. .., kq—1. Ker je pozicija
(p,1p) pivot v matriki B in ker je ki1 < kg < .-+ < kq—1 < I, velja Bpr, = Bpi, =
- = Bypk,_, = 0. Ker pa je pozicija (i, k;) pivot v matriki Aza vsei = 1,2,...,¢—1,
je Ajx, = 1in Ay1yp, = -+ = Apg, = 0. Iz enakosti (1.2) zato sledi:

0 =]
0 :a1A1k2 + (6]

0= alAlkq,l + -+ Oéq_QA(q,Q)k(rl + Qg—1

Odtod izracunamo, da je a; = 0 za vse 7 < q.
Iz enakosti (1.2) tako sledi

(1.3) Bpe = agAqe + agr14(g1)e + -+ arAr,

Hkrati opazimo, da je ¢ < r. V nasprotnem primeru bi namreé veljalo B,, = 0, kar
pa ni res, saj je By, = 1. Enakost (1.3) si zdaj ogledamo v I,-tem stolpcu,

Bplp = Oéqulp + qu+1A(q+1)lp + -4 arArlp-

Leva stran te enacbe je enaka stevilu 1, poleg tega pa je Agy1y, =+ = A, =0,
saj je pozicija (¢, k,) pivot matrike A in I, < k,. Odtod torej sledi

1= Oéqulp.

Posebej to pomeni, da je Ay, # 0, a ker je I, < kg in je pozicija (g, k,) pivot
matrike A, mora veljati [, = k; in oy = 1.

S tem smo dokazali, da je {l1,...,ls} C {ki,...,k.}. Ce v dokazu zamenjamo
vlogi matrik A in B, na enak nacin pokazemo {ki,...,k.} C {l1,...,ls}. Sledi
torej {l1,...,ls} = {k1,...,k.} in posebej s = r.

(ii) Predpostavimo, da sta matriki A in B v reducirani vrsti¢ni kanonicéni formi.
Po tocki (i) Ze vemo, da je s =r inl; = k; za vse i = 1,2, ..., r. Dokazati moramo,
da je By, = A, za vse p € {1,2,...,m}. Cejep > r, jeseveda B,, = A,, = 0.
Predpostavimo torej, da je p < r.

Ob enakih oznakah kot v tocki (i) v enakosti (1.3) zdaj velja ¢ = p in oy = 1,
torej

(1.4) Bpe = Ape + apr1Api1)e + -+ Ap,.
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Dokazati moramo, da je o; = 0 za vse i > p.

Oglejmo si enakost (1.4) v stolpcih z indeksi kpi1, kpta, - . ., kr. Ker je matrika
B v reducirani vrsti¢ni kanoniéni formi, je Byg,,, = Bpk,,, = ++* = Bpr, = 0. Za
vsak i =p+1,p+2,...,r je Ajx, = 1, vse ostale komponente matrike A v k;-tem
stolpcu pa so enake Stevilu 0, saj je tudi A v reducirani vrsti¢ni kanoni¢ni formi.

Iz enakosti (1.4) v stolpcih z indeksi kpt1, kpt2, - - -, kyr tako dobimo:

0=apn
0= Apt2
0=a,
S tem je dokaz koncan. O

1.1.7. Gaussova in Gauss-Jordanova eliminacija.

TRDITEV 1.27. Vsaka matrika je vrsticno ekvivalentna natanko eni matriki v
reducirani vrsticni kanonicni formi.

Doxkaz. Poljubno matriko A € Mat(m x n,F) z elementarnimi vrsti¢nimi ope-
racijami lahko preoblikujemo v reducirano vrsticno kanoni¢no formo s spodaj opi-
sanim algoritmom, ki se imenuje Gauss-Jordanova eliminacija.

7 algoritmom rekurzivno izra¢unamo matrike A, AM A in cela Stevila
ro <r <---<r, tako, da velja:

(i) A® = Ain rq =0,
(ii) matrika AU) je dobljena iz matrike AU~ 7 elementarnimi vrsti¢nimi
operacijami, za vse j = 1,2,...,n, in

(iii) matrika

ag oAy oAl

sestavljena iz prvih j stolpcev matrike AY), je v reducirani vrsti¢ni kano-
ni¢éni formi z r; pivoti, za vse j =1,2,...,n.

Kot zadetni korak imamo A(® = A in rq = 0. Predpostavimo, da je j naravno
stevilo, j < n, in da smo v prvih j — 1 korakih algoritma zZe izracunali matrike
AO AM AT in Stevila g < rq < -+ < 7y 2z Zelenimi lastnostmi. Matriko
AW in stevilo r; tedaj izracunamo na naslednji nacin:

Ce je qu) = 0 za vsa naravna Stevila ¢, za katera je r;_1 < i < m, potem
vzamemo AU) = AG-D ip rj = r;—1. V nasprotnem primeru pa lahko izberemo
tako naravno stevilo p;, dajer;_; < p; < min A;jjjfl) # 0. Definiramo r; = r;_1+1
in oznac¢imo

PO = [V, + ”//pj]A(j—l),
. 1 .
QU = (4, < W%j]P(])

T

S tem smo dosegli, da je (r;, j)-ta komponenta matrike Q%) enaka Stevilu 1. Porzicija
(r;,7) je novi pivot.
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Zdaj moramo Se izniciti vse komponente nad in pod novim pivotom. To storimo
tako, da matriko Q) z leve pomnoZimo z elementarnimi matrikami

1+ 1 - QY7

oy Voo = Q) %5,
[%r‘rl — %‘j"l‘l - Q(j) 7 ']7

(rj+1)j 779

Yo 4= Y — QN4

Dobljeni rezultat je matrika AY). Opazimo lahko, da z uporabljenimi vrsti¢nimi
operacijami ne spremenimo stolpcev levo od j-tega stolpca.

Po n korakih dobimo matriko A, ki je v reducirani vrsti¢ni kanoni¢ni formi
po tocki (iii).

It trditve 1.26 sledi, da je vsaka matrika vrsticno ekvivalentna najve¢ eni ma-
triki v vrsti¢ni kanoni¢ni formi. O

KOMENTAR 1.28. Ce v Gauss-Jordanovi eliminaciji izpustimo izni¢evanje kom-
ponent nad pivoti, za rezultat dobimo vrsti¢no kanoni¢no formo, ki ni nujno redu-
cirana. Tako poenostavljenemu algoritmu pravimo Gaussova eliminacija.

Do (reducirane) vrsti¢ne forme bi lahko prisli tudi s kaksnim druga¢nim zapo-
redjem elementarnih vrsti¢nih operacij. Ce je matrika A’ v (reducirani) vrsti¢ni
kanonic¢ni formi in je vrstiéno ekvivalentna matriki A, potem pravimo, da je A’
(reducirana) vrsticna kanonicna forma matrike A. Zadnja trditev torej pove, da
ima vsaka matrika natanko eno reducirano vrsti¢no kanoni¢no formo.

ZGLED 1.29. Uporabimo Gaussovo eliminacijo na konkretnem primeru matrike:

1 2 5 0 1
1 2 5 1 0
3 6 —16 -3 -2
-2 4 12 -4 -2

(% « %5 = ) 50 0 1
(74 < Y2+ 2N) 00 -2 —4 0
(12 5 0 1]

00 -1 -3 1

(%2 & %) Yoo 0o 1 -1
00 —2 —4 0|

1 2 5 0 1]

00 1 3 -1

(%2 = =7%) Yoo 0o 1 -1
00 —2 —4 0|

(1 2 5 0 1

001 3 —1

(Vs = 71+2%) ~“lo oo 1 -1

(000 2 -2
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1250 1
001 3 -1
(Y4 = V1= 27%) Yoo o0 1 -1
0000 0

Rezultat je v vrsti¢ni kanoni¢ni formi.

DEFINICIJA 1.30. Naj bo A € Mat(m x n,F) poljubna matrika. Rang matrike
A je stevilo nenicelnih vrstic v reducirani vrsti¢ni kanoni¢ni formi matrike A. Rang
matrike A oznac¢imo z
rank(A).

KOMENTAR 1.31. Rang matrike A je torej enak Stevilu pivotov v (reducirani)
vrstiéni kanonic¢ni formi matrike A. Ker je reducirana vrsti¢na forma matrike A
enoli¢no doloc¢ena, je rang matrike A dobro definiran. Iz definicije sledi, da imajo
med seboj vrsticno ekvivalentne matrike isti rang.

Rang matrike A je enak stevilu 0, ¢e, in samo ¢e, je matrika A nic¢elna. Rang
nenicelne matrike je naravno stevilo. Ce ima matrika A velikost m x n, potem velja

0 <rank(A) < min{n, m}.

Matrika v vrsti¢ni kanoni¢ni formi ima namre¢ v vsakem stolpcu najvec¢ en pivot,
zato rang matrike ne more biti vecéji od stevila njenih stolpcev.

ZGLED 1.32. (1) Z enim korakom Gaussove eliminacije dobimo:
e 2.3 1] |2 31
4 6 2 0 00
Odtod vidimo, da je rank(A) = 1. Postopka Gaussove eliminacije sicer $e nismo
v celoti koncali, vendar tudi brez deljenja prve vrstice z 2 vidimo, da ima vrsti¢na

kanoni¢na forma matrike en sam pivot, ki nastopa v prvem stolpcu.
(2) Z elementarnimi vrsti¢nimi operacijami izra¢unamo:

(1 1 0 2 3 1 1 0 2 3]
g1 1 102 to0o 0 1 -2 -1
0 2 1 21 0o 2 1 2 1
|1 -1 -1 0 2 0 -2 -1 -2 —1 |
1 1 0o 2 3 110 2 3]
0o 2 1 2 1 021 2 1
“lo 0o 1 -2 -1|7l0oo01 -2 -1
|0 -2 -1 -2 -1 000 0 O]

Konc¢na matrika sicer ni v vrsti¢ni kanoni¢ni formi, a je iz nje jasno razvidno, da
ima vrsticna kanoni¢na forma matrike A tri pivote in sicer v stolpcih z indeksi
1,2,3. Vidimo torej, da je rank(A) = 3.

Vaja 1.33. Naj bo A € Mat(m x n,F) in r = rank(A). Z uporabo primernih
stolpénih operacij na reducirani vrstiéni kanoniéni formi matrike A pokazi, da je
matrika A ekvivalentna matriki oblike:

Ir><7‘ Orx(n—r)

O(mfr)xr O(mfr)x(nfr)
Pri tem zapisu privzamemo, da posameznega bloka v matriki ni, ¢e je kateri od
njegovih indeksov enak stevilu 0.
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1.1.8. Racunanje inverza z Gauss-Jordanovo eliminacijo.

TRDITEV 1.34. Za poljubno kvadratno matriko A € Mat(n x n,F) so si ekviva-
lentne naslednje trditve:

(i) Matrika A obrnljiva.

(ii) Rang matrike A je enak Stevilu n.

(iii) Matrika A se da zapisati kot produkt elementarnih matrik.

(iv) Reducirana vrsticna kanonicna forma matrike A je identicna matrika 1.

Doxkaz. Najbo A’ reducirana vrsti¢na kanoni¢na forma matrike A. Posebej to
pomeni, da je matrika A’ vrsti¢no ekvivalentna matriki A. Obstaja torej obrnljiva
matrika E velikosti n x n, ki je produkt elementarnih matrik in za katero velja
A’ = EA (glej komentar 1.21(3)).

(ili=-1) Ker so vse elementarne matrike obrnjive, je tudi vsak produkt elemen-
tarnih matrik obrnljiva matrika.

(i=iv) Ce je matrika A obrnljiva, je obrnljiva tudi matrika A’, saj je enaka
produktu matrike A z obrnljivo matriko E. Posebej to pomeni, da je

A;.((A/)il)-n =Inp, = 1,

zato A}, # 0. Matrika A’ je torej kvadratna matrika v reducirani vrsti¢ni kanoniéni
formi, ki ima zadnjo vrstico nenic¢elno. Edina taksna matrika je identicna matrika.
(iv=-ii) O¢itno je rang identi¢ne matrike velikosti n x n enak Stevilu n.
(ii=iii) Ker je rank(A) = n, je A’ v reducirani vrsti¢ni kanoniéni formi z n
pivoti, torej je A’ = I. Odtod dobimo I = FA in zato A = E~!. Ker je matrika E
produkt elementarnih matrik, je tudi njen inverz produkt elementarnih matrik. [J

KOMENTAR 1.35. Dokazali smo torej, da je vsaka obrnljiva matrika produkt
elementarnih matrik. Na podlagi tega lahko relaciji vrsticne ekvivalence in ekviva-
lence matrik (glej komentarja 1.21 in 1.22) karakteriziramo na naslednji nacin:

(i) Matriki A, B € Mat(m x n,[F) sta si vrsti¢no ekvivalentni, ¢e, in samo Ce,
obstaja taksna matrika E € GL(m,F), da je B = EA.

(i) Matriki A, B € Mat(m x n,F) sta si ekvivalentni, ¢e, in samo ¢e, obstajata
taksni matriki £ € GL(m,F) in F' € GL(n,F), da je B = FAF.

Trditev 1.34 posebej pove, da lahko z Gauss-Jordanovo eliminacijo ugotovimo,
ali je dana kvadratna matrika obrnljiva ali ne. Pri tem postopku pa hkrati lahko
izracunamo tudi inverz matrike, ¢e ta obstaja.

Naj bo A poljubna kvadratna matrika velikosti n x n in naj bo A’ reducirana
vrsti¢na kanoni¢na forma matrike A. Vzemimo blo¢no zapisano matriko

[4 1]

velikosti n X 2n in na njej naredimo Gauss-Jordanovo eliminacijo. Produkt ele-
mentarnih matrik, ki smo jih uporabili pri tem postopku, je obrnljiva matrika F,
matrika £ [A I] = [EA EI] pa je v reducirani vrsti¢ni kanoni¢ni formi. Iz defi-
nicije reducirane vrsti¢ne kanoni¢ne forme sledi, da je tudi matrika E A v reducirani
vrsti¢ni kanoni¢ni formi, zato je A’ = E A oziroma

E[A 1 =[EA EI=[4 K|
Odtod vidimo:
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(i) Ceje A’ =1, je A obrnljivain A~! = E. Po Gauss-Jordanovi eliminaciji na
matriki [A I] smo torej v zadnjih n stolpcih dobljene reducirane vrsticne
forme nagli matriko A7!.

(ii) Ce A’ #1, potem matrika A ni obrnljiva.

ZGLED 1.36. Ali je matrika

0 10
A= -1 -3 0
2 0 1

obrnljiva, in Ce je, kaj je njen inverz? Naredimo Gauss-Jordanovo eliminacijo na
matriki A, razsirjeni z identi¢no matriko:

0 1 011 0 O 1 3 0[/0 -1 0
-1 -3 0|0 1 Of~|0O 1 0|1 0O
| 2 0 1]0 0 1 | |2 0 1|0 0 1|
1 3 0]/0 -1 0] 1 3 0|0 -1 0]
~|0 101 O0O0|~]01O0|1 00
|0 -6 1|0 2 1| |00 1|6 2 1|
[1 0 0/-3 -1 0]
~|0 1 0] 1 00
|00 1] 6 2 1|
Matrika A je torej obrnljiva in velja:
-3 -1 0
A= 1 00
6 2 1

VaJA 1.37. Determinanta matrike A € Mat(2 x 2) je stevilo
det(A) = A11A22 — A12A21 cF.
Pokazi, da je matrika A obrnljiva, ¢e, in samo Ce, je det(A) # 0, in da je tedaj

Al = 1 Asy —Airz
det(A) | —A21  An

inverz matrike A.

1.1.9. Resevanje sistemov linearnih enac¢b z Gaussovo eliminacijo.
Matrike lahko med drugim uporabimo pri resevanju sistemov linearnih enacb. Sis-
tem m linearnih enacb za n neznank xq,...,x, je sistem enach:

1121 + @122 + -+ A1pTp = by

(21%1 + Q22T + -+ - + AopTy = bo

(1.5)

Am1T1 + Gm2X2 + -+ + AmpTn = bm,
Pri tem so a11,...,@mn, b1,...,b0;n € F vnaprej dana stevila. ResSitve taksnega
sistema so urejene n-terice (z1,%2,...,2,) € F", ki zado$cajo vsem m enaCbam

hkrati.
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KOMENTAR 1.38. (1) Dva sistema linearnih ena¢b za n neznank sta si ekvi-
valentna, ¢e imata isto mnozico reSitev. Na primer, sistem dveh enacb za dve
neznanki

20 — 4y = —2
—r+2y=1

je ekvivalenten sistemu dveh enacb za dve neznanki
—r+2y=1
dr — 8y = —4

in tudi sistemu ene enac¢be za dve neznanki (bolje receno, eni sami enacbi za dve
neznanki)
x—2y=—1.

(2) Ce za obseg skalarjev F izberemo kompleksna (ali realna, ali racionalna)
Stevila, potem imenujemo sistem linearnih enac¢b (1.5) tudi sistem kompleksnih (ali
realnih, ali racionalnih) linearnih enacb. Od izbora obsega skalarjev F je lahko
odvisna mnozica resitev sistema. Sistem realnih linearnih enacb je tudi sistem
kompleksnih linearnih enacb in ima lahko kaksno kompleksno resitev, ki ni realna.

ZGLED 1.39. Enacba ravnine v R? je primer realne linearne enacbe za tri ne-
znanke. Resitve sistema dveh taksnih enac¢b so tocke v preseku ustreznih ravnin.
Ta presek je lahko prazen (e sta si ravnini vzporedni in se ne sekata), lahko je pre-
mica (Ce si ravnini nista vzporedni), lahko pa je tudi cela ravnina (¢e sta si ravnini
enaki).

Sistem linearnih enacb lahko zapiSsemo kot enacbo med matrikami. Sistemu
(1.5) pridruzimo naslednje matrike:
(i) matrika sistema (1.5) je matrika

a1 a2 A1n
a1 az2 - Q2n

A= | . . . | € Mat(m x n,F),
Am1 Am?2 T Amn

(ii) stolpec desnih strani sistema (1.5) je stolpec

bo
B=| .| €Mat(mx1,F),

an»
(iii) stolpec neznank sistema (1.5) pa je stolpec

Mo

T2
X =] .| €Mat(n x 1,F).

Tn

(iv) Razsirjena matrika sistema (1.5) je matrika

C=[A B]eMat(mx (n+1),F).
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Sistem linearnih enac¢b (1.5) s temi matrikami zapiSemo kot eno samo matri¢no
enacbo:

AX =B
Stolpec neznank X € Mat(n x 1,TF) = F™ resi to matri¢no enacbo, e, in samo Ce,
n-terica njegovih komponent (x1,xa,...,x,) € F™ resi sistem linearnih enacb (1.5).

TRDITEV 1.40. Naj bo AX = B tak sistem n linearnih enacb za n neznank,

da je matrika A obrnljiva. Tedaj ima sistem AX = B eno samo resitev in sicer
X =A"'B.

DokAz. Ker je A(A7'B) = (AA™')B = B, je A~'B res refitev sistema. Ce

je X poljubna resitev sistema, sledi X = (A71A)X = A71(AX) = A~'B. O
ZGLED 1.41. Dan je sistem n linearnih enacb za n neznank naslednje oblike:
T1+ a2 + -+ A1(n—1)Tn—1 + a1p,Tn = b1
To + -+ A2(n—1)Tn-1 + a2nTn = ba

Tp-1+ A(pn-1)nTn = bn_1
Ty = bn
Drugace povedano, matrika sistema je obrnljiva in v vrsti¢ni kanoni¢ni formi. Po
prejsni trditvi vemo, da ima sistem natanko eno resitev. Ker pa je matrika sistema
v vrstiéni kanoni¢ni formi, lahko resitev zelo enostavno izracunamo, in sicer tako,
da vrednosti neznank izracunamo po vrsti od zadnje proti prvi, in sicer iz enacb od
zadnje proti prvi:
LTy = bn

Tn—1= bnfl — A(n—1)nTn

To = by — ag3w3 — -+ — A2, Ty
r1 =by —ajpwy — - — A1(n—-1)Tn—1 — A1nTn
Homogen sistem linearnih enacb je sistem linearnih enacb oblike AX = 0, torej
tak, v katerem je stolpec desnih strani nicelen. Za poljuben sistem linearnih enach
AX = B imamo pridruzeni homogen sistem linearnih enacb AX = 0 z isto matriko

sistema. Resitve sistema linearnih enacb in pridruzenega homogenega sistema so v
tesni zvezi.

TRDITEV 1.42. Naj bo XP** reitev sistema linearnih enacb AX = B. Tedaj
so resitve sistema AX = B natanko vsi stolpci oblike

Xpart +Xh0m
kjer je XPo™ poljubna resitev pridruZenega homogenega sistema.
Dokaz. Ker je
A(Xpart +Xh0m) — AXPpart +AXhorn =B4+0= B,

je vsota XPart 4 Xhom reg reditev sistema AX = B. Obratno, naj bo X poljubna
resitev sistema AX = B. Tedaj je

A(X — XP) = AX — AXP = B~ B =0,
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torej je Xhom = X — XPart pegitev pridruzenega homogenega sistema. (]

KOMENTAR 1.43. Izbrani reSitvi XP** sistema AX = B obicajno pravimo
partikularna resitev sistema. Vsota XP2rt 4 Xhom v kateri X"°™ oznacéuje poljubno
reSitev pridruzenega homogenega sistema, je splosna reSitev sistema AX = B, saj
s taksnimi vsotami dobimo vse reSitve sistema.

TRDITEV 1.44. Naj bo AX = 0 homogen sistem linearnih enacb.

(i) Sistem AX =0 ima vsaj eno resitev, namrec trivialno resitev X = 0.

(ii) Ce sta X' in X" dve resitvi sistema AX = 0, potem je tudi o/ X' + o/ X"
resitev sistema AX =0, za vse o/, a” € F.

(iii) Ce ima homogen sistem kaksno nenicelno resitev, potem ima neskoncno
resitev.

Dokaz. Velja A(¢/ X' +a"X") = ¢/ AX' + &”AX" = 0. S tem smo dokazali
tocko (ii). Ce ima homogen sistem kaksno nenicelno resitev X', potem je po tocki
(ii) tudi o/ X' resitev tega sistema, za vsak o/, taksnih resitev pa je neskonéno. O

Kot posledico zadnjih dveh trditev lahko ugotovimo, da ima v splosnem sistem
linearnih enacb lahko ni¢, eno ali neskoné¢no resitev. V nadaljevanju bomo opisali,
kako z metodo Gaussove eliminacije ugotovimo, za katero od teh treh moznosti gre,
in tudi izra¢unamo vse resitve danega sistema linearnih enacb.

Naslednja trditev nam pove, kako lahko preoblikujemo sistem linearnih enacbh
brez da bi spremenili njegovo mnozico resitev.

TRDITEV 1.45. Naj bo AX = B sistem m linearnih enacb za n neznank in
naj bo E obrnljiva matrika velikosti m x m. Tedaj sta si sistema linearnih enach
AX = B in (FA)X = EB ekvivalentna.

Dokaz. Ce je AX = B, potem velja (EA)X = E(AX) = EB. Obratno, ¢e je
(EA)X = EB, potem AX = (E~'E)(AX)=FE"Y(EA)X = E-Y(EB) = B. (]

Naj bo zdaj AX = B poljuben sistem m linearnih enacb za n neznank. Naj bo
C=[A B

razSirjena matrika tega sistema. Z Gaussovo (oziroma Gauss-Jordanovo) elimina-
cijo lahko matriko C preoblikujemo v njeno (reducirano) vrsti¢no kanoni¢no formo.
Pri tem smo torej matriko C' z leve pomnozili s taksno obrnljivo matriko F, da je
matrika
EC:E[A B} = [EA EB]

v (reducirani) vrsti¢ni kanoni¢ni formi. Odtod sledi, da je tudi matrika EA v
(reducirani) vrsti¢éni kanoni¢ni formi, matrika EC' pa je razsirjena matrika sistema
linearnih ena¢b (EA)X = EB, ki ima iste reSitve kot prvotni sistem AX = B. Ker
je matrika EA v (reducirani) vrstiéni kanoni¢ni formi, lahko te resitve iz sistema
(FA)X = EB enostavno preberemo, kot bomo videli v dokazu naslednjega izreka.

Opazimo lahko, da elementarne vrsti¢ne operacije, katerih produkt je matrika
E in ki jih naredimo na matriki C, ustrezajo operacijam na linearnih enac¢bah nasega
sistema: celotno enacbo lahko pomnozimo z nenicelnim skalarjem, veckratnik ene
enacbe lahko pristejemo k drugi enacbi, in lahko zamenjamo dve ena¢bi med seboj,
pa se mnozica resitev sistema ne bo spremenila.

Naslednji izrek nam pove, da je Stevilo resitev sistema AX = B doloc¢eno
z rangom matrike A, rangom matrike C in Stevilom neznank n. Spomnimo se,



1.1. MATRIKE 25

da velja 0 < rank(4) < min{m,n} in 0 < rank(C) < min{m,n + 1}. Ker je
reducirana vrsticna kanonicna forma matrike A sestavljena iz prvih n stolpcev

reducirane vrsti¢ne kanoni¢ne forme matrike C, je bodisi rank(C') = rank(A) ali pa
rank(C) = rank(A) + 1.

IZREK 1.46. Naj bo AX = B sistem m linearnih enacb za n neznank in naj bo
C= [A B] razsirjena matrika tega sistema. Tedaj je bodisi rank(C') = rank(A)+1
ali pa rank(C) = rank(A) < n.

(i) Ce je rank(C) = rank(A) + 1, potem sistem AX = B nima resitev.
(ii) Ce je rank(C) = rank(A) = n, potem ima sistem AX = B natanko eno
resitev.
(iii) Ce je rank(C) = rank(A) < n, potem ima sistem neskoncno resitev, ki jih
lahko parametriziramo z (n — rank(A)) neodvisnih parametrov.

Dokaz. Ker se z uporabo elementarnih vrsti¢nih operacij na matriki C' mno-
Zica resitev sistema ne spremeni, lahko brez izgube splosnosti predpostavimo, da je
matrika C' v reducirani vrstiéni kanoniéni formi. Naj bo r = rank(C) in naj ima C
pivote v stolpcih z indeksi kq, ks, ..., k,,

1<ki<ky<---<k.-<n+1.

Posebej je tudi matrika A v reducirani vrsti¢ni kanoni¢ni formi. Odtod direktno
razberemo: Ce je k. = n + 1, potem velja r = rank(C) = rank(A) + 1, sicer pa je
kr < mn in rank(A) = r = rank(C).

(i) Ce je rank(C) = rank(A) + 1, je k. = n + 1. Tedaj je r-ta vrstica matrike
C enaka vrstici [O - 0 1}, kar pomeni, da se r-ta enacba v sistemu glasi

0X =1.

Sistem torej nima resitev.

(ii) Ce je r = rank(C) = rank(A) = n, je matrika A v reducirani vrsti¢ni kano-
nicni formi s pivoti v vseh svojih stolpcih. To pomeni, da je matrika C naslednje
oblike:

o [ Tn B

O(mfn)xn O(mfn)xl
Zadnjih m — n enacb v sistemu je torej odvec, saj so trivialne, torej enake enacbi
0X = 0. Preostale enacbe sestavljajo sistem n enacb za n neznank,

IX = B,

iz katerega direktno preberemo edino resitev X = B’.

(iii) Predpostavimo, da je r = rank(C) = rank(A) < n. Kot obi¢ajno oznadimo
A =lai], X = (z1,22,...,2,) in B = (b1,be,...,by). Izberimo indekse 1 < p; <
P2 < -+ < pu—r < ntako, da je {p1,p2,. ., Pn—rt U{k1, ko, ... k- } ={1,2,...,n}.
To pomeni, da so pi1,pa,...,pn_r indeksi natanko tistih stolpcev v matriki A, v
katerih A nima pivotov.

Za (n — r) prostih parametrov vzamemo neznanke

LpiyTpgy-verTpy_p

Tem neznankam lahko torej dolo¢imo poljubne vrednosti. Zdaj prepisemo sistem
linearnih enacb v novo, ekvivalentno obliko tako, da izpustimo zadnjih m —r enacb,
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ki so trivialne, izbrane proste parametre pa prenesemo na desno stran. Tako dobimo
naslednji sistem enacb:

Ty, = by — Q1p, Tp, — Q1pyTp, — -+ — Q1p,_, Tp,_,

Ty, = by — Qgp, Tp, — A2p,Tp, — -+ — G2p,,_, Tp,_,

Tk, = by — Qpp, Tp, — ArpyTp, — =+ — Arp,_, Tp,_,
Vrednosti neznank oziroma parametrov ., , Tp,, ..., Tp,_, torej izberemo poljubno,
vrednosti preostalih neznanke ., Tk,, ..., Tk, pa so s tem enolicno dolocene in jih
direktno preberemo iz dobljenega sistema linearnih enacb. ([l

KOMENTAR 1.47. Podobno kot pri racunanju ranga lahko tudi pri resevanju
sistemov linearnih enac¢b uporabimo Gaussovo eliminacijo, s katero matriko C z ele-
mentarnimi vrsti¢nimi operacijami preoblikujemo v vrsti¢no kanoni¢no formo, ki ni
nujno reducirana. V tem primeru moramo na koncu postopka neznanke izracunati
postopoma od zadnje proti prvi, iz dobljenih preoblikovanih enacb od zadnje proti
prvi, podobno kot smo to naredili v zgledu 1.41.

ZGLED 1.48. (1) Resimo sistem linearnih enacb:
r+y+z+ t=2
20 +y+2— t=0
y+z+3t=0

Razsirjeno matriko sistema preoblikujemo v vrsti¢no kanoni¢no formo z Gaussovo
eliminacijo:

1 1 1 112 1 1 1 1 2 1 1 11 2
211 -1j10|~{0 -1 -1 -3|-4|~(011 3] 4
0 11 310 0 1 1 3 0 0 0 0 0] -4

Odtod vidimo, da je rang matrike sistema enak stevilu 2, rang razsirjene matrike
sistema pa je enak Stevilu 3. Sistem torej nima resitev.
(2) Za sistem
r+ y—z— t=0
T+ y+z— t=2
r—2y+z+ t=1
T4+ y+z2—3t=0

izra¢unamo
1 1 -1 —-1]0 1 1 -1 =110
1 1 1 —1/2 0 0 2 02
1 -2 1 117 lo =3 2 2|1
1 1 1 =30 0 0 2 —-2/0
1 1 -1 —-1] o0 1 1 -1 —11]0
0 -3 2 2| 1 0 -3 2 2|1
“lo o 2 o] 2| 7]o0o o 1 o1
0 0 0 -2|-2 0 0 0 1]1

Rang matrike sistema je enak stevilu 4, rang razsirjene matrike sistema je prav tako
enak Stevilu 4, pa tudi neznanke so Stiri. Sistem ima torej natanko eno resitev.
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Preoblikovan sistem je torej naslednji:
r+ y— z— t=0
—3y+2z+2t=1
z =1
t=1

Ta sistem je ekvivalenten prvotnemu sistemu. Zdaj izracunamo neznanke po vrsti
od zadnje proti prvi, in sicer postopoma iz enacb od zadnje proti prvi:

t=1

z=1

y=—-3(1-22-2t)=1

r=—-y+z+t=1

(3) Oglejmo si sistem realnih linearnih enacb:

r—y+ z— t=1
r—y+2z2+3t=0
r—y— z—9 =3

Uporabimo Gaussovo eliminacijo na razsirjeni matriki sistema:

1 -1 1 -1]1 1 -1 1 =-1] 1
1 -1 2 3|/0|~|0 0 1 4]|-1
1 -1 -1 —-9(3 |0 0 —2 —8| 2

(1 -1 1 —-1] 1

~l0 01 4|-1

0 00 0] O

Rang matrike sistema je enak rangu razsirjene matrike sistema, ki je 2. Ker imamo
Stiri neznanke, ima sistem neskonc¢no resitev, ki jih lahko parametriziramo z dvema
neodvisnima parametroma. Ker ima vrsti¢na kanoni¢na forma razsirjene matrike
sistema pivote v prvem in tretjem stolpcu, ta dva pa pripadata neznankama x in
z, preostali neznanki y in t izberemo za neodvisna parametra.

Prvotni sistem enacb je torej ekvivalenten sistemu dveh enacb:

r—y+z— t=1
244t =—1

Vrednosti neznank y in ¢ sta lahko poljubni, po izbiri njunih vrednosti pa lahko
enoli¢no izracunamo vrednosti neznank z in z, in sicer postopoma iz enacb od
zadnje proti prvi:

z=—1—4t
r=1+y—z+t=14+y—(-1—-4t)+t=2+y+5t
Mnozica resitev sistema je torej

{2+y+5ty,—1—4t1t); y,t € R}
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1.2. Determinanta matrike

Spoznali smo ze determinanto kvadratne matrike velikosti 2 x 2 in videli, da nam
ta koristi pri karakterizaciji obrnljivost matrike ter pri racunanju inverza taksne
matrike. Ta rezultat bomo razsirili na kvadratne matrike poljubne velikosti. V ta
namen bomo najprej raziskali nekaj osnovnih lastnosti permutacij.

1.2.1. Simetriéna grupa permutacij. Permutacija prvih n naravnih stevil
je bijekcija o : {1,2,...,n} — {1,2,...,n}. MnozZico vseh taksnih permutacij
oznacimo z

Sym(n).

Ta mnozica ima n! elementov. Kompozicija dveh permutacij prvih n naravnih
stevil je spet permutacija prvih n naravnih stevil, zato je kompozicija operacija na
mnozici Sym(n). Spomnimo se, da je kompozicija asociativna operacija. Identicna
permutacija prvih n naravnih Stevil, ki je dana z identiteto id : {1,2,...,n} —
{1,2,...,n}, je nevtralni element za kompozicijo. Ker je poljubna permutacij o €
Sym(n) bijekcija, ima inverz, ki je spet permutacija o= € Sym(n). Iz nastetih
lastnosti sledi, da je mnozica Sym(n) grupa za kompozicijo. Grupi Sym(n) pravimo
stmetricna grupa stopnje n. V literaturi se za grupo Sym(n) pogosto uporabljata
tudi oznaki S,, in X,,.

Poljubno permutacijo o € Sym(n) lahko zapiSemo v tako imenovani dvovrsti¢ni

obliki:
7= (ol o - o)

V drugi vrstici nastopajo vsa naravna stevila med 1 in n, seveda vsako natanko
enkrat. Ta zapis nam ponudi drugacen, zelo nazoren pogled na permutacijo: per-
mutacijo o gledamo lahko kot razvrstitev naravnih stevil med 1 in n v vrstni red

o(1),0(2),...,0(n).

ZGLED 1.49. (1) Izra¢unamo lahko

1 2 3 4 1 2
4 1 2 3)°\2 3

— W
1SN
~
I
7 N\
==
N DN
IS}
W
N———

in
1 23 4\7" (12 3 4
4 1 2 3 T \2 3 4 1
KOMENTAR 1.50. (1) Za poljubno permutacijo o € Sym(n) imamo preslikavi
L, : Sym(n) — Sym(n)
in

R, : Sym(n) — Sym(n),

ki se imenujeta leva oziroma desna translacija in sta definirani s predpisoma L, () =
000 in Ry(d) = d o 0. Posebej je Lig = Rig = id. Direkten izracun pokaze, da
za poljubni permutaciji o,0’ € Sym(n) velja Ly o Lys = Lgogr in Ry o Ror = Rovog-
Odtod sledi, da sta preslikavi L, in R, bijekciji z inverzoma L;l =L,-1 in R;l =
R,-1. Tudi preslikava Sym(n) — Sym(n), § — 61, je bijekcija, saj je sama sebi
inverz.
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(2) Naj bo o € Sym(n). Definiramo ¢" = id, ¢! = ¢ in induktivno ¢™*! =

m

000™ za vsak m € N. Za vsako negativno celo $tevilo p definiramo o? = (o 1)/7l.,
Na ta nacin smo definirali
o® € Sym(n)

za vsak k € Z. Za vse k,l € Z velja 0% o 0! = 0"+l in (o%)! = oF.

Izberimo k razli¢nih naravnih Stevil i1, 4s,...,i; € {1,2,...,n}. Tem Stevilom
priredimo permutacijo

(ir i2 --- i) € Sym(n),

ki i, preslika v 4y, ki 4; preslika v ¢;41, za vse { = 1,2,...,k — 1, in ki vsa ostala
stevila preslika sama vase. Permutaciji (il ig +-- ik) pravimo cikel dolzine k.
Zapis cikla ni enolicen, saj velja (i1 ig -+ ik) = (2'2 S g il) = ... =

(i i1 - ie—1).
Cikel dolzine 1 je kar identi¢na permutacija. Ciklom dolzine 2 pravimo tudi
transpozicije. Transpozicije oblike (z i+ 1) imenujemo tudi sosedske transpozicije.

Dva cikla (i1 ig - ik) in (j1 Jo - js) sta disjunktna, Ce je
{i17i27"'7ik}m{j1’j25""j3} = @

7 malo razmisleka lahko ugotovimo:

TRDITEV 1.51. Vsako permutacijo lahko zapisemo kot kompozicijo paroma dis-
Junktnih ciklov in tudi kot kompozicijo transpozicij. Vsako transpozicijo lahko zapi-
semo kot kompozicijo lihega stevila sosedskih transpozicij.

Dokaz. Naj bo o € Sym(n) poljubna permutacija. Za poljubno naravno Ste-
vilo s < n si oglejmo zaporedje naravnih Stevil

(5,0(s),0%(s),0%(s),...).

Ker v tem zaporedju nastopajo le naravna stevila med 1 in n, se morajo nekatera v
njem ponavljati. Naj bo k prvo naravno stevilo, za katero je o*(s) = o!(s) za neko
nenegativno celo $tevilo I < k. Drugace povedano, stevila s,0(s),...,0"1(s) so
med seboj razli¢na, eno izmed njih pa je enako $tevilu 0¥ (s). Tedaj je I = 0. Res,
¢e bi veljalo I > 0, potem bi imeli *~!(s) = ¢%(s) = s, kar pa bi bilo protislovje,

saj so §tevila s,0(s),...,0" 1(s) med seboj razli¢na. Velja torej, da je o¥(s) = s.
S tem smo dobili cikel

G=1(s o(s) o*s) -+ oF7(s)) € Sym(n),
ki se ujema s permutacijo o na mnozici Cs = {s, 0(s),0%(s),...,0"71(s)}. Za vsak

s € Cs je (s = (s, za poljuben s” € {1,2,...,n}\C; pa velja C; N Cyr = (.
Odtod sledi, da lahko izberemo taksna sStevila si,s1,...,s, € {1,2,...,n}, da so
mnozice Cy,, Cs,, ..., Cs, paroma disjunktne in da je njihova unija enaka mnozici
{1,2,...,n}. Tedaj je 0 = (5, 0(sp 00 (s,

Permutacijo o lahko zapiSemo kot kompozicijo transpozicij, ker lahko vsak cikel
zapisemo kot kompozicijo transpozicij,

(i do -+ dg) = (i1 d2)o(iz iz)o--o(ikmz ir—1)o (in=1 ir)-

Poljubna transpozicija (i j), i < j, se da zapisati kot kompozicija lihega Stevila
sosedskih transpozicij: na primer, ¢e vzamemo

§=(i i+1)o(i+l i+2o0(i—-2 j—1o(G—-1 j)
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in
F=(G-1 j—2)o(i—2 j—=3)oo(i+2 i+1)o(i+1 i),

potem velja (i j) =806 O

KOMENTAR 1.52. Cestacikla (i1 io -+ ) in (ji j2 -+ Jjs) disjunk-
tna, potem komutirata, torej

(v e - dir)o(fn J2 - Jo) = J2 -0 Je)elln iz - ix).

Po prejsnji trditvi lahko vsako permutacijo o € Sym(n) zapiSemo kot kompozicijo
paroma disjunktnih ciklov o = (s, 0(s 0" - o(s,. Cikle (s, , Cs,, - - -, (s, lahko izberemo
tako, da je vsota njihovih dolzin enaka Stevilu n. Drugace povedano, vsako naravno

stevilo # < n nastopi v zapisu natanko enega od ciklov (s,,(s,,---,Cs,- V tem
primeru krajSe zapisemo

o= C51<S2 "‘Cspv

ta zapis pa je enolicen do vrstnega reda ciklov natancno.
ZGLED 1.53. Permutacijo zapisimo kot kompozicijo ciklov in kompozicijo tran-
spozicij:
1 2 3 45 6 7
i3l l)-aas9e00

=(1 4)0o(4 3)o(3 5)o(2 6)
Vsaka od dobljenih transpozicij je nadalje tudi kompozicija lihega Stevila sosedskih
transpozicij:

(1 4)=(1 2)o(2 3)o(3 4)0(3 2)o(2 1)
(4 3)=4 3)
(3 5)=(3 44 5)o(4 3)
(2 6)=(2 3)o(3 404 5)o(5 6)o(5b 4)o(4 3)o(3 2)
Za poljubno permutacijo o € Sym(n) definirajmo
(nfl)!(niQ)!uQ!l! [ (o) o).

1<i<j<n

sgn(o) =

Stevilo sgn(o) je torej s konstanto (n — 1)!(n — 2)!---2!1! deljen produkt razlik
(o(j) — o(i)), za vse pare naravnih Stevil (¢, ), za katere je 1 < i < j < n. O¢itno
velja sgn(o) # 0. Definicija Stevila sgn(c) na prvi pogled izgleda nekoliko zapletena,
a hitro bomo videli, da je rezultat lahko le bodisi 1 ali pa —1, seveda v odvisnosti od
tega, koliko faktorjev (o(j) — o(4)) v zgornjem produktu ima negativen predznak.

TRDITEV 1.54. Naj bosta o,0’ € Sym(n) permutaciji in naj bo 7 € Sym(n)
transpozicija. Tedaj je

)
(uig sgn(o o o’) = sgn(co)sgn(o’) in
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DokAz. Direktno lahko izracunamo, da je sgn(id) = 1, torej velja tocka (ii).
Da bi dokazali Se ostale tocke se najprej prepricajmo, da velja

sgn (oo (r r+1))=—sgn(o),

za vsak = 1,2,...,n — 1. Res, produkta, s katerima sta definirani Stevili sgn(o)
in sgn (oo (r r+1)), imata vecino faktorjev med seboj enakih, razlika je le v
faktorjih pri ¢ = r,7 + 1 in j = r,7 + 1. V definiciji Stevila sgn(o) tako nastopajo
faktorji

r—1 r—1

[[er) —a@) [T(e(r+1) —a(0)
i=1 1=1
(o(r+1)=o() ] (@) o) ] (00G) —olr+1)),
j=r+2 j=r+2

v definiciji stevila sgn (0’ o (r r+ 1)) pa se zamenjata vlogi 7 in r + 1, zato tam
nastopajo faktorji

[L(otr+ 1)~ o) [[(o(r) ~ 00
(o) ~otr+1) T] (o) ~otr+ 1) [] (00) - o(r)).
j=r+2 j=r+2

Odtod vidimo, da je kvocient sgn (oo (r 7+ 1)) /sgn(c) enak Stevilu —1.
Zapisimo zdaj o’ kot kompozicijo sosedskih transpozicij, 0/ = T o T2 0+ 0 T}.
Po pravkar dokazani formuli vidimo, da je
sgn(ocoo’) =sgn(com oo o0Tk)
= (—1) sgn(a 0TpoT20"*"0 Tk—l)
= (—1)2Sgn(0'o’7'1 o700 oTk,Q)

= (=1 tsgn(oom)

(—1)* sgn(o).

Ce v to enakost vstavimo ¢ = id, dobimo, da je
sgn(o’) = (=1)*.

Ker to velja za poljubno permutacijo ¢’, je s tem dokazana tocka (i). Iz zgornjih
dveh enakosti zdaj sledi

sgn(o 0 0’) = (~1) sgn(o) = sgn(o’) sgn(0) = sgn(o) sgn(o’),
torej velja tudi tocka (iii). Za dokaz tocke (iv) se moramo le spomniti, da lahko

vsako transpozicijo zapisemo kot kompozicijo lihega Stevila sosedskih transpozicij.
O

KOMENTAR 1.55. Stevilu sgn(o) pravimo tudi predznak ali signatura permuta-
cije o. S tem je definirana preslikava

sgn : Sym(n) — {1, —1}.
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Mnozica {1,—1} je (Abelova) grupa za mnozZenje, in ker za preslikavo sgn veljata
lastnosti (ii) in (iii) iz trditve 1.54, pravimo, da je sgn homomorfizem grup.

Predznak permutacije o je torej lahko izracunati: prestejemo, za koliko parov
(i,7), kjer je 1 < i < j < n, je o(i) > o(j). Takim parom pravimo inverzije
permutacije o, stevilu inverzij permutacije ¢ pa pravimo tudi indeks permutacije
o in ga ozna¢imo z ind(c). Indeks permutacije je nenegativno celo Stevilo. Edina
permutacija, ki ima indeks 0, je identiteta. Zveza med indeksom in predznakom
permutacije je torej

sgn(o) = (—1)"d@),

Ce je sgn(c) = 1 oziroma ¢e je ind(c) sodo stevilo, potem pravimo, da je
permutacija o soda. Ce je sgn(c) = —1 oziroma ¢&e je ind(o) liho stevilo, potem
pravimo, da je permutacija o liha.

Iz prejsnje trditve direktno sledi:

PosLEDICA 1.56. Permutacija o € Sym(n) je soda, ce, in samo ce, jo lahko
zapisemo kot kompozicijo sodega $tevila transpozicij. Permutacija o € Sym(n) je
liha, ce, in samo ce, jo lahko zapisemo kot kompozicijo lihega stevila transpozicij.

ZGLED 1.57. (1) Prestejemo inverzije v permutaciji
(1 23456
=25 16 3 4
in ugotovimo, da je ind(o) = 6. Permutacija o je torej soda.
(2) Ce permutacijo o € Sym(n) zapiSemo kot kompozicijo transpozicij

0 =T10T20***0Tk,

potem je

O'_lszo~~-o7'20T1.

Posebej to pomeni, da je sgn(c~t) = sgn(o).
Za poljubno transpozicijo 7 € Sym(n) je

sgn(L.(0)) = sgn(r o o) = sgn(7) sgn(o) = —sgn(o)
in

sgn(R,(0)) = sgn(o o 7) = sgn(o) sgn(r) = —sgn(o).
To pomeni, da translaciji L, in R, obe bijektivno preslikata mnozico sodih per-
mutacij v mnozico lihih permutacij in mnozico lihih permutacij v mnozico sodih
permutacij. Posebej odtod sledi, da je Stevilo lihih permutacij iz Sym(n) enako
Stevilu sodih permutacij v Sym(n), ¢e je n > 2. Grupa Sym(1) ima le en element,
to je identiteta, in ta permutacija je soda.

1.2.2. Definicija determinante. Spoznali smo Ze determinanto matrike ve-
likosti 2 x 2 in videli, da je determinanta taksne matrike razlicna od 0, Ce, in samo
Ce, je matrika obrnljiva. To definicijo zdaj razsirimo na poljubne kvadratne matrike.
Determinanta kvadratne matrike A € Mat(n x n,F) je stevilo

det(A> = Z Sgn(g)Alo(l)Ach@) T Ancr(n) eF.
oc€Sym(n)

V definiciji je torej n! sumandov, vsak od sumandov sgn(o) A1) A20(2) * - - Ano(n)
pa je s predznakom permutacije pomnozen produkt n komponent matrike, ki so
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izbrane tako, da je v vsaki vrstici in tudi v vsakem stolpcu natanko ena od teh
komponent iz produkta. S tem smo za vsako naravno stevilo n definirali preslikavo

det : Mat(n x n,F) — F.

V nadaljevanju bomo spoznali nekatere osnovne lastnosti determinante, ki nam
bodo potrdile, da je zgoraj podana definicija determinante upravicena. Med dru-
gim bomo videli, da so obrnljive natanko vse poljubno velike kvadratne matrike z
nenicelno determinanto. Videli bomo, da lahko determinanto izracunamo tudi z
Gaussovo eliminacijo in da na ta nacin determinanto matriko vecje velikosti izra-
¢unamo hitreje in enostavneje.

KOMENTAR 1.58. Determinanto matrike A € Mat(n x n,F), kjer je n > 2,
véasih zapiSemo na naslednji nacin:

All A12 e Aln All A12 e Aln

A21 A22 e A2n A21 A22 e AQn
det(A) =det | . ) . =1 . ) ) .

Anl An2 T Ann Anl An2 o Ann

Pri tem pa moramo paziti, da tega zapisa z navpicnimi ¢értami ne pomesamo z
zapisom za absolutno vrednost stevila, ki z determinanto nima ni¢ skupnega. To je
tudi razlog, da ta zapis za determinanto uporabljamo izkljuéno v primeru n > 2.

ZGLED 1.59. Oglejmo si determinanto matrik majhnih velikosti. Za n = 1
imamo

det[All] = A117
za n = 2 velja
All A12 A]_]_ A12
det = — Ay Asy — Ars A
e {Am AQQ} Agy  Aso 114122 12421,

za n = 3 pa imamo

A A Asg A A Asg
det |Ao1  Azo Aos| = Ao Ay Ags
Az Az Ass Az Az Ass
= A11 Ao Ass + A12Aa3Ag1 + A13A21 Aso
—A11A23A30 — A3 Ao Azt — A1 A1 Ass.

1.2.3. Osnovne lastnosti determinante.

TRDITEV 1.60. Za vsak matriko A € Mat(n x n,F) velja
det(A) = det(At) = Z Sgn(J)Ao(1)1A0(2)2 T Aa(n)n'
oc€Sym(n)

DokAz. Determinanto transponirane matrike izrac¢unamo po definiciji in ob
tem upostevamo, da je preslikava Sym(n) — Sym(n), o — o1, bijekcija, ki ohranja
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predznak permutacij. S tem dobimo

det(At) = Z Sgn(J)Atla'(l)AtZJ@) e A:LO’(’IL)

oc€Sym(n)

= Z sgn(o)Agy14c2)2  Ao(n)n

oc€Sym(n)

= Z Sgn(ail)Alcr*l(l)AQU*l@) T Anafl(n)

o€Sym(n)

= Z sgn(6) A1s1)A2s(2) - Ans(n)
d€Sym(n)

= det(A),
pri ¢emer smo pisali § = o~ 1. O

TRDITEV 1.61. Ce je matrika A € Mat(n x n,F) zgornje-trikotna ali spodnje-
trikotna, potem je

det(A) = A1 Ass -+ Apn.
Posebej za diagonalne matrike velja
det(diag(A1, Aa, ..., An)) = Ada -+ Ap
in za identicno matriko
det(I) = 1.

Doxkaz. Predpostavimo najprej, da je A spodnje-trikotna. Naj bo o € Sym(n)
poljubna permutacija. Ce o ni identiteta, lahko najdemo naravno stevilo p < n,
tako da je o(i) =i za vse i < p in o(p) # p. Tedaj je o(p) > p, kajti o je bijekcija.
Ker je A spodnje-trikotna, odtod sledi A, (,) = 0. Ugotovili smo torej, da je

Aoy A202)  Apon) =0

za vsako permutacijo o # id, s tem pa smo trditev dokazali za spodnje-trikotne
matrike.

Ce je matrika A zgornje-trikotna, potem je matrika At spodnje-trikotna, in po
ze dokazanem dobimo

det(A) = det(At) = AilAt22 s A:”l = A11A22 s Ann

Vsaka diagonalna matrika je zgornje-trikotna. O

V nadaljevanju si bomo ogledali, kako se determinanta matrike spremeni, ¢e
na vrsticah ali stolpcih matrike naredimo doloCene operacije. Prva lastnost sledi
enostavno iz distributivnosti racunanja s skalarji:

TRDITEV 1.62 (Multilinearnost determinante). Naj bo A € Mat(n x n,F) po-
ljubna kvadratna matrika.
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(i) Za vsako naravno Stevilo i < n, za vsako vrstico B € Mat(1 x n,F) in za
vse skalarje o, B € F velja enakost:

A]_. A]. Alo
AGi—1)e AGi—1)e AGi—1)e

det |aA;, + BB| = adet A, + B det B
A1) Alit1)e Ait1)e
L An. i L An. i L A’no .

(ii) Za vsako naravno stevilo j < n, za vsak stolpec C € Mat(n x 1,F) in za
vse skalarje o, B € F velja

det [A.l e Ayimy @Ay +BC Ay e A-n]
=adet [A.l e Agoy Adp Ay A.n]
+ [ det [A.l e Ayi—y € Aggrny e A-n] .

Doxkaz. Enakost (i) velja, ker je

Z sgn(0) Aoy - A=) (i-1) (@Aic@) + BBio(i)) A+ 1)o(i+1) " * Ano(n)

o€Sym(n)

=« Z sgn(0)Aro) - A= D)o (i-1) Aic() Ali+1)o(i+1) " Ano(n)
o€Sym(n)

+ B Z sgn(0)Aro) - Ali—1)o(i-1) Bro@) A+ 1)o(i+1) Anomy- O

o€Sym(n)

Dokaz tocke (ii) je podoben. Na drug nacin lahko tocko (ii) dokazemo tudi kot
direktno posledico tocke (ii) in trditve 1.60.

KOMENTAR 1.63. Zaradi lastnosti iz 1.62(i) pravimo, da je determinanta multi-
linearna funkcija vrstic matrike. Lastnosti determinante, ki se nanasajo na vrstice,
pa veljajo tudi za stolpce: determinanta se namrec pri transponiranju ne spremeni,
transponiranje pa vrstice spremeni v stolpce in obratno. Determinanta je zato tudi
multilinearna funkcija stolpcev matrike, kar je vsebina trditve 1.62(ii.)

Trditev 1.62(i) v posebnem primeru S = 0 nam pove: Ce eno od vrstico matrike
pomnozimo s poljubnim skalarjem, se pri tem determinanta matrike pomnozi z istim
skalarjem.

Podobno trditev 1.62(ii) v posebnem primeru 3 = 0 pravi: Ce enega od stolp-
cev matrike pomnozimo s poljubnim skalarjem, se pri tem determinanta matrike
pomnozi z istim skalarjem.

PosLEDICA 1.64. Naj bo A € Mat(n x n,F) poljubna kvadratna matrika in naj
bo o € F poljuben skalar. Tedaj je

det(aA) = o™ det(A).

Doxkaz. Uporabimo trditev 1.62(i) pri § = 0 in sicer n-krat, za vsako vrstico
posebej. [l
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POSLEDICA 1.65. Naj bo A € Mat(n x n,F) poljubna kvadratna matrika. Ce
je ena od vrstic matrike A nicelna, potem je det(A) = 0. Ce je eden od stolpcev
matrike A nicelen, potem je det(A) = 0.

DokAz. Prvi del trditve je posledica trditve 1.62(i), kjer za ¢ vzamemo indeks
nicelne vrstice in @« = § = 0. Podobno vidimo, da je drugi del trditve posledica
trditve 1.62(ii). O

TRDITEV 1.66. Naj bo A € Mat(n x n,F) poljubna kvadratna matrika.
(i) Za vsako naravno stevilo i < n in vsak skalar o € FX{0} velja
det([¥#; + a¥;]A) = det(A[Y; + a¥j]) = adet(A).

Posebej je det([7; « a¥j]) = a.

(i) Za poljubni razlicni naravni stevili i <n in j < n ter za vsak B € F velja

det([% ¥ + BY5]A) = det(A[Y; « ¥; + BH]) = det(A).

Posebej je det([¥; «+— ¥ + Y5]) = 1.

(iti) Za poljubni razlicéni naravni stevili i < n in j < n velja

det([¥; <> ¥;]A) = det(A[Y; < ¥;]) = —det(A).

Posebej je det([¥; <> 75]) = —1.

(iv) Ce je ena od vrstic matrike A veckratnik druge vrstice matrike A, potem je
det(A) = 0. Posebej, ce ima matrika A dve enaki si vrstici, potem je det(A) = 0.

(v) Ce je eden od stolpcev matrike A veckratnik drugega stolpca matrike A,

potem je det(A) = 0. Posebej, ée ima matrika A dva enaka si stolpca, potem je

det(A4) = 0.

Dokaz. Toéka (i) je direktna posledica trditve 1.62, v kateri vzamemo 3 = 0.
Dokazimo zdaj tocko (iii). Predpostavimo lahko, da je i < j. Oznadimo matriko
C = [¥; <> ¥;]A. Po definiciji determinante velja

det(C) = Z sgn(0)Cio(1)  Cioi) *** Cjol) *** Cron)

o€Sym(n)
= Z sgn(0)A1p(1) Ajotiy  Aiol) * Ana(n)
o€Sym(n)
= Z sgn(0)A1p(1) - Aio(g) - Ajoi)  Ano(n)-
oc€Sym(n)
Naj bo 7 = (z j) in ozna¢imo & = o o 7. Spomnimo se, da je sgn(d) = —sgn(o) in

da je R, : Sym(n) — Sym(n) bijekcija. Iz zgornje enacbe sledi
det(C) = > (—sgn(0)Aisry -+ Aisiiy - Ajsyy -+ Ans(n) = — det(A).
d€Sym(n)
Na koncu $e izra¢unamo
det(A[%; + %]) = det((A[%; & %))
— det([% «» ]47)
= —det(A") = —det(A).

Dokazimo zdaj tocko (iv). Predpostavimo, da je i-ta vrstica matrike A ~-
kratnik njene j-te vrstice, i # j. Ce je v = 0, potem je i-ta vrstica nicelna in je
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det(A) = 0 po trditvi 1.65. Naj bo torej v # 0. Tedaj sta si i-ta in j-ta vrstica
matrike [ <= v¥;]A enaki in zato velja

i B 1A = [4 e 714
Odtod sledi

ydet(4) = det([% « v7;]A)
det([7; & H1[V5 « 17514)
—det([¥; < 175]4)

= —vdet(A).
Sledi torej det(A) = 0. Tocko (v) dokazemo podobno.
(ii) Po trditvi 1.62(i) velja
det([# < ¥ + BY;]A) = det(A) + Bdet(A'),

kjer je A’ matrika, za katero je A;, = BA;, in A}, = Ay. za vse k # i. Posebej to

pomeni, da je i-ta vrstica matrike A’ veckratnik njene j-te vrstice, zato po tocki (iv)
sledi, da je det(A’) = 0. Preostanek trditve iz tocke (ii) dobimo s transponiranjem:

det(A[7} « V5 + p¥i]) = det((A[Y; < 75 + BYi]))
— det([% — % + B
= det(A") = det(4). O

Tocke (i-iii) trditve 1.66 natanéno povedo, kako se determinanta spremeni, ¢e
matriko A spremenimo s kaksno od elementarnih vrsti¢nih ali elementarnih stolp-
¢nih operacij. Velja torej:

(i) Ce eno vrstico matrike ali en stolpec matrike pomnozimo s poljubnim
skalarjem, se pri tem determinanta matrike pomnozi z istim skalarjem.

(ii) Ce eni vrstici matrike pristejemo veckratnik neke druge vrstice te matrike,
ali Ce enemu stolpcu matrike pristejemo veckratnik nekega drugega stolpca
te matrike, se pri tem determinanta matrike ne spremeni.

(iii) Ce v matriki zamenjamo med seboj dve vrstici ali e zamenjamo med

seboj dva stolpca, se pri tem determinanta matrike pomnozi z —1.
Na kratko bi lahko zapisali, da velja det(EA) = det(AFE) = det(F) det(A) za vsako
elementarno matriko E ustrezne velikosti.

Na podlagi tega vidimo, da determinanto lahko izra¢unamo z Gaussovo elimi-
nacijo. Res, naj bo A € Mat(n x n,F) poljubna kvadratna matrika. Z metodo Ga-
ussove eliminacije lahko najdemo taksne elementarne matrike E(), E? . E®)
velikosti n x n, da je matrika

A =E® ... @ p) 4
v vrsticni kanonicni formi. Odtod sledi
det(A") = det(E® ... EA EW A) = det(E®) - .. det(E®) det(EM) det(A).
Ker je kvadratna matrika A’ v vrsti¢ni kanonicni formi, je zgornje-trikotna, njena

determinanta pa je bodisi 0 ali 1. Determinante elementarnih matrik so nenicelne
in jih poznamo. S tem smo torej izracunali

B det(A")
det(A) = det(E®) -+ - det(E®@) det(EM)
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Poleg tega vidimo, da je det(A) # 0, Ce, in samo e, je det(A’) # 0. Zadnje velja
natanko tedaj, ko je rank(A) = n, torej tedaj, ko je matrika A obrnljiva. S tem
smo dokazali izrek:

IZrREK 1.67. Kvadratna matrika je obrnljiva, ce, in samo ce, je njena determi-
nanta nenicelna.

Na podoben nacin dokazemo naslednjo pomembno lastnost determinante:

TRDITEV 1.68. Za poljubni kvadratni matriki A, B € Mat(n x n,F) velja
det(AB) = det(A) det(B).

Doxkaz. Z metodo Gaussove eliminacije pois¢emo taksne elementarne matrike
EW E®@ . E® velikosti n x n, da je matrika A’ = E®) ... FAEMD A v redu-
cirani vrsti¢ni kanoni¢ni formi. Odtod sledi A = (EM)~H(E®@)~1...(E®)~14/
zato

det(A) = det(EM)~"1(E@)~L ... (E®)~14")

= det((EM) 1) det((E@)™1) ... det((E®) 1) det(A)

in splosneje
det(AB) = det(EW)"Y(E@)~L.. (EP)~1A'B)

= det((EM)™ 1 det((E@)™Y) - .- det((E®) 1) det(A'B).

Zdaj imamo dve moznosti:
(i) Ce je A obrnljiva, je A’ =T in det(A’) = 1, zato velja
det(AB) = det((EMW)™1) det((E@)™1) ... det((E®) 1) det(IB)
= det(A) det(B).

(ii) Ce A ni obrnljiva, je rank(A) < n in torej A/, = 0. Odtod sledi, da je
(A’'B),. = 0, zato velja det(A’B) = 0 in poslediéno det(AB) = 0. Ker je hkrati
det(A) =0, tudi v tem primeru velja det(AB) = det(A) det(B). O

PosLEDICA 1.69. Naj bosta A, B € Mat(n x n,F) kvadratni matriki.

(i) Ce je AB =1, potem sta matriki A in B obrnljivi in velja B = A™".

(ii) Ce je matrika A obrnljiva, potem velja

1
det(A™) = ———.
A = oA

Doxkaz. Ker je det(A)det(B) = det(AB) = det(I) = 1, imata matriki A in B

nenicelni determinanti in sta zato obrnljivi. Poleg tega vidimo, da je
B=AT"AB=A"'1=4A""

S tem smo dokazali tocko (i). Tocka (ii) sledi iz enakosti

det(A)det(A™") = det(AA™") = det(I) = 1. O
ZGLED 1.70. (1) Z Gaussovo eliminacijo izra¢unamo:
1 2 3 1 2 3
-1 1 0|=]0 3 3 |=-12
2 4 2 0 0 —4
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1110 11 10 11 1 0
22 11| |00 -1 1| |01 11
122 1] ]o1 1 1| o0 —-11
01 2 1 01 21 00 10

11 10

_ o111y
00 -1 1
00 01

(2) Ce je matrika A € Mat(nxn,F
velja

~

antisimetric¢na in ce je stevilo n liho, potem

det(A) = det(—A") = (=1)"det(A) = —det(A),

in zato det(A) = 0.
(3) Za poljubno matriko A € Mat(n x n,F) direktno iz definicije sledi, da velja
det(A) = det(A). Ce je matrika A hermitska, potem velja

det(A) = det(A") = det(A") = det(A),

in zato je det(A) realno stevilo tudi v primeru, ko je F = C.
(4) Naj bo A € Mat(n x n,F) antihermitska matrika. Tedaj je

det(A) = det(—A") = (—=1)" det(A) = (—1)"det(A).
Ce je stevilo n sodo, potem je det(A) realno stevilo, ¢e pa je n liho Stevilo, iz
enakosti sledi, da je realni del Stevila det(A) enak Stevilu 0.
(5) Realna matrika @ je ortogonalna, Ce je kvadratna in zanjo velja Q'Q = L
Vsaka ortogonalna matrika @ je obrnljiva in velja Q! = Qt, torej tudi QQ* = L
Za poljubno ortogonalno matriko @ je

det(Q)? = det(Q") det(Q) = det(Q'Q) = det(I) = 1,
torej det(Q) € {1,—1}. Mnozica vseh ortogonalnih matrik velikosti n x n je grupa
za mnozenje, ki jo oznac¢imo z
O(n)

in imenujemo ortogonalna grupa stopnje n.

(6) Kompleksna matrika U je unitarna, ¢e je kvadratna in zanjo velja U"U = I.
Vsaka unitarna matrika U je obrnljiva in velja U~! = U", torej tudi UU" = 1. Za
poljubno unitarno matriko U je

det(U) det(U) = det(U") det(U) = det(U"U) = det(I) = 1,

torej | det(U)| = 1. Mnozica vseh unitarnih matrik velikosti n x n je grupa za
mnozenje, ki jo oznac¢imo z

U(n)
in imenujemo unitarna grupa stopnje n. Opazimo lahko, da so ortogonalne matrike
ravno realne unitarne matrike.

(7) Matrika A € Mat(n x n,F) je nilpotentna, ¢e obstaja taksno naravno Stevilo
k,daje A¥ = 0. Tusmo z A¥ oznadili produkt k kopij matrike A. Iz enakosti A* = 0
sledi

det(A)* = det(A*) = det(0) = 0,

torej je determinanta vsake nilpotentne matrike enaka stevilu 0.
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Vasa 1.71. (1) Naj bo A € Mat(n x n,F) kvadratna matrika, ki je blo¢no
oblike:

F(1,1) F(1,2) --- F(1,N)
0  F(2,2) - F(2N)
A= . . . .
0 0 -+ F(N,N)
Pri tem naj bo F(r,r) € Mat(n, x n,,F) kvadratna matrika, za vse r = 1,2,...,N,

in seveda n =nj +ng + -+ +ny. V tem primeru pravimo, da je matrika A bloc¢no
zgornje-trikotna. Pokazi, da velja

det(A) = det(F(1,1)) det(F(2,2)) - - det(F(N, N)).

Matrika A je torej obruljiva, ¢e, in samo Ce, so matrike F(1,1), F(2,2),..., F(N,N)
vse obrnljive.

Ce v taksni matriki A velja, da je tudi F(r,s) = 0 za r < s, potem je A blocno
diagonalna. Pokazi, da za obrnljivo blo¢no diagonalno matriko A taksne oblike
velja:

F(1,1)7! 0 0
0 F(2,2)71 - 0
ATl = . . ) .
0 0 < F(NyN)TE
(2) Pokazi, da je za poljubne skalarje ay,s,...,qa, € F Vandermondeova
determinanta
1 a o - ot
1 az a3 - ajt
1 o a% cee oz’f;l

enaka produktu [[, o, ;<,(a; — ai).

1.2.4. Razvoj determinante po vrstici ali stolpcu. Naj bo A kvadratna
matrika velikosti n X n s komponentami v F. V primeru, da je n > 2, smo za
poljubni naravni stevili i <nin j <n z

sub”(A) € Mat((n — 1) x (n —1),F)
oznacili podmatriko matrike A, ki jo dobimo tako, da iz matrike A izbriSemo i-to
vrstico in j-ti stolpec. Determinanto te podmatrike

det(sub” (A)) € F
imenujemo tudi (i, j)-ti minor matrike A. Ce tega pomnozimo z (—1)**7, dobimo
(i,7)-ti kofaktor matrike A, ki ga oznacimo z
coij(A) = (1) det(sub” (A)).
Na ta nacin smo definirali novo matriko
co(A) € Mat(n x n,F),

matriko kofaktorjev matrike A, ki je podana z (co(A));; = co;;(A) za vse i in j. Ce
je n.=11n je torej velikost matrike A enaka 1 x 1, posebej definiramo coy;(A4) =1
in torej co(A) = [1] € Mat(1 x 1,F).
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V nadaljevanju bomo spoznali, da lahko determinanto matrike na enostaven na-
¢in izra¢unamo, ¢e poznamo kofaktorje matrike A. Na ta na¢in dobimo rekurzivno
formulo za izrac¢un determinante, s katero determinanto matrike velikosti n x n
izracunamo s pomocjo kofaktorjev, ki so determinante matrik nizje velikosti. Ta
formula je posebno uporabna, ¢e ima matrika v neki vrstici ali stolpcu veliko nicel.

TRDITEV 1.72. Naj bo A € Mat(n x n,F) kvadratna matrika.
(i) Za vsako naravno Stevilo i < n velja

det(A) = A coir(A).
k=1
(ii) Za vsako naravno stevilo j < n wvelja
det(A) =Y Ay cog;(A).
k=1

KOMENTAR 1.73. Formuli iz tocke (i) pravimo razvoj determinante po i-ti vr-
stici, formuli iz tocke (ii) pa razvoj determinante po j-tem stolpcu.

DoxkAz. Najprej so oglejmo dva posebna primera:
(a) Predpostavimo najprej, da je n-ta vrstica matrike oblike

Ape=1[0 - 0 Au].

V definiciji determinante bodo tako nenicelni le tisti sumandi, ki ustrezajo per-
mutaciji o € Sym(n), za katero je o(n) = n. TakSna permutacija je torej dana
s permutacijo 0 prvih (n — 1) naravnih Stevil, ki ima isti indeks in torej tudi isti
predznak kot permutacija 0. Odtod sledi

det(A) = Z sgn(0) A1) An—1)o(n-1)Anon)

o€Sym(n)

= Z Sgn(U)Alo(l) T A(n—l)a(n—l)Ann

o€Sym(n)
o(n)=n

= Ann Z sen(d)Ais) - Am—1)s(n—1)
d€Sym(n—1)

= A, det(sub™"(A)).
(b) Predpostavimo zdaj, da je i-ta vrstica matrike A oblike
Aie=[0 -+ 0 Ay 0 - 0].

Drugace povedano, matrika A ima v i-ti vrstici vse komponente enake stevilu 0 ra-
zen morda tisto v k-tem stolpcu. Matriko A lahko z zamenjavami vrstic in stolpcev
spremenimo v matriko B, ki je oblike iz tocke (a). Res, vzemimo

B =V < Vol [Yigr & VAV © Viga] - [Va-1 & P4l
Odtod dobimo det(A) = (—=1)""¢(—1)""* det(B) = (—1)"** det(B). Poleg tega vi-

dimo, da je By, = A in da je sub™(B) = sub™(4). Ce torej tocko (a) uporabimo
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na matriki B, dobimo
det(A) = (=1)"** det(B) = (—=1)""*B,,,, det(sub""(B))
= (—=1)""* Ay det(sub™(A))
= Aik COik(A).
(i) Naj bo zdaj A poljubna kvadratna matrika. Za vsak k = 1,2,...,n naj bo
Y® =[0 -+ 0 Ayg 0 -+ 0] €Mat(l xn,F)

vrstica, ki ima vse komponente enake Stevilu 0 razen morda tiste v k-tem stolpcu,
ki je enaka Stevilu A;. Oznacimo e z A € Mat(n x n,F) matriko, za katero je
Al(-ic) =Y® in Al(f) = A;, za vsak | # i. Vsaka od matrik A%) je oblike iz tocke
(b). Ker je

n

Aig =) Y™,

k=1

z uporabo multilinearnosti determinante in enakosti iz tocke (b) izra¢unamo

det(A Z det(A Z A cogr(A

(ii) S transponiranjem formulo iz tocke (ii) prevedemo na formulo iz tocke (i),
ki smo jo ze dokazali:

det(A) = det(A") = Z A%y, coji(A

n
E CO;CJ

Pri tem smo uporabili, da je

cojr(AY) = (=1)7H* det(sub’*(AY)) = (=1)7T* det((sub*’ (4))")
= (=) det(sub™ (A)) = coy;(A). O
ZGLED 1.74. Determinanto matrike velikosti 4 x 4 najprej razvijemo po tretji

vrstici, dobljeni determinanti matrik velikosti 3 x 3 pa nato razvijemo prvo po prvi
vrstici in drugo po prvem stolpcu:

(1)2_12 0 -1 0 1 0 -1
=25 1 2]=3l0 5 1
2.0 03 2 1 4 3 2 1
3 2 1 4
5 2 5 1 0 -1
SE R (HH RS )
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1.2.5. Cramerjevo pravilo. Kot posledico formule za razvoj determinante
po vrstici oziroma stolpcu dobimo:

TRDITEV 1.75. Za poljubno obrnljivo matriko A € GL(n,F) velja
Al =
det(A)

DokAz. Za poljubna 7 in j je

(A(co(A))ij =) Airlco(A) )i =D Agcojr(A)
k=1 k=1

(co(A))".

Ce je i = 7, po formuli za razvoj determinante matrike A po i-ti vrstici velja
(Alco(A))s = 3 Ak coun(A) = det(4).
k=1

Predpostavimo zdaj, da je ¢ # j. Naj bo B matrika velikosti n xn, dana s predpisom
B;. = A;. in By, = A;. za vsak | # j. Matrika B ima j-to vrstico enako i-ti, zato
je det(B) = 0. Poleg tega velja cojx(B) = cojx(A) za vsak k. Po formuli za razvoj
determinante matrike B po j-ti vrstici zdaj dobimo

(A(co(A)))ij =Y A cojr(A) = > Bjcojr(B) = det(B) = 0.
k=1 k=1

S tem smo dokazali, da je A(co(A))" = det(A)L. O
ZGLED 1.76. Naj bo

1 0 2
A=1]1 -1 1
0o 2 3
dana matrika. Ce izra¢unamo kofaktorje matrike A, dobimo:
-5 -3 2
co(4) = 4 3 -2
2 1 -1

Iz kofaktorjev lahko izrac¢unamo tudi determinanto matrike A, recimo z razvojem
po prvi vrstici:

det(A) = co11(A) +2co13(A) = —-5+4=—1.

Matrika A je torej obrnljiva, njen inverz pa je matrika:

5 —4 -2
Al = —(co(A))t = 3 -3 -1
-2 2 1

Iz prejsnje trditve dobimo Cramerjevo pravilo za reSevanje sistemov linearnih
enacb:

TRDITEV 1.77 (Cramerjevo pravilo). Naj bo AX = B sistem n linearnih enacb

za n neznank xT1,xa, ..., Ty, 26 katerega velja det(A) # 0. Tedaj ima sistem line-
arnih enach AX = B eno samo resitev in sicer
_det[Aa o Ay B Ay o Aul
T det(A)

za vse j =1,2,...,n.
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DoxkAz. Za vsako naravno stevilo j < n oznacimo
AU) — [A.1 o Aoy B OAggen A.n} .

Opazimo lahko, da velja co;;(A) = co;;(AY)) za vsak i. Ker je determinanta
matrike sistema A nenicelna, je matrika A obrnljiva in sistem ima eno samo resitev
X = A7!'B. Iz trditve 1.75 lahko za vsak j eksplicitno izra¢unamo

det(A) z; = det(A)(A™'B)j1 = ((co(A))"B)j1

= ((co(A))");iBi = Y _coi;(A)Bi
i=1 =1

= Z Ag) CO45 (A(j))
i=1
= det(AV)),

kjer smo v zadnjem koraku uporabili formulo za razvoj determinante matrike A
po j-tem stolpcu. O
ZGLED 1.78. Oglejmo si sistem treh linearnih enacb za tri neznanke:
z+y+ z=1
r—y—2z=2
20 —y+ z2=0

Determinanto matrike sistema

1 1 1
A=]11 -1 -2
2 -1 1

izraéunamo na primer z razvojem po prvi vrstici,

—1 —2H1 —2‘ ’1 _1‘35“7.

det(A)‘—1 1 2 1 2 -1

Determinanta je nenicelna, zato je matrika A obrnljiva. Sistem linearnih enacb ima
torej eno samo resitev, ki jo izracunamo po Cramerjevem pravilu:

11 1
1 1(] -1 —2 11
o 1 1 7\ -1 1 -1 1
11 1
1 1/ ]1 1 11
15 o0 1 7\%l2 -2 1 2
111
1 1 11 11
z=—2|1 -1 2 :-(2‘ ’+‘ Dz—l
1y 1 0 7\7| -1 2 1 2

Pri tem smo prvo determinanto razvili po prvem stolpcu, drugo in tretjo pa po
tretji vrstici.
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1.2.6. Poddeterminante matrike. Naj bo A € Mat(m xn,F) poljubna ma-
trika. Matrika A torej ni nujno kvadratna, in ¢e ni kvadratna, nima determinante.
Vendar pa ima matrika A prav gotovo podmatrike, ki so kvadratne, in te imajo svoje
determinante. Determinantam kvadratnih podmatrik matrike A pravimo poddeter-
minante matrike A.

Bolj natancno, za vsako naravno $tevilo k so (k x k)-poddeterminante matrike
A determinante kvadratnih podmatrik matrike A velikosti k& x k. Matrika A ima
torej lahko veé razliénih (k x k)-poddeterminant, za vsak k = 1,2,... , min{m,n},
seveda pa nima (p X p)-poddeterminant za p > min{m,n}.

ZGLED 1.79. Kvadratne podmatrike matrike

120
A_[OSJ

imajo lahko velikost bodisi 1x 1 ali pa 2x2. Matrika A ima Stiri razlicne podmatrike

velikosti 1 x 1:
[ 2] [o] [3]

Podmatrike matrike A velikosti 2 x 2 so tri, in sicer:

IR

Matrika A ima zato (1 X 1)-poddeterminante 0,1,2,3 in (2 X 2)-poddeterminante
1,2,3.

Ce poznamo poddeterminante matrike, lahko iz njih razberemo rang matrike:

TRDITEV 1.80. Naj bo A € Mat(m X n,F) poljubna nenicelna matrika in naj
bo r njen rang. Tedaj velja:

(i) Obstaja (r x r)-poddeterminanta matrike A, ki je razlicna od 0.

(it) Za vsako naravno Stevilo k, ki je vecje od r, so vse (k x k)-poddeterminante
matrike A enake Stevilu 0.

Dokaz. Najprej lahko opazimo, da trditvi (i) in (ii) veljata v primeru, da je
A v vrsti¢ni kanoni¢ni formi. Tedaj je namreé

det(subgi, . vk, k3 (A)) =1,

kjer so kq,...,k, indeksi stolpcev s pivoti v A, za k > r pa ima vsaka podmatrika
velikosti k£ x k nicelno zadnjo vrstico in zato nicelno determinanto.

Ce je A poljubna matrika, jo lahko z elementarnimi vrsti¢nimi operacijami
preoblikujemo v vrsti¢no kanoni¢no formo. Dovolj je torej dokazati, da za vsako
naravno Stevilo k velja: ¢e ima matrika A vse (k x k)-poddeterminante enake Stevilu
0, potem ima tudi matrika E A vse (k x k)-poddeterminante enake Stevilu 0, za vsako
elementarno matriko E.

Predpostavimo torej, da so vse (kx k)-poddeterminante matrike A enake Stevilu
0. Glede na tip elementarne matrike F imamo zdaj tri moznosti:

(1) Ce je E = [¥ <+ a¥;] za nek indeks i < m in nek skalar a € F~ {0},
potem je vsaka (k X k)-poddeterminanta matrike FA enaka bodisi neki (k x k)-
poddeterminanti matrike A ali pa neki z o pomnozeni (k x k)-poddeterminanti
matrike A. Vse (k x k)-poddeterminante matrike FA so torej enake Stevilu 0.

(2) Ce je E = [¥; <+ ¥;] za neka indeksa i < m in j < m, i # j, potem
je vsaka (k x k)-poddeterminanta matrike FA do predznaka natancno enaka neki
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(k x k)-poddeterminanti matrike A. Vse (k x k)-poddeterminante matrike EA so
zato enake Stevilu 0.

(3) Predpostavimo, da je E = [¥; < ¥;+ 37¥;] za neka indeksa i < m in j < m,
i # j, in nek skalar g € F. Vzemimo poljubno podmatriko matrike A velikosti
k x k, torej podmatriko oblike

susz (A)

za neki podmnozici Z C {1,2,...,m} in J C {1,2,...,n}, ki imata obe po k
elementov. Spet imamo tri moznosti:

(a) Ce i € T, potem je subzs(EA) = subzs(A) in zato

det(subz7(FA)) = det(subzs(A)) = 0.
(b) Ce velja 4,5 € Z, potem matriko subz7(EA) dobimo iz matrike subz s (A)

tako, da eni od vrstic matrike subzs(A) pristejemo S-kratnik neke druge vrstice
matrike subz7(A). Odtod sledi

det(subzs(FA)) = det(subzs(A)) = 0.
(¢) V primeru, da je i € Z in j ¢ Z, iz multilinearnosti determinante sledi
det(subzs(EA)) = det(subzy(A)) + Bdet(subzs ([¥ < ¥;]A)) =0,
saj velja det(subzy([% « ¥;]A)) = 0 po tocki (2). O
PosLEDICA 1.81. Za vsako matriko A € Mat(m x n,F) je rank(A) = rank(A"Y).

Doxkaz. Pri transponiranju matrike se tudi njene podmatrike transponirajo,
zato ima matrika A' enake poddeterminante kot matrika A. Trditev torej sledi iz
trditve 1.80. (]

ZGLED 1.82. Matrika
1 0 2
A=12 1 4
3 2 6

ima nicelno determinanto, saj je njen tretji stolpec dvakratnik njenega prvega
stolpca. Ob tem ima matrika A nenicelno (2 x 2)-poddeterminanto

det(sub®*(A)) = 1.
Odtod lahko zaklju¢imo, da je rank(A) = 2.

VaJa 1.83. (1) Naj bo p naravno Stevilo in naj bo A € Mat(m x n,F) taksna
matrika, da so vse (p X p)- poddeterminante matrike A enake Stevilu 0. PokaZi,
da so tedaj tudi vse (k x k)-poddeterminante matrike A enake Stevilu 0, za vsako
naravno stevilo k > p.

(2) Pokazi, da za vsako matriko Mat(m x n,C) velja rank(A4) = rank(A").



PoGLAVIE 2

Konc¢no-dimenzionalni vektorski prostori

V prvem poglavju smo spoznali osnovne lastnosti matrik. Med drugim smo po-
vedali, da zaradi lastnosti seStevanja matrik in mnozenja matrik s skalarji mnozici
matrik velikosti m x n pravimo vektorski prostor. V tem razdelku bomo spoznali
Se nekatere druge primere vektorskih prostorov, nekatere splosne lastnosti vektor-
skih prostorov in linearne preslikave med vektorskimi prostori, s katerimi vektorske
prostore lahko med seboj primerjamo.

Tudi v tem poglavju bomo z I oznadili izbran obseg, ki je bodisi obseg racional-
nih stevil Q, obseg realnih stevil R ali obseg kompleksnih stevil C. Elementom tega
komutativnega obsega bomo rekli skalarji. Veéina rezultatov, ki jih bomo spoznali,
velja sicer tudi v primeru, da je F kaksen drug komutativen obseg karakteristike 0,
vendar pa se s takimi obsegi v okviru nasih predavanj ne bomo ukvarjali.

2.1. Vektorski prostori in linearne preslikave

DEFINICIIA 2.1. Vektorski prostor nad F je mnozica V, opremljena z operacijo
sestevanja, ki je funkcija
VxV—=V, (v, w) = v+ w,
in z operacijo mnozZenja s skalarji, ki je funkcija
FxV—=YV, (a,v) = av,
tako da velja:

(i
(i) v+w=w+v za vse v,w € V,
(iii) obstaja tak element 0 € V, da je v+ 0 = v za vsak v € V,

) u+ (v+w) = (u+v)+wza vse u,v,w €V,

)

)

) za vsak v € V obstaja tak element —v € V, da je v+ (— )—O7
)

)

)

(iv

(v) a(v+w) =av+ aw za vse v,w € V in vsak a € F,
(vi) (a4 B)v =av+ v za vsak v € V in vse o, 8 € T,
(vii) (aB)v = a(fv) za vsak v € V vse o, f € F, in

(viii) 1v = v za vsak v € V.

KOMENTAR 2.2. Elementom vektorskega prostora obiCajno pravimo wvektorsji.
Operacija sestevanja poljubnima dvema vektorjema v in w pridruzi njuno wvsoto
v + w, ki je spet vektor. Operacija mnozenja s skalarji poljubnemu skalarju « in
poljubnemu vektorju v priredi vektor aw, ki ga imenujemo produkt vektorja v s
skalarjem a. Tocke (i-iv) povedo, da je vektorski prostor V za sestevanje Abelova
grupa. Kot v vsaki Abelovi grupi je nevtralni element za seStevanje 0 iz tocke (iii),
ki mu pravimo tudi vektor ni¢, en sam. Prav tako je za vsak vektor v € V tudi njemu
nasprotni vektor —v iz tocke (iv) en sam. Vektorje lahko tudi odstevamo, in sicer za
poljubna vektorja v in w izra¢unamo njuno razliko po predpisu v — w = v + (—w).

47
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Vektorski prostor nad C (oziroma R ali Q) imenujemo tudi kompleksen (oziroma
realen ali racionalen) vektorski prostor.

ZGLED 2.3. (1) Komutativen obseg I je hkrati tudi vektorski prostor nad F,
pri cemer sta seStevanje in mnozenje s skalarji dana s sestevanjem in mnozenjem v
F. Mnozica {0} z enim samim elementom 0 € F je prav tako vektorski prostor nad
IF, ki ga bomo oznadili tudi z F° = {0}.

(2) V prvem poglavju smo videli, da je mnozica matrik Mat(m x n,F) vektorski
prostor nad F. Posebej je F" = Mat(n x 1) vektorski prostor nad F. Tako je R™
realen vektorski prostor. Najbolje poznamo seveda realen vektorski prostor R3.

(3) Naj bodo V1, Vs,..., Vi vektorski prostori nad F. Kartezi¢ni produkt

Vi x Vg x- o x Vg

je mnorzica, katere elementi so vse urejene k-terice (v1,vs,...,vx), kjer je v; € V;
za vsak 1 = 1,2,... k. Na tej mnozici definiramo operaciji seStevanja in mnozenja
s skalarji po komponentah, torej

(v1,v2, ..., o) + (V], V5, .. vp) = (V1 + V], ve + V), ... Uk + V)
in
a(v,ve,...,vk) = (avr, qua, ..., aug)
za vse urejene k-terice (v1,va,...,vg), (V],05,...,0;) € Vi X Vo X -+ x V, in za vse

skalarje o € F. Lahko je preveriti, da je s tema dvema operacijama
Vi x Vg x - x Vg

vektorski prostor nad F, ki mu pravimo produkt vektorskih prostorov V1,Va, ..., Vi.
Primer taksnega produkta je vektorski prostor F”, ki je enak produktu n kopij
vektorskega prostora F,

F'=FxFx-...-xF.

(4) Naj bo V poljuben vektorski prostor nad F, naj bo 2 poljubna mnozica in naj
bo V¢ mnozica vseh funkcij iz Q v V. Na mnozici V® imamo operaciji sestevanja in
mnozenja s skalarji definirani po tockah: za poljubni funkciji f,g € V in poljuben
skalar a € F sta f + g in of funkciji iz Q2 v V, dani s predpisoma

(f+9)w) = flw) +g(w)
in
(af)(w) = af (w)
za vsak w € (. Direktno po definiciji lahko preverimo, da je glede na ti dve operaciji

mnozica V¢ vektorski prostor nad F. Niéelni element v vektorskem prostoru V¢ je
nicelna preslikava, ki je konstantna preslikava z vrednostjo 0.

TRDITEV 2.4. Naj bo V vektorski prostor nad F. Tedaj za vsak vektor v € V in
za vsak skalar o € F velja:
(i) v =0,
(ii) (=1)v = —wv,
(iii) produkt vektorja O s skalarjem « je enak vektorju 0, in
(iv) ce je av =0 in a # 0, potem je v = 0.
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DoKAz. (i) Z uporabo definicije vektorskega prostora izra¢unamo
ov=0+1lv—1lo=0+1)v—1lo=1v—1v=0.
(ii) Iz tocke (i) dobimo
(-Dv4+v=(-1)v+1lv=(-1+1v=0=0,

in ker je nasprotni vektor vektorja v en sam, mora biti —v = (—1)v.
(iii) Produkt vektorja 0 s skalarjem « dobimo iz enakosti

ad=a0+a0—al0=a(0+0)—ad =a0— a0 =0.
(iv) Ce je aw = 0 in a # 0, potem iz tocke (iii) sledi
v=1v = (o ta)v =a {av) = a0 =0. O

DEFINICIJA 2.5. Naj bo V vektorski prostor nad F. Vektorski podprostor pro-
stora V je neprazna podmnozica U prostora V, za katero velja:
(i) za poljubna vektorja u,u’ € U je u +u' € U, in
(ii) za vsak vektor w € U in za vsak skalar o € F je au € U.

KOMENTAR 2.6. Ce za podmnozico U C V velja lastnost (i), potem pravimo,
da je podmnozica U zaprta za sestevanje. Ce velja tocka (ii), potem pravimo, da je
podmnozica U zaprta za mnozenje s skalarji.

Vsak vektorski podprostor U vektorskega prostora V je posebej tudi vektorski
prostor za operaciji, ki jih dobimo z zozitvijo operacij vektorskega prostora V na
vektorski podprostor U. Natancneje, sestevanje V x V. — V zozimo na mnozico
U x U, po tocki (i) pa ta zozitev slika v mnozico U in nam da operacijo sestevanja
na mnozici U. Podobno mnozenje s skalarji F x V — V zozimo na mnozico F x U,
po tocki (ii) pa tudi ta zozitev slika v mnozico U in nam da operacijo mnozenja s
skalarji na mnozici U. Ob tem lahko hitro preverimo, da tako definirani operaciji
na U zadoscata vsem pogojem iz definicije vektorskega prostora. Na primer, ker
mnozica U ni prazna, obstaja nek vektor v € U, po tocki (ii) iz definicije vektorskega
podprostora pa je tedaj tudi vektor 0 = Ou v mozici U. Podobno po tocki (ii) iz
definicije vektorskega podprostora sledi, da je tudi nasprotni vektor —u = (—1)u
poljubnega vektorja v € U spet v mnozici U.

ZGLED 2.7. (1) Vsak vektorski prostor V ima trivialni vektorski podprostor
{0}, pa tudi cel V je vektorski podprostor vektorskega prostora V.

(2) Premica v R? je vektorski podprostor vektorskega prostora R3, e, in samo
&e, gre skozi izhodisée. Podobno je ravnina v R? vektorski podprostor vektorskega
prostora R3, ¢e, in samo ¢e, gre skozi izhodisée.

Splosneje, po trditvi 1.44 je mnozica resitev homogenega sistema linearnih
enacb za n neznank iz F vektorski podprostor vektorskega prostora F”. Velja pa
tudi obratno: e sistem linearnih enacb za n neznank ni homogen, potem vektor 0
ni resitev tega sistema in zato mnozica resitev tega sistema ni vektorski podprostor
vektorskega prostora F™.

(3) Za poljubno podmnozico D C R™ je mnozica C(D,R™) vseh zveznih vek-
torskih funkcij D — R™ za operacije po tockah vektorski podprostor realnega
vektorskega prostora (R™)P.

(4) Za poljubno odprto podmnozico D C R™ in za vsak k € N je mnozica
C*(D,R™) vseh k-krat zvezno odvedljivih vektorskih funkcij D — R™ za operacije
po tockah vektorski podprostor realnega vektorskega prostora C'(D,R™).
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Podobno je tudi mnozica C°°(D,R™) vseh gladkih vektorskih funkcij D — R™
vektorski podprostor realnega vektorskega prostora C(D,R™).

(5) Mnozica F[t] vseh polinomov v spremenljivki ¢ in s koeficienti v F je pod-
mnozica vektorskega prostora FF, saj polinome s koeficienti v F lahko gledamo kot
funkcije F — F. Ker je vsota dveh polinomov spet polinom in ker je produkt poli-
noma s skalarjem prav tako spet polinom, je F[t] za operacije po tockah vektorski
prostor nad F.

Za poljubno nenegativno celo stevilo s oznacimo z

F[t]

mnozico vseh polinomov v spremenljivki ¢ in s koeficienti v F, katerih stopnja je
najve¢ s. Opazimo lahko, da je tudi ta mnozica zaprta za sestevanje in mnozenje s
skalarji, zato je F4[t] vektorski podprostor vektorskega prostora F[¢].

2.1.1. Linearne kombinacije. Najbodo vy, vs, ..., v vektorji iz vektorskega
prostora V nad F. Izraz oblike

a1v1 + QU2 + - - - + U,

kjer so aq, as, ..., ap € F poljubni skalarji, imenujemo linearna kombinacija vektor-
jev vy, va, ..., v,. Rezultat oziroma vrednost taksne linearne kombinacije je seveda
vektor iz vektorskega prostora V. Vektor v € V se da zapisati kot linearna kombina-
cija (ali, krajse receno, vektor v je linearna kombinacija) vektorjev vy, va, ..., vk, Ce
obstajajo taksni skalarji a1, as,...,ar € F, dajev = ajv; +agvg+- -+ apvr € V.
Mnozico vrednosti vseh linearnih kombinacij vektorjev vy, ve, . .., v, imenujemo tudi
linearna ogrinjaca vektorjev vy, va, ..., v, v vektorskem prostoru V in jo oznac¢imo

Span{vy,va, ..., v} = Spany{vy, va, ..., vk}
={oqv1 + agva + -+ agvp €V aj,ag,...,a €FFCV.

Definicijo linearne ogrinjace lahko nekoliko razsirimo. Za poljubno neprazno
podmnozico O C V, ki je lahko tudi neskoncna, naj bo

Span(Q) = Spany,(O)
={aur+--Faup eV, peN, u,...,up €0, ar,...,ap e F} CV

mnozica vseh tistih vektorjev iz V, ki jih na kaksen nacin lahko zapisemo kot line-
arno kombinacijo vektorjev iz mnozice @. Mnozico Spany, (Q) imenujemo linearna
ogrinjaca podmnozice O v vektorskem prostoru V. Seveda je linearna ogrinjaca vek-
torjev vy, vs,...,v; enaka linearni ogrinjac¢i podmnozice {vy,va,...,v;}. Posebej
se dogovorimo, da je Span()) = Spany, () = {0}.

TRDITEV 2.8. Naj bo O poljubna podmnoZica vektorskega prostora V nad F.
Linearna ogrinjaca mnozice O je najmanjsi vektorski podprostor vektorskega pro-
stora V, ki ima O za svojo podmnozico. PodmnoZica O je vektorski podprostor
vektorskega prostora V, ée, in samo ce, velja Span(O) = O.

DokAz. Direkten izracun pokaze, da se da vsota dveh linearnih kombinacij
vektorjev iz O zapisati kot linearna kombinacija vektorjev iz O in da se s skalarjem
pomnozena linearna kombinacija vektorjev iz O prav tako da zapisati kot linearna
kombinacija vektorjev iz O. Tako smo se prepricali, da je Span(Q) vektorski pod-
prostor vektorskega prostora V. O¢itno velja O C Span(Q), saj vsak vektor u € O
lahko zapisemo kot linearno kombinacijo © = 1lu. Preostali del trditve sledi iz
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dejstva, da vsak vektorski podprostor prav gotovo vsebuje rezultate vseh linearnih
kombinacij svojih vektorjev. ([

VaJa 2.9. Naj bosta O in O taksni podmnozici vektorskega prostora V nad
F, da je O C O'. Pokazi, da tedaj velja:
(i) Span(O) C Span(0’),
(ii) Span(Span(O)) = Span(0), in
(iii) ¢e je Span(Q) =V, potem je tudi Span(Q’) = V.

DEeFINICIJA 2.10. Naj bo V vektorski prostor nad F. Vektorji vy,vs,...,vx €
V generirajo (ali razpenjajo) vektorski prostor V, ce je Span{vy,va,..., vk} = V.
Podmnozica O C V generira (ali razpenja) vektorski prostor V, ¢e je Span(O) = V.

7 drugimi besedami, vektorji vy, v, ..., vx € V generirajo vektorski prostor V,
Ce, in samo ce, lahko vsak vektor iz V zapisemo kot linearno kombinacijo vektor-
jev vy, v, ..., vk. Pravimo tudi, da tedaj vektorji v, v, ..., v sestavljajo ogrodje
vektorskega prostora V.

TRDITEV 2.11. Vektorji vi,vs,...,vx € F™ generirajo vektorski prostor ", ce,
in samo ce, velja
rank [vl Vg - Uk] =n.

V tem primeru torej velja k > n.

DokAz. Spomnimo se, da so vektorji v F" urejene n-terice oziroma stolpci.
Stolpci vy, ve, ..., v nam skupaj sestavljajo matriko

A= [1}1 vy - Uk.] € Mat(n x k,TF).
Za poljuben stolpec X € Mat(k x 1,F), X = [z;], tedaj velja
AX = 2101 + 2209 + - - - + TRV

Zapisati nek vektor v € F™ kot linearno kombinacijo vektorjev vy, vs, ..., vy pomeni
torej ni¢ drugega kot poiskati resitev sistema linearnih enacb AX = v.

Ce je rang matrike A enak Stevilu n, potem je tudi rang razsirjene matrike
sistema AX = v enak Stevilu n, saj ima ta matrika n vrstic. Po izreku 1.46 ima
tedaj sistem reSitev za vsak v € F", zato vektorji vy,va,...,vx € F™ generirajo
vektorski prostor F”.

Predpostavimo zdaj, da Stevilo rank(A) ni enako Stevilu n. To pomeni, da
je rank(A) < n, saj je Stevilo vrstic matrike A enako Stevilu n. Izberimo taksno
obrnljivo matriko E € GL(n,F), da je matrika FA v reducirani vrsti¢ni kanonic¢ni
formi. Ker je rank(A4) < n, je zadnja vrstica matrike E'A niCelna. Za vektor
e, = (0,0,...,0,1) € F™ torej sistem (FA)X = e, nima resitev, odtod pa sledi, da
tudi sistem AX = E~'e, nima resitev. V tem primeru vektorji vy, vs,...,v; € F?
torej ne generirajo vektorskega prostora F™. O

ZGLED 2.12. (1) Cel vektorski prostor V seveda generira vektorski prostor V nad
F. Prazna mnozica generira trivialni vektorski podprostor {0} C V. Za poljuben
vektor v € V v vektorskem prostoru V nad F je

Span{v} = {av ; a € F},
zato pogosto krajSe oznac¢imo Span{v} = Fv. Posebej za v = 0 velja Span{0} = {0}.
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(2) Naj bodo u = (1,0), v = (2,1) in w = (3,1) vektorji v R%. Matrika

123}

A=[u v w]:{o 11

ima rang enak Stevilu 2, saj je det(subyi 23{1,2}(4)) = 1. Odtod sledi, da vektorji
u, v, w generirajo vektorski prostor R2.

2.1.2. Linearna neodvisnost in baze vektorskega prostora. V vektor-
skem prostoru V nad F so vektorji vi,ve,...,vx € V med seboj linearno odvisni,
Ce obstajajo taksni skalarji aq,aq,...,ar € F, da je vsaj eden od teh skalarjev
nenicelen in da velja

a1v1 + Qv + - - + apug = 0.
V vektorskem prostoru V nad F so vektorji vy, vs, ..., vy med seboj linearno neod-
visni, ¢e niso med seboj linearno odvisni.

V vektorskem prostoru V nad F je podmnozica O C V linearno odvisna, ¢e

obstajajo taksno naravno Stevilo p, taksni paroma razliéni vektorji ui,ug,...,up, €
O in taksni skalarji aq,ag,...,0p € IF, da je vsaj eden od teh skalarjev nenicelen
in da velja

aruy + agug + - -+ apuy, = 0.
V vektorskem prostoru V nad F je podmnozica O C V linearno neodvisna, ¢e ni
linearno odvisna.

KOMENTAR 2.13. (1) Ce so torej vektorji v, vs, ..., v, € V med seboj linearno
neodvisni in ¢e so ag, g, ..., qr € F taksni skalarji, da velja

a1v1 + oV + - - + apvg = 0,

potem odtod sledi, da je a3 = g = -+ = ap = 0. Velja pa tudi obratno: ¢e ima
enacba
a1v1 + Qovg + - + apvr =0
za neznane skalarje aq, g, ..., € F le trivialno resitev, torej a3 = ag = --- =
ag = 0, potem so vektorji vi,ve,...,vr € V med seboj linearno neodvisni.
(2) Linearni kombinaciji

Ovy +0vg + - -+ 4 Oy,

pravimo tudi trivialna linearna kombinacija vektorjev vy, vs,...,vx € V. Rezultat
trivialne linearne kombinacije je seveda vektor 0. Linearna kombinacija

a1V + QU2 + - -+ + iUk

je netrivialna, ¢e ni trivialna, ali drugace povedano, ¢e je vsaj eden od skalarjev
a1, Qa, ..., qp razlicen od nic.

Lahko bi torej rekli, da so vektorji v1, va,...,vr € V med seboj linearno neodvi-
sni, ¢e, in samo Ce, je rezultat vsake netrivialne linearne kombinacije teh vektorjev
nenicelen.

(3) Paroma razli¢ni vektorji vy, va,...,vx € V so med seboj linearno neodvisni,
¢e, in samo &e, je mnozica {vy,va, . .., v; + linearno neodvisna. Ce sta si med vektorji
V1,3, ...,V vsaj dva enaka, potem so vektorji vi,vs,...,vr med seboj linearno
odvisni. Res, ¢e velja v; = v; za neka indeksa 7 in j, 1 <14 < 7 < k, potem lahko
vektor 0 zapisemo kot netrivialno linearno kombinacijo

0’[)1 + 4 O’Ui_l + 1’Ui -+ O’l)i+1 + o4 O’Uj_l + (71)113' + 0’[)j+1 + 4 O’Uk.
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Ce je vsaj eden izmed vektorjev vi,vs, ..., v enak vektorju 0, potem so vektorji
V1, Vg, ...,V med seboj linearno odvisni. Ce namreé¢ velja v; = 0 nek indeks ¢,
1 <4 <k, potem lahko vektor 0 zapiSemo kot netrivialno linearno kombinacijo

Ovy + -+ 4+ 0vj—1 + 1v; + 0viqq + - -+ + Ovg.

(4) Prazna mnozica je po definiciji linearno neodvisna. MnozZica z enim samim
vektorjem vy € V je linearno odvisna, ¢e, in samo ce, je v; = 0.

(5) Ce je O linearno neodvisna podmnozica vektorskega prostora V nad F,
potem je v vektorskem prostoru V tudi vsaka podmnozica mnozice O linearno
neodvisna.

TRDITEV 2.14. V wektorskem prostoru V nad F so vektorji vy,va,...,vx € V
med seboj linearno odvisni, ce, in samo ce, lahko enega od njih zapisemo kot linearno
kombinacijo ostalih.

DoxkAz. Naj bodo vektorji v1,vs,. .., v, med seboj linearno odvisni. Obstajajo
torej skalarji ag, ag,...,ar € F, tako da je

a1 + ooy + - -+ agvp =0

in da je vsaj eden od teh skalarjev, recimo «;, razlicen od 0. Tedaj lahko vektor v;
zapisemo kot linearno kombinacijo

« (a7 (67} «
Vi = (*f1>1)1+"'+<* - 1)Ui_1+<* ;+1)vi+1+~~+<——k>vk.

(7] (6% i Q;
Obratno, predpostavimo zdaj, da je eden od vektorjev vy, va, ..., vk, recimo vy,
vrednost neke linearne kombinacije ostalih. Velja torej
v = fro1 + -+ Bic1vic1 + Big1vipr + -+ Brvk
za neke skalarje f1,...,05;—1,Bi+1,-.-,0k € F. Tedaj imamo netrivialno linearno
kombinacijo
Brvr + -+ Bic1vicr + (= D)vi + Biv1vigr + - + Brvg,
katere vrednost je enaka vektorju 0. ([
TRDITEV 2.15. V wektorskem prostoru V nad F so vektorji vy,va,...,vx € V
med seboj linearno neodvisni, ce, in samo ce, je vsak vektor v € V rezultat najvec
ene linearne kombinacije vektorjev vi,va, ..., V.

DoxkAz. Ce je vsak vektor v € V rezultat najvec¢ ene linearne kombinacije vek-
torjev vy, vs, ..., vk, je torej vektor v = 0 rezultat le trivialne linearne kombinacije
vektorjev vy, va, . ..,vE. To pomeni, da so vektorji vi,va, ..., v med seboj linearno
neodvisni.

Predpostavimo zdaj, da so vektorji vy, vs,...,vr med seboj linearno neodvisni
in da je

v =aiv1 + agva + -+ apvg = Sror + fave + -+ Brug

za neke skalarje aq, 81, g, fBa, ..., o, Br € F. Odtod lahko izra¢unamo, da velja
(1 = B1)v1 + (a2 — B2)va + -+ + (ax — Br)vr, = 0.
Zaradi medsebojne linearne neodvisnosti vektorjev vy, vs, ..., v mora biti ta line-

arna kombinacija trivialna, torej ; = §; za vse i = 1,2,..., k. (I
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TRDITEV 2.16. V wvektorskem prostoru F™ so vektorji vy, va,...,vr € F* med
seboj linearno neodvisni, ce, in samo ce, velja

rank [vl Vg - Uk] = k.
V tem primeru torej velja k < n.

DokAz. Vektorji oziroma stolpci vy, va,...,v; € F* = Mat(n x 1,F) skupaj
sestavljajo matriko

A=[v1 vy -+ ] € Mat(n x k,F).
Za poljuben stolpec X € Mat(k x 1,F), X = [z;], velja
AX = 2101 + 2209 + - - - + TRUE.

Zapisati nic¢elni vektor kot linearno kombinacijo vektorjev vy, vo, . .., vy pomeni torej
ni¢ drugega kot poiskati resitev homogenega sistema linearnih enacb AX = 0.

Ce je rang matrike A enak Stevilu k, ima po izreku 1.46 sistem AX = 0 natanko
eno resitev, torej X = 0. To pomeni, da so vektorji vy, vs, ..., vy med seboj linearno
neodvisni.

Predpostavimo, da sta stevili rank(A) in & razliéni. Iz izreka 1.46 sledi, da ima
sistem AX = 0 tedaj neskonc¢no resitev, in posebej, da ima tudi netrivialne resitve.
Vektorji vy, vs, ..., v S0 torej v tem primeru med seboj linearno odvisni. ([l

ZGLED 2.17. (1) Vektorja v, w v R3 sta med seboj linearno odvisna, e, in samo
Ce, je eden od njiju veckratnik drugega. To je res natanko tedaj, ko sta si vektorja
v, w vzporedna oziroma kolinearna, ali ekvivalentno, ko je vektorski produkt v x w
enak vektorju 0.

(2) Vektorji u,v,w v R? so med seboj linearno odvisni, e, in samo e, ima
matrika [u v w] ni¢elno determinanto, to pa je res natanko tedaj, ko je meSani
produkt (u x v) - w enak Stevilu 0 oziroma ko so vektorji u, v, w koplanarni.

(3) Naj bodo u = (1,1,2), v = (1,0,1) in w = (0,1,1) vektorji v R3. Ker je
determinanta matrike

A:[u v w]:

N ==
_ o
== O

enaka Stevilu 0, je rank(A) < 3 in so zato vektorji u, v, w med seboj linearno odvisni.
Po drugi strani pa je rang matrike

B:[u v]:

[N
=

enak Stevilu 2, saj je det(subyy 2){1,2)(B)) = cos3(A4) = —1. Vektorja v in w sta
torej med seboj linearno neodvisna. Podobno vidimo, da sta vektorja u,w med
seboj linearno neodvisna, saj je coga(A) = —1. Prav tako sta vektorja v, w med
seboj linearno neodvisna, saj velja cozi(A) = 1.

(4) V realnem vektorskem prostoru C*°(R) vseh realnih gladkih funkcij ene
realne spremenljivke R — R imamo za vsak n € N funkcijo f, dano s prepisom
fn(x) = ™, za vsak © € R. Tedaj je mnozica funkcij

{fn; ne N} Cc C*(R)
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linearno neodvisna. Res, pa recimo, da je k naravno stevilo in da so ag, s, ..., ag
taksne realne konstante, da velja

arfi+oofo+ -+ oapfr=0.

To pomeni, da je

a1e” + age®® + - 4 apeft =0
za vsak € R. Ce to enacbo p-krat odvajamo in v rezultat vstavimo = = 0, dobimo
enakost

a1 +2Pas + -+ kPap, =0

za vsak p = 0,1,2,... Matrika A velikosti k x k, dana s predpisom A;; = =1,
je obrnljiva. Z indukcijo na k namre¢ lahko dokazemo, da je njena determinanta
nenifelna (gre za poseben primer Vandermondeove determinante). Odtod sledi
ap =g =---=qap =0.

TRDITEV 2.18. Naj bo V vektorski prostor nad F. Ce je O C V linearno neod-
visna podmnoZica vektorskega prostora V in ce je v vektor iz mnoZice V\Span(Q),
potem je tudi O U {v} linearno neodvisna podmnoZica vektorskega prostora V.

DoxkAz. Naj bodo up,us,...,u, € O paroma razlicni vektorji iz mnozice O in
naj bodo oy, as,...,ap,, 8 € F taksni skalarji, da je

a1uy + apug + - + apu, + fu = 0.

Ce bi bil skalar § razlien od 0, bi odtod sledilo, da je vektor v rezultat linearne
kombinacije vektorjev uq, ua, ..., up,

o (5 (s (e

to pa je v protislovju s predpostavko, da vektor v ni v linearni ogrinja¢i Span(Q).
Velja torej 8 = 0 in torej

a1uy + agug + -+ apu, = 0.
Ker je mnoZica O linearno neodvisna, odtod sledi oy = as =+ =a, = 0. O

DEFINICIA 2.19. Naj bo V vektorski prostor nad F. Vektorji vy, ve,...,v, € V
sestavljajo bazo vektorskega prostora V, ¢e generirajo vektorski prostor V in so v
vektorskem prostoru V med seboj linearno neodvisni.

KOMENTAR 2.20. Ce vektorji vi,vs,...,v, € V sestavljajo bazo vektorskega
prostora V, potem urejeno n-terico vektorjev vy, vs, ..., v, imenujemo baza vektor-
skega prostora V in jo zapisemo

‘@: [’Ul,’l)27...,’l)n].

Taksni bazi # = [v1, va,...,v,] véasih bolj natan¢éno pravimo tudi urejena konéna
baza. Baze namrec¢ lahko podamo tudi kot mmnozice in ne kot urejene n-terice.
Obstaja tudi pojem neskoncne baze vektorskega prostora, vendar se z njim v okviru
teh predavanj ne bomo ukvarjali. V okviru teh predavanj bodo vse nase baze konéne
in urejene, zato tega ne bomo vsaki¢ posebej poudarjali in bomo konénim urejenim
bazam na kratko rekli baze vektorskih prostorov.

PosLEDICA 2.21. Vektorji vi,vs,...,v, € V sestavljajo bazo vektorskega pro-
stora V nad I, ce, in samo ce, lahko vsak vektor v € V na en sam nacin zapisemo
kot linearno kombinacijo vektorjev vy, va,...,v, € V.



56 2. KONCNO-DIMENZIONALNI VEKTORSKI PROSTORI

DoxkAz. Direktna posledica trditve 2.15 in definicije 2.10. (]

KOMENTAR 2.22. Ce je & = [v1,v2, . ..,v,] baza vektorskega prostora V in ¢e
nek vektor v € V zapisemo kot linearno kombinacijo teh baznih vektorjev,

v =0V + agvy + -+ QpUy,

potem tej linearni kombinaciji pravimo razvoj vektorja v po bazi . Razvoj po
bazi torej vedno obstaja in je enolicen, kar pomeni, da so za vsak vektor v skalarji
a1,Q,...,0, € F enolicno doloceni. Ti skalarji, ki jih imenujemo tudi koordinate
vektorja v v bazi £, sestavljajo vektor

[v]z = (a1, 9,...,a,) € F",

ki ga imenujemo koordinatni vektor vektorja v v bazi %.

TRDITEV 2.23. V wvektorskem prostoru F™ wvektorji vi,ve,...,vr € F" sesta-
vljajo bazo, ce, in samo ce, velja
rank [vl Vg - vk] =k=n.
Doxkaz. Direktna posledica trditve 2.16 in trditve 2.11. (]

KOMENTAR 2.24. Trditev 2.23 posebej torej pove, da je vsaka baza vektorskega
prostora F™ sestavljena iz n vektorjev, ki so stolpci neke obrnljive matrike velikosti

n X n. S predpisom [v1,va,...,v,] — [vl vy e vn] je podana bijekcija med
mnozico vseh baz vektorskega prostora F™ in splosno linearno grupo GL(n,F). Po
definiciji koordinatni vektor [v] g danega vektorja v € F™ v bazi & = [v1, v, . . ., Uy)

resi sistem n linearnih enacb za n neznank
[v1 v - v ]m =

Ce zelimo torej vektor v razviti po bazi % in s tem izracunati koordinatni vektor
[v] , moramo le resiti ta sistem linearnih enacb.

ZGLED 2.25. (1) Naj bodo u = (1,3,0), v = (0,2,1) in w = (1,0, 2) vektorji v
R3. Determinanta matrike

=N O
N O =

1
[uvw]:?)
0

je enaka stevilu 7, zato vektorji u, v, w sestavljajo bazo vektorskega prostora R3.
Izra¢unajmo razvoj vektorja (2,5,3) € R? po bazi & = [u, v, w]. Resiti moramo
torej sistem linearnih enacb

« 2
[uvw}B:F)
vy 3

za neznane skalarje «, 3,7, in ko to storimo (na primer s Cramerjevim pravilom),
dobimo a = =+ =1. S tem smo dobili razvoj po bazi

(2,5,3) =1lu+ lv+ 1w

oziroma koordinatni vektor [(2,5,3)]z = (1,1, 1).
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(2) V vektorskem prostoru F” imamo vektorje:
€1 = (1,0,...,0)
€2 = (0,1,...,0)

en = (0,0,...,1)

Pripadajoca matrika [el ey - en} je identi¢na matrika, torej obrnljiva. Od-
tod sledi, da vektorji e, e, ..., e, sestavljajo bazo vektorskega prostora F”, ki jo
imenujemo standardna baza vektorskega prostora F™ in oznac¢imo

éD:gn: [617623"'7671]'

Vektorjem ey, es, ..., e, pravimo standardni bazni vektorji vektorskega prostora F™.
Vsak vektor (aq,g,...,a,) € F™ lahko torej zapiSemo na en sam nacin kot
linearno kombinacijo standardnih baznih vektorjev, in sicer

(a1,09,...,0,) = are1 + ageg + -+ + apey,.
(3) Vsak polinom f € F[t] lahko na en sam nacin zapisemo v obliki
fit) =apl + gt + ast? + -+ at®,
kjer so ag, a1, ag, ..., as € F. Odtod sledi, da je podmnozica polinomov
{tf; ke NU{0}}
v vektorskem prostoru F[t] linearno neodvisna in da polinomi
1,t,62,.. .t

sestavljajo bazo vektorskega prostora F[t]. Bazo [1,t,t2,...,t*] imenujemo stan-
dardna baza vektorskega prostora F,[t] polinomov stopnje najveé s.

TRDITEV 2.26. Naj podmnozica O C V generira vektorski prostor V. nad F

in naj bodo vi,vs,...,v, € V med seboj linearno neodvisni vektorji v vektorskem
prostoru V. Ce so za vsak vektor u € O~{vy,va,..., vk} vektorji vi,va, ..., Vg, u
med seboj linearno odvisni v vektorskem prostoru V, potem wvektorji vi,va, ..., vk

sestavljajo bazo vektorskega prostora V.
DokAz. Po trditvi 2.18 sledi, da je O C Span{vy,va, ..., v}, odtod pa
V = Span(O) C Span(Span{v1, v, ..., v }) = Span{vi, ve, ..., vk} O

KOMENTAR 2.27. Vektorski prostor lahko ima kaksno konéno (urejeno) bazo ali
pa ne. Ce vektorski prostor V # {0} nima kon¢ne baze, potem po prej$ni trditvi, v
kateri vzamemo O =V, sledi, da ima vektorski prostor V stevno neskonéno linearno
neodvisno podmnozico.

Naslednja trditev nam pove, da vsako konc¢no neprazno podmnozico vektor-
skega prostora lahko reduciramo do baze linearne ogrinjace te podmnozice:

TRDITEV 2.28. Naj bo V vektorski prostor nad F. Ce vektorji vy, va, ..., v, €V
generirajo vektorski prostor V, potem lahko izberemo taksna naravna stevila 1 <

i1 <ig < -+ <ip < s, da vektorji
vil,uiz,...,vi

n

sestavljajo bazo vektorskega prostora V.



58 2. KONCNO-DIMENZIONALNI VEKTORSKI PROSTORI

Doxkaz. Mnozica {vy,vs,...,vs} ima konéno mnogo linearno neodvisnih pod-
mnozic in vsaka od teh ima konc¢no elementov. Izberemo torej lahko taksno linearno
neodvisno podmnozico

O C {vy,v9,...,0s},
da je vsaka podmnozica mnozice {vi,vs, ..., vs}, ki ima veé¢ elementov kot mnoZica
O, linearno odvisna. Po trditvi 2.26 odtod sledi, da je Span(Q) = V. Naravna
Stevila 1 < 47 < iy < -+ < iy, < k izberemo tako, da so vektorji v;,,vi,,...,v;,
paroma razlicni in da je O = {v;,, iy, ..., 05, O

ZGLED 2.29. Naj bodo u = (1,2), v = (1,1) in w = (3,3) vektorji v R2. Ker je

rang matrike
1 1 3
A= {2 1 3}

enak $tevilu 2, vektorji u, v, w generirajo vektorski prostor R2. Ker je
det(sub{lg}{l@} (A)) 7é 0,

vektorja u, v sestavljata bazo vektorskega prostora R?. Podoben izra¢un nam po-
kaze, da vektorja u,w sestavljata bazo, da pa vektorja v,w ne sestavljata baze
vektorskega prostora RZ.

VaJA 2.30. Naj bo n naravno stevilo in naj bodo vy, vs, ..., v,—1 vektorji v F".
Oznacimo
A= [vl Vg o Up—_i O} € Mat(n x n,F)

in

w= (coln(A), coan(A), ..., co,m(A)) eF™.
Pokazi:
(i) Ce so vektorji v1,va,...,v,_1 linearno neodvisni, potem je w # 0.
(i) Ce je w # 0, potem vektorji vi,vs,...,v,_1,w sestavljajo bazo vektor-
skega prostora F”.
(iii) Za vsak j =1,2,...,n —1 velja w"v; = 0.

2.1.3. Linearne preslikave. Strukturi vektorskega prostora, ki je dana s se-
Stevanjem in mnozenjem s skalarji, véasih pravimo tudi linearna struktura. Vek-
torske prostore lahko med seboj primerjamo s preslikavami, ki ohranjajo njihovo
linearno strukturo. Taksnim preslikavam pravimo linearne preslikave.

DEFINICIIA 2.31. Naj bosta V in W vektorska prostora nad F. Preslikava
T:V — W je linearna, ¢e velja
(i) T(v+v')=T(v)+T () in
(ii) T(aw) = aT'(v)
za, vse vektorje v,v’ € V in vsak a € F. Mnozico vseh linearnih preslikav iz V v W
oznacimo z

Lin(V, W) = Ling(V, W).

KOMENTAR 2.32. Linearnim preslikavam vcéasih pravimo tudi linearne trans-
formacije. Lastnosti (i) iz definicije pravimo aditivnost, lastnosti (ii) pa homogenost
preslikave T'. Za linearno preslikavo T € Lin(V, W) in za poljuben v € V pogosto
pisemo krajse Tv = T'(v). Iz definicije direktno sledi, da je T(0) = 0 in da za
poljubne vektorje v1,vs,...,vr € V in za vse skalarje a1, ao,...,ar € F velja

T(a1v1 + agve + - - - agvg) = anTvr + aeTve + - - - T
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Linearna preslikava T torej preslika linearno kombinacijo vektorjev vy, va, ..., v v
linearno kombinacijo vektorjev Tvy,Tvs, ..., Tvg.

ZGLED 2.33. (1) Za vsak vektorski prostor V nad F je identiteta id = idy :
V — V linearna preslikava. Za poljubna vektorska prostora V in W nad F je
nicelna preslikava 0 = Ow,y : V =+ W, v — 0, linearna preslikava.

(2) Naj bo dan vektor u € R™ s komponentami v = (81, B2, ..., ,). Defini-
rajmo preslikavo T : R™ — R s skalarnim produktom

Tw)=u-v=a1f1+afa+ -+ anbn,

za vsak v = (a1,a9,...,a,) € R™ Iz osnovnih lastnosti skalarnega produkta
direktno sledi, da je T linearna preslikava.

(3) Naj bo dan polinom g € F,[t] stopnje najveé p. Preslikava T : Fy[t] —
Fe1,[t], dana s produktom polinomov

T(f)=fg

za vsak f € Ft], je linearna.
(4) Naj bo D odprta podmnozica realnih Stevil in & naravno $tevilo. Preslikava
£ Ck(D) — C*1(D) je dana z odvodom

d df
za vsako funkcijo f € C*(D). Iz osnovnih lastnosti odvajanja sledi, da je preslikava
% linearna.
(5) Definirajmo preslikavo

tr: Mat(n x n,F) - F

s predpisom
tr(A) = Ay + Aoa + - + Apn,

za vsako matriko A € Mat(n x n,F). Ni se tezko prepricati, da je ta presli-
kava linearna. Vrednost tr(A4) imenujemo sled matrike A, in v¢asih tudi ozna¢imo
sled(A) = tr(A).

Za poljubni matriki B € Mat(m x n,F) in C' € Mat(n x m,F) velja

tr(BC) = tr(CB).

Res, velja namrec

m m n m

tr(BC) = Z(Bc)m‘ = Z i:BijCji = Z chiBij = tr(CB).

i=1 i=1 j=1 j=1i=1

(6) Za poljubno matriko A € Mat(m x n,F) in za poljuben vektor oziroma
stolpec v € F"” = Mat(n x 1,F) je matri¢ni produkt Av spet stolpec oziroma vektor
iz Mat(m x 1,F) = F™. Matrika A nam da torej preslikavo, ki poljubnemu vektorju
v € F™ priredi matri¢ni produkt Av € F™. Iz osnovnih lastnosti mnoZenja matrik
sledi, da je tako definirana preslikava F” — F™ linearna. Opazimo lahko, da za
vsak standardni bazni vektor e; € F", j =1,2,...,n, velja Ae; = A,;.

(7) Naj bo rot, : R? — R? preslikava, dana z rotacijo v ravnini za kot ¢ v
pozitivni smeri okoli izhodi¢a. Ce poljuben vektor v = (x,y) € R? zapisemo v
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polarnem zapisu, dobimo v = (r cos ¥, rsin4) in
rot,(v) = (rcos(V¥ + @), rsin(d + ¢))
= r(cos ¥ cos ¢ — sin ¥ sin p, cos ¥ sin ¢ + sin v cos ).

Ce to zapiSemo v matri¢ni obliki, dobimo
roty,(v) =7 {

cosp —sing 7 cos ¥
sin ¢ cos rsind

cos ¥ cos p — sin ¥ sin
cos ¥ sin o + sin ¥ cos ¢

| cosp —singp v
T | sinp  cosep

Rotacija rot, je torej dana z matriko

cosp —sing
R, = sin 3
®  cosp
in je zato linearna po tocki (6). Opazimo lahko, da je R, ortogonalna matrika z
determinanto 1.
(8) Preslikava Mat(m x n,F) — Mat(n x m,F), ki je podana s transponiranjem
A A je linearna.
(9) Naj bo Vi x Vg x -+ x Vi, produkt vektorskih prostorov Vi, Vs, ..., Vi nad

F. Za vsak ¢ = 1,2,...,k imamo preslikavo pr; : Vi x Vo x -+ x Vi — V;, dano s
predpisom

pr;(vi,va,. .., 05) = v;
za vse (V1,v2,...,0%) € V1 XVax---x V. Ta preslikava je linearna in jo imenujemo

projekcija na i-to komponento. Imamo tudi preslikavo vl; : V; = Vi x Vo x -+ xV,
ki poljuben vektor v € V; preslika v k-terico

vl;(v) = (0,...,0,v,0,...,0),

katere i-ta komponenta je enaka vektorju v, ostale komponente pa so enake vektorju
0. Tudi ta preslikava, ki jo imenujemo vloZitev na i-to komponento, je linearna.

Naj bodo dane linearne preslikave T; : V; — W, med vektorskimi prostori, za
vse i =1,2,...,k. Definirajmo novo preslikavo

Ty xTy x -+ xTp: Vi XxVax--- XV =Wy xWy x--- xW,
s predpisom
(Tl X T2 Xoee- XTk)(Ul,Ug,...,U;C) = (TlUl,TQUQ,...,TkUk).

Tako definirana preslikava T7 X 75 X - - - X T}, je spet linearna in jo imenujemo produkt
preslikav Ty, T, ..., T.

(10) Preslikava R — R je linearna preslikava vektorskih prostorov nad R, Ce,
in samo Ce, je dana s predpisom x — ax za neko konstanto a € R. Realen polinom
stopnje 1 (ki mu obi¢ajno pravimo tudi linearna realna funkcija) je torej linearna
preslikava vektorskih prostorov nad R le v primeru, ko je njegova vrednost v tocki
0 enaka stevilu 0.

TRDITEV 2.34. Naj bo [v1,va,...,v,] baza vektorskega prostora V nad F. Za
poljuben vektorski prostor W nad F in za poljubne izbrane vektorje wy, wa, ..., w, €
W obstaja natanko ena linearna preslikava T : V — W, za katero je Tv; = w; za
vsak 1 =1,2,...,n.
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DoxkAZ. Vzemimo poljuben vektor v € V in ga razvijmo po bazi [vq, va, . .., v,],
V= QU1 + Qa2 + + -+ + QpUy.

Zdaj definiramo
T(v) = crwy + agws + -+ + aw, € W.
S tem smo dobili preslikavo T : V — W. Lahko je preveriti, da je preslikava T
linearna in da velja Tv; = w; za vsak 1 = 1,2,...,n.
Ce je S € Lin(V, W) poljubna linearna preslikava, za katero je Sv; = w;, potem
mora za vsak vektor v = ajv; + asvy + - - + anv, € V veljati

Sv = 8(a1v1 + vy + -+ + apvy) = @1Sv1 + @2 Svy + -+ - + @, Sv,

= oqwy + agws + - + ayw, = To. O

Naj bosta V in W vektorska prostora nad F. Spomnimo se, da je mnozica WY
vseh funkcij iz V — W vektorski prostor nad F, in sicer za operaciji po tockah
(zgled 2.3(4)). Izkaze se, da je mnozica linearnih preslikav Lin(V,W) C WV za-
prta za seStevanje in za mnoZenje s skalarji, kar pomeni, da je mnozica Lin(V, W)
vektorski podprostor vektorskega prostora WV.

TRDITEV 2.35. Naj bodo U, V, W in Z vektorski prostori nad F.
(i) Za poljubni linearni preslikavi T, T' € Lin(V, W) in za poljuben skalar § € F
je vsota T +T' :V — W, dana s predpisom

(T+T)(v)=Tv+Tv

za vsak v € V, linearna preslikava, poleg tega pa je tudi produkt s skalarjem BT :
V — W, dan s predpisom

(BT)(v) = B(Tw)

za vsakv € V, linearna preslikava. Za tako definirani operaciji je mnozica Lin(V, W)
vektorski prostor nad F.

(ii) Ce sta T € Lin(V,W) in S € Lin(W, Z) linearni preslikavi, potem je tudi
njuna kompozicija

SoT:V—=Z

linearna preslikava. Za kompozicijo linearnih preslikav velja

So(T+T)=8cT+ ST,
(T+T/)OR:T0R+TIOR mn
B(SoT) = (85) o T = § o (BT)
za vse R € Lin(U,V), T,T" € Lin(V,W) in S € Lin(W, Z) ter za vsak g € F.
(iii) Ce je T € Lin(V,W) bijektivna linearna preslikava, potem je tudi njen
inverz T~ : W — V linearna preslikava.

Doxkaz. (i) Za poljubne vektorje v,v’ € V in za vsak skalar a € F velja
(T+THYv+v)=Tw+0)+T (v+0)=To+Tv +T'v+T
= (T+T1"() + (T + 1)),
(T +T)(aw) = T(aw) + T (aw) = a(Tv) + a(T'v) = a(T + T")(v),
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poleg tega pa tudi
(BT)(v+0") =B(T(v+0")) =B(Tv+Tv')
= B(Tw) + B(TV") = (BT)(v) + (BT)(v'),
(BT)(av) = B(T(av)) = fa(Tv) = a(BT)(v).
(ii) Za poljubne vektorje v,v’ € V in za vsak skalar « € F velja
(SoT)(v+v")=8(T(v+v"))=S(Tv+Tv)
=S(Tv) + S(TV') = (SoT)(v) + (S T)(v),
(SoT)(av) = S(T(aw)) = S(a(Tv)) = aS(Tv) = (S T)(v).
(iii) Za poljubne vektorje w,w’ € W in za vsak skalar a € TF velja
T (w + w') = T (T(T (w)) + T (w')))
=TT () + T @) = T (w) + T~ (),
T aw) =T " (aT(T" (w))) =T (T (aT™(w))) = T (w). O

KOMENTAR 2.36. (1) Kompozicijo SoT linearnih preslikav obi¢ajno na kratko
oznacimo z ST.

(2) Linearna preslikava T' € Lin(V, W) je monomorfizem vektorskih prostorov,
Ce je injektivna. Linearna preslikava T je epimorfizem vektorskih prostorov, ce
je surjektivna. Linearna preslikava T je izomorfizem vektorskih prostorov, ce je
bijekcija.

Vektorska prostora V in W nad F sta izomorfna, ¢e obstaja kaksen izomorfizem
vektorskih prostorov V. — W. Ni tezko preveriti, da je izomorfnost ekvivalen¢na
relacija med vektorskimi prostori. Tako refleksivnost sledi iz dejstva, da je identi¢na
preslikava linearni izomorfizem, simetri¢nost sledi iz trditve 2.35(iii), tranzitivnost
pa iz trditve 2.35(ii). Ce sta vektorska prostora V in W izomorfna, potem to
zapisemo s simbolom V & W.

(3) Endomorfizmi vektorskega prostora V so linearne preslikave V — V. Mno-
zico taksnih endomorfizmov oznacimo

End(V) = Endg(V) = Lin(V, V).

Endomorfizmom vektorskega prostora V pravimo vcasih tudi linearni operatorji na
vektorskem prostoru V. V vektorskem prostoru End(V) imamo operacijo kompozi-
cije, ki je seveda asociativna in za katero je identiteta id = idy € End(V) nevtralni
element. Ker poleg tega za kompozicijo veljajo Se lastnosti it trditve 2.35(ii), je
End(V) algebra nad F.

Avtomorfizmi vektorskega prostora V so endomorfizni V — V, ki so tudi izo-
morfizmi. Mnozico vseh avtomorfizmov vektorskega prostora V oznacimo

Aut(V) = Autp(V) = GL(V).
Mnozica Aut(V) je grupa za kompozicijo, ki jo imenujemo grupa avtomorfizmov

vektorskega prostora V.

TRDITEV 2.37. Naj bo T € Lin(V,W) linearna preslikava med vektorskima
prostoroma nad F.
(i) Za vsak vektorski podprostor U vektorskega prostora V je njegova slika

T(U) = {Tv; ve U}
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vektorski podprostor vektorskega prostora W.
(it) Za vsak vektorski podprostor Z vektorskega prostora W je njegova praslika

T-YZ)={veV; TveZ}
vektorski podprostor vektorskega prostora V.

DoKAZ. Za poljubna vektorja Tv in T’ v sliki T'(U) je njuna vsota Tv+Tv' =
T(v + v') tudi v sliki T(U), zaradi aditivnosti preslikave T. Ostalo dokazemo
podobno. ([

DEFINICIIA 2.38. Naj bo T € Lin(V, W) linearna preslikava med vektorskima
prostoroma nad F. Jedro linearne preslikave T' je vektorski podprostor

ker(T) = T-*({0}) c V
vektorskega prostora V. Slika linearne preslikave T je vektorski podprostor
im(T)=T(V)CW
vektorskega prostora W.

TRDITEV 2.39. Linearna preslikava T € Lin(V,W) med vektorskima prosto-
roma nad F je monomorfizem, ce, in samo ce, je ker(T) = {0}.

Doxkaz. Ce je T monomorfizem, je injektivna in zato je 0 € V edini vektor, ki
se preslika v 0 € W. Velja torej ker(T) = {0}. Obratno, Ce je ker(T) = {0} in ce
za vektorja v,v" € V velja Tv = Tv', potem velja T(v —v') = Tv — Tv' = 0. To
pomeni, da je v — v’ € ker(T), torej v — v’ = 0. O

VAJA 2.40. Najbo T : V — W linearna preslikava med vektorskima prostoroma
nad F in naj bo w € W dan vektor. Pokazi, da za vsak vektor v € T~ ({w}) velja
T {w}) =v+ker(T)={v+u; u€ ker(T)}.

TRDITEV 2.41. Naj bo T € Lin(V,W) linearna preslikava med vektorskima
prostoroma nad F.

(i) Ce vektorji vy, va, ..., v, €V generirajo vektorski prostor V, potem vektorji
Tvy, Tvs, ..., Tvs generirajo vektorski prostor im(T).

(ii) Ce je T monomorfizem in ce so vektorji vi,vo,..., v € V med seboj line-
arno neodvisni, potem so vektorji Tvy, Tva, ..., Tvr € W med seboj linearno neod-
VISTL.

(iii) Ce je T izomorfizem in ce vektorji vy, va, ..., v, €V sestavljajo bazo vek-
torskega prostora V, potem vektorji Tvy, Tva, ..., Tv, € W sestavljajo bazo vektor-
skega prostora W.

(iv) Ce obstaja taksna baza [vy,vs, ..., v, vektorskega prostora V, da vektorji
Tvy, Tvsg, ..., Tv, € W sestavljajo bazo vektorskega prostora W, potem je T' izomor-
fizem.

Dokaz. (i) Poljuben vektor iz slike im(7T) je oblike Twv za nek vektor v € V.
Ker vektorji vy, vs,...,vs € V generirajo vektorski prostor V, lahko zapiSemo

V= QU] + QU + - -+ + QgUs
za neke skalarje aq, s, ...,as € F, odtod pa sledi

Tv=oa1Tv1 + asTvy + -+ a;Tvs.
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(ii) Naj bodo a1, as,...,ar € F taksni skalarji, da je
arTvy + aTve + -+ + apTv, = 0.

Velja torej
T(a1v1 + agve + - -+ + agug) = 0,
a ker je jedro preslikave T trivialno, odtod dobimo
a1V + oo + - - 4 apvg = 0.
Vektorji vy, va, ..., vr so med seboj linearno neodvisni, zato sledi a; = ag = -+ =
Q. = 0.

(iii) Ta del trditve sledi direktno iz tock (i) in (ii).

(iv) Iz tocke (i) sledi, da je T epimorfizem. Dokazati moramo Se, da je T
monomorfizem. Vzemimo poljuben vektor v € ker(T') in ga zapiSimo kot linearno
kombinacijo

V= QU] + QaUg + * -+ + Qp Uy,

za neke skalarje ag, as,...,a, € F. Odtod dobimo
arTvy + asTvy + -+ -+ a,Tv, =Tv =0,

ker pa so vektorji Tvy,Tva,...,Tv, € W med seboj linearno neodvisni, sledi a; =
ag =+ =ay =0. Velja torej tudi v = 0 in zato je ker(T') = {0}. O

KOMENTAR 2.42. Naj bo T' € Lin(V, W) linearna preslikava med vektorskima
prostoroma in naj bo & = [v1,va, ..., v,] baza vektorskega prostora V. Ce vektorji
Tvy,Tvs, ..., Ty, sestavljajo bazo vektorskega prostora W, potem pravimo, da li-
nearna preslikava T preslika bazo B v bazo T(#) = [Tv1,Tvs, ..., Tv,]. Po tockah
(iii) in (iv) iz zadnje trditve je to res, ¢e, in samo ¢e, je T izomorfizem.

ZGLED 2.43. Naj bo # = [v1,va,...,v,] baza vektorskega prostora V nad F.
Preslikava [+]g : V — F”, ki vsakemu vektorju v € V priredi njegov koordinatni
vektor [v]g v bazi %, je linearna in enoli¢no dolocena s pogojem [v;]z = e; za
vsak i = 1,2,...,n. Ta preslikava torej preslika bazo % v standardno bazo &
vektorskega prostora F”, zato je po trditvi 2.41(iv) izomorfizem.

V zgledu 2.33(6) smo videli, da nam poljubna matrika A € Mat(m x n,F)
definira linearno preslikavo F" — F™_ ki vektorju v € F* = Mat(n x 1,F) priredi
matriéni produkt Av € F™ = Mat(m x 1,F). Oznac¢imo to linearno preslikavo z

L(A):F" - F™, L(A)(v) = Aw.
Izkaze se, da je tako definirana preslikava
£ : Mat(m x n,F) — Lin(F", F™), A L(A),

izomorfizem vektorskih prostorov in da produkt matrik preko tega izomorfizma
ustreza kompoziciji pripadajocih linearnih preslikav:

TRDITEV 2.44. Za vsa naravna Stevila m, n in p velja:
(i) preslikava € : Mat(m x n,F) — Lin(F", F™) je izomorfizem vektorskih pro-
storov nad T,
(it) za poljubni matriki A € Mat(m x n,F) in B € Mat(n x p,F) je
U(AB) ={(A) - ¢(B),

(Z’LZ) g(Ian) = id]Fn, ter
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(iv) matrika C € Mat(n x n,F) je obrnljiva, ce, in samo ce, je preslikava
¢(C) € Lin(F™,F™) izomorfizem, in v tem primeru je
(et = (et

Doxkaz. (i) Iz osnovnih lastnosti mnoZenja matrik direktno sledi, da je presli-
kava £ linearna. Poljubni linearni preslikavi T': F™ — F™ lahko priredimo matriko
[Tel Tey --- Ten] € Mat(m x n,F). Lahko je preveriti, da smo s tem definirali
inverz preslikave £, kar posebej pomeni, da je ¢ bijekcija.

(ii) Za poljuben vektor v € F™ velja

UAB)(v) = (AB)v = A(Bu) = {(A)(Bv) = (A)UB)(v)) = (£(A) o {(B))(v).
(iii) Za poljuben vektor v € F™ je
ULywn)(v) = Luxnv = v = idpn (v).
(iv) Ce je matrika C' obrnljiva, potem velja
idpn = £(Ixn) = £L(CC™Y) = £(C) o £(CTY),
prav tako pa tudi
idpn = £(Ixp) = L(CTIC) = £(C™1) 0 £(0),

kar pomeni, da je £(C) bijekcija z inverzom ¢(C~1).

Obratno, pa predpostavimo, da je ¢(C) izomorfizem. Tedaj je inverz £(C)~
F™ — F™ linearna preslikava, ki je po tocki (i) dana z natanéno eno matriko D €
Mat(n x n,F), torej £(D) = £(C)~*. Ker velja

U(CD) = £(C) o £(D) = £(C) o £(C) " = idpn = (T,

1.

in ker je preslikava ¢ izomorfizem, odtod sledi CD = 1,«,, zato je matrika C
obrnljiva in C~! = D. O

Glede na izomorfizem /¢ je torej vsaka linearna preslikava T : F* — F™ dana z
matriko [Te; Tey --- Te,| € Mat(m xn,F), kvadratne matrike velikosti n x n
ustrezajo endomorfizmom vektorskega prostora F”, po tocki (iv) iz trditve pa velja
tudi

L(GL(n,F)) = Aut(F™) = GL(F").
2.1.4. Dimenzija vektorskega prostora.

DEFINICIJA 2.45. Vektorski prostor V nad F je koncno-dimenzionalen, Ce ima
kaksno konc¢no urejeno bazo ali pa ¢e ima le en element. Vektorski prostor je
neskoncno-dimenzionalen, ¢e ni konéno-dimenzionalen.

ZGLED 2.46. Vektorski prostor F” je kon¢no-dimenzionalen, saj ima standardno
bazo & = [e1,eq,...,e,], ki je seveda konéna. Ce je vektorski prostor V nad F
izomorfen vektorskemu prostoru F", potem je prav tako kon¢no-dimenzionalen: v
tem primeru lahko izberemo izomorfizem T : F™ — V| po trditvi 2.41(iii) pa vektorji
Tey,Tes, ..., Te, sestavljajo kon¢no urejeno bazo vektorskega prostora V.

Vektorski prostor je kon¢no-dimenzionalen, ¢e, in samo Ce, je generiran s kaksno
svojo kon¢no podmnozico, saj po trditvi 2.28 vsako konéno neprazno podmnozico,
ki generira vektorski prostor, lahko reduciramo do baze tega vektorskega prostora.
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TRDITEV 2.47. Naj bo V koncno-dimenzionalen vektorski prostor nad F. Tedaj
obstaja natanko eno nenegativno celo Stevilo n, da je vektorski prostor V izomorfen
vektorskemu prostoru F™ nad F. Vsaka baza vektorskega prostora V je sestavljena
iz n vektorjev.

Doxkaz. Ce ima V le en sam element, potem je n = 0 in imamo izomorfizem
med V in F” = {0}. Predpostavimo zdaj, da ima V kon¢no urejeno bazo # =
[v1,v9,...,0,], kjer je n > 1. Tedaj je preslikava [«]g : V — F™ izomorfizem,
po zgledu 2.43. Preostali del trditve je posledica trditve 2.23. Res, za poljuben
izomorfizem T : V — F™ bi vektorji Tvy, Tva, ..., Tv, sestavljali bazo vektorskega
prostora F™, to pa je po trditvi 2.23 mogoce le v primeru, da je m = n. ([

KOMENTAR 2.48. (1) Ce ima vektorski prostor V bazo, ki je sestavljena iz n
vektorjev, potem Stevilu n pravimo dimenzija vektorskega prostora V. Po zadnji tr-
ditvi je dimenzija kon¢éno-dimenzionalnega vektorskega prostora enoli¢no doloc¢ena,
saj so vse njegove baze sestavljene iz enakega sStevila vektorjev. Posebej defini-
ramo, da je dimenzija vektorskega prostora z enim samim elementom enaka stevilu
0. Dimenzijo kon¢no-dimenzionalnega vektorskega prostora V nad F oznac¢imo z

dimV = dimp V € NU {0}.

Seveda velja dimp(F™) = n. Po zadnji trditvi je vsak konéno-dimenzionalen vek-
torski prostor V nad F izomorfen vektorskemu prostoru F4mV,

V }FdimV'

Ta izomorfizem je odvisen od izbire baze vektorskega prostora V.

Posebej torej vidimo, da sta dva kon¢no-dimenzionalna vektorska prostora nad
F izomorfna, ¢e, in samo Ce, imata isto dimenzijo.

(2) Z izbiro baze Z vektorskega prostora V nad F dobimo izomorfizem [+]z :
V — F™ preko katerega racunanje v vektorji v V prevedemo na racunanje s ko-
ordinatami teh vektorjev v bazi 4. Vektorski prostori pa pogosto nimajo vnaprej
izbrane baze, pa tudi ¢e jo imajo, je morda za racunanje primernejsa kaksna druga
baza. Smiselno je torej obvladati racunanje v poljubni bazi in poznati zvezo med
rezultati izracuna v dveh razliénih bazah.

(3) Poljuben izomorfizem T : F" — V vektorskih prostorov nad F preslika

standardno bazo & = [e1, ea,...,e,] vektorskega prostora F" v bazo
%T = [Tel,Teg7 N ,Ten}
vektorskega prostora V. Pri tem je torej T—! = [+]%,, zato je res tudi obratno,

torej da je izomorfizem T dolocen z izbiro baze %r. Vidimo torej, da smo s tem
dobili naravno bijektivno preslikavo med izomorfizmi vektorskih prostorov F™* — V
in bazami vektorskega prostora V:

{izomorfizmi F" — V} + {baze vektorskega prostora V}
T~ [Te1,Tes,...,Te,]
V posebnem primeru, ko je V = F™, imamo torej bijektivno preslikavo:
GL(n,F) <> {baze vektorskega prostora F"}
P+ [Pey, Pey,. .., Pe,]

Pri tem lahko opazimo, da so vektorji Pej, Pes, ..., Pe, ravno stolpci v matriki P,
torej P = [Pel Pey --- Pen].
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Za poljubno bazo B = [vy,vs,...,v,] vektorskega prostora V pripadajoéi izo-
morfizem ([+]%)~! : F* — V preslika standardno bazo & v bazo %. Véasih ozna-
¢imo enostavno ([«]z) ™t = [v1,va,...,v,]. Velja torej [v1, vz, ..., v,]([v]z) = v za
vsak v € V, in posebej [v1,va,...,v,](e;) =v; za vse j =1,2,...,n.

(4) Dimenzija vektorskega prostora je odvisna od izbranih skalarjev. Na primer,
ker je vsako realno stevilo tudi kompleksno stevilo, je vsak kompleksen vektorski
prostor V hkrati tudi realen vektorski prostor, saj mnozenje s skalarji v V lahko
zozimo na realne skalarje. Pri tem pa velja

dimR V=2 dim(c V.

Ce namreé vektorji v1,vs, ..., v, sestavljajo bazo kompleksnega vektorskega pro-
stora V, potem vektorji vy,ivy, va,ivs, ..., vy, v, sestavljajo bazo realnega vektor-
skega prostora V. Drugacen primer je realen vektorski prostor R, ki ima dimenzijo
nad realnimi skalarji enako stevilu 1, je pa hkrati tudi neskon¢no-dimenzionalen
vektorski prostor nad Q.

ZGLED 2.49. (1) Vektorski prostor F[t] ima bazo, sestavljeno iz polinomov
1,t,t2,...,t%, zato je dimF,[t] = s + 1.

(2) Standardna bazna matrika je matrika, ki ima eno od komponent enako
stevilu 1, vse ostale njene komponente pa so enake stevilu 0. Takih standar-
dnih baznih matrik velikosti m X n je mn in sestavljajo bazo vektorskega prostora
Mat(m x n,F). Vektorski prostor Mat(m x n,F) je torej konéno-dimenzionalen in
dim Mat(m x n,F) = mn.

TRDITEV 2.50. Naj bo V koncno-dimenzionalen vektorski prostor nad F dimen-
zije n.

(i) Ce vektorji vy, vs, ...,vs € V generirajo vektorski prostor V, potem je s > n.

(ii) Ce vektorji vy, va,...,v, € V generirajo vektorski prostor V, potem tudi
sestavljajo bazo vektorskega prostora V.

(iii) Ce so vektorji vi,va,...,vx € V v vektorskem prostoru V med seboj line-
arno neodvisni, potem je k < n.

(iv) Ce s0 vektorjivy,va, ..., v, €V vvektorskem prostoruV med seboj linearno
neodvisni, potem sestavljajo bazo vektorskega prostora V.

Doxkaz. Ker je vektorski prostor V izomorfen vektorskemu prostoru F”, je
trditev dovolj dokazati za primer V = F™. V tem primeru pa trditev sledi direktno
iz trditev 2.11,2.16 in 2.23. ([l

PosLEDICA 2.51. Naj bo V koncno-dimenzionalen vektorski prostor nad F in
naj bo U njegov vektorski podprostor. Tedaj velja:
(i) wvektorski prostor U je koncno-dimenzionalen,
(ii) dimU < dimV, in
(iii) ¢e je dimU = dimV, potem je U = V.
DoxkAz. Ce so vektorji ui,us, ..., u; € U med seboj linearno neodvisni v vek-

torskem prostoru U, potem so med seboj linearno neodvisni tudi v vektorskem
prostoru V. Odtod sledita tocki (i) in (ii). Tocka (iii) sledi iz trditve 2.50(iv). O

KOMENTAR 2.52. (1) Naj bo V konéno-dimenzionalen vektorski prostor nad F
dimenzije n. Za vsak vektor vyp € V in za vsak vektorski podprostor U dimenzije k
vektorskega prostora V oznacimo

’U0+U:{’U()+U;UGU}CV.
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Podmnozicam vektorskega prostora V taksne oblike pravimo afini podprostori di-
menzije k vektorskega prostora V nad F. Afin podprostor je vektorski podprostor,
¢e, in samo ce, vsebuje vektor 0.

Za poljubno linearno preslikavo T € Lin(V, W) med koné¢no-dimenzionalnima
vektorskima prostoroma nad F in za vsak vektor w € W je podmnozica T~ ({w})
afin podprostor vektorskega prostora V. Za poljuben v € T~}({w}) je namreé
T7{w}) = v + ker(T) (vaja 2.40). Posebej je torej mnoZica resitev sistema line-
arnih enacb za n neznank iz F afin podprostor vektorskega prostora F™.

(2) Afini podprostori dimenzije 1 vektorskega prostora R?® so natanko vse pre-
mice v R3. Vektorski podprostori dimenzije 1 vektorskega prostora R? so natanko
vse premice v R3, ki gredo skozi izhodisce.

Afini podprostori dimenzije 2 vektorskega prostora R? so natanko vse ravnine
v R3. Vektorski podprostori dimenzije 2 vektorskega prostora R? so natanko vse
ravnine v R3, ki gredo skozi izhodisce.

(3) Naj bo V realen kon¢no-dimenzionalen vektorski prostor nad F dimenzije
n. Afinim podprostorom dimenzije 1 vektorskega prostora V pravimo tudi premice
v vektorskem prostoru V, afinim podprostorom dimenzije 2 vektorskega prostora V
pa pravimo tudi ravnine v vektorskem prostoru V. Afinim podprostorom dimenzije
n — 1 vektorskega prostora V pravimo tudi hiperravnine v vektorskem prostoru V.

Ena od posledic trditve 2.50 je tudi ta, da lahko v konc¢no-dimenzionalnem
vektorskem prostoru medsebojno linearno neodvisne vektorje vedno dopolnimo do
baze:

PoOSLEDICA 2.53. Naj bo V koncno-dimenzionalen vektorski prostor nad F di-
menzije n > 1 in naj podmnoZica O C V generira vektorski prostor V. Ce so

vektorji v1,vs,...,vx € V v vektorskem prostoru V med seboj linearno neodvisni,
potem obstajajo taksni vektorji viy1,Vit2,- .-,y € O, da vektorji
V1,02, ...,V V41, Vk42,-..,Un

sestavljajo bazo vektorskega prostora V.

DokAz. Vektorje vgi1,Vgt2,-..,0, € O izberemo rekurzivno in sicer tako, da
za vsak 7 =1,2,...,n — k izberemo poljuben vektor

Vg+j € O\Span{vl, ey Uy U1y e - - ;Uk+j—1}-

To lahko storimo, saj je mnozica O~ Span{vy, ..., Uk, Vk+1, ..., Vk+j—1} Neprazna:
¢e bi namre¢ veljalo O C Span{vi, ..., Vg, Ukt1,. .-, Vk+j—1}, bi odtod sledilo

V = Span(O) C Span(Span{vi, ..., vk, Vkt1,- .., Vgtj—1})
= Span{vi, ..., Uk, Ugt1, .-+, Ukj—1}s

kar pa ni mogoce zaradi trditve 2.50(i). Po trditvi 2.18 so tako konstruirani vektorji

V1ye ey Uky Vptd, - - - , U, ed seboj linearno neodvisni, iz trditve 2.50(iv) pa sledi, da
sestavljajo bazo vektorskega prostora V. O
ZGLED 2.54. (1) Naj bodo vektorji v, va,...,vr € F™ med seboj linearno ne-

odvisni. Zelimo jih dopolniti do baze prostora F". Matrika

A:[vl Vg v vk]
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ima rang enak Stevilu k, zato ima neko nenicelno (k x k)-poddeterminanto. Recimo,

da so i1,19,...,1 taksni paroma razli¢ni indeksi vrstic, da je
det(subgiy iy, ..ix} 1,2,....k} (4)) # 0.
Zdaj naj bodo p1,pa,...,pn—k tista naravna Stevila, za katera je {i1,i2,... i} U

{p1,p2, -y Pn—r} ={1,2,...,n}. Nise tezko prepricati, da je tedaj determinanta
matrike

['Ul V2 v Uk €p €p, epn—k]

nenicelna, zato vektorji

V1,V25 -+ 3 Vks;€p15€poy---5€p,, 4

sestavljajo bazo vektorskega prostora F".
(2) Dana sta vektorja u = (1,2,0) in v = (1,2,1) v R3. Za matriko

1 1
A:[u v]:22
0 1

je det(subgq 3141,21(A)) = 1, zato sta vektorja u in v med seboj linearno neodvisna.
Vzemimo w = e3 = (0,1,0). Po formuli za razvoj determinante po tretjem stolpcu
sledi, da je det [u v w} =% 0, zato vektorji u,v,w sestavljajo bazo vektorskega
prostora R3.

POSLEDICA 2.55. Naj bo T € Lin(V,W) linearna preslikava med vektorskima
prostoroma nad F, pri cemer je vektorski prostor V koncno-dimenzionalen. Naj
bo U wvektorski podprostor vektorskega prostora V in naj bo Z vektorski podprostor
vektorskega prostora W. Tedaj velja:

(i) wvektorski prostor im(T) je koncno-dimenzionalen,
) dim7T'(U) < dim U,
ii) ce je T monomorfizem, potem je dimT'(U) = dim U,
) ¢e je T epimorfizem, potem je dimT~1(Z) > dimZ, in
) v

v) ce je T izomorfizem, potem je dim T~ *(Z) — dimZ.
Doxkaz. Trditev je direktna posledica trditve 2.41 in trditve 2.50. d
VaJA 2.56. Naj bodo V1,Vs, ...,V kon¢no-dimenzionalni vektorski prostori

nad F. Pokazi, da je tedaj tudi vektorski prostor V; x Vg5 x --- x Vi koncno-
dimenzionalen in da velja

d1m(V1 X V2 X oo X Vk) = dll’IlVl +d1mV2 + - —|—d1ka

2.1.5. Presek, vsota in direktna vsota podprostorov. Naj bosta U in W
vektorska podprostora vektorskega prostora V nad F. Tedaj je presek podprostorov

unw
vektorski podprostor vektorskih prostorov V, U in W. Mnozica
U+W={ut+w; uel, weW}

je vektorski podprostor prostora V, ki ga imenujemo vsota podprostorov U in V.
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Definicijo preseka in vsote vektorskih podprostorov lahko posplosimo: Naj bo
(V;)iez druZina vektorskih podprostorov vektorskega prostora V, indeksirana z in-
deksno mnozico Z. Tedaj je presek podprostorov

Vi
iel
spet vektorski podprostor vektorskega prostora V. Mnozica
ZVZ :{01+U2+"'+’UP ; pEN7 V1,02, ...,Up S UVZ}
i€T =
je vektorski podprostor prostora V, ki ga imenujemo wvsota podprostorov (V;)cz.
Vsota ) ;.7 Vi je najmanjsi vektorski podprostor vektorskega prostora V, ki ima
vse vektorske podprostore V;, i € Z, za svoje podmnozice, torej
ZVZ- = Span(U V,).
i€l €T

Ceje T =1{1,2,...,k}, potem zapisemo tudi

k
ﬂvi: ﬂvizvlmvm---mv,~c
ieT i=1
in
k
DVi=> Vi=Vi+ Vot 4V
ieT i=1
VaJA 2.57. Pokazi, da za poljubne vektorje vy,va,...,vx € V iz vektorskega
prostora V velja Span{vy,va,..., v} = Fvg + Fuy + -+ 4+ Fug, kjer smo oznadili

Fu; = Span{v; } za vsak i.

TRDITEV 2.58. Za poljubna vektorska podprostora U in W koncno-dimenzi-
onalnega vektorskega prostora V nad F velja

dim U + dim W = dim(U + W) + dim(U N W).

DokAz. Izberimo bazo [v1,ve,...,v,]| vektorskega podprostora U N'W, ki jo
nato lahko z vektorji uy, us, ..., ur € U dopolnimo do baze vektorskega prostora U,
z vektorji wy,we, ..., ws € W pa do baze vektorskega prostora W. Vektorji

V1,02,...,Up, UL, U2, ..., Uk, W1, W2,...,Ws

zdaj sestavljajo bazo vektorskega prostora U+ W. Res, ocitno ti vektorji generirajo
vektorski prostor U + W. Dokazati moramo se, da so tudi med seboj linearno
neodvisni. Naj bodo a,...,0p,51,...,Bk:71,---,7s € F taksni skalarji, da je

a1v1 + - apup + frug 4 -+ Bru + yiwr + - A Ysws = 0.

Oznacimo Se v = oyv1 +- -+ Qpvp, U = frur +- - -+ Brug in w = yywy 4+ - - +ysws.
Tako velja v +u + w = 0, in ker je v +u € U, odtod sledi w € U. Ker je hkrati
w € W, sledi torej w € UNW. Na simetri¢en nacin pokazemo, da je tudi u € UNW.
Velja torej v,u,w € UNW.

Vektor u je linearna kombinacija vektorjev wy,uso, ..., ur, a ker lezi v preseku
UNW, ga lahko zapisemo tudi kot linearno kombinacijo vektorjev vy, vs,...,vp. Ti
dve linearni kombinaciji si morata biti enaki, saj vektorji v, va, ..., vp, u1, U2, ..., Uk

sestavljajo bazo vektorskega prostora U, to pa je mogoce le, e sta obe ti dve linearni
kombinaciji trivialni, zato je 1 = -+ = B = 0 in u = 0. Na simetric¢en nacin spet
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lahko vidimo, da velja y; = -+ =5 = 0 in w = 0. Odtod sledi tudi v = 0, in ker so
vektorji vy, v2, ..., v, med seboj linearno neodvisni, velja tudi oy = --- = o, = 0.
Za konec dokaza le preberemo dimenzije,

dimU+dimW=(p+k)+(p+s)=@p@+k+s)+p
= dim(U + W) + dim(U N W). O

Naj bosta U in W vektorska podprostora vektorskega prostora V nad F. Ce
velja U+ W =V in hkrati UNW = {0}, potem pravimo, da je vektorski prostor V
direktna vsota svojih vektorskih podprostorov U in W, in to s simbolom zapiSemo

V=UpW.

Ce to velja, potem tudi pravimo, da sta si vektorska podprostora U in W komple-
mentarna v vektorskem prostoru V. Lahko bi tudi rekli, da je tedaj v vektorskem
prostoru V vektorski podprostor U komplementaren vektorskemu podprostoru W,
ali ekvivalentno, da je vektorski podprostor W komplementaren vektorskemu pod-
prostoru U.

To definicijo lahko nekoliko posplosimo. Naj bodo Vi,Vs, ..., Vi vektorski
podprostori vektorskega prostora V. Ce velja Vi 4+ Vo 4 -+ +V;, = V in hkrati
Vin(Vi+ -4+ Vi1 + Vg + -+ Vi) = {0} za vsak @ = 1,2,...,k, potem
pravimo, da je vektorski prostor V direktna vsota svojih vektorskih podprostorov
V1,Va, ...,V in to s simbolom zapiSemo

V=Vi®Va®: - V.
Ce je k = 2, se ta definicija seveda ujema z definicijo direktne vsote dveh
podprostorov. V posebnem primeru, ko je k = 1, se dogovorimo, da je vsak vektor-

ski prostor V tudi direktna vsota enega samega svojega vektorskega podprostora,
namre¢ podprostora V.

TRDITEV 2.59. Vektorski prostor V nad F je direktna vsota svojih vektorskih
podprostorov V1,Va, ..., Vg, ce, in samo ce, za vsak vektor v € V obstaja natanko
ena urejena k-terica (v1,va,...,v;) € Vi X Vo X -+ X Vi, za katero je

vV=v1+v2+ -+ V.

KOMENTAR 2.60. S predpisom (v1,va,...,v5) — v1 +v2+ - -+ v je definirana
linearna preslikava vektorskih prostorov Vi x Vo x - - - x Vi — V. Trditev nam pove,
da je ta preslikava izomorfizem, ce, in samo Ce, velja V=V, & Vs & --- B V.

Dokaz. NajboT : Vi xVyx---xVj — V linearna preslikava, dana s predpisom
T(v1,v2,...,V%) =01 + V2 + -+ Vg

Predpostavimo najprej, da je vektorski prostor V direktna vsota vektorskih
podprostorov Vi, Vs, ..., Vi. Ker je tedaj V = Zle V;, je preslikava T surjektivna.
Ce je (v1,v2,...,v;) € ker(T), velja vy 4+ vy + - +vp = 0. Za vsak i je tedaj
Vi = —Up — -+ —Vj_1 — Vjp1 — -+ — Uk, odtod pa sledi

v, eVin(Vi+-+ Vi1 + Vg + -+ V) = {0}

in torej v; = 0. S tem smo dokazali, da je jedro linearne preslikave T trivialno, zato
je T tudi injektivna.

Obratno, zdaj predpostavimo, da je preslikava T izomorfizem. Ker je preslikava
T surjektivna, sledi V = Zle V;. Naj bo

UEviﬁ(V1+"‘+Vi_1+Vi+1+"'+vk).
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Vektor v torej lahko zapisemo kot vsoto v = uy + - + w;—1 + uj41 + - - - + ug, kjer
je uj € V; za vsak j # 1. Posebej to pomeni, da je

T(U1, sy Ui—1, =V, Uit 1, - - ,Uk) =0,
iz injektivnosti preslikave T pa sledi v = 0. Dokazali smo torej, da za vsak i velja

Vin(Vi+--+ Vi1 + Vi +---+ V) = {0} O

Vaja 2.61. (1) Pokazi, da nenicelni vektorji vy, va,...,v, € V sestavljajo bazo
vektorskega prostora V, ¢e, in samo ¢e, je vektorski prostor V direktna vsota svojih
vektorskih podprostorov Fuy, Fus, ..., Fu,.

(2) Naj bo konéno-dimenzionalni vektorski prostor V direktna vsota svojih vek-
torskih podprostorov Vi, Vs, ..., Vi. Tedaj velja

dimV =dimV; +dim Vg + - - - 4+ dim V.
(@) () (i)

Ceje [v37,v57, ..., vn, | baza vektorskega prostora V;, za vsak i = 1,2,..., k, potem
je
1 2 k
[vi ),...,vgll),vg %...,vﬁ?,...,v% ),...,U,Sli)]

baza vektorskega prostora V.

(3) Naj bosta U in W vektorska podprostora vektorskega prostora V. Prepricaj
se, da je V=U® W, ¢e, in samo ce, je V=W & U.

(4) Naj bodo V1, Vs, V3 vektorski podprostori vektorskega prostora V. Dokazi,
da je V= V1 EBVQ 69V37 ée, in samo ée, Velja V1 +V2 = V1 EBVQ inV= (V1 @VQ)@VB

TRDITEV 2.62. Naj bo V koncno-dimenzionalen vektorski prostor nad F in U
njegov vektorski podprostor. Tedaj obstaja vektorski podprostor W wvektorskega pro-
stora V, ki je komplementaren vektorskemu podprostoru U v wvektorskem prostoru
V, torej V=U @ W.

DokAz. Izberimo bazo [ug,us, ..., up] vektorskega prostora U, jo dopolnimo
do baze vektorskega prostora V z vektorji wi,ws,...,wn—p € V, in vzemimo W =
Span{wi, wa, ..., Wn_p}. O

ZGLED 2.63. Naj do ¥ ravnina v R3, ki gre izhodis¢e. Komplementarni vek-
torski podprostori vektorskega prostora ¥ so premice v R3, ki gredo skozi izhodisce
in ki niso vzporedne ravnini 3.

TRDITEV 2.64. Naj bosta V in W vektorska prostora nad F. Predpostavimo, da

je vektorski prostor V direktna vsota svojih vektorskih podprostorov Vi,Va, ..., Vg,
torej V.=V, & Vo @ --- & V. Za poljubne linearne preslikave T; : V; — W,
1=1,2,...,k, tedaj obstaja natanko ena taksna linearna preslikava T : V — W, da

je Tlv, =T; za vsak i. Za poljuben vektor v € V je
Tv="Tvy +Tovg + -+ Tpvg,

kjer je (v1,ve,...,v;) € Vi XVa X - xVy, tista enolicno dolocena k-terica vektorjev,
za katero velja v = vy +vg + - - 4+ V.

Doxkaz. Ni tezko preveriti, da je s predpisom iz trditve definirana linearna
preslikava z zelenimi lastnostmi. Po drugi strani pa je predpis iz trditve posledica
linearnosti preslikave T' in zahteve, da velja Ty, = T; za vsak i, zato je linearna
preslikava, ki zadosca tej zahtevi, ena sama. (I
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ZGLED 2.65. Naj bosta V in W vektorska prostora nad F. Predpostavimo, da
je vektorski prostor V direktna vsota svojih vektorskih podprostorov Vi, Vs, ..., Vg,
torej V=V ®&Vo®---® Vg, in da je tudi vektorski prostor W direktna vsota svojih
vektorskih podprostorov Wy, W, ... , Wy, toref W =W; GWs @ --- & Wy.

Naj bodo T; € Lin(V;, W;) linearne preslikave, za vse i = 1,2, ..., k. Po prejsnji
trditvi obstaja natanko ena linearna preslikava T : V — W, za katero velja T'|y, =
T; : V; = W; C W. To linearno preslikavo oznac¢imo tudi

e @ BT :VidVod--- &V, =W OWo B --- & Wy,

in jo imenujemo direktna vsota linearnih preslikav 17,75, ..., Ty. Za poljuben vek-
tor v € V velja torej

(T ® - @T)v=Tiv, + Tovg + - -+ + Thug,

kjer je (v1,va,...,vk) € V1 X Vo X -+ X Vj, tista k-terica vektorjev, za katero velja
v=v1 +v2+-+ Vg
Ce je S € Lin(V, W) poljubna linearna preslikava, za katero velja S(V;) C W;
za vsak 7, potem velja
S=5®5® P Sk,
kjer je linearna preslikava S; € Lin(V;, W;) dana z zozitvijo S
za vsak 1.

Vi:V,‘-)WiCW,

2.1.6. Rang in defekt linearne preslikave. V prvem poglavju smo med
drugim spoznali pojem ranga matrike in se naucdili, kako se rang matrike izracuna.
Naslednja trditev nam da geometrijsko interpretacijo ranga matrike:

TRDITEV 2.66. Za vsako matriko A € Mat(m x n,F) je

rank(A4) = dim(im(¢(A))).

DokAz. Ker standardni bazni vektorji e, eo,...,e, sestavljajo bazo vektor-
skega prostora F", trditev 2.41(i) pove, da slike £(A)ey, (A)es, ..., L(A)e, generi-
rajo vektorski prostor im(¢(A)). Spomnimo se, da je £(A)e; = Ae; = A,; za vsak
i=12,...,n.

Po trditvi 1.80 ima matrika A vsaj eno nenicelno (r x r)-poddeterminanto,
r = rank(A4). Obstajajo torej naravna stevila 1 < 43 < ip < -+ < 4, < m in
1 <51 <jo < <jr <n, da velja

det(sub{il7i27---7i7‘}{jl1j27~~-7j7‘}(A)) # 0.
Po trditvi 2.16 sledi, da so stolpci A.j, , A.js,, - - ., A.j, med seboj linearno neodvisni.
Ker je vsaka ((r 4+ 1) x (r + 1))-poddeterminanta matrike A enaka Stevilu 0, spet
po trditvi 2.16 sledi, da je poljubnih r + 1 stolpcev matrike A med seboj linearno
odvisnih. Po trditvi 2.26 odtod sledi, da stolpci A.j,, A.j,, - . ., A.j, sestavljajo bazo
vektorskega prostora im(£(A)). O

Zadnja trditev nam je motivacija za naslednjo definicijo:

DEFINICLJA 2.67. Naj bo T € Lin(V, W) linearna preslikava med vektorskima
prostoroma nad F, pri cemer je vektorski prostor V konéno-dimenzionalen. Rang
linearne preslikave T je stevilo

rank(7) = dim(im (7)),
defekt linearne preslikave T pa je Stevilo
null(7T) = dim(ker(T)).
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Med rangom in defektom linearne preslikave je tesna zveza:

TRDITEV 2.68. Naj bo T € Lin(V,W) linearna preslikava med vektorskima
prostoroma nad F, pri cemer je vektorski prostor V' koncéno-dimenzionalen. Naj bo U
komplementaren vektorski podprostor vektorskega podprostora ker(T') v vektorskem
prostoru V. Tedaj je zoZitev

Tly: U—im(T)
izomorfizem vektorskih prostorov in velja
dimV = rank(T) 4+ null(7T).

Dokaz. Velja torej V = Udker(T). To posebej pomeni, da je Unker(T) = {0},
zato je ker(T'|y) = {0}. Poljuben vektor iz slike im(7") je oblike T'v za nek vektor
v € V, ki ga na en sam nacin lahko zapiSsemo kot vsoto

v=u+7,
kjerjeu € Uin v’ € ker(T'). Odtod sledi Tv = Tu+Tv' = T, zato je Tv € im(T|y).
S tem smo dokazali, da je im(7T|y) = im(T). O

KOMENTAR 2.69. Defekt poljubne matrike A € Mat(m x n,F) definiramo kot
null(A) = n — rank(A) = dim(ker(4(A))) = null(¢(A)).

ZGLED 2.70. (1) Naj bo AX = 0 homogen sistem m linearnih enacb za n
neznank. MnozZica resitev tega sistema je vektorski podprostor ker(4(A)) dimenzije
n—rank(A). Ce jerank(A) = n, ima sistem eno samo resitev X = 0. Predpostavimo
zdaj, da je rank(A) < n. Kot obiajno oznac¢imo X = (z1,z2,...,2,), in naj
bodo p1,pa, ..., pn_r indeksi natanko tistih stolpcev v matriki A, v katerih A nima
pivotov, r = rank(A). Kot vemo iz izreka 1.46, lahko neznanke

LpisLpgy -y Lp,_,

vzamemo za proste parametre, vrednosti ostalih neznank pa so z izbiro vrednosti
teh prostih parametrov enolicno dolocene. Za vsak j =1,2,...,n — 7 imamo torej
natanko eno resitev X 9) sistema AX = 0, za katero je

SU‘b{PLPz ,,,,, pn_r}{l}(X(j)) = ej.

Vektorji X1, X2 X7 gestavljajo bazo vektorskega prostora reSitev sis-
tema AX = 0.

(2) V vektorskem prostoru Rs[t] realnih polinomov stopnje najve¢ 2 imamo
standardno bazo [1,t,t?] in njej pridruZeni izomorfizem vektorskih prostorov ¥ :
R3 — Ry[t], dan s predpisom We; = 1, Wey = t in Wez = t2, oziroma ¥(a,b,c) =
a+ bt + ct?.

Naj bo linearna preslikava T : Ry[t] — R dana s predpisom

() = 70) - )

Realen polinom f(t) = a + bt + ct?> = ¥(a, b, ¢) je v jedru preslikave T, ¢e, in samo
ce, velja

df
Cdt

f(0) ()=a-b—2c=0.
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Dobili smo torej eno homogeno linearno enacbo za tri realne neznanke a,b,c. Ce
izberemo vrednosti neznank b in ¢ poljubno, je s tem vrednost neznanke a enoli¢no
dolocena. Po zgledu (1) vektorja

(1,1,0), (2,0,1)

sestavljata bazo vektorskega prostora U vseh resSitev homogene linearne enacbe
a—b—2c = 0 v vektorskem prostoru R3. Ker je ¥ izomorfizem, ker je ¥(U) = ker(T')
in ker velja U(1,1,0) = 1+t ter ¥(2,0,1) = 2 + ¢2, odtod sledi, da je

[1+¢,2+¢%
baza vektorskega prostora ker(T).

TRDITEV 2.71. Naj bo T € Lin(V,W) linearna preslikava med vektorskima
prostoroma nad F, pri cemer je vektorski prostor V koncno-dimenzionalen, in naj
bosta ¥ € Lin(U,V) ter © € Lin(W, Z) izomorfizma vektorskih prostorov. Tedaj
velja

(i) im(©TY) = O(im(T)),
(i) ker(©TV) = ¥~ (ker(T)),

(iii) rank(©T¥) = rank(T) in

(iv) null(©@TW) = null(T).

Dokaz. (i) Ce je z € im(OTW), je 2 = OT¥u za nek vektor v € U. Odtod
sledi, da je T%u € im(T) in zato je z € O(im(7T)). Obratno, vsak vektor 2’ €
O(im(T')) je oblike 2 = ©Tv za nek v € V, odtod pa sledi, da je 2’ € OT¥ (¥~ 1v) €
im(0TV).

(ii) Ce je u € ker(OTV), sledi T(¥u) = O~H(OTVu) = ©710 = 0, zato je res
Yu € ker(T). Obratno, ¢e je u' € U~t(ker(T)), to pomeni, da je T(Vu') = 0 in
zato ©TTu' = 0.

Todki (iii) in (iv) sta posledici to¢k (i) in (ii) ter posledice 2.55. O

Tudi relacijo ekvivalence matrik lahko na naraven nacin posploSimo na linearne
preslikave. Naj bosta T € Lin(V,W) in S € Lin(U,Z) linearni preslikavi med
vektorskima prostoroma nad F. Linearna preslikava S je ekvivalentna linearni
preslikavi T', ¢e obstajata taksna izomorfizma vektorskih prostorov ¥ € Lin(U, V)
in © € Lin(W, Z), da je

S =0TV.

Ni tezko preveriti, da je tako definirana ekvivalenca linearnih preslikav ekvivalen¢na
relacija.

TRDITEV 2.72. Naj bosta T € Lin(V,W) in S € Lin(U, Z) linearni preslikavi
med koncno-dimenzionalnima vektorskima prostoroma nad F. Linearni preslikavi
T in S sta si ekvivalentni, ce, in samo ce, velja dimU = dimV, dimZ = dimW in

rank(7) = rank(S).

Dokaz. Po trditvi 2.71(iii) imata med seboj ekvivalentni linearni preslikavi isti
rang. Dokazimo sedaj Se obratno. Predpostavimo, da je r = rank(S) = rank(T).
Oznadimo n = dimV = dim U, m = dimW = dim Z in d = null(T). Po trditvi 2.68
je tedaj tudi d = n —r = null(S).

Izberimo bazo [u1, uz, ..., uq) jedra ker(S) in jo dopolnimo do baze vektorskega
prostora U z vektorji ugt1, gy1, - - ., u, € U. Izberimo Se bazo [v1,vs,...,v4] jedra
ker(T), in to bazo dopolnimo do baze vektorskega prostora V, denimo z vektorji
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Va1, Vd+2, - - -, Un € V. Zdaj definiramo izomorfizem ¥ € Lin(U, V) na bazi s pred-
pisom

\Ifu]' = Uy
za vse j = 1,2,...,n. Ker smo podali predpis za linearno preslikavo ¥ : U — V

na vektorjih iz baze vektorskega prostora V, je linearna preslikava ¥ s tem eno-
licno doloc¢ena (trdtev 2.34). Ker linearna preslikava U preslika bazo v bazo, je
izomorfizem (trditev 2.41(iv)).

Oznac¢imo w; = Tvgy; € W in z; = Sugy; € Z, za vsa naravna Stevila ¢ <

r = n—d. Vektorski podprostor Vi = Span{vg+1,V4+2, .-,V } je komplementaren
jedru ker(T) v vektorskem prostoru V, zato je po trditvi 2.68 zozitev T'|y, : V1 —
im(7') izomorfizem. Odtod sledi, da je [w1,wa, ..., w,] baza slike im(7T"). To bazo
dopolnimo do baze vektorskega prostora W z vektorji wyi1,wyy2,...,w, € W.
Podobno vidimo, da je [z1, 29, . . ., 2] baza slike im(.S). To bazo dopolnimo do baze
vektorskega prostora Z, recimo z vektorji z,41,2r42,...,2m € Z. Zdaj definiramo
izomorfizem © € Lin(W,Z) na bazi s predpisom
611)7; = Z;
za vse i = 1,2,...,m. Kot prej linearna preslikava ¥ je tudi linearna preslikava ©

enoli¢no doloc¢ena z vrednostmi na bazi in je izomorfizem, ker preslika bazo v bazo.
Zdaj je vsak j =1,2,...,d

@T‘I”U,j = @T’Uj =00=0= Suj7
zaj=d+1,d+2,...,n pa velja
@T\Iluj = @T’Uj = @wj,d =Zj—d = SUj.

Linearni preslikavi ©T'¥ in S se torej ujemata na vektorjih iz baze [uy, ua, ..., uy]
vektorskega prostora U, zato sta si enaki (trditev 2.34). ([

2.1.7. Koordinatna matrika linearne preslikave. Naj bo T € Lin(V, W)
linearna preslikava med kon¢no-dimenzionalnima vektorskima prostoroma nad TF,

in naj bon = dimV > 1 ter m = dimW > 1. Izberimo bazo & = [v1,va,...,Vs]
vektorskega prostora V in bazo B’ = [wy, ws, . .., w,,] vektorskega prostora W.
Spomnimo se, da nam baza % doloca izomorfizem vektorskih prostorov
[. ]gg 'V — Fn,
ki je enoliéno dolo¢en na bazi s predpisom [v;]z = e; za vse j = 1,2,...,n. Za

poljuben v € V je [v]g koordinatni vektor vektorja v v bazi %, torej stolpec,
katerega komponente dobimo z razvojem po bazi

v= ([U]@)uvl + ([U]%)21v2 o (M@)mvn'
Zdaj bomo pokazali, da na podoben nac¢in lahko linearni preslikavi T" priredimo
koordinatno matriko v bazah % in %’.
Za poljuben j =1,2,...,n razvijmo vektor T'v; po bazi #’. Imamo torej
ij = a1;W1 + ag;W2 + -+ + AW,

za natanko dolocene skalarje aij,az;,...,am; € F. Koordinatna matrika linearne
preslikave T' v bazah % in %’ je matrika

[T)%, € Mat(m x n,TF)

s komponentami
B
([T1%),; = aij
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zavse i = 1,2,...,min vse j = 1,2,...,n. Stolpci koordinatne matrike [T]%, so
torej koordinatni vektorji vektorjev Tv; v bazi %',
[11% = [[Tvile ([Tvide - [Tuls].

TRDITEV 2.73. Naj bodo V, W in Z koncno-dimenzionalni vektorski prostori
nad F pozitivnih dimenzij, naj bo % baza vektorskega prostora V, naj bo 9B’ baza
vektorskega prostora W in naj bo %" baza vektorskega prostora Z. Za poljubni
linearni preslikavi T € Lin(V,W) in S € Lin(W, Z) velja:

B B 1B
[ST]%N = [S]gg// [T]%/
Poleg tega za vsak vektor v € V wvelja:
[T = [T)% [v]
Koordinatna matrika idv]% identicne preslikave idy je identicna matrika.
Dokaz. Oznadimo B = [v1,va,...,v,] in B’ = [wy,ws,. .., wy]. Komponente

koordinatnega vektorja [Tv]g vektorja Tv po bazi %’ dobimo z razvojem po bazi

m

Tv = Z ([Tv]gg/)ilwi,

i=1
po drugi strani pa lahko izrac¢unamo

To= T(i (W));103) = ]Z: (IWl@),,Tv;
=3 (Fle) 3 (715
-3 (3 ), ), )
= S (012 bls)

Odtod sledi, da mora veljati ([Tv]e ), = ([T1%[v]z), za vsak i. S tem smo
dokazali drugo enakost iz trditve.

Prva enakost iz trditve zdaj sledi s trikratno uporabo pravkar dokazanega, saj
za vsak v € V velja

(5% [11% [v)2 = [S1%.[Tv) s = [STv]r = [ST) 0 [0] .
Ker je preslikava [+]g : V — F" izomorfizem, je vsak vektor iz F" oblike [v]g za
natanko dolo¢en vektor v € V. Zadnja enakost torej pomeni, da sta si matriki

[S1%,[T1%, in [ST]%, enaki kot linearni preslikavi, kar pa pomeni, da sta si enaki
tudi kot matriki. Enakost [idv]g = I,,xn sledi direktno iz definicije. a

PosLEDICA 2.74. Naj bosta V in W koncno-dimenzionalna vektorska prostora
nad F, naj bo n = dimV > 1 ter m = dimW > 1, naj bo & baza vektorskega
prostora V in naj bo %' baza vektorskega prostora W. Preslikava

[«]Z : Lin(V,W) — Mat(m x n,F),

ki poljubni linearni preslikavi T : V — W priredi njeno koordinatno matriko [T]%,
v bazah B in B, je izomorfizem vektorskih prostorov nad F.
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DOKAZ. Direktno po definiciji lahko preverimo, da je preslikava [+]%, linearna.
Iz trditve 2.73 sledi, da za vsako linearno preslikavo T' € Lin(V, W) velja

E([T@,) ole]la=1[e]a oT

oziroma da komutira diagram linearnih preslikav:

v—L ow

[-]@l J([-]@/

«([T1%)

Ker sta vertikalni preslikavi v tem diagramu izomorfizma, velja torej
g([T]%/) = [o]gg/ o TO [.}él.
Definiramo pa lahko tudi preslikavo Mat(m x n,F) — Lin(V, W) s predpisom
A [-];é;} OK(A) o [o]gg

Direktno lahko preverimo, da je s tem podan inverz preslikave [.]Z:g/, kar posebej
pomeni, da je preslikava [+]%, bijekcija. a

POSLEDICA 2.75. Za poljubna koncno-dimenzionalna vektorska prostora V in
W nad F je vektorski prostor Ling(V, W) koncno-dimenzionalen in velja

Dokaz. Ce je V = {0} ali W = {0}, je o¢itno tudi Lin(V, W) = {0}, sicer pa
trditev sledi iz posledice 2.74 in dejstva, da je dim Mat(m x n,F) = mn. |

PosLEDICA 2.76. Naj bosta V in W koncno-dimenzionalna vektorska prostora
nad F pozitivnih dimenzij, naj bo % baza vektorskega prostora V in naj bo %’ baza
vektorskega prostora W. Tedaj za vsako linearno preslikavo T € Lin(V, W) velja:

(i) m(e(T1%) = [im(T)] o
(i) ker(E(T1%))) = [ker(T)]»

(iii) rank[T ]Vg, = rank(7T)

(iv) null[T]%, = null(7T)

(v) T je monomorfizem, Ce, in samo Ce, je rank[T]%, = dim(V),

(vi) T je epimorfizem, ce, in samo Ce, je rank[T]|%, = dim(W),

(vil) T je izomorfizem, ce, in samo Ce, je matrika [T)%, obrnljiva, in v tem

primery velja:
1

(%) =%
KOMENTAR 2.77. Oznaka [ker(7T')]z v tocki (ii) iz trditve pomeni sliko jedra

ker(T') z izomorfizmom [.]g, torej [ker(T)]z = [+ ]z (ker(T)). V tocki (i) imamo
podobno [im(T)]z = [+ ] (im(T)).
Dokaz. Po trditvi 2.73 velja enakost
UTIG) = [)a o To .15
Tocke (i-iv) so zato direktne posledice trditve 2.71, v katerih vzamemo © = [+]g
in ¥ = [.]5,". Tocki (v) in (vi) sledita iz tock (iii) in (iv). Ekvivalenca iz tocke (vii)
je posledica tock (v) in (vi). Za dokaz zadnje enakosti iz tocke (vii) izra¢unamo

[T NZ 1% = 1T7'T1% = lidvl% =1 0
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ZGLED 2.78. (1) Poljuben vektor v = (aq, g, ..., a,) € F™ lahko zapiSemo v
obliki

v = 1€1 + gey + - + apey
in s tem smo dobili razvoj vektorja v po standardni bazi & = &,, = [e1,eqa,...,€,
vektorskega prostora F". To pomeni, da je za vsak vektor v € F"

[v]e = v.
Odtod sledi, da tudi za vsako matriko A € Mat(m x n,F) velja
[L(A)G = [[Aei]s, [Aed]s, -+ [Aenls,] =[Aer Aey -+ Aey] =4,

zato je [.]g:; inverz izomorfizma ¢ : Mat(m x n,F) — Lin(F", F™).

Ker je izomorfizem [.]g:l dolocen s standardnima bazama, preko tega izomor-
fizma oziroma preko njegovega inverza ¢ pogosto kar identificiramo vektorska pro-
stora Lin(F™ F™) in Mat(m x n,F), preslikavo ¢(A) pa oznacimo enostavno z A.
Sliki oziroma jedru linearne preslikave ¢(A) zato pravimo enostavno kar slika ozi-
roma jedro matrike A in oznacimo ker(A) = ker(¢(A)) oziroma im(A) = im(¢(A)).

(2) Naj bosta & in &’ dve bazi vektorskega prostora V nad F. Iz trditve 2.73
sledi, da velja

[idv]% [v]z = [v] 2
za vsak vektor v € V. Z drugimi besedami, preslikava 8([idv]g,) preslika koordina-
tni vektor vektorja v v bazi £ v koordinatni vektor vektorja v v bazi %’. Zaradi
te lastnosti matriko
lidy]Z,
imenujemo prehodna matrika z baze 9B na bazo B'. Iz trditve 2.73 tudi sledi, da je
ta matrika obrnljiva in da je njen inverz prehodna matrika z baze %’ na bazo %:

. -1 .o nB /
(V%) =[idy'1Z = lidv]Z
Prav tako iz trditve 2.73 sledi, da za poljuben endomorfizem T € End(V) velja
115, = lidy o T o idv] %, = [idv]% [T15lidv]% = [idv]% (115 ([idvIZ) .

Z enakostjo izomorfizmov £([idv]%,)[+]% = [+]# je prehodna matrika [idv]%,
enoli¢no dolocena. Ekvivalentno lahko to enakost zapisemo v obliki

([«]2) (V)% ) = ([«]2) "
(3) Naj bo % = [v1,va,...,v,] baza vektorskega prostora F”. Ce izra¢unamo
prehodno matriko z baze % na standardno bazo & vektorskega prostora F™, dobimo

[id}? = [[’Ul]g [vale -+ [’Un]g] = [Ul vy --- vn] :
Prehodna matrika P = [id]Z € GL(n,F) je torej matrika, katere stolpci so vektorji
iz. baze B = [v1,va, ..., U,], torej matrika, za katero je Pe; = v; za vsak i. Drugace
povedano, baza & je baza, pridruZzena obrnljivi matriki P, kot v komentarju 2.48(3).
(4) Na vektorskem prostoru realnih polinomov stopnje najveé¢ 3 imamo endo-

morfizem 4% : Rs[t] — Rs[t], dan z odvajanjem, tore]

d df

%(f )= T
za vsak f € Rs[t]. Na vektorskem prostoru Rs[t] imamo tudi standardno bazo

B =[1,t,t2 3]
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Ker velja 4 (1) =0 in 4 (t*) = kt*~! za vsak 2,3, odtod sledi:

k=1,
0 0
41P 2 0
(%) a = 0 3
0 0

OO OO
S oo

(5) Naj bo ¥ C R? ravnina, dana z enac¢bo
z+2y+2=0,

in naj bo T : R® — R3 pravokotna projekcija na ravnino X, torej preslikava, ki
poljubnemu vektorju v € R? priredi tisti vektor iz ravnine X, ki je najmanj oddaljen
od vektorja v. Drugace povedano, vektor T'v je tisti vektor iz ravnine 3, za katerega
je vektor v — T'v pravokoten na ravnino X.

Najprej zapisimo eksplicitno formulo, po kateri lahko izracunamo vektor Tv.
Naj bo v; normala ravnine ¥, torej v; = (1,2, 1). Pravokotna projekcija vektorja v
na normalo v; je dana s predpisom

pry, (v) = <U.Ul>vl—

V1 - V1

(v - vy)v,

=

zato je vektor Tv dan s predpisom
Tv=v—pry (v)=0v— (v (1,2,1))(1,2,1).

Iz te formule in iz osnovnih lastnosti skalarnega produkta je jasno, da je preslikava
T : R?® — R3 linearna.

Kot vsaka linearna preslikava R3 — R? je tudi preslikava T' dana z matriko [T]§
glede na standardno bazo & vektorskega prostora R3. Da bi to matriko izrac¢unali,
moramo izra¢unati vektorje Te1, Tes in Tes:

Tey = (1,0,0,) — £((1,0,0,) - (1,2,1))(1,2,1) = §(5,-2,—1)
Tey = (0,1,0,) — £((0,1,0,) - (1,2,1))(1,2,1) = $(—2,2,-2)
Tes = (0,0,1,) — £((0,0,1,) - (1,2,1))(1,2,1) = $(—1,-2,5)

Odtod dobimo:

o5 2 -t
me=-1-2 2 -2
61 1 2 5

Matrika [T]é je sicer simetricna, a sam pogled na njene komponente nam ne pove
prav dosti o preslikavi, ki jo predstavlja. Razlog za to je ta, da tudi standardna
baza nima kaksne jasne geometrijske zveze s preslikavo T'. Poskusimo torej izbrati
drugacno bazo, ki je bolj naravna glede na geometrijski pomen preslikave 7. Nara-
ven kandidat za bazni vektor je seveda normala v; ravnine X. Vektor v; = (1,2,1)
lahko dopolnimo do baze vektorskega prostora R3 z vektorji, ki leZijo v ravnini in
so torej pravokotni na normalo, na primer v = (1,0,—1) in v3 = (—1,1,—1). Ker
je determinanta matrike

1 1 -1
P:[ﬂl (%) ’Ug]: 2 0 1
1 -1 -1

enaka stevilu 6, vektorji v1, vs, v3 res sestavljajo bazo

B = [Ula'UQa ”Ug]
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vektorskega prostora R3. Matrika P je prehodna matrika iz baze % na standardno
bazo &, torej P = [id]? . Prehodna matrika iz standardne baze & na bazo £ je
inverz matrike P. Ce ta inverz izra¢unamo (na primer po trditvi 1.75), dobimo:

12
[id]gzp—lz6 3.0 -3
-2 2 -2

Zdaj lahko izraéunamo tudi koordinatno matriko [T'% po formuli
[11% = lidI5[T12[d)F = PTHTIZP,

Se lazje pa jo je izracunati direktno po definiciji: Ker je T' pravokotna projekcija
na ravnino, preslikava T preslika normalo ravnine v 0, vektorje v ravnini pa same
vase, zato je Tvy = 0, Tvy = vo in Twz = v3 in odtod:

0 0 0
T%=10 10
0 0 1
2.2. Endomorfizmi vektorskih prostorov

V tem razdelku se bomo osredotodili na studij strukture endomorfizmov vektor-
skih prostorov. Skozi cel razdelek naj bo obseg skalarjev F enak R ali C, in naj bo
V poljuben kon¢no-dimenzionalen vektorski prostor nad F dimenzije n > 1. Spo-
mnimo se, da so endomorfizmi vektorskega prostora V linearne preslikave V — V,
torej End(V) = Lin(V, V). Koordinatne matrike endomorfizmov so kvadratne in za
vsako kvadratno matriko A € Mat(n x n,F) je £(A) € End(F™).

2.2.1. Podobnost, determinanta in karakteristi¢ni polinom. Koordi-
natne matrike istega endomorfizma v razliénih bazah so med seboj v zvezi, ki smo
jo spoznali v zgledu 2.78(2). To nam da motivacija za naslednjo definicijo:

DEFINICIJA 2.79. Naj bosta A, B € Mat(n x n,F) kvadratni matriki. Matrika
B je podobna matriki A, ¢e obstaja taksna obrnljiva matrika P € GL(n,F), da velja
B =P l'AP.

KOMENTAR 2.80. Lahko je preveriti, da je podobnost matrik ekvivalenc¢na re-
lacija. Za dokaz refleksivnosti namre¢ vzamemo P = I, za dokaz simetri¢nosti
upostevamo, da je inverz obrnljive matrike spet obrnljiva matrika, medtem ko tran-
zitivnost sledi iz dejstva, da je kompozicija obrnljivih matrik spet obrnljiva matrika.
Ce sta si matriki podobni, sta si o¢itno tudi ekvivalentni.

TRDITEV 2.81. Naj bosta A, B € Mat(n x n,F) kvadratni matriki.

(i) Matrika B je podobna matriki A, ce, in samo ce, obstaja taksna baza %
vektorskega prostora F™, da je [((A)]% = B.

(ii) Ce sta si kvadratni matriki A in B podobni, potem wvelja det(A) = det(B)
in tr(A) = tr(B).

DoxkAz. (i) Ce je matrika A podobna matriki B, potem obstaja taksna obrn-
ljiva matrika P € GL(n,F), da je B = P~1AP. Stolpci matrike P sestavljajo bazo
% vektorskega prostora F” in velja P = [id]Z, kot v zgledu 2.78(3). Pri tem je

i
(A% = [ A)EldZ = P~ AP = B.
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Obratno, predpostavimo zdaj, da je [((A)]% = B za neko bazo % vektorskega
prostora F™. Tedaj velja

B = [((A))% = lid)5[((A))&[[d]F = [id]5A[d]Z,

in ¢e vzamemo P = [id]Z, imamo torej B = P~1AP.
(ii) Ce je B = P~' AP za neko obrnljivo matriko P € GL(n,F), potem sledi

det(B) = det(P~'AP) = det(P~!) det(A) det(P)
= (det(P)) ™! det(A) det(P) = det(A)
tr(B) = tr(P~'AP) = tr(APP™!) = tr(A). O

V splosnem koordinatno matriko linearne preslikave izraéunamo glede na dve
bazi, bazo domene in bazo kodomene linearne preslikave. Ker sta si domena in
kodomena endomorfizma T' € End(V) = Lin(V, V) enaki, lahko tudi bazi, v katerih
izracunamo koordinatno matriko, izberemo enaki, in to najveckrat tudi naredimo.
Ce je # baza vektorskega prostora V, potem kvadratni koordinatni matriki [T]g
pravimo krajSe koordinatna matrika endomorfizma T v bazi 4, in vcasih tudi
oznad¢imo krajse [T]% = [T . 1z zgleda 2.78(2) dobimo:

TRDITEV 2.82. Naj bosta B in B’ dve bazi vektorskega prostora V nad F in
naj bo T € End(V) endomorfizem. Tedaj sta si matriki [T)% in [T)%, podobni.

TRDITEV 2.83. Naj bo T € End(V) endomorfizem in naj bo © € Lin(V, W)
poljuben izomorfizem vektorskih prostorov nad F. Naj bo % baza vektorskega pro-
stora V in naj bo A’ baza vektorskega prostora W. Tedaj sta si matriki [T]% in

[©TO~1%, podobni.

DoKAz. Matrika P = [0]%, je obrnljiva z inverzom P~! = [@71% ob tem

pa velja
pllere~Y% P = P lO)% 1140 1% P = [T%. O
DEFINICIJA 2.84. Naj bo T € End(V) endomorfizem vektorskega prostora V.

Determinanta endomorfizma T je determinanta njegove koordinatne matrike v po-
ljubni bazi Z vektorskega prostora V. Determinanto endomorfizma 7" oznacimo

det(T) = det[T]% € F.

Sled endomorfizma T je sled njegove koordinatne matrike v poljubni bazi % vek-
torskega prostora V. Sled endomorfizma T' ozna¢imo

tr(T) = tr[T]% € F.

KOMENTAR 2.85. (1) Po trditvi 2.81 in po trditvi 2.82 je definicija smiselna,
saj sta skalarja det[T]% in tr[T]% neodvisna od izbire baze 4.

(2) Za poljubno kvadratno matriko A € Mat(n x n,F) seveda velja det(£(A)) =
det(A) in tr(£(A)) = tr(A), saj je A = [((A)]S.

(3) Za poljubna endomorfizma 7', .S € End(V) in za vsak skalar a € F velja

det(ST) = det(S) det(T)
in
det(aT) = o™ det(T),
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kjer je n = dim V. Res, za poljubno bazo Z vektorskega prostora V je
det(ST) = det[ST]% = det ([S]g[T}g)
= det[S]Z det[T]%
= det(5) det(T)
in
d _ B __ By _ n B _ n
et(aT) = det[aT)5 = det(a[T) %) = o™ det[T] 5 = o™ det(T).
Na podoben naé¢in lahko pokazemo, da je tr : End(V) — F linearna preslikava.
PoOSLEDICA 2.86. Za vsak endomorfizem T € End(V) so si ekvivalentne nasle-
dnje trditve:

(i) T je avtomorfizem,
(ii) rank(7T) = dim V,
(iii) null(T) =0,

(iv) det(T) # 0.

Doxkaz. Po posledici 2.76(vii) je endomorfizem T' izomorfizem, ¢e, in samo ¢e,
je pripadajoca koordinatna matrika v poljubni bazi obrnljiva, oziroma, ¢e, in samo
¢e, je determinanta koordinatne matrike nenicelna. Preostale ekvivalence iz trditve
sledijo iz enakosti rank(7T") + null(T") = dim V (trditev 2.68). O

DEFINICIJA 2.87. Naj bo T € End(V) endomorfizem vektorskega prostora V.
Karakteristicni polinom endomorfizma T je polinom pp s koeficienti iz I, dan s
predpisom

pr(t) = det(T — tidy)
za vsak t € F.

KOMENTAR 2.88. (1) Karakteristi¢ni polinom p 4 poljubne kvadratne matrike
A € Mat(n x n,F) definiramo kot karakteristi¢ni polinom endomorfizma £(A):

PA(t) = Pyay(t) = det(£(A) — tidy) = det(£(A — 1I))

(A — 1) A1z e An
Az (Aga —t) --- Az,
=det(A —tI) = . . ) .
Anl An2 Tt (Ann - t)

Odtod lahko po definiciji determinante matrike razberemo, da je p4(t) v resnici
polinom s koeficienti v F stopnje natanko n. Celni koeficient tega polinoma pri po-
tenci t" je enak Stevilu (—1)", koeficient pri potenci "1 je (—1)"~ ! tr(A), vrednost
tega polinoma v tocki t = 0 pa je det(A).

Za poljuben endomorfizem T € End(V) determinanto endomorfizma T — ¢idy
izracunamo v poljubni bazi Z vektorskega prostora V, zato enako velja tudi za
karakteristi¢cni polinom, torej

pr(t) = det [T~ tidv}F = det([T15 — tlidv]) = det((T)Z — 1) = piry5 (1)
Odtod sledi, da je py polinom stopnje n = dimV s koeficienti v IF in da je oblike
pr(t) = ()" + tr(T)(=t)" 1 4 - - - + det(T).
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(2) Naj bosta A, B € Mat(nxn, F) kvadratni matriki. Ce je matrika B podobna
matriki A, potem velja pg = py. Res, v tem primeru obstaja taksna obrnljiva
matrika P € GL(n,F), da je B= P~1AP, zato je

B—t1=P 'AP —tl=P 'AP —tP 'IP = P (A - t])P,

kar pomeni da je tedaj matrika B — tI podobna matriki A — ¢I. Podobne si matrike
pa imajo isto determinanto, zato sledi pg(t) = det(B — tI) = det(A — tI) = pa(t).

(3) Spomnimo se nekaj osnovnih lastnosti polinomov. Naj bo f poljuben kom-
pleksen polinom stopnje s > 1 v spremenljivki ¢ in naj bo A kompleksno Stevilo.
Polinom f lahko brez ostanka delimo s polinomom (¢ — \), Ce, in samo Ce, je Ste-
vilo A nic¢la polinoma f. Najdemo lahko taksno nenegativno celo stevilo k < s, da
lahko polinom f brez ostanka delimo s polinomom (¢ — A)¥, ne pa tudi s polinomom
(t — \)**1. Drugace povedano, polinom f lahko zapi$emo kot produkt

Ft) = (t=N*g(t),

kjer je g tak polinom stopnje s — k, da je g(A\) # 0. Stevilo k imenujemo kratnost
Stevila A kot ni¢le polinoma f, in ga bomo oznaéili kry (). Ce je kry(A) = 0, potem
A ni ni¢la polinoma f. Ce velja kry(A) = 1, potem je A enostavna nicla, ¢e pa je
kr¢(A) > 1, potem je A veckratna nicla polinoma f.

Vsak kompleksen polinom stopnje s > 1 ima najve¢ s kompleksnih nicel, po
osnovnem izreku algebre pa ima vsaj eno kompleksno ni¢lo. Ce je kompleksen
polinom f oblike

ft) =ast® +as 1t° 4+ +art +ap

za neka kompleksna Stevila ag, aq,...,as € C, kjer je as # 0, potem ga do vrstnega
reda faktorjev natanc¢no lahko na en sam nacin zapisemo v razcepljeni obliki kot
produkt linearnih ¢lenov

F(8) = as(t = A)* (E = Aa)* -o (8 = )™,

kjer so A1, A, ..., A, vse paroma razlicne kompleksne nicle polinoma f in kjer je
ki = kry(X\;) za vsak i. Posebej je torej >, o kry(A) = s.

Poljuben realen polinom lahko gledamo tudi kot kompleksen polinom. Ce je
f realen polinom, potem ima lahko ni¢lo A, ki ni realna, vendar taksna nastopa v
paru s konjugirano ni¢lo A tako, da je kry(A) = krf(;\). Produkt linearnih faktorjev

(t — A)(t — \) je v tem primeru nerazcepen realen kvadratni polinom z negativno
diskriminanto. Realen polinom f zato lahko zapisemo v obliki

F) = as(t =)™ - (E=0p) " (82 + bat £ )" - (8 + bgt + ¢g)",

kjer so 71,...,m, vse paroma razlicne realne nicle polinoma f, kjer so kvadratni
faktorji (2 + byt + c1), ..., (£* + byt + ¢4) paroma razliéni realni polinomi z nega-
tivno diskriminanto, kjer je k; = kry(n;) za vsak ¢ in kjer so rq,...,r, naravna
Stevila. Realen polinom f je razcepen na realne linearne faktorje, ko so vse njegove
kompleksne nicle realne, torej tedaj, ko je ¢ = 0.

2.2.2. Lastne vrednosti in lastni vektorji. Naj bo T' € End(V) endomor-
fizem. Vektorski podprostor U C V je T-invarianten, ¢e velja T'(U) C U. Natan¢no
poznavanje T-invariantnih vektorskih podprostorov nam praviloma pomeni dobro
geometrijsko razumevanje endomorfizma T. Se posebej zanimivi in enostavni so
seveda enodimenzionalni T-invariantni vektorski podprostori. Ce je v poljuben
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nenicelen vektor iz takSnega enodimenzionalnega T-invariantnega vektorskega pod-
prostora U, potem mora biti slika Tv spet element vektorskega podprostora U in
zato skalarni veckratnih vektorja v. To nam da motivacijo za naslednjo definicijo:

DEFINICIJA 2.89. Naj bo T' € End(V) endomorfizem. Skalar A € F je lastna
vrednost endomorfizma T', ¢e obstaja taksen nenicelen vektor v € V, da je

Tv = Av.

TRDITEV 2.90. Za vsak endomorfizem T € End(V) in vsak skalar A € F so si
naslednje trditve ekvivalentne:

(i) A je lastna vrednost endomorfizma T,
(ii) ker(T — Aid) # {0},

(iii) (T — )\ld) ni avtomorfizem,

(iv) pr(A) =

DokAz. Vektor v € V resi enacbo Tv = Av, Ce, in samo e, je (T — Nid)v = 0,
oziroma, Ce, in samo Ce, je v € ker(T' — Aid). Ob tem je ker(T — Aid) = {0}, ¢e, in
samo Ce, je (T—\id) avtomorfizem, oziroma, ¢e, in samo Ce, je det(T—\id) #0. O

KOMENTAR 2.91. Ker ima karakteristi¢ni polinom stopnjo n = dimV in zato
najve¢ n nicel, ima endomorfizem T € End(V) najve¢ n lastnih vrednosti. Kratnost
poljubnega skalarja A € F kot nicle karakteristi¢cnega polinoma endomorfizma T
imenujemo algebraicna kratnost Stevila A za endomorfizem T, in oznac¢imo

akrp(X\) = krp,. (A).

Skalar A je torej lastna vrednost endomorfizma T', ¢e, in samo Ce, je akrr(A) > 0.
Dimenzijo vektorskega prostora ker(T' — A id) imenujemo geometricna kratnost
skalarja A za endomorfizem T, in oznac¢imo

gkrp(A) = dim(ker(T — Aid)).

Ponovno velja, da je skalar A lastna vrednost endomorfizma 7', e, in samo ce, je
gkrp(A\) > 0. Za vsak skalar A € F krajSe zapiSemo

Er(\) = ker(T — Aid).

Vektorski prostor Ex()) je T-invarianten in zozitev T|g,(x) : Er(A) = Er(}) je
enaka endomorfizmu Aidg,.(x)- Ce skalar X\ ni lastna vrednost endomorfizma T,
potem je Ex(\) = {0}. Ce je A lastna vrednost endomorfizma T, potem vektorski
prostor Ep(A) imenujemo lastni podprostor endomorfizma T za lastno vrednost
A, nenicelne vektorje iz vektorskega prostora Er(\) pa imenujemo lastni vektorji
endomorfizma T za lastno vrednost A. Lastni vektor endomorfizma T za lastno
prednost A je torej vsak nenicelni vektor v € V, za katerega velja

Tv = M,

taksnih vektorjev pa je za vsako lastno vrednost neskonéno.
Mnozico vseh lastnih vrednosti endomorfizma T' oznacimo z o(7") in jo imenu-
jemo spekter endomorfizma T'. Velja torej o(T) = {\ € F; ker(T — Aidy) # {0}}.
Lastne vektorje, lastne vrednosti z njihovimi algebrai¢nimi in geometri¢nimi
kratnostmi, lastne podprostore ter spekter poljubne matrike A € Mat(n x n,F)
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definiramo kot lastne vektorje, lastne vrednosti z njihovimi algebrai¢nimi in geome-
tricnimi kratnostmi, lastne podprostore oziroma spekter pripadajocega endomor-
fizma £(A), in oznacimo

akra(A) = akrga)(A), gkr 4 (A) = gkryay(A),
Ea(A) =Eqa)(A),  o(A) = o(((A)).
TRDITEV 2.92. Naj bodo A1, Asa, ..., A\, paroma razlicne lastne vrednosti endo-
morfizma T € End(V) in naj bodo vi,ve,...,vp € V taksni nenicelni vektorji, da

je v; lastni vektor za lastno vrednost \; za vsak i = 1,2,..., k. Tedaj so vektorji
V1,03, ...,V med seboj linearno neodvisni.

DokAz. Trditev bomo dokazali z indukcijo na k. Za k = 1 trditev sledi iz
dejstva, da je vektor v; nenicelen. Predpostavimo zdaj, da je k > 2 in da so
vektorji vy,...,vr_1 med seboj linearno neodvisni. Naj bodo ay,...,ar_1,a;, € F
skalarji, za katere je

aivr + -+ ap_1vp—1 + apvg = 0.
Odtod sledi
QAU + o Qo1 ARUE—1 + QAR = 0,
poleg tega pa tudi
oAV - a1 Ap—1Vk—1 + QAU = a1 Tvr + -+ g1 Tv—1 + Ty

=T(aqv1 + - + Qp—10k—1 + V)
=T(0)=0.

Ce zadnji dve enakosti odstejemo, dobimo

aq (/\k — )\1)1)1 + -+ ak_l()\k — /\k_l)vk_l =0.

Po indukcijski predpostavki so vektorji vq,...,vr_1 med seboj linearno neodvisni,
zato odtod sledi
ai(Ap— X)) =0
za vsak ¢ = 1,..., k — 1. Ker so lastne vrednosti A1, As, ..., A paroma razli¢ne,
velja torej a; =0 za vsak i =1,...,k — 1. Ker je tedaj agvy = 0 in ker je v # 0,
je tudi a = 0. O
PosLEDICA 2.93. Naj bodo A1, Ag, ..., A\ € F vse paroma razlicne lastne vre-

dnosti endomorfizma T € End(V). Tedaj je
Y Er() = Y Er(\) = Er(M) ®Er(Ae) @ - & Er(An).

A€F Aeo(T)

Dokaz. Ker je Er(A) = {0} za A & o(T) = {1, A2,..., A}, je vektorski
podprostor » \pEr(A) C V enak vsoti Er(A1) + Er(A2) + -+ + Er(A\m). 1z
trditve 2.92 neposredno sledi, da je ta vsota direktna. O

TRDITEV 2.94. Za vsak endomorfizem T € End(V) in za vsak izomorfizem
vektorskih prostorov © € Lin(V,W) velja det(@TO!) = det(T), tr(@TO!) =
tr(T), Pore-1 = pr in 6(OTO1) = o(T), velja pa tudi akrgre-1(\) = akrr (),
gkrgrg-1(A) = gkrp(A) in Egre-1(A) = O(Er(X)) za vsak A € F.
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DokAz. Prvi dve enakosti sledita direktno iz trditve 2.83 in trditve 2.81(ii).
Ostalo sledi sledi iz enakosti

Pore-1(t) = det(@TO™! — tidyw) = det(O(T — tidy)©~ 1)
= det(T — tidy) = pp(t),

Eore-1(\) =ker(@TO ! — tidy) = ker(0(T — tidy)0™ )
= O(ker(T — tidy)) = O(Er()\)). 0

ZGLED 2.95. (1) Ce je A € Mat(n x n,F) zgornje-trikotna ali spodnje-trikotna
matrika, potem velja

pa(t) = (A1 —t)(Aa2 — ) - (Apn — 1),
zato so Aq1, Asg, ..., A,n natanko vse lastne vrednosti matrike A in velja
akra(A) = #{i € {1,2,...,n}; Ay = A}

za vsak A € IF.
(2) Naj bo A € Mat(n x n,F) diagonalna matrika,

A= diag()\l, Ag, ey )\n)
Karakteristicni polinom matrike A je enak polinomu
Palt) =M =) (A2 = t)--- (An — 1)

in A1, Aa, ..., A, so natanko vse lastne vrednosti matrike A. Ker velja Ae; = \;e;,
je standardni bazni vektor e; lastni vektor pri lastni vrednosti A\;, za vsak i. Za
poljuben A € F si ogledamo reSitve homogenega sistema (A — AI)v = 0 in vidimo,
da je

EA(A) = Span({ei ; (&S {1323 s ,’ﬂ}, >\1 = )‘})7

gkr (A) =akra(N) =#{i € {1,2,...,n}; \i = A}

TRDITEV 2.96. Naj bo T € End(V) endomorfizem in naj bo = [v1,va, ..., U]

baza vektorskega prostora V. Koordinatna matrika A = [T]g endomorfizma T v
bazi A je diagonalna, ce, in samo ce, so vektorji vy,va, ..., v, lastni vektorji endo-
morfizma T. V tem primeru so komponente A11, Aao, ..., Apn natanko vse lastne

vrednosti endomorfizma T, pri éemer velja
pr(t) = (A1 — t)(Aoz — 1) -+ (App — 1),
Er(A) =Span({v; ; i € {1,2,...,n}, A; = A})
mn
gkrT()\) = akrT()\) = #{i S {1, 2,... ,n} g Ay = )\}
za vsak skalar A € F.

Doxkaz. Trditev je direktna posledica zgleda 2.95 in trditve 2.94, v kateri vza-
memo © = [+]z:V — F™. O
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2.2.3. Diagonalizabilnost.

DEeFINICIIA 2.97. Endomorfizem T € End(V) je diagonalizabilen, ¢e obstaja
taksna baza % vektorskega prostora V, da je matrika [T]g diagonalna.

KOMENTAR 2.98. Ce pois¢emo taksno bazo % vektorskega prostora V, da je
koordinatna matrika [T]g diagonalna, in to koordinatno matriko tudi izracunamo,
potem pravimo, da smo endomorfizem T diagonalizirali. Za diagonalizacijo endo-
morfizma T je po trditvi 2.96 torej potrebno najti bazo vektorskega prostora V, ki
je sestavljena iz lastnih vektorjev endomorfizma T'.

Matrika A € Mat(n x n,F) je diagonalizabilna tedaj, ko je endomorfizem £(A)
diagonalizabilen. Po trditvi 2.81(i) je kvadratna matrika A diagonalizabilna, ¢e, in
samo ce, je podobna kaksni diagonalni matriki, torej, ¢e, in samo ce, obstaja taksna
obrnljiva matrika P € GL(n,F), da je matrika P~1 AP diagonalna. V tem primeru
so stolpci matrike P lastni vektorji matrike A. Stolpci matrike P torej sestavljajo
taksno bazo % vektorskega prostora F", da je D = [((A)]% = P~1AP diagonalna
matrika, pri éemer je P = [id]Z in velja

A=PDP".
TRDITEV 2.99. Za poljuben endomorfizem T € End(V) so si naslednje trditve

ekvivalentne:

(i) endomorfizem T je diagonalizabilen,
(ii) obstaja baza vektorskega prostora V, sestavljena iz lastnih vektorjev endo-
morfizma T,

(iii) Yoxer Er(A) =V,

(iv) > ser gkrp(A) = dimp V.

Dokaz. Ekvivalenca med tockama (i) in (ii) sledi iz trditve 2.96, ostalo pa
sledi iz posledice 2.93. (]

KOMENTAR 2.100. Ce je endomorfizem T' € End(V) diagonalizabilen, potem je
torej vektorski prostor V direktna vsota lastnih podprostorov

V=Er(\)@Er(2) @ - ®Er(A\n),

kjer so A1, A9,..., A\ € F vse paroma razlicne lastne vrednosti endomorfizma
T (glej posledico 2.93). Vsak lastni podprostor Er();) je T-invarianten, zoZzitev
T|grx) : Er(Ai) = E7(\;) pa je enaka endomorfizmu A;idg,.(y,). Odtod sledi, da
je endomorfizem T direktna vsota

T = )\1 idET(Xl) @)\2 idET()\g) D---B )\m 1dET(>\m) .

Ni pa se tezko prepricati, da velja tudi obratno: Ce za endomorfizem T' € End(V)
obstajajo taksni netrivialni T-invariantni vektorski podprostori Vi, Vs, ..., Vi vek-
torskega prostora V, da je

V=Vi®&Vy @ ---PVy
in da je
T =mnidy, ®n2idy, ®- - B g idy,

za neke skalarje 11,79, ...,7%, potem je endomorfizem T diagonalizabilen in velja
o(T) = {m,m2, -, e}
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IzREK 2.101. Naj bo T € End(V) poljuben endomorfizem koncno-dimenziona-
lenega vektorskega prostora V nad F pozitivne dimenzije.

(i) Za vsak A € F velja gkrp(X) < akrp(A).

(ii) Ce je F = C, potem je endomorfizem T diagonalizabilen, ce, in samo ce,
velja akrp(\) = gkrp(A\) za vsak A € C.

(iii) Ce je F = R, potem je endomorfizem T diagonalizabilen, ce, in samo ce, je
karakteristicni polinom pr razcepen na realne linearne faktorje in velja akrp(X\) =

gkr(N) za vsak A € R.

Doxkaz. (i) Naj bodo A, Aa,..., A, € F vse paroma razlicne lastne vredno-
sti endomorfizma T € End(V). Ce je 3, Er(A) =V, potem je endomorfizem
T diagonalizabilen in tocka (i) sledi direktno iz trditve 2.96, sicer pa izberimo
komplementaren podprostor U vektorskega podprostora ), E7()) v vektorskem
prostoru V. Po posledici 2.93 tedaj velja

V=Er(\M)®Er(A\2) @ - ®Er(\n) @ U.
(i) () (i)

Oznac¢imo n; = gkry(A;) in izberimo bazo [v;,v5 7, ..., vn,] vektorskega prostora
Er(\:), zai=1,2,...,m. Izberimo Se neko bazo [u1, us,...,u,] vektorskega pro-
stora U. S tem smo dobili bazo
1 2
B = [U; ),...,vgll),vg ),...,U%),...,vgm),...,U;Tn),ul,...,uq]

vektorskega prostora V. Koordinatna matrika endomorfizma T' v tej bazi je tedaj
naslednje blo¢ne oblike:

Ml xng 0 0 *

0 )‘2In2><n2 0 *

[11% = : : g : :
0 0 e )\mInanm *

0 0 0 *

1z te oblike matrike je jasno, da je
pr(t) = (A =)™ (A2 =)™ -~ (Am — )" g(?)

za nek polinom g, zato je gkry(\;) = n; < akrr(A;) za vsak 1.
Todki (ii) in (iii) sta posledici tocke (i) in trditve 2.99(iv). O

Direktna posledica izreka je:

PosLEDICA 2.102. Vsak endomorfizem T € End(V) koncno-dimenzionalnega
vektorskega prostora V nad F dimenzije n = dimpV, ki ima n razlicnih lastnih
vrednosti v F, je diagonalizabilen.

ZGLED 2.103. (1) Karakteristi¢ni polinom realne matrike
2 1
A=l

=2t 1= —4t+3=(t—1)(t—3)

je enak polinomu

2—t 1
12—t

in ima torej dve nicli, ki sta obe realni. Matrika A ima torej dve lastni vrednosti,

A1 = 11in A9 = 3, in obe imata algebraicno kratnost enako stevilu 1. Ker geome-
tricna kratnost ne more biti ve¢ja od algebraicne, odtod sledi gkr 4 (1) = akra(1) =1

pa(t) =
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in gkr,(3) = akra(3) = 1. Matrika A je torej diagonalizabilna. Zdaj matriko A
diagonalizirajmo, torej pois¢imo taksno bazo % vektorskega prostora R?, da je ma-
trika [¢(A)]% diagonalna. Kot vemo, je potrebno taksno bazo sestaviti iz lastnih
vektorjev matrike A.
Pri lastni vrednosti A; = 1 je lastni podprostor E4(1) sestavljen iz resitev
homogenega sistema enacb:
z+y=0
r+y=0
Odtod izra¢unamo, da je E4(1) = {(-y,y) ; y € R}. V enodimenzionalnem
vektorskem prostoru E4 (1) izberemo bazo oziroma bazni vektor, na primer v; =
(—1,1). Vektor vy je torej lastni vektor pri lastni vrednosti A\; = 1, vsi lastni vektorji
pri tej lastni vrednosti pa so oblike av; za poljubno nenicelno realno stevilo «.
Pri lastni vrednosti A\; = 3 je lastni podprostor E4(3) sestavljen iz resitev
homogenega sistema enacb:
—r+y=20
r—y=20
Odtod izra¢unamo, da je E4(1) = {(y,y) ; y € R}. V enodimenzionalnem vektor-
skem prostoru E4(1) izberemo bazo oziroma bazni vektor, na primer vy = (1,1).
Vektor vy je torej lastni vektor pri lastni vrednosti Ay = 3, vsi lastni vektorji pri tej
lastni vrednosti pa so oblike aws za poljubno nenicelno realno stevilo a.
Na ta nacin smo dobili bazo

B = [1}1,’02] = [(_17 1)’ (L 1)]

vektorskega prostora R?, ki je sestavljena iz lastnih vektorjev matrike A. Prehodna
matrika z baze % na standardno bazo & je obrnljiva matrika:

P:[id]?:{_i ”

ki
D = [((A)]% = P AP = [ ! 0}

0 3

je diagonalna, na diagonali ima lastne vrednosti matrike A, in velja A = PDP~1!,
(2) Karakteristi¢ni polinom matrike

Ce izra¢unamo inverz matrike P, dobimo:

Pt = [id)§ =

N |

Matrika

je enak polinomu

—t -1

pA(t):‘ L g | =PAHI=-D+D)

in ima torej dve nicli, ki pa nista realni. Matrika A kot realna matrika nima (re-
alnih) lastnih vrednosti in ni diagonalizabilna nad realnimi skalarji. Vendar pa je
vsaka realna matrika poseben primer kompleksne matrike. Matrika A je torej tudi
kompleksna matrika in ima kot taka dve lastni vrednosti, Ay =iin Ay = —i, in obe
imata algebraicno kratnost enako stevilu 1. Odtod sledi, da sta tudi geometri¢ni
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kratnosti teh dveh lastnih vrednosti enaki stevilu 1 in da je matrika A diagonaliza-
bilna nad kompleksnimi skalarji. Drugace povedano, z matriko A je v standardni
bazi podan endomorfizem vektorskega prostora R2, ki ni diagonalizabilen, a z isto
matriko je v standardni bazi podan tudi endomorfizem vektorskega prostora C2, ki
pa je diagonalizabilen.

Za lastno vrednosti A\; = i lahko izberemo na primer lastni vektor vy = (1, —i),
ki sestavlja bazo kompleksnega vektorskega podprostora E 4 (i) C C2. Podobno si za
lastno vrednosti Ay = —i lahko izberemo lastni vektor v = (i, —1), ki sestavlja bazo
kompleksnega vektorskega podprostora E4(—i) C C2. Vektorja vy, vy sestavljata
bazo % kompleksnega vektorskega prostora C2, matrika

e[ 1]

pa je prehodna matrika z baze Z na standardno bazo &. Matrika

je diagonalna in A = PDP~!.
(3) Karakteristi¢éni polinom matrike

je enak polinomu

2—t 1 ‘:(Q_t)g

pA(t):‘ 0 2 ¢

in ima torej eno samo ni¢lo A; = 2, ki je realna in ima kratnost 2. Stevilo 2 je torej
edina lastna vrednosti matrike A in je algebrai¢ne kratnosti 2. Lastni podprostor
EA(2) je sestavljen iz reSitev sistema linearnih enacb

Oz +1y=0
Ox+0y =20

in je zato enodimenzionalen, E4(2) = {(2,0) ; € F}. To velja tako v primeru
F = R, ko gledamo matriko A kot realno matriko oziroma kot matriko endomorfizma
realnega vektorskega prostora R2, kot tudi v primeru, ko gledamo matriko A kot
kompleksno matriko oziroma kot matriko endomorfizma kompleksnega vektorskega
prostora C2. V obeh primerih je

gkr,(2) =1 < 2 =akra(2),

zato matrika A ni diagonalizabilna niti nad skalarji R niti nad skalarji C.

(4) V zgledu 2.78(5) smo si ogledali endomorfizem T : R® — R3, ki je podan
kot pravokotna projekcija na ravnino ¥ C R3. Pri tem ravnina ¥ vsebuje izhodisce
in je torej dvodimenzionalni vektorski podprostor prostora R3. Izbrali smo bazo
P = [v1,v2,v3] vektorskega prostora R? tako, da je v; normala ravnine ¥, vektorja
v in vz pa sta pravokotna na to normalo in zato lezita v ravnini . Izracunali smo,
da je koordinatna matrika [T]% diagonalna, in sicer

(7% = diag(0, 1, 1).



92 2. KONCNO-DIMENZIONALNI VEKTORSKI PROSTORI

V zgledu 2.78(5) smo torej Ze diagonalizirali endomorfizem T'. Baza £ = [v1, va, v3]
je sestavljena iz lastnih vektorjev endomorfizma 7', iz matrike [T]% pa lahko vidimo,
da je

pr(t) = —t(1 —t)?,
da sta Ay = 0 in Ay = 1 edini lastni vrednosti endomorfizma T in da velja akrr(0) =
gkr(0) = 1 ter akrp(1) = gkrp(1) = 2.

(5) Endomorfizem T' € End(V) je nilpotenten, ¢e obstaja takSno naravno Stevilo
k, da je T* = 0. Tu smo s T* oznacili kompozicijo k kopij endomorfizma T'. S tem
smo posplosili pojem nilpotentne matrike, ki smo ga spoznali v prvem poglavju. Za
nilpotenten endomorfizem 7' lahko izberemo najmanjse taksno naravno stevilo k,
da je T* = 0, in to $tevilo k imenujemo red nilpotenta 7.

Naj bo T' € End(V) poljuben nilpotent reda k. Najprej lahko opazimo, da je
null(T') > 0, saj bi bil sicer T avtomorfizem in bi bil zato tudi 7% avtomorfizem,
kar pa ni res. Odtod sledi, da je vektorski prostor Er(0) = ker(T') netrivialen, zato
je stevilo 0 lastna vrednosti endomorfizma 7.

Koordinatna matrika [T]% v poljubni bazi % vektorskega prostora V je prav
tako nilpotentna reda k, saj je [T?]% = ([T)%)P za vsako naravno Stevilo p. Velja
torej ([T]%)* = 0. Matriko [T]% lahko gledamo kot kompleksno matriko, ne glede
na to, ali je F = R ali F = C. Ce za nek neniéelen vektor u € C™ in neko Stevilo
A € C velja [T]%u = Au, odtod sledi

0= ([T]g)ku =Ny

in zato A = 0. To pomeni, da je 0 edina lastna vrednost kompleksne matrike [T]g,
zato je 0 tudi edina lastna vrednost endomorfizma 7', akry(0) = dim(V) =n in

pr(t) = (=)

Ce je k = 1, je nilpotent T enak ni¢ in je seveda diagonalizabilen. Ce je k > 2,
je T neniceln in gkr,(0) < n = akry(0), zato nilpotent T tedaj ni diagonalizabilen.

(6) Endomorfizem T € End(V) je projektor, ¢e velja T? = T. Projektorje na
naraven nacin konstruiramo iz parov komplementarnih podprostorov vektorskega
prostora V. Ce sta namre¢ U in W komplementarna vektorska podprostora vek-
torskega prostora V, potem po trditvi 2.64 obstaja natanko en tak endomorfizem
prY € End(V), da je pr}) |y = id in pr}} |w = 0. Tedaj je (pr}}')> = pr}) in pr} je to-
rej projektor. Dobljeni projektor erJV imenujemo projektor na vektorski podprostor
U wvzdolZ vektorskega podprostora W.

Za poljuben projektor T' € End(V) velja

V =im(T) & ker(T).

Res, vsak vektor v € V lahko zapiSemo kot vsoto v = Tv + (v — Twv), kjer je
Tv € im(T) in (v — Tw) € ker(T), saj je T(v —Tv) = Tv —T?v = Tv — Tv = 0.
Poleg tega je tudi im(7T") Nker(T) = {0}, saj je poljuben vektor w € im(7T") Nker(7T)
oblike w = T za nek vektor v € V in velja 0 = Tw = T?v = Tv = w, torej je w = 0.
Za endomorfizem T' ocitno velja Ty = id in Tker¢ry = 0. Poljuben projektor
T € End(V) je torej projektor na vektorski podprostor im(7") vzdolz vektorskega

podprostora ker(7T'), torej
ker(T)
im(T) °
Oznacimo 7 = rank(T') in d = null(T). Ker je T'|ip(r) = id in T'|yer(r) = 0, je
im(T") C Ep(1) in ker(T") C E7(0). Posebej je torej r < gkrp(1) in d < gkrp(0).

T=pr
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A ker je hkrati r +d = n in gkrp(1) + gkr(0) < n, mora veljati r = gkry(1) in
d = gkry(0), oziroma im(7T") = Ep(1) in ker(T") = E(0). To posebej pomeni, da je
endomorfizem T diagonalizabilen in da je

pr(t) = (=)*(1 —1)".

V posebnem primeru, ko je r = n, je T = id in tedaj je 1 edina lastna vrednost
endomorfizma 7. V primeru, ko je r = 0, je T'= 0 in 0 je edina lastna vrednost
endomorfizma T'. Opazimo lahko, da sta koordinatni matriki identitete in nicelnega
endomorfizma diagonalni v vsaki bazi vektorskega prostora V.

Ce je 0 < r < n, potem ima T natanko dve lastni vrednosti, in sicer 1 in 0.

Ce v tem primeru izberemo bazo [uy,us, . . .,u,] vektorskega podprostora im(7T’) in
bazo [wy, ws, ..., wq] vektorskega podprostora ker(T), potem je
B =[u1,... Up,W1,..., W4

baza vektorskega prostora V, sestavljena iz lastnih vektorjev endomorfizma T'. Ko-
ordinatna matrika endomorfizma T' v bazi £ je diagonalna,

[T)% = diag(1,...,1,0,...,0),
pri tem pa na diagonali te matrike Stevilo 1 nastopa r-krat, stevilo 0 pa d-krat.

Vaja 2.104. (1) Naj bo T' € End(V) diagonalizabilen endomorfizem vektor-
skega prostora V in naj bodo A1, As, ..., A, € F natanko vse paroma razli¢ne lastne
vrednosti endomorfizma 7. S pomocjo Vandermondeove determinante pokazi, da
za vsak T-invarianten vektorski podprostor U vektorskega prostora V velja

U=UNEr(\)eUNEr(A))@®--- @ (UNEr(Ay)).

Ce je vektorski prostor V direktna vsota svojih T-invariantnih vektorskih podpro-
storov Uy, Usg, ..., U, potem je vektorski prostor V tudi direktna vsota presekov
UiﬂET(AJ‘),izl,...,k,jzl,...7m.

(2) Ce za endomorfizma S, T € End(V) velja ST = T'S, potem pravimo, da
endomorfizma S in T komutirata. Pokazi, da je v tem primeru vektorski podprostor
Eg(XA) T-invarianten, za vsak skalar A € F.

(3) Naj bosta S in T diagonalizabilna endomorfizma vektorskega prostora V.
Pokazi, da endomorfizma S in T komutirata, ¢e, in samo Ce, obstaja taksna baza
% vektorskega prostora V, da sta matriki [S]Z in [T]% obe diagonalni.

(4) Diagonaliziraj matriko:

1 0 0
1 0 1
2 -2 3
2.2.4. Schurov izrek in Cayley-Hamiltonov izrek.

IZREK 2.105 (Schurov izrek). Najbo T € End(V) endomorfizem koncno-dimen-
zionalenega kompleksnega vektorskega prostora N pozitivne dimenzije. Tedaj obstaja
taksna baza B vektorskega prostora V, da je koordinatna matrika [T]g zgornje-
trikotna.

Doxkaz. Izrek bomo dokazali z indukcijo na dimenzijo n = dim V vektorskega
prostora V. Ce je n = 1, ni kaj dokazovati, saj je vsaka matrika velikosti 1 x 1
diagonalna in tudi zgornje-trikotna.
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Predpostavimo zdaj, da je n > 1 in da izrek velja za vse endomorfizme komple-
ksnih vektorskih prostorov dimenzije n — 1. Karakteristicni polinom endomorfizma
T ima vsaj eno kompleksno ni¢lo A1, ki je torej lastna vrednost endomorfizma T
Za to lastno vrednost obstaja vsaj en lastni vektor vy € V. Izberimo poljuben
vektorski podprostor U vektorskega prostora V, ki je komplementaren vektorskemu
podprostoru Cv;. To pomeni, da je

V:(Cvl@U

in da je dimU =n — 1. Naj bo R : V — U tista linearna preslikava, za katero je
R|cy, =0 in R|y = id. Definirajmo endomorfizem S € End(U) s predpisom

S:ROT‘UZU—)U.

Po indukeijski predpostavki lahko najdemo taksno bazo &' = [vq,vs,...,v,] vek-
torskega prostora U, da je koordinatna matrika B = [S]% zgornje-trikotna. Na
ta nalin smo dobili bazo & = [v1,vs,...,v,] vektorskega prostora V. Pokazati

moramo $e, da je koordinatna matrika A = [T]g res zgornje-trikotna.
Za poljuben j = 2,3,...,n velja
T’Uj = Alj’l)l + Agj’Ug —+ -4 Anjvn,
zato je
Svj = (RoT|y)(v;) = R(T'v;)
= R(A1jv1 + Agjva + - - + Apjvn)
= AljR’Ul + Aij’Ug —+ -+ Aan’Un
= Agjl]g 4+ -4 Anj'l}n.
Ker po drugi strani iz definicije matrike B sledi
Svj = Big-1yv2 + -+ + Bn1)(i-1) Vns
smo s tem dokazali, da je A;; = B;_1)(j—1) za vse i,j = 2,...,n. Poleg tega velja
[Tvi]e = Aie1, saj je Tvy = Ajv;. Matrika A je torej bloéno oblike

[a C
=3 5]

za neko kompleksno matriko C velikosti 1 x (n — 1). Ker je B zgornje-trikotna, je
taksna tudi matrika A. O

Direktna posledica Schurovega izreka in zgleda 2.95(1) je:

PosLEDICA 2.106. Naj bo T € End(V) endomorfizem koncno-dimenzionalenega
kompleksnega vektorskega prostora V dimenzije n > 1 in naj bodo A1, A, ..., Amy vse
paroma razlicne lastne vrednosti endomorfizma T. Tedaj je

det(T) = AT MNGer )L pier Oe)
mn
tI‘(T) = akrT()\l))\l + akI‘T(/\2)/\2 4+ 4 akrT(/\m)/\m.
Naj bo T' € End(V) endomorfizem. Za poljubno naravno Stevilo k& oznacimo
z TF = TT---T kompozicijo k kopij endomorfizma T. Posebej definiramo tudi

T° = idy. Za poljuben polinom f € F[t] oblike f(t) = ag + a1t + agt® + -+ + ast*
lahko definiramo endomorfizem

F(T) = apidy +a1 T + aoT? + -+ - + asT* € End(V),
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ki mu pravimo vrednost polinoma f v endomorfizmu T. S tem smo definirali pre-
slikavo

evr : F[t] = End(V), T+~ f(T).
Ni tezko preveriti, da je ta preslikava linearna, da velja evy(1) = idy in da je

evr(fg) = evr(f)evr(g)
za poljubna polinoma f, g € F[t]. Vrednost produkta polinomov v endomorfizmu T'
je torej enaka kompoziciji vrednosti teh dveh polinomov v endomorfizmu 7.
Podobno lahko vrednost polinoma f definiramo tudi v poljubni kvadratni ma-
triki A € Mat(n x n,F), kot matriko
F(A) = apl + a1 A+ asA® + - - - + a,A° € Mat(n x n,F).
Opazimo, da za poljubno matriko P € GL(n,F) velja
F(PAPY) = Pf(A)P™

in da za poljubno bazo % vektorskega prostora V velja

[F(D)]% = F(IT)Z)-

Izrek 2.107 (Cayley-Hamiltonov izrek). Za wsak endomorfizem T koncno-
dimenzionalnega vektorskega prostora V pozitivne dimenzije velja

pr(T) = 0.
Posebej za vsako kvadratno matriko A velja p4,(A) = 0.

Doxkaz. Naj bon = dimV, naj bo % poljubna baza vektorskega prostora V in
naj bo A = [T%. Ker je [pr(T)]% = pr([T)%) = p4(A), je dovolj dokazati, da je
pa(4) =0.

Po Schurovem izreku obstajata taksna matrika P € GL(n, C) in taksna zgornje
trikotna matrika matrika B € Mat(n x n,C), da je A = PBP~!. Ker je p,(4) =
pp(PBP~Y) = Ppg(B)P~!, je dovolj dokazati, da je pg(B) = 0.

Ker je matrika B zgornje trikotna, za vsak j = 1,2,...,n velja
(2.1) Bej = Byje1 + Bajey + - + B(j_1y;¢j-1 + Bjje;
oziroma,
(2.2) (B — Bj;l)e; = Byjer + Bojes + -+ + Bj_1y;€j-1.
Oznacimo U; = Spanc.{e1,es,...,e;} in posebej Uy = {0}, torej da imamo

{0} =UpcU;C---cU,_1CU,=C"
Iz enakosti (2.1) sledi

(2.3) {Bu; ueU;} CU,
podobno pa zaradi enakosti (2.1) in (2.2) velja

(2.4) {(B-Bj;l)u; ueU;} CU;_q,
za vsak 7 =1,2,...,n.

Ker je matrika B zgornje-trikotna, je pg(t) = (B11 —t)(Baga — t) -+ (Bnn — t),
zato imamo

pB(B) = (—1)”(3 — Blll)(B - BQQI) R (B — BnnI)
7 indukcijo bomo dokazali, da velja
(2.5) (B = Bul)(B - Byl)- -+ (B — Bj,lju =0
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za vsak u € U; in za vsak j = 1,2,...,n. Ce je j = 1, je enakost (2.5) direktna
posledica enakosti (2.4). Predpostavimo zdaj, da je 1 < j < n in da je

za vse w € U;_1. Iz enakosti (2.4) za vsak u € U; sledi, da vektor v = (B — B;;I)u
lezi v podprostoru U;_1, po indukcijski hipotezi pa je zato

(B - BIII) cee (B - Bjjl)u = (B - Blll) s (B - B(j,l)(j,l)l)v =0.
Enakost (2.5) velja torej za vse j = 1,2,...,n. Posebej nam pri j = n ta enakost
pove, da je pg(B) = 0. O

ZGLED 2.108. Naj bo T poljuben endomorfizem konéno-dimenzionalnega kom-
pleksnega vektorskega prostora V dimenzije n = dimV, in naj bo
pr(t) = (=0)" +tr(T)(=1)" " + ena(=1)" 72+ + er(—1)" + det(T)

karakteristi¢ni polinom endomorfizma T'. Cayley-Hamiltonov izrek nam pove, da
je pp(T') = 0 oziroma da velja

(=T)" +tr(T)(=T)" ' + cna(=T)" 2 + -+ c1(=T)" + det(T) idy = 0.
Odtod sledi
det(T)idy = —(=T)" — tr(T)(=T)" "' = cpa(=T)" "2 — -+ — 1 (-T)*
= T((=T)" " + (1) (=T)" > + o a(=T)" P+ + 1 T°).
Ce je T avtomorfizem, smo odtod dobili novo formulo za izra¢un inverza, namreé
1
det(T)

Vzemimo na primer kvadratno matriko

((_T)"—l Fte(T)(=T)" "2 + o (~T)" 3 + - + clTO).

A:

S O =
(e
)

s karakteristicnim polinomom
pa(t) = (1 —1)* = 3 +3t> - 3t + 1.

Matrika A ima determinanto 1 in je obrnljiva. Izracunajmo Se potence matrike A:

1 2 1 1 3 3
A2=10 1 2 A =10 1 3
0 0 1 0 0 1

Zdaj lahko z direktnim izracunom preverimo, da je res
pa(A) =A% 4342 -34+1=0,

po zgoraj izpeljani formuli pa lahko izraCunamo tudi inverz matrike A:

[1 2 1 1

10 1
Al =42 _-34+31= 21-310 1 1[+3]|0
1 00 1 0

o = O
_ o O
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2.2.5. Funkcije diagonalizabilnih endomorfizmov. Za poljuben polinom
f € F[t] in za vsako diagonalno matriko D = diag(ni,n2,...,n,) € Mat(n x n,F)
je DP = diag(ny,n5,...,nk), za vsak p € NU {0}, in zato tudi

Ce je A € Mat(n xn,F) matrika, ki je podobna matriki D, potem velja A = PDP~!
za neko obruljivo matriko P € GL(n,F). V tem primeru dobimo

f(A) = Pf(D)P~" = Pdiag(f(m), f(n2), ... f(na))P".

Spoznali smo torej, da je vrednost f(A) enostavno izracunati, ¢e znamo diagonali-
zirati matriko A. Podobno lahko naredimo za vsak diagonalizabilen endomorfizem
T € End(V). Za tak endomorfizem izberimo bazo %, da je matrika [1]% diago-
nalna, recimo [T]% = diag(n1,72, - - -, M) Tedaj je

(£ = F((DNZ) = diag(f(m), £(n2), - £ (1)
oziroma
F(T) = [+]5" o £(diag(f(m), f(n2), - F (1)) o [+] -
Posebej velja o(f(T)) = f(o(T)).
Pravkar povedano lahko nekoliko posplosimo. Recimo, da je T' € End(V) polju-

ben endomorfizem in da so V1, Vs, ..., Vi taksni T-invariantni vektorski podprostori
vektorskega prostora V, da je

V=Vi®Vo®- - DV,
Tedaj je
T=T1eTh&- - &Tk,
kjer je T; zozitev Ty, : V; — V; za vsak i = 1,2,..., k. Ker je tedaj
=TTV & - &I}
za vsak p, velja tudi
) =fT) @ f(T2) @ & f(Tk).

Predpostavimo zdaj, da je endomorfizem T diagonalizabilen. Tedaj je V =
Er(A1) @ Er(A2) @ - - @ Er(An), kjer so A1, A, ..., A\ € F natanko vse paroma
razli¢ne lastne vrednosti endomorfizma T'. Ker je tedaj

T=X\ idET(Al) BAo idET()\2) B DAy idET(Am)
in ker je ocitno f(A;idg,.(x,)) = f(Xi)idg,(a,), je torej

J(T) = f(M)ide,(a) ©F(X2) idE,(00) @ - @ f(Am) idE,(A) -

Opazimo lahko, da je zadnja formula smiselna pravzaprav za poljubno funkcijo
f:0(T) — F. To nam je motivacija za naslednjo definicijo:

DEFINICIJA 2.109. Najbo T € End(V) poljuben diagonalizabilen endomorfizem
in naj bodo A1, Ao, ..., A\, € F natanko vse paroma razli¢ne lastne vrednosti endo-
morfizma T'. Za poljubno funkcijo f : o(T") — F definiramo vrednost f(T') € End(V)
funkcije f v endomorfizmu T s predpisom

F(T) = f(\)idg, o) ©F(A2)ide, (ag) @ - @ f(Am) idE,(r,,) -
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KOMENTAR 2.110. (1) Ker je direktna vsota komutativna, je definicija vredno-
sti f(T') neodvisna od izbranega vrstnega reda lastnih vrednosti A1, Aa, ..., Ay,

(2) Ce je f polinom, je vrednost f(T) po zadnji definiciji enaka vednosti poli-
noma f v endomorfizmu 7', ki smo jo spoznali v prejsnjem razdelku.

(3) Za poljubno diagonalizabilno matriko A € Mat(n xn,F) in za vsako funkcijo
f:0(A) = F podobno definiramo vrednost funkcije f v matriki A kot matriko

f(A) = Pf(D)Pil = Pdlag(f(nl),f(ng), . 'af(nn))P717

kjer je P € GL(n,F) tak$na obrnljiva matrika in D = diag(n,n2,...,n,) takSna
diagonalna matrika, da velja D = P~!AP. Opazimo lahko, da je f(A) matrika
endomorfizma f(¢(A)) v standardni bazi, torej f(£(A)) = ¢(f(A)), zato je definicija
neodvisna od izbire prehodne matrike P.

(4) Za poljubno funkcijo f : 0(T) — F vrednost f(T) izra¢unamo na naslednji
nacin: Izberemo bazo £, sestavljeno iz lastnih vektorjev endomorfizma 1. Matrika
D = [T)% je torej diagonalna, D = diag(n1,72,...,7n), in T = [+]3' 0 £(D) o [+]2.
Tedaj je

F(T) =[5 o fUD)) 0[]z =[] o £(diag(f(m), f(n2); -, f(mn))) 0[]z
Matrika
[f(1)]% = diag(f(m), f(n2), -, f(nm))

je torej diagonalna, odtod pa sledi, da je tudi endomorfizem f(T') diagonalizabilen.

(5) Direktno iz definicije sledi, da za poljubni funkciji f, g : o(T) — F, za vsako
funkcijo h : o(f(T)) — F, za vsak skalar o € F in za vsako bazo & vektorskega
prostora V velja:

1(T) = idy in
[F(D)Z% = f(IT1%)-

V tocki (vii) smo z 1 oznagdili konstantno funkcijo F — F z vrednostjo 1 € F.

ZGLED 2.111. Karakteristi¢ni polinom realne matrike

R

je enak polinomu p4(t) = (2 — ¢)(1 — t), zato ima matrika A dve razliéni lastni
vrednosti in je diagonalizabilna. Lastna vektorja v; = (1, —2) in vy = (0, 1) matrike
A sestavljata bazo % vektorskega prostora R2. Zapisemo lahko prehodno matriko
P iz baze & na standardno bazo in njej inverzno matriko:

SEHIENI

Diagonalna matrika

— O
3
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je podobna matriki A in zanjo velja A = PDP~!. Zdaj lahko izraéunamo:
A2 — (PDP)® — pDR2pt = p 220 p-1_ 212 0
B - B 0 1 Tl21-2%2) 1

1-v2) 1

[2(1\—@@ )=

A_ PDP' _ p. Dp-1 _ e 0| 51 e 0
¢ = = PP P[O e}P [Qe(l—e) e]

AY? = (PDP™Y)!/2 = pD/2p~! :P[ ‘? ; }P‘l - [ 5 vz 0 }
|

1/2\2 V2 0
(4"%) :{2(1—\/5) 1

KOMENTAR 2.112. V zadnjem zgledu smo s pomocjo diagonalizacije matrike
izrac¢unali vrednost e eksponentne funkcije z osnovo e v matriki A. Matriko e pa
lahko splo$neje definiramo za poljubno kvadratno matriko A € Mat(n x n,C) kot

vsoto vrste matrik -
1
A _ Lok
e’ = Z k!A .
k=0

Izkaze se, da ta vrsta po komponentah konvergira in da je njena vsota e” obrnljiva
matrika. Ce je matrika A diagonalizabilna, je vsota te vrste enaka vrednosti ekspo-
nentne funkcije z osnovo e v matriki A, izrac¢unani na prej opisan nacin s pomocjo
diagonalizacije. Preslikava

exp : Mat(n x n,C) — GL(n,C), A exp(A) = e,
se imenuje eksponentna preslikava splosne linearne grupe GL(n,C). Ce matriki

A, B € Mat(n x n,C) med seboj komutirata (torej, ¢e je AB = BA), potem velja

efef = AT,
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Vektorski prostori s skalarnim produktom

V tem poglavju bomo spoznali osnovne lastnosti vektorskih prostorov s ska-
larnim produktom in linearnih preslikav med tak$nimi prostori. Skalarni produkt
na poljubnem vektorskem prostoru je operacija, ki ima podobne lastnosti kot obi-
¢ajen standardni skalarni produkt na vektorskem prostoru R*. Taksnih skalarnih
produktov na poljubnem netrivialnem vektorskem prostoru V je neskonéno, izbira
enega od njih pa nam omogoca, da lahko izraéunamo na primer dolzino vektorja
ali pa razdaljo med dvema vektorjema glede na ta izbrani skalarni produkt. Tudi
v tem poglavju bomo z F oznacili izbran obseg, ki je bodisi obseg realnih stevil R
ali pa obseg kompleksnih stevil C.

3.1. Skalarni produkt
DEerINICIJA 3.1. Naj bo V vektorski prostor nad F. Preslikavi
VxV=F, (v, w) — (v,w),

pravimo skalarni produkt na vektorskem prostoru V, ¢e za vse vektorje u,v,w € V
in za vsak skalar o € F velja
(i) (v,w) = (w,v),
(i) (u+v,w) = (u,w) + (v, w),
(iii) (av,w) = a(v,w),
(iv) (v,v) >0 in
(v) Ceje (v,v) =0, potem je v = 0.

KOMENTAR 3.2. (1) V tocki (i) iz definicije nastopa konjugirana vrednosti
skalarnega produkta (v,w), zaradi te lastnosti pa pravimo, da je skalarni produkt
konjugirano simetricen. Iz tocke (i) sledi, da je skalarni produkt (v, v) realno stevilo.
Ce je F = R, potem tocka (i) pove, da je (v,w) = (w,v), zato je skalarni produkt
na realnem vektorskem prostoru simetricen oziroma komutativen.

Zaradi lastnosti (ii) in (iii) iz definicije pravimo, da je skalarni produkt linearen
v prvem faktorju. Zaradi lastnosti (iv) in (v) je skalarni produkt pozitivno definiten.
Iz tock (i-iii) sledi, da velja tudi

(a) (v,u+w) = (v,u) + (v,w) in

(b) <U7 /Bw> = /B<U7 w)
za vse vektorje u,v,w € V in za vsak skalar 5 € F. Zaradi teh dveh lastnosti
pravimo, da je skalarni produkt konjugirano linearen v drugem faktorju. Iz linear-
nosti v prvem faktorju in iz konjugirane linearnosti v drugem faktorju sledi, da je
(0, w) = (v,0) = 0 za vse vektorje v,w € V.

Vektorski prostor nad F s skalarnim produktom je vektorski prostor V nad F,
opremljen z nekim izbranim skalarnim produktom V x V — F, (v, w) — (v, w).

101
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Naj bo V vektorski prostor s skalarnim produktom. Za vsak vektor v € V
Stevilo
loll = (v, 0)!/2 > 0

imenujemo norma (ali dolZina) vektorja v. Iz nastetih lastnosti skalarnega produkta
o¢itno sledi, da je ||v]| > 0, da je nicelni vektor edini vektor z normo 0 in da velja
lav]| = |al||v]|, za vsak vektor v € V in za vsak skalar a € F. Preslikavi V — R,
v — ||v||, pravimo norma inducirana s skalarnim produktom na V. Razdalja med
vektorjema v, w € V je norma njune razlike d(v,w) = ||[v — w]|.

(2) Naj bo V vektorski prostor nad F s skalarnim produktom. Po analogiji z
vektorskim prostorom R? definiramo, da je vektor v € V pravokoten (ali ortogona-
len) na vektor w € V, ¢e je (v,w) = 0. V tem primeru oznac¢imo v L w. Relacija
pravokotnosti je simetri¢na, saj iz enakosti (v, w) = 0 sledi tudi (w, v) = (v,w) = 0.
Nicelni vektor 0 € V je pravokoten na vse vektorje iz vektorskega prostora V.
Zaradi pozitivne definitnosti skalarnega produkta je nicelni vektor edini vektor iz
vektorskega prostora V, ki je pravokoten sam nase.

Naj bosta @ in @’ dve podmnozici vektorskega prostora V. Ce je vsak vektor
iz mnozice O pravokoten na vsak vektor iz mnozice ', potem pravimo, da sta
mnozici med seboj pravokotni, in oznad¢imo O L O'.

Pravokotna projekcija vektorja v € V na nenicelni vektor w € V je vektor

el (v) = 2

(w, w)

Pravokotna projekcija pr L(v) je natanko tisti skalarni veckratnik vektorja w, za
katerega je vektor v — pr(v) pravokoten na vektor w, kar nam pokaze izracun

o~ (o 5) - ()

= (v,w) — << >><w,w) = (v,w) — (v,w) = 0.

(3) Naj bo U vektorski podprostor vektorskega prostora V s skalarnim produk-
tom. Zozitev skalarnega produkta V x V. — F na podmnozico U x U C V x V
je skalarni produkt na vektorskem prostoru U, zato je glede na to zozitev tudi U
vektorski prostor s skalarnim produktom.

VaJA 3.3. Naj bo O podmnozica vektorskega prostora V s skalarnim produk-
tom in naj bo vektor v € V pravokoten na vsak vektor iz podmnozice O. Pokazi, da
je tedaj vektor v pravokoten na vsak vektor iz vektorskega podprostora Span(O).

ZGLED 3.4. (1) Na vektorskem prostoru R™ imamo standardni skalarni produkt,
ki je za poljubna vektorja v = (a1, ag,...,a,) € R" in w = (f1,P2,...,0,) € R"
dan s predpisom

(v,w) =v-w=awmf1 +afs+ -+ ayfy, = v'w=uw'.

Norma, inducirana s tem skalarnim produktom, je standardna Evklidska norma

loll = ol = /o3 + a3+ +a2.

Praviloma bomo vedno privzeli, da je vektorski prostor R” opremljen s standardnim
skalarnim produktom, razen ¢e ne bomo posebej poudarili nasprotno.
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(2) Tudi na vektorskem prostoru C" imamo standardni skalarni produkt, ki je
za poljubna vektorja v = (a1, ag,...,a,) € C" in w = (B4, P2, ..., Ln) € C" podan
s predpisom

(v,w) =v-w= a1 + aafs + - + anfy = v'w = w'.
Norma vektorja v glede na ta skalarni produkt je enaka stevilu

loll = Jol = V/len]? +[az]? + - - + |an[>.

Praviloma bomo vedno privzeli, da je vektorski prostor C" opremljen s standardnim
skalarnim produktom, razen ¢e ne bomo posebej poudarili nasprotno.

(3) Naj bo [a,b] C R zaprt interval od a do b, a < b, in naj bo p : Ja,b] — R
povsod pozitivna zvezna realna funkcija. Za poljubni realni zvezni funkciji f, g

[a,b] — R naj bo
b
- / F(Dg(®)p(t) dt

Ni tezko preveriti, da smo s tem definirali skalarni produkt na realnem vektorskem
prostoru C([a,b]) vseh realnih zveznih funkcij na intervalu [a,b]. Glede na ta
skalarni produkt je norma funkcije f dana s predpisom:

b 1/2
1l = ( / OO dt)

Na enak nacin lahko definiramo skalarni produkt na vektorskem prostoru R]t]
vseh realnih polinomov, saj je vsak realen polinom v spremenljivki ¢ tudi realna
zvezna funkcija. Pozitivna definitnost tako definiranega skalarnega produkta v tem
primeru sledi iz dejstva, da ima vsak nenicelen polinom le kon¢no sStevilo nicel.
Dobljeni skalarni produkt lahko zoZimo tudi na vektorski podprostor R[] C R[t]
vseh realnih polinomov stopnje najvec s, za vsako nenegativno celo Stevilo s.

(4) Naj bo [a,b] C R zaprt interval od a do b, a < b, in naj bo C([a,b],C)
kompleksen vektorski prostor vseh kompleksnih zveznih funkcij na intervalu [a, b].

Doloceni integral kompleksne zvezne funkcije f € C([a,b],C) definiramo kot

vsoto integralov
b
/f t)dt = /3‘% dt—I—l/ (f)(t) dt,

kjer sta R(f) in I(f) realni oziroma imaginarni del funkcije f, torej realni zvezni
funkciji na intervalu [a,b], za kateri velja f = R(f) + iS(f). Tako definirana
preslikava C([a,b],C) — C, f — f; f(t)dt, je linearna preslikava kompleksnih
vektorskih prostorov.

Naj bo p : [a,b] — R povsod pozitivna zvezna realna funkcija. Za poljubni

funkeiji f,g € C(Ja,b],C) naj bo
b
~ [ gttt

S tem predpisom smo definirali skalarni produkt na kompleksnem vektorskem pro-
storu C([a,b], C), glede na katerega je norma funkcije f dana s predpisom:

b 1/2
1l = ( / FOR() dt)
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Na enak nacin lahko definiramo skalarni produkt na vektorskem prostoru C[t]
vseh kompleksnih polinomov v spremenljivki ¢. Dobljeni skalarni produkt lahko
zozimo tudi na vektorski podprostor Cg[t] C C[t] vseh kompleksnih polinomov
stopnje najve¢ s, za vsako nenegativno celo stevilo s.

3.1.1. Osnovne lastnosti skalarnega produkta.

TRDITEV 3.5. Naj bo V vektorski prostor nad F s skalarnim produktom. Ce za
vektorja v,w € V velja, da je {(u,v) = (u,w) za vsak vektor u € V, potem je v = w.

DokAz. Za vsak vektor u € V velja (u,v) = (u,w) in zato (u,v —w) = 0.
Posebej lahko vzamemo u = v — w in dobimo (v — w,v — w) = 0, zaradi pozitivne
definitnosti skalarnega produkta pa odtod sledi v — w = 0. ]

TRDITEV 3.6 (Pitagorov izrek). Naj bo V vektorski prostor nad F s skalarnim
produktom. Ce sta vektorja v,w € V med seboj pravokotna, potem je ||v + w|? =
[[0]1 + [[w]?.

Dokaz. Ker sta vektorja v in w med seboj pravokotna, je (v,w) = (w,v) =0
in zato

=[]l + flwl*. O

TRDITEV 3.7. Naj bo V wektorski prostor nad F s skalarnim produktom. Za
poljubna vektorja v,w € V velja

(1) [Jv+w|?+ |lv —w|]® = 2||v]|* + 2[|w|)?, (paralelogramsko pravilo)

@) [l = lwll | < llv+wll < o] + [Jw], (trikotniska neenakost)

(iii) [(v,w)| < ||v||||w]- (Cauchy-Schwarzova neenakost)
Enakost |(v,w)| = ||v||||lw]| velja, ce, in samo e, sta vektorja v,w € V med seboj

linearno odvisna.
Doxkaz. Tocko (i) dobimo z izra¢unom
v+ w|*+ |jv —w||® = (v +w, v+ w) + (v —w,v — w)
— (0,0} + {0, w) + (1w, 0) + {w, ) + (v, 0) — (v, w) — {w, 0} + {w, w)
= 2(v,v) + 2(w,w) = 2||v|* + 2||w|*.
Dokazimo zdaj tocko (iii). Naj bosta v,w € V poljubna vektorja. Ce je w = 0,
potem neenakost (iii) trivialno velja. Predpostavimo torej lahko, da je vektor w

nenicelen. Ozna¢imo u = v —pr;(v). Ker je vektor u pravokoten na vektor pry (v),
po Pitagorovem izreku velja

[l = flu+ pris ()17 = llull® + [ pras(0) > = ul® + w‘”
2 2
B A B S g A
= lul +‘<w’w> el =l + =2

in zato
(v, w)[* = [[ol*lwll® = [Jul*lw]* < [|lv]*[lw]?,
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odtod pa sledi neenakost iz tocke (iii). Hkrati odtod vidimo, da velja enakost
[{(v,w)| = ||v||||w]|, Ce, in samo Ce, je u = 0, kar je res tedaj, ko je vektor v skalarni
veckratnik vektorja w.

Iz pravkar dokazane tocke (iii) sledi |R({v,w))| < [{(v,w)| < ||v]|||w]||, kjer smo
z R((v, w)) oznacili realni del Stevila (v, w). Odtod, in iz enakosti

lv4+wl|]? = (v +w,v+w) = (v,v) + (v,w) + (w,v) + (w, w)
= (v,0) + (v,w) + (v, w) + (w, w) = [Jv]|* + 2R((v, w)) + [[w]?,
zdaj dobimo neenakosti:
2
lv+wl® < [Jo]|* + 2[|ollw] + lw]® = (]| + [[w]])

2
lv +wl|* > JJol|* = 2[lollllwll + w]* = (o] - [lw])
Tako smo dokazali tudi tocko (ii). O

Z enostavnim izracunom, v katerem uporabimo le osnovne lastnosti iz defi-
nicije skalarnega produkta, izpeljemo tudi naslednjo trditev. Rezultat te trditve
imenujemo tudi polarizacijska enacba. Ta enacba nam pove, da je skalarni produkt
enoli¢no dolocen s sebi pridruzeno normo. Pri uporabi te trditve moramo biti ne-
koliko pozorni, saj ima polarizacijska enacba za skalarni produkt na kompleksnem
vektorskem prostoru nekoliko drugacno obliko kot za skalarni produkt na realnem
vektorskem prostoru.

TRDITEV 3.8 (Polarizacijska enacba). Naj bo V vektorski prostor nad F s ska-
larnim produktom.
(i) Ce je F =R, potem za poljubna vektorja v,w € V velja
(v,w) = 7 (v +wl® = [lo - w|?).
(ii) Ce je F = C, potem za poljubna vektorja v,w € V velja
(v,w) = 1 (o +wl* = v —w|? +ifo+iw|* —i]jo - iw|?) .

3.1.2. Ortonormirane baze. Naj bo V vektorski prostor nad F s skalarnim
produktom. Vektor u € V je normiran, ¢e je ||u|| = 1. Poljuben nenicelen vektor
v € V lahko normiramo tako, da ga pomnozimo s skalarjem 1/|v|. Tako dobljen
vektor

1
U= —"uv
o]

je normiran, poleg tega pa zanj velja Fu = Fo.

Vektorji vy, va, ..., v, € V sestavljajo ortonormiran sistem vektorskega prostora
V, ¢e velja

(i 5) = { 0 i)

za vse 1,7 = 1,2,..., k. To je res torej natanko tedaj, ko so vektorji vy, ve,..., v
vsi normirani in med seboj paroma pravokotni.

Ce vektorji vy, vs,...,v, € V sestavljajo ortonormiran sistem in hkrati se-

stavljajo bazo vektorskega prostora V, potem pravimo, da sestavljajo kompleten
ortonormiran sistem oziroma ortonormirano bazo vektorskega prostora V. V tem
primeru je baza % = [v1,va, ..., v,] vektorskega prostora V ortonormirana.

ZGLED 3.9. Glede na standardni skalarni produkt je standardna baza & =
[e1, e, ... ,e,] vektorskega prostora F™ je ortonormirana.
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TRDITEV 3.10. Naj bo V koncno-dimenzionalen vektorski prostor nad F pozi-
tivne dimenzije in naj bo B baza vektorskega prostora V. Tedaj obstaja natanko en
skalarni produkt na vektorskem prostoru V, glede na katerega je baza % ortonormi-
rana.

DokAz. Najbo % = [v1,vs,...,v,]. Ce je baza & ortonormirana glede na nek
skalarni produkt V x V — F, (v, w) — (v, w), potem za ta skalarni produkt velja

i=1 j=1

= > (1), (wl),

S tem je dokazana enolicnost skalarnega produkta, glede na katerega je baza %
ortonormirana. Po drugi strani pa lahko zadnjo enakost uporabimo za definicijo
preslikave V x V — F, za katero direktno preverimo, da je skalarni produkt na
vektorskem prostoru V z zelenimi lastnostmi. O

TRDITEV 3.11. Naj bo V wektorski prostor nad F s skalarnim produktom. Ce

vektorji vi,va,...,vx € V sestavljajo ortonormiran sistem, potem so med seboj
linearno neodvisni in za vsak vektor v € Span{vy,va,..., v} velja
k
v = Z(v, V;)V;
i=1
mn

k
loll* = I{v, va) .
i=1

DokaAz. Naj bodo aq, as,...,ar € IF taksni skalarji, da je v = Zle a;v;. Ker
vektorji vy, v, . .., v sestavljajo ortonormiran sistem, je
(v,v;) = (V1 + Qe + - + ARVE, V;)

= a1 {v1,v;) + ag(ve, v;) + - - + g (v, v;) = o

za vsak i = 1,2,...,k. Ceje v =0, potem sledi a; = ag = --- = o, = 0. Poleg
. k k k
tega velja ||UH2 = <Ei:1<v,vi>vi7Zj:1<U,Uj>Uj> = Ei:1 |<U7Ui>|2' O

Iz zadnje trditve in iz trditve 2.50(iv) sledi:

PosLEDICA 3.12. Naj bo V koncno-dimenzionalen vektorski prostor nad F s
skalarnim produktom dimenzije n > 1. Ce vektorji vi,va,...,v, € V sestavljajo
ortonormiran sistem, potem sestavljajo ortonormirano bazo vektorskega prostora V
in za vsak vektor v € V velja v =", (v, v;)v; in |[v]|* = >, [(v, v) %

KOMENTAR 3.13. Ce je torej & = [v1,v2,...,v,] ortonormirana baza vek-
torskega prostora V s skalarnim produktom, potem za vsak vektor v € V velja
([v]z)in = (v,v;), za vse i =1,2,...,n.

Vaisa 3.14. (1) Naj bo V vektorski prostor nad F s skalarnim produktom in
naj bodo vy, ve,...,v; € V nenicelni vektorji, ki so med seboj paroma pravokotni.
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Pokazi, da so tedaj vektorji vy, vs,...,v; med seboj linearno neodvisni in da za
vsak vektor v € Span{vy,ve,...,vr} velja
k
<'U, Ui>
v = Vi.
2 (vi, vi)

=1

(2) Naj bo & = [v1,vs,...,v,] baza vektorskega prostora V nad F in naj

bo #B' = [wi,ws,...,w,] ortonormirana baza vektorskega prostora W nad F s
skalarnim produktom. Pokazi, da za vsako linearno preslikavo T : V — W velja
([T]:Zg,)ij = (Tvj,w;),zavsei=1,2,...,minj=1,2,...,n.

3.1.3. Gram-Schmidtova ortonormalizacija.

TRDITEV 3.15. Naj bo V wektorski prostor nad F s skalarnim produktom in

naj vektorji ui, us,...,u, € V sestavljajo ortonormiran sistem. Za vsak vektor
v € VN Span{uy, us,...,u.} je vektor
-
v— Z(v, U YUy
i=1
element mnozice V~\Span{uy,us,...,u.} in pravokoten na vse vektorje iz vektor-
skega podprostora Span{ui,ug, ..., Uy}.
DokAz. Oznadimo u = Y.,_, (v, u;)u;. Ker je u € Span{u,us,...,u,} in ker
v ni element vektorskega podprostora Span{ui,us,...,u,}, odtod sledi v — u €

V~Span{ui,ug,...,u,}. Za vsak j =1,2,...,r velja

T

<’U - ’U,,Uj> = <’U,Uj> - Z<U7ui><ui7uj> = <U,Uj> - <’U,Uj> =0.

i=1
Vektor v — u je torej pravokoten na vse vektorje uy,us,...,u,, zato je pravokoten
na vse vektorje iz linearne ogrinjace Span{uy,us, ..., u,}. O

IzZREK 3.16 (Gram-Schmidtova ortonormalizacija). Naj bo V vektorski prostor

nad F s skalarnim produktom. Za poljubne dane vektorje vy, va,...,vx € V, ki so
med seboj linearno neodvisni, lahko rekurzivno izracunamo vektorje uy, us, ..., u; €
V s predpisom
1
Uy = 7701,
[[oa]]

1 =
U 1 (Uj - Z<'Uj7ui>ui>

llvj = 32521 (v i =
za j =2,3,...,k. Dobljeni vektorji ui,us, ..., ur sestavljajo ortonormiran sistem,
ob tem pa velja
Span{ui, ug,...,u,} = Span{vi,va,...,vp}
za vsakp=1,2,... k.
DoxkAz. Izrek bomo dokazali z indukcijo na stevilo k. Za k = 1 izrek odi-
tno velja. Naj bo torej k > 2 in predpostavimo, da smo ze izracunali vektorje

U1, Usg, ..., Ug_1 PO rekurzivni definiciji iz izreka, da ti vektorji sestavljajo ortonor-
miran sistem in da je

Span{ui, ug,...,up} = Span{vi,va,...,vp}
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za vsak p = 1,2,..., k — 1. Ker so vektorji vy, vs,...,vx med seboj linearno ne-
odvisni, velja vy € V~Span{vi,ve,...,vp—1} = V~Span{ui,us,...,ux—1}. Po
trditvi 3.15 sledi, da je vektor

k—1

w = vy — Z(vk,ui>ui

i=1
element mnozice V~\ Span{uy,us,...,ur—1} in pravokoten na vse vektorje iz vek-
torskega podprostora Span{ui,us,...,ur—1}. Posebej to pomeni, da je vektor w

nenicelen, zato je deljenje z njegovo normo v rekurzivni formuli iz trditve dobro
definirano. Ker je vektor w pravokoten na vse vektorje iz vektorskega podprostora
Span{u,us,...,ux_1} in ker je
1
U = 77— W,
[[w]]
vektorji uy,ua,...,ur_1,ur sestavljajo ortonormiran sistem. Ker sta vektorska
podprostora Span{us, us, ..., ug—1,u} in Span{vy,ve, ..., vx_1,v;} oba dimenzije
k in ker iz definicije sledi Span{uy,us,...,up_1,ur} C Span{vy,va,..., V-1,V },
mora veljati tudi Span{uy,us,...,ug_1,ur} = Span{vy,va, ..., vk_1, Vk}. O

KOMENTAR 3.17. V izreku opisana Gram-Schmidtova ortonormalizacija je to-
rej rekurzivni algoritem, ki poljubnim med seboj linearno neodvisnim vektorjem
v1,Va,. ..,V € V priredi vektorje uy, ug, ..., uy, ki sestavljajo ortonormiran sistem
in za katere je

Span{us,uz,...,ur} = Span{vy, ve, ..., vx}.
Ce pri tem vektorji vy, va, ... ,Up Ze sestavljajo ortonormiran sistem, za nek p €
{1,2,...,k}, potem iz rekurzivne formule sledi, da velja u; = v; za vsak j =

1,2,...,p.

PosLEDICA 3.18. Vsak koncno-dimenzionalen vektorski prostor s skalarnim
produktom dimenzije n > 1 ima vsaj eno ortonormirano bazo.

DokAz. Izberemo poljubne vektorje vy, va, ..., v, € V, ki sestavljajo bazo vek-
torskega prostora V, in na teh vektorjih uporabimo algoritem Gram-Schmidtove
ortonormalizacije. Dobljeni vektorji uq,us,...,u, € V sestavljajo ortonormirano
bazo vektorskega prostora V. O

Iz izreka med drugim tudi sledi, da vektorje, ki tvorijo ortonormiran sistem v
konéno-dimenzionalnem vektorskem prostoru s skalarnim produktom, lahko vedno
dopolnimo do ortonormirane baze tega vektorskega prostora.

PosLEDICA 3.19. Naj bo V koncno-dimenzionalen vektorski prostor s skalar-
nim produktom dimenzije n > 1 in naj vektorji vy, va, ..., v € V sestavljajo or-
tonormiran sistem. Tedaj obstajajo taksni vektorji viy1,Vit+2,...,vn € V, da je
[V1,.. ., Uk, Vkt1,- - -, Up] OTtonormirana baza vektorskega prostora V.

Dokaz. Ker vektorji v, v, ..., v sestavljajo ortonormiran sistem, so linearno
neodvisni, zato jih lahko dopolnimo do baze vektorskega prostora V, recimo z
vektorji wy,ws,...,w,_r € V. Na vektorjih vq,..., vk, w1,...,w,_; uporabimo
Gram-Schmidtovo ortonormalizacijo in dobimo vektorje uq, ..., Uk, Ukt1,- - -, Up, Ki
sestavljajo orotnormirano bazo vektorskega prostora V. Ker vektorji vy, ve, ..., v
sestavljajo ortonormiran sistem, velja u; = v; za vsak ¢ = 1,2,...,k. Za indekse
i=k+1,k+2,...,n definiramo v; = u;. O
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3.1.4. Ortogonalni komplement. Naj bo V vektorski prostor nad F s ska-
larnim produktom. Ortogonalni komplement O+ poljubne podmnozice © C V v
vektorskem prostoru V je mnozica vseh vektorjev iz vektorskega prostora V, ki so
pravokotni na vse vektorje iz mnozice O, torej

Ot ={veV; (v,u) =0zavsak u€ O} C V.

Ker je skalarni produkt linearen v prvem faktorju, je ortogonalni komplement O+
podmnozice O C V vektorski podprostor vektorskega prostora V, oc¢itno pa velja
tudi O C (O+)+ in O+ = Span(0)+.

Vaja 3.20. Pokazi, da v poljubnem vektorskem prostoru V s skalarnim pro-
duktom velja {0} =V in V+ = {0}.

TRDITEV 3.21. Za poljuben wvektorski podprostor U koncno-dimenzionalnega
vektorskega prostora V s skalarnim produktom velja V = U @ U+ in U = (U+)L.

Dokaz. Ce je u vektor iz preseka U N UL, je pravokoten sam nase, zaradi
pozitivne definitnosti skalarnega produkta pa odtod sledi, da je u = 0. Dokazali
smo torej, da je UN UL = {0}.

Izberimo poljubno ortonormirano bazo [uq,us, ..., u,] vektorskega prostora U
in jo dopolnimo do ortonormirane baze vektorskega prostora V, recimo z vektorji
wy, Wa, ..., ws € V. Za vsak j =1,2,...,s je vektor w; pravokoten na vse vektorje
U1, U2, . . ., Up, zato je pravokoten tudi na vse vektorje iz vektorskega prostora U in
torej velja w; € U+. Poljuben vektor v € V lahko zapiSemo kot linearno kombinacijo

v=oqur + s+ apup + frwn + -+ Bsws

za neke skalarje o, ..., ap, B1,...,B, € F, pri tem pa je aquis +--- + apu, € U in
Brwy + - - + Bsws € UL, S tem smo torej dokazali, da velja tudi U + U+ = V.
Ker torej velja V = U @ U™, je posebej dim U+ = dim V — dim U. Odtod sledi

dim(U+)* = dimV — (dim V — dim U) = dim U,
ker pa je hkrati U C (U+)+, mora veljati U = (U1)~+. O

Naj bo U vektorski podprostor konéno-dimenzionalnega vektorskega prostora V
s skalarnim produktom. Projektor na vektorski podprostor U vzdolz ortogonalnega
komplementa UL ozna¢imo z
prﬁ V=V
in ga imenujemo pravokotna projekcija na vektorski podprostor U vektorskega pro-
stora V. Pravokotna projekcija prﬁ je torej tisti endomorfizem vektorskega pro-
stora V, za katerega velja prﬁ v = id in prﬂ- l[ur = 0. Ker je prfj projektor, je
(pry)? = pry.
Naj bo [u1,us,...,u,] poljubna ortonormirana baza vektorskega prostora U.
Poljuben vektor v € V lahko zapisemo kot vsoto
T T
v= Z(U,ui>ui + (v — Z(v, ul)ul)
i=1 i=1
Pri tem je ocitno Y ;_, (v, u;)u; € U, medtem ko je v — >\ (v,u;)u; € UL po
trditvah 3.11 in 3.15. Odtod sledi, da je
-
prg (o) = (v, wi)u

i=1
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za vsak vektor v € V. Posebej lahko iz te formule razberemo, da za poljuben
nenicelen vektor w € V velja pry = prfF-w.

Vektor prd‘ (v) € U je izmed vseh vektorjev iz vektorskega podprostora U naj-
blizji vektorju v. Res, ker je v — pr{j(v) € UL in ker za poljuben vektor u € U velja
pri (v) — u € U, po Pitagorovem izreku dobimo

[o = ull? = o= prg (v) + pri (v) = ul|* = v = prg (V) |* + || pry (v) — ul|*.
Odtod sledi, da je vrednost ||v — u|* minimalna natanko tedaj, ko je u = pr{; (v).
Stevilo

d(v,V) = [|lo = pry (v)]|

imenujemo razdalja med vektorjem v in vektorskim podprostorom U.

3.1.5. Rieszov reprezentacijski izrek. Naj bo V vektorski prostor nad F.
Linearnim preslikavam V — F pravimo tudi linearni funkcionali na vektorskem
prostoru V. Vektorski prostor vseh linearnih funkcionalov na vektorskem prostoru
V obicajno krajSe oznac¢imo z

VY = Ling(V,F) = Lin(V, F)
in ga imenujemo tudi dualni vektorski prostor oziroma dual vektorskega prostora
V. V literaturi se za dualni vektorski prostor Vv pogosto uporabljata tudi oznaki V'
in V*. Ce je vektorski prostor V kon¢éno-dimenzionalen, potem je po posledici 2.75
tudi dual V¥ konéno-dimenzionalen in velja dim VY = dim V.

KOMENTAR 3.22. (1) Naj bo V konéno-dimenzionalen vektorski prostor nad F.
Ker imata vektorska prostora V in VV isto dimenzijo, sta izomorfna, a izomorfizem
med njima je v splosnem odvisen od izbire baze.

Najbo & = [v1, v, . .., v,]| baza vektorskega prostora V. Zavsak j =1,2,...,n
naj bo ¢; : V — [ tisti linearen funkcional, za katerega velja:

o ={o | 13]

Po trditvi 2.34 je s tem linearen funkcional ¢; enoli¢no dolocen. Za vsak vektor
veVje

85(0) = 65 (D (W) i) = D ([W)0) 105 (00) = (1)a) -

i=1 i=1
Za poljuben linearen funkcional ¢ € VY in za vsak vektor v € V velja

6(0) = 6( D (1v]a) i) = D (1v)) , 0(v2)

=1 i=1

=3 i) = (3 0)s) o),
i=1 1=1

kar pomeni, da je linearen funkcional ¢ vrednost linearne kombinacije linearnih
funkcionalov ¢1, ¢o, ..., ¢n, torej

¢=>Y d(vi)i.
=1

S tem smo pokazali, da linearni funkcionali ¢1, @2, ..., ¢, generirajo vektorski pro-
stor VY. Ker je dim VY = n, so linearni funkcionali ¢1, @2, ..., ¢, med seboj tudi
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linearno neodvisni. To lahko vidimo tudi direktno: ¢e so namre¢ oy, as,...,ay € F
taksni skalarji, da je Z;.l:l oj¢; = 0, potem za vsak i = 1,2,...,n velja
n n
0= (Z%‘Gﬁj) (v:) =) a;oj(vi) = ai.
j=1 j=1

Linearni funkcionali ¢1, ¢2, ..., ¢, torej sestavljajo bazo dualnega vektorskega pro-
stora VY, ki jo oznacimo z £ in imenujemo dualna baza baze A.

Z izbiro baze # = [v1, va, . . ., vy] vektorskega prostora V je torej dolofena njena
dualna baza BY = [¢1, d2, ..., dn], s tem pa je dolocen tudi izomorfizem vektorskih

prostorov V — VY kot tisti izomorfizem, ki preslika bazo % v dualno bazo %" .

(2) Naj bo V kon¢no-dimenzionalen vektorski prostor nad F. Po tocki (1)
sta vektorska prostora V in VY izomorfna, prav tako pa sta izomorfna vektorska
prostora V¥ in (V). Vektorski prostor V je torej tudi izomorfen svojemu drugemu
dualu

V¥Y = (VY)Y = Lin(Lin(V, F), F).
Vendar pa velja se nekoliko veé: med vektorskim prostorom V in njegovim drugim
dualom VYV obstaja naravni izomorfizem 6 = oy : V — VYV, za katerega lahko
zapisemo predpis brez da bi za to morali izbrati bazo vektorskega prostora V. Za
poljuben vektor v € V namrec¢ lahko definiramo

5(v)(¢) = ¢(v),
za vsak ¢ € VY. Ni tezko preveriti, da je s tem res dobro definirana linearna
preslikava § € Lin(V,VY). Preslikava § je izomorfizem, saj preslika poljubno bazo
P vektorskega prostora V v bazo BV = (#")Y drugega duala VVV.
(3) Za poljubno linearno preslikavo T' € Lin(V, W) med vektorskimi prostori
imamo njej dualno linearno preslikavo

T WY = VY, = YT
Tako definirana preslikava Lin(V, W) — Lin(WY,VV), T — TV, je linearna ter velja
idy = idyv in (ST)Y = TVSY, kjer je S € Lin(W,Z) Se ena poljubna linearna
preslikava med vektorskimi prostori.

ZGLED 3.23. (1) Naj bo V vektorski prostor nad F s skalarnim produktom. Za
poljuben vektor v € V je preslikava (o,v) : V — F, u — (u,v), linearen funkcional
na vektorskem prostoru V, torej (o, v) € VV.

(2) Naj bosta V in W poljubna vektorska prostora nad F. Preslikava T : V — W
je konjugirano linearna, ¢e za poljubna vektorja v,v’ € V in za vsak skalar o € F
velja

T(v+v)=Tw)+T{)
in
T(aw) = aT (v).

Ce je F = R, potem je preslikava konjugirano linearna, ¢e, in samo ¢e, je linearna.
Ce je F = C, potem v splosnem konjugirano linearne preslikave niso linearne nad
kompleksnimi skalarji. Ker pa velja R C C, je vsak kompleksen vektorski prostor
posebej tudi realen vektorski prostor, vsaka konjugirano linearna preslikava med
vektorskimi prostori pa je linearna preslikava nad realnimi skalarji, torej linearna
preslikava realnih vektorskih prostorov.

Naj bo V vektorski prostor nad F s skalarnim produktom. Za poljuben vektor
u € V je tedaj preslikava (u, «) : V — F, v — (u,v), konjugirano linearna.
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IZREK 3.24 (Rieszov reprezentacijski izrek). Naj bo V koncno-dimenzionalen
vektorski prostor nad F s skalarnim produktom. Preslikava V — VY, v — (.« 0), je
konjugirano linearna bijekcija. Za poljuben linearen funkcional ¢ € VY torej obstaja
natanko en tak vektor v € V, da je ¢(u) = (u,v) za vsak vektor v € V.

DoxkAz. Iz osnovnih lastnosti skalarnega produkta direktno sledi, da je pre-
slikava T : V. — VY, T(v) = (.+,v), konjugirano linearna. Ce je T'(v) = 0 za nek
vektor v € V, je (u,v) = 0 za vsak vektor u € V in posebej (v,v) = 0, odtod pa
sledi v = 0. Velja torej T-1({0}) = {0}.

Preslikava T je linearna nad realnimi skalarji in ima kot takSna trivialno jedro.
Ker imata vektorska prostora V in VY isto dimenzijo kot vektorska prostora nad
F, imata isto dimenzijo tudi kot realna vektorska prostora. Odtod sledi, da je
preslikava T' izomorfizem realnih vektorskih prostorov in torej bijekcija. O

KOMENTAR 3.25. Ce je ¢ linearen funkcional na vektorskem prostoru V s ska-
larnim produktom in e je v € V tak vektor, da velja ¢(u) = (u,v) za vsak vektor
u € V, potem pravimo, da vektor v reprezentira funkcional ¢. Rieszov izrek torej
pravi, da poljuben linearen funkcional na kon¢no-dimenzionalnem vektorskem pro-
storu V s skalarnim produktom lahko reprezentiramo z natanko enim vektorjem iz
vektorskega prostora V.

ZGLED 3.26. (1) Ker je (F")¥ = Lin(F",F), so linearni funkcionali na vektor-
skem prostoru F" glede na standardno bazo dani z vrsticami velikosti 1 x n. Naj
bo A € Mat(1 x n,F) taksna vrstica. Tedaj je A" € Mat(n x 1, F) = F" stolpec ozi-
roma vektor v F", standardni skalarni produkt tega vektorja s poljubnim vektorjem
u € F" = Mat(n x 1,F) pa je

(u, A"y = (A" = Au = £(A) ().

To pomeni, da je linearen funkcional ¢(A), ki ustreza vrstici A, glede na standardni
skalarni produkt po Rieszovem izreku reprezentiran z vektorjem AM.

(2) Naj bo ¢ € VY linearen funkcional na kon¢no-dimenzionalnem vektorskem
prostoru V nad F s skalarnim produktom. Naj bo & = [vy,va, ..., v,] ortonormi-
rana baza vektorskega prostora V. Za poljuben vektor u € V je

n n
o(u) = o D (wvihv;) = D (s v5)o(v;)

j=1

S .
l

Funkcional ¢ je torej reprezentiran z vektorjem > .| ¢(v;)v; € V.
(3) Na vektorskem prostoru Rs|[t] realnih polinomov stopnje najveé¢ dva izberimo
skalarni produkt, dan s predpisom

1
o= [ soao
za vse polinome f, g € Ry[t].

Pois¢imo kaksno ortonormirano bazo vektorskega prostora Rs[t] z izbranim
skalarnim produktom. Na polinomih f;(t) = 1, fa(t) = t, f3(t) = t2, ki sestavljajo
bazo vektorskega prostora Rq[t], uporabimo Gram-Schmidtovo ortonormalizacijo:
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Najprej izra¢unamo || f1]|? = f dt = 2, zato je

b1
MO =g = v

prvi polinom, ki ga dobimo po Gram—Schmidtovem algoritmu.
V drugem koraku izra¢unamo (fo,hq1) = f t\lf dt = 0. Odtod sledi, da velja
o= (faha)hy = fo i || fo = (fo, hi)ha||? = || fal|? = [1, #2dt = 2, zato je

ha(t) = Fo— <fi,h1>h1|| (fo = (fasha)ha) () = %t

drugi polinom, ki ga dobimo po Gram-Schmidtovem algorltmu

V tretjem koraku najprej izra¢unamo (f3, hi) = f dt —2 in (fs, ha) =
JL 2Bt dt = 0. Odtod sledi, da je (fs — (fs, h1)h1 — <f3,h2>h2)( )=1>—1in

1f3— (fz, ha)ha — (f3, hadha|? = [1,(t2 — 1)2dt = £. Tretji polinom, ki ga dobimo
z Gram-Schmidtovo ortonormalizacijo, je torej

1
ha(t) =
O = =t~ o ]
= %(R - L= 2\&(3# —1).
Dobili smo ortonormirano bazo

(s ha ] = |5, 35t 25312 — 1))
vektorskega prostora Rs|t] glede na izbrani skalarni produkt.
Vektorski prostor U = Ry [¢] je vektorski podprostor vektorskega prostora Ra|t],
pri ¢emer velja

— (f3,ha)hy — (f3, ha)he) (1)

U = Span{1,t} = Span{hq, ho}.
Polinoma h1, he sestavljata ortonormirano bazo vektorskega prostora U. Izracu-
najmo pravokotno projekcijo polinoma g € Ry[t], g(t) = t? +t, na vektorski podpro-
stor U. Ker velja (g, h1) = f_ll(t2+t) \1[ dt = ‘f in (g, ho) = f_ll(t2+t)%t dt = %,
odtod dobimo

prg(9) (1) = ({9, ha)ha + (g ha)ha) (8) = Y2 b + 23t =t 4 L.

Tako velja (g — prﬂ‘ (9))(t) =t? - % in

1
nwmﬁ@wz/@%ﬁﬁﬁ:@

-1

o)

zato je razdalja med polinomom g in vektorskim podprostorom U enaka Stevilu

d(g,0) = 22.

Na vektorskem prostoru Rg[t] imamo linearen funkcional ¢ : Rq[t] — R, dan s
predpisom
df

o(f) = SH(0).

Izrac¢unamo lahko ¢(h1) =0, ¢(he) = ﬁ in ¢(hs) = 0. Odtod sledi, da je linearen
funkcional ¢ reprezentiran s polinomom

((h1)hy + G(ha)ha + (hs)hs) () = St.
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To pomeni, da za vsak polinom f € Ry[t] velja

1
%(0) = %/ltf(t) dt.

3.2. Preslikave med vektorskimi prostori s skalarnim produktom

3.2.1. Adjungirana preslikava. Naj bosta V in W kon¢no-dimenzionalna
vektorska prostora nad F s skalarnim produktom in naj bo T' € Lin(V, W) linearna
preslikava. Za poljuben vektor w € W je preslikava (Ts,w) : V = F, v — (Tv, w),
linearen funkcional na vektorskem prostoru V. Po Rieszovem izreku lahko ta funk-
cional reprezentiramo z natanko enim vektorjem iz vektorskega prostora V, ki ga
bomo oznacili z T*w € V. Drugace povedano, vektor T*w € V je tisti enolicno
dolocen vektor iz vektorskega prostora V, za katerega je

(Tv,w) = (v, T"w)
za vsak vektor v € V. S tem smo definirali preslikavo
T W =V, w = T w,
ki jo imenujemo adjungirana preslikava linearne preslikave T'.

TRDITEV 3.27. Naj bosta V in W koncno-dimenzionalna vektorska prostora
nad F s skalarnim produktom. Za vsako linearno preslikavo T € Lin(V, W) je njej
adjungirana preslikava T : W — V linearna.

Dokaz. Naj bosta w,w’ € W poljubna vektorja in o € F poljuben skalar. Za

vsak vektor v € V velja
(0, 7w+ w')) = (To,w+ w') = (Tv,w) + (Tv, ')
= (v, T*w) + (v, T*W') = (v, T*w + T*w’)
in
(v, T*(aw)) = (Tv, aw) = a(Tv,w) = alv, T*w) = (v, aT*w),

odtod pa po trditvi 3.5 sledi T*(w + w') = T*w + T*w' in T*(aw) = oT*w. O

Adjungirana preslikava linearne preslikave T': V. — W je torej linearna presli-
kava T* : W — V, ki je enoli¢no dolocena s pogojem, da velja

(Tv,w) = (v, T*w)

za vse vektorje v € V in za vse vektorje w € W. Opazimo lahko, da v zadnji

enakosti na desni nastopa skalarni produkt na vektorskem prostoru V, na levi pa
skalarni produkt na vektorskem prostoru W.

TRDITEV 3.28. Naj bodo V, W in Z koncno-dimenzionalni vektorski prostori
nad F s skalarnim produktom. Za poljubne linearne preslikave T, T" € Lin(V, W) in
S € Lin(W, Z) ter za vsak skalar o € F velja:

(T+T/)* :T*+T/*7

(ii) (aT)* = aT™,
(iii) (T%)* =T,

(iv) (ST)* =T*S*,
(v) id* =1id,
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KOMENTAR 3.29. Preslikavi Lin(V,W) — Lin(W,V), T +— T*, pravimo tudi
adjungiranje. Iz tock (i-iii) sledi, da je adjungiranje Lin(V, W) — Lin(W, V) konju-
girano linearna bijekcija, katere inverz je adjungiranje Lin(W, V) — Lin(V, W).

DokAz. Za poljubna vektorja v € V in w € W velja
(0, (T+T)w) = {(T+Tv,w) = (Tv+Tv,w)
= (Tv,w) + (T"v,w) = (v, T*w) + (v, T"*w)
= (v, T"w + T"w) = (v, (T* + T"™)w)
in
(v, (@T)*w) = ((aT)v,w) = a(Tv, w)
= afv, T"w) = (v, (aT*)w),
po trditvi 3.5 pa sledi (T +T")*w = (T* + T"™)w in (aT)*w = (&T*)w. S tem smo

dokazali tocki (i) in (ii).
Ker za vse vektorje v,v’ € V in w € W velja

(w, (T*)*v) = (T*w,v) = (v, T*w) = (Tv,w) = (w, Tv)
in
(v,id*(v")) = {id(v),v") = (v,v") = (v,id(v")),
po trditvi 3.5 sledita tudi tocki (iii) in (v). Podobno tocka (iv) sledi iz enakosti
(v, (ST)*z) = ((ST)v, z) = (S(Tw),z) = (Tv,S5z)
= (v, T*(52)) = (v, (T*S")z)
ki velja za vsak vektor v € V in vsak vektor z € Z.

(vi) Vzemimo poljuben vektor w € W. Ce je w € ker(T*), potem je za poljuben
vektor v € V

(Tv,w) = (v, T*w) =0,
zato je vektor w pravokoten na vse vektorje iz slike im (7). S tem smo dokazali, da
velja ker(T*) C (im(T))+. Obratno, ¢e je w € (im(T))*, velja

(v, T*w) = (Tv,w) =0
za vsak vektor v € V. Vektor T*w je torej v tem primeru pravokoten na vse vektorje
iz vektorskega prostora V, zato mora biti enak vektorju 0. S tem smo dokazali, da
je tudi ker(T*) D (im(T))*.

Tocka (vii) sledi iz pravkar dokazanih tock (vi) in (ii), saj je

m(T%) = ((m(T*)1) " = (ker(T*)")* = (ker(T)) . O

TRDITEV 3.30. Naj bosta V in W wvektorska prostora nad F s skalarnim pro-
duktom, oba koncno-dimenzionalna s pozitivno dimenzijo, naj bo B ortonormirana
baza vektorskega prostora V in naj bo %' ortonormirana baza vektorskega prostora
W. Za poljubno linearno preslikavo T € Lin(V, W) velja

1% = (T)%)".

Posebej, ce je F =R, potem velja [T*% = ([T]%,)".
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Dokaz. Naj bo & = [v1,v9,...,v,] in &' = [wi,ws,...,wy]. Oznacimo

A=[T% in B=[T*%. Zavsei=1,2,...,minj=1,2...,nje tedaj
Aij = (Arjun + Agjwa + - - + Appjwm, wi) = (T, w;) = (v, T w;)
= <’Uj, By;v1 + Bojvg + - - + Bmvn) = 37ﬂ O

ZGLED 3.31. (1) Za endomorfizem £(A) vektorskega prostora F” s standardnim
skalarnim produktom, ki je dan s kvadratno matriko A, velja £(A)* = £(AM).

(2) Naj bo V vektorski prostor nad F. Vsakemu vektorju v € V lahko priredimo
linearno preslikavo «v : F — V, a +— av. Obratno, vsaka preslikava T' € Lin(F, V)
je oblike T'= «(T'(1)). Odtod sledi, da je linearna preslikava

V — Lin(F,V), v+ .,

izomorfizem vektorskih prostorov. Preko tega izomorfizma identificiramo vektorska
prostora V in Lin(F, V), zato bi lahko linearno preslikavo «v oznaéili enostavno z v.

Predpostavimo zdaj, da je vektorski prostor V konéno-dimenzionalen in da je
opremljen s skalarnim produktom. Na vektorskem prostoru F imamo standardni
skalarni produkt. Za vsak vektor v € V je linearni preslikavi «v : F — V pridruzena
adjungirana preslikava (sv)* : V — T, ki je linearen funkcional na vektorskem
prostoru V. Za vsak vektor u € V in za vsak skalar o € F velja

(u, (w)(@)) = (u, ) = (u,v)a = {{u,v), @) = ((+,v)(u),q),
zato je (o, v)* = ov in (eov)* = (., v). Posebej je (e)* = (o, a) = ea € Lin(F, F).
Poljubnemu linearnemu funkcionalu ¢ : V. — F na vektorskem prostoru V je
pridruzena adjungirana preslikava ¢* : F — V. Ker za vsak u € V velja

¢(u) = (¢(u), 1) = (u, 6" (1)),

je linearen funkcional ¢ po Rieszovem izreku reprezentiran z vektorjem ¢*(1).

KOMENTAR 3.32. Pojem adjungirane preslikave je zelo pomemben v kvan-
tni mehaniki, kjer je sicer obicajna nekoliko drugacna, tako imenovana Diracova
bra-ket notacija. Za poljubno linearno preslikavo T' € Lin(V, W) med konc¢no-
dimenzionalnima vektorskima prostoroma s skalarnim produktom in poljubne vek-
torje u,v € V oznacimo naslednje linearne preslikave:

|v) = ov
(ul = (+.u)
(ulv) = (uf o [v) = (v, u)
T =1T"
S kompozicijo taksnih linearnih preslikav, za v € V in w € W, dobimo na primer:
Tlv) =T o |v) = «(Tv)
(WT = (w|oT = {(Te,w)
(w|T|vy = (w| o T o |v) = «(Tw,w)
Ob tem pa velja:
o) = (v]
(wl" = |w)
(w|T|v)" = (v|T"|w)
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Naj bo f € F[t] poljuben polinom s koeficienti iz F v spremenljivki ¢,
f(t) = ast® +as 1t°"F + -+ art + ap.
Konjugiran polinom polinoma f je polinom f € F[t], dan s predpisom
f(t) =a@t* + @Gqt" "t + - + @t + ao.
Za poljubna polinoma f,g € F[t] in vsak skalar a € IF ocitno velja f+g = f+a,
af =af in fg= fg. V primeru F =R je seveda f = f.
Za poljuben skalar A € T je
FO) = fon.
Ce velja f(t) = (t— )\)kh_(t) za neko naravno stevilo k in nek polinom h € F[t],
potem je tudi f(t) = (t — A)*h(t). Odtod sledi, da je kr(A) = kry(X).

PosLEDICA 3.33. Naj bo V koncno-dimenzionalen vektorski prostor nad F s
skalarnim produktom in naj bo n = dimV > 1. Naj bo T € End(V) endomorfizem
vektorskega prostora V. Tedaj je pp« = Pp, det(T™) = det(T') in tr(T*) = tr(T),
velja pa tudi

o(T*) = o(T) ={X; A € o(T)}.
Poleg tega za vsak skalar A € F velja akrp- () = akrp(X), gkrp. (A) = gkry(A) in
Er- () = (im(T — Xid)) .

DokAz. Izberimo poljubno ortonormirano bazo % vektorskega prostora V in
oznatimo z A = [T]g koordinatno matriko endomorfizma T'. Po trditvi 3.30 velja
[T*]% = A" in za vsak t € F lahko izra¢unamo

pre(t) = det(T* — tid) = det(A" — 1) = det((A — )"
— det(A—10) = py(t) = Pr(t).

Odtod sledi

akrps (A) = krp_, (A) = krg—(\) = krp,, . (A) = akep(N),

zato je tudi o(T*) = o(T).
Iz trditve 3.28(vi) dobimo

Er-(A) = ker(T* — Aid) = ker((T — Xid)*) = (im(T — Xid)) ™

in odtod
gkry. (A) = dim(Ep- (\)) = dim (im(T — Xid))™
=n —dim(im(T — Xid)) = dim(ker(T — Xid)) = gkry(\). O
TRDITEV 3.34. Naj bo V koncno-dimenzionalen vektorski prostor nad F s ska-
larnim produktom in naj bo T € End(V) endomorfizem vektorskega prostora V.

Ortogonalni komplement UL poljubnega T-invariantnega vektorskega podprostora U
vektorskega prostora V je T -invarianten.

DOKAZ. Vzemimo poljuben vektor v € Ut. Za vsak vektor u € U je Tu € U
in zato
(u, T*v) = (T'u,v) = 0.
To pomeni, da velja T*v € UL, O
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3.2.2. Linearne izometrije. Naj bosta V in W vektorska prostora nad F s
skalarnim produktom. Linearna preslikava T' € Lin(V,W) je linearna izometrija,
¢e velja

1 Tv = To'|| = [lv = 2/||
za vse vektorje v,v’ € V. Linearna izometrija torej po definiciji ohranja razdalje
med vektorji. Ce je preslikava T" izomorfizem in linearna izometrija, potem pravimo,
da je izometricni izomorfizem. NajpreprostejSi primer izometri¢nega izomorfizma
je identi¢na preslikava id : V — V.

Vaja 3.35. (1) Pokazi, da je kompozicija linearnih izometrij spet linearna izo-
metrija in da je inverz izometri¢nega izomorfizma spet izometri¢ni izomorfizem.

(2) Naj bosta V in W vektorska prostora nad F s skalarnim produktom in naj
bo T € Lin(V, W) linearna izometrija. PokaZi, da je tedaj T monomorfizem. Ce sta
ob tem vektorska prostora konc¢no-dimenzionalna in velja dimV = dim W, potem
je T izomorfizem.

Naslednja trditev pove, da linearna preslikava ohranja razdalje oziroma normo,
Ce, in samo c¢e, ohranja skalarni produkt:

TRDITEV 3.36. Naj bosta V in W vektorska prostora nad F s skalarnim produk-
tom. Za poljubno linearno preslikavo T € Lin(V,W) so si ekvivalentne naslednje
trditve:

(i) preslikava T je linearna izometrija,
(ii) ||| = ||v|| za vsak vektor v €V,
(iii) (Tv,TV") = (v,v") za vse vektorje v,v" € V.

Dokaz. O¢itno je, da iz (iii) sledi (i) in da iz (i) sledi (ii). Tocka (iii) sledi iz
tocke (ii) po polarizacijski enacbi. (I

TRDITEV 3.37. Naj bosta V in W koncno-dimenzionalna vektorska prostora nad
F s skalarnim produktom in naj bo T € Lin(V, W) linearna preslikava.

(i) Ce je T izometricni izomorfizem in ce je [vy, v, ..., vy,] ortonormirana baza
vektorskega prostora V, potem je [Tvy,Tva,...,Tv,] ortonormirana baza vektor-
skega prostora W.

(ii) Ce obstaja taksna ortonormirana baza [vy,va, ..., v,] vektorskega prostora
V, da je [Tvi,Tva,...,Tv,] ortonormirana baza vektorskega prostora W, potem je
T izometricni izomorfizem.

Dokaz. Tocka (i) je direktna posledica trditve 3.36. Dokazimo Se tocko (ii).

Ozna¢imo B = [v1, v, ..., vy]. Za poljubna vektorja v,v" € V velja
<T'U, T'Ul> = <T< Z<’l}, ’Ui>1}7;> s T( Z<U/, 'Uj>’l}j> >
i=1 j=1

<i v, ;) Tvl,i: v , U5 TUJ>
i=1 j=1

(0, 0:) (v, 03)(Twi, Tvy) = Z(vwi)@’»w)

M:

©
Il
=
<.
I
-
-
|
-

M=

©
Il
=
Al
I
-

<’U, 'Ui><v/7 vj><vi’ vj>



3.2. PRESLIKAVE MED VEKTORSKIMI PROSTORI S SKALARNIM PRODUKTOM 119

:<zn:vvl vz,i:v vj)v > (v,0"). =
i=1 J=1

TRDITEV 3.38. Naj bosta V in W koncno-dimenzionalna vektorska prostora nad
F s skalarnim produktom in naj bo T € Lin(V, W) linearna preslikava.

(i) Preslikava T je linearna izometrija, ce, in samo e, velja T*T = id.

(ii) Preslikava T je je izometricni izomorfizem, ce, in samo ce, je izomorfizem
in velja T~ =T*.

Dokaz. Iz trditve 3.36 sledi, da je preslikava T linearna izometrija, ¢e, in samo
Ce, velja (v,v") = (Tw, Tv") = (v, T*TV') za vse vektorje v,v’ € V. Po trditvi 3.5 je
to res natanko tedaj, ko je T*T = id. O

Spomnimo se, da je matrika U unitarna, ¢e je kvadratna in zanjo velja U"U = 1.
Vsaka unitarna matrika U je obrnljiva in velja U~! = U". Realnim unitarnim
matrikam pravimo ortogonalne matrike. Vsaka ortogonalna matrika @) je obrnljiva
in velja Q7! = Q.

TRDITEV 3.39. Naj bosta V in W koncno-dimenzionalna vektorska prostora nad
F s skalarnim produktom in naj bo T € Lin(V, W) linearna preslikava.

(i) Ce je preslikava T izometricni izomorfizem, ce je 9B ortonormirana baza
vektorskega prostora V in e je 9B’ ortonormirana baza vektorskega prostora W,
potem je matrika [T|%, unitarna.

(ii) Ce obstajata taksna ortonormirana baza % vektorskega prostora V in ta-
k$na ortonormirana baza %' vektorskega prostora W, da je matrika [T]g/ unitarna,
potem je T izometricni izomorfizem.

DokAz. (i) Ker je T izomorfizem, je dimV = dim W, zato je matrika [T]%,
kvadratna. Ker je T linearna izometrija, velja T*T = id, odtod pa sledi

(TV%)' (1% = (T3 (1% = [T°T)% = [id)Z = L

(ii) Ker je matrika [T]%, unitarna, je posebej kvadratna, zato velja dimV =
dimW. Ker velja

[*T)% = [T (115 = (T15)" (115 =1,
sledi T*T = id. 0

KOMENTAR 3.40. (1) Izometri¢nim izomorfizmom med realnimi vektorskimi
prostori s skalarnim produktom pravimo tudi ortogonalne preslikave. Mnozica
O(V) C End(V) vseh ortogonalnih endomorfizmov realnega vektorskega prostora
V je grupa za kompozicijo.

Izometri¢nim izomorfizmom med kompleksnimi vektorskimi prostori s skalar-
nim produktom pravimo tudi unitarne preslikave. Mnozica U(V) C End(V) vseh
unitarnih endomorfizmov kompleksnega vektorskega prostora V je grupa za kom-
pozicijo.

(2) Po trditvi 3.39 je matrika U € Mat(n x n,C) unitarna, ée, in samo e,
je unitarna linearna preslikava £(U) : C" — C™ glede na standardni skalarni pro-
dukt. To je res natanko tedaj, ko stolpci matrike U sestavljajo ortonormirano bazo
vektorskega prostora C™ s standardnim skalarnim produktom. Grupo U(C") tako
lahko glede na standardno bazo identificiramo z unitarno grupo U(n) stopnje n.
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Podobno je realna matrika @ € Mat(n x n,R) ortogonalna, ¢e, in samo ¢e, je
ortogonalna linearna preslikava £(Q) : R™ — R"™ glede na standardni skalarni pro-
dukt. To velja natanko tedaj, ko stolpci matrike (Q sestavljajo ortonormirano bazo
vektorskega prostora R™ s standardnim skalarnim produktom. Grupo O(R™) tako
lahko glede na standardno bazo identificiramo z ortogonalno grupo O(n) stopnje n.

TRDITEV 3.41. Naj bo V koncno-dimenzionalen vektorski prostor pozitivne di-
menzije nad F s skalarnim produktom in naj bo T € End(V) linearna izometrija.
Tedaj je preslikava T unitarna oziroma ortogonalna, |det(T)| =1 in |A| = 1 za vsak
Aeo(T).

Doxkaz. Za A € o(T) obstaja nenicelni vektor v € V, za katerega je Tv = Av.
Ker je T linearna izometrija, velja

[oll = Tl = |l = [Alllv]],
odtod pa sledi |A| = 1. Preostali del trditve trditve sledi iz enakosti
|det(T)|? = det(T) det(T) = det(T*) det(T) = det(T*T) = det(id) = 1. O

Naj bo V konéno-dimenzionalen vektorski prostor pozitivne dimenzije nad F
s skalarnim produktom. Endomorfizem T € End(V) je unitarno diagonalizabilen
(v primeru F = C) oziroma ortogonalno diagonalizabilen (v primeru F = R), ce
obstaja takSna ortonormirana baza % vektorskega prostora V, da je matrika [T]%
diagonalna. Drugace povedano, endomorfizem T je unitarno (oziroma ortogonalno)
diagonalizabilen natanko tedaj, ko obstaja ortonormirana baza vektorskega prostora

V, ki je sestavljena iz lastnih vektorjev endomorfizma T

KOMENTAR 3.42. (1) Matrika B € Mat(n x n,C) je unitarno podobna matriki
A € Mat(n xn,C), ée obstaja taksna unitarna matrika U € U(n), da je B = UPAU.
Ni tezko preveriti, da je tako definirana unitarna podobnost ekvivalencna relacija.

Matrika A € Mat(n x n,C) je unitarno diagonalizabilna, kadar je pripadajoci
endomorfizem ¢(A) vektorskega prostora C" s standardnim skalarnim produktom
unitarno diagonalizabilen, kar pa je res, e, in samo Ce, je matrika A unitarno po-
dobna diagonalni kompleksni matriki. V tem primeru torej obstaja taksna unitarna
matrika U € U(n), da je matrika U"AU diagonalna. Stolpci matrike U so tedaj
lastni vektorji matrike A in sestavljajo ortonormirano bazo vektorskega prostora
C™ glede na standardni skalarni produkt.

(2) Realna matrika B € Mat(n x n,R) je ortogonalno podobna realni matriki
A € Mat(n x n,R), ¢e obstaja taksna ortogonalna matrika @ € O(n), da je B =
Q'AQ. Ni tezko preveriti, da je tudi ortogonalna podobnost ekvivalencna relacija.

Matrika A € Mat(nxn,R) je ortogonalno diagonalizabilna, kadar je pripadajo¢i
endomorfizem ¢(A) vektorskega prostora R™ s standardnim skalarnim produktom
ortogonalno diagonalizabilen, kar pa je res, ¢e, in samo Ce, je matrika A ortogonalno
podobna diagonalni realni matriki. V tem primeru torej obstaja taksna ortogonalna
matrika Q € O(n), da je matrika Q'AQ diagonalna. Stolpci matrike Q so tedaj
lastni vektorji matrike A in sestavljajo ortonormirano bazo vektorskega prostora
R™ glede na standardni skalarni produkt.

VaJa 3.43. Naj bo T € End(V) unitarni oziroma ortogonalni endomorfizem
kon¢no-dimenzionalnega vektorskega prostora V nad F s skalarnim produktom.
Pokazi, da je ortogonalni komplement U+ poljubnega T-invariantnega vektorskega
podprostora U C V prav tako T-invarianten.



3.2. PRESLIKAVE MED VEKTORSKIMI PROSTORI S SKALARNIM PRODUKTOM 121

ZGLED 3.44. (1) Naj bo @ poljubna ortogonalna matrika velikosti 2 x 2. De-
terminanta matrike @ je bodisi 1 ali —1. Ker je prvi stolpec matrike ) normiran
vektor, je

Q.1 = (cos p,sin p)
za nek kot ¢ € [0, 27)). Ker je drugi stolpec matrike Q normiran in pravokoten na
prvi stolpec, velja
Q.2 = £(—sinp, cos p).
Ce je det(Q) = 1, je torej

| cosp —sinp |
Q= [ singp  cosp ] = R

matrika rotacije za kot ¢ v ravnini. Ce je det(Q) = —1, potem je

| cosyp sing | 1 0
Q= { sinp —cosp } =Ry { 0 -1 ]
matrika kompozicije zrcaljenja preko abscisne osi in rotacije za kot ¢.

(2) Naj bo U vektorski podprostor konéno-dimenzionalnega vektorskega pro-
stora V nad F s skalarnim produktom. Direktno lahko izra¢unamo, da je endomor-
fizem

reff; = 2pris —idy € End(V)
izometrija, da velja (reff;)? = idy, o(ref;) € {1, -1} in

Erefé(l) = U7 Eref#/ (_1) = UJ_'

Izometri¢nemu izomorfizmu refé pravimo (pravokotno) zrcaljenje ¢ez vektorski pod-
prostor U.

3.2.3. Normalni endomorfizmi. Naj bo V kon¢no-dimenzionalen vektorski
prostor nad F s skalarnim produktom. Endomorfizem T' € End(V) je normalen, e
zanj velja T*T = TT*.

Matrika A € Mat(n x n,F) je normalna, kadar velja A"A = AA", kar pa je
res, Ce, in samo Ce, je pripadajo¢i endomorfizem ¢(A) vektorskega prostora F™ s
standardnim skalarnim produktom normalen.

ZGLED 3.45. Vsaka diagonalna matrika je normalna. Vsaka unitarna oziroma
ortogonalna matrika je normalna. Vsak unitaren oziroma ortogonalen endomorfi-
zem konc¢no-dimenzionalnega vektorskega prostora s skalarnim produktom je nor-
malen.

Iz trditve 3.30 direktno sledi:

TRDITEV 3.46. Naj bo T € End(V) endomorfizem koncno-dimenzionalnega
vektorskega prostora nad F s skalarnim produktom.

(i) Ce je endomorfizem T normalen, potem je za vsako ortonormirano bazo %
vektorskega prostora V matrika [T]% normalna.

(ii) Ce je & taksna ortonormirana baza vektorskega prostora V, da je matrika

[T)% normalna, potem je endomorfizem T normalen.

TRDITEV 3.47. Naj bo V koncno-dimenzionalen vektorski prostor nad F s ska-
larnim produktom in naj bo T € End(V) normalen endomorfizem vektorskega pro-
stora V. Ortogonalni komplement Ep(\)* je T-invarianten vektorski podprostor,
za vsak skalar X € F. Za poljubna razlicna skalarja \, i € F velja Ex(u) C Ep(A)*.
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Doxkaz. Najprej opazimo, da velja
Er(\)* = (ker(T — Aid))*+ = im((T — Aid)*) = im(T* — Xid).

Poljuben vektor v € Ex(\)* je torej oblike v = (T* — Xid)u za nek vektor u € V.
Odtod sledi

Tv=T(T* — Nid)u = (TT* = \T)u = (T*T — XT)u = (T* — X\id)Tu,

zato je Tv € im(T* — Xid) = Ep(\)*.

Poljuben vektor w € Ep(u) lahko zapiSemo kot vsoto w = w’ + w”, kjer je
w' € Ex()\) in w” € Ep(\)*. Zdaj velja pw’ + pw” = pw = Tw = Tw' + Tw" =
Aw’ + Tw”, odtod pa sledi

A — ' = pw” — Tw” € Ex(\) NEr(\)* = {0},
zato velja w’ = 0 in torej w = w” € Ep(\)*. O

IZREK 3.48. Naj bo V koncno-dimenzionalen kompleksen vektorski prostor po-
zitivne dimenzije s skalarnim produktom. Vsak normalen endomorfizem vektorskega
prostora V je unitarno diagonalizabilen.

DokAz. Trditev bomo dokazali z indukcijo na dimenzijon = dim V. V primeru
n = 1 ni kaj dokazovati. Naj bo torej n > 2 in predpostavimo, da izrek velja za vse
vektorske prostore dimenzije manjse od n.

Ker je V kompleksen vektorski prostor, ima endomorfizem T vsaj eno lastno
vrednost A € C. Lastni podprostor Er()\) je T-invarianten, po trditvi 3.47 pa je
ortogonalni komplement Ex(A\)* prav tako T-invarianten. Po trditvi 3.34 sta tedaj
vektorska podprostora E7()) in Ex()\)+ tudi T*-invariantna. Direktno iz definicije
adjungirane preslikave vidimo, da za zozZitev T, (n)+ : Er(A)* — Ep(A\)* velja
(Tgr (02 )" =T g, (01, odtod pa sledi, da je

T|ET()\)L S End(ET()\)L)

normalen endomorfizem vektorskega prostora Er(A)*. Ker je dim Er(\)* < n, po
indukcijski hipotezi obstajajo ortonormirana baza
[ul, U,y ... ,’U,q]

vektorskega prostora Er(\)1, ki je sestavljena iz lastnih vektorjev endomorfizma
T‘ET(A)L. Posebej so vektorji uq,us, ..., u, tudi lastni vektorji endomorfizma T'.
Izberimo Se vektorje

v1,02,...,0p € Ep(A),
ki sestavljajo ortonormirano bazo vektorskega prostora Ex (). Tedaj je
[V1,V2, ..., Up, U, U2, . . ., Ug)
ortonormirana baza vektorskega prostora V, sestavljena iz lastnih vektorjev endo-

morfizma 7. O

KOMENTAR 3.49. Za vsak normalen endomorfizem T € End(V) kompleksnega
vektorskega prostora V s skalarnim produktom je torej vektorski prostor V direktna
vsota lastnih podprostorov,

V=Er(A)®Er(X\) @ ®Er(A\n),
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kjer so A1, Ag,..., A € C vse paroma razlicne lastne vrednosti endomorfizma T
Po trditvi 3.47 je Er(\;) C Ez(\;)t za poljubna razliéna indeksa i in j. Dru-
gaCe povedano, lastni podprostori Er (A1), Er(A2),...,Er(A,) so med seboj pa-
roma pravokotni. Odtod tudi sledi, da za vsak i = 1,2,...,m velja

Er(\)T =Er(M\) @ - ®@Er(Nis1) ®Er(Nig1) @ - @ Er(A\n).

Zaradi tega pravimo, da je direktna vsota V. = Ep(A1) @ Er(A2) @ -+ @ Er(A\n)
ortogonalna.

TRDITEV 3.50. (i) Vsaka realna matrika, ki je ortogonalno podobna normalni
realni matriki, je normalna.

(it) Vsaka kompleksna matrika, ki je unitarno podobna normalni kompleksni
matriki, je normalna.

(iti) Kvadratna kompleksna matrika je normalna, ce, in samo ce, je unitarno
podobna diagonalni matriki.

DoxkAz. Naj bo matrika A € Mat(n x n,C) normalna in naj bo matrika B €
Mat(n x n, C) unitarno podobna matriki A. Tedaj obstaja taksna unitarna matrika
U € U(n), da je B=U"AU. Ker je matrika A normalna, velja A"4 = AA", odtod
pa sledi

B"B = (U"AU)"(UMAU) = UM A"UU" AU = UM AN AU
=U"AA"U = U"AUUMAMU = (UM AU) (U AU)" = BB".
Matrika B je torej normalna. S tem smo dokazali tocko (ii). Tocko (i) dokazemo
podobno. Todka (iii) sledi direktno iz tocke (ii) in iz izreka 3.48. O

VaJA 3.51. Naj bosta V in W konéno-dimenzionalna vektorska prostora nad F
s skalarnim produktom in naj bo © € Lin(V, W) izometri¢ni izomorfizem. PokaZi,
da je za vsak normalen endomorfizem T' € End(V) tudi endomorfizem ©TO* €
End(W) normalen.

TRDITEV 3.52. Naj bo V koncno-dimenzionalen vektorski prostor nad F pozi-
tivne dimenzije. Za poljuben diagonalizabilen endomorfizem T € End(V) obstaja
skalarnt produkt na vektorskem prostoru V, glede na katerega je T mormalen endo-
morfizem.

Doxkaz. Najbo £ baza vektorskega prostora V, sestavljena iz lastnih vektorjev
endomorfizma T'. Obstaja natanko en skalarni produkt na vektorskem prostoru V,
glede na katerega je baza % ortonormirana. Tedaj je matrika [T]% diagonalna in
torej normalna, odtod pa sledi, da je endomorfizem 71" normalen glede na izbrani
skalarni produkt. ([

ZGLED 3.53. (1) Naj bo @ € O(n) ortogonalna matrika. Realno matriko @
lahko gledamo tudi kot kompleksno unitarno matriko. Vse kompleksne lastne vre-
dnosti matrike @ imajo absolutno vrednost 1. Za poljubno kompleksno lastno
vrednost A matrike @ je tudi njena konjugirana vrednost lastna vrednost matrike
Q. Se ved, ¢e je w € C™ lastni vektor matrike Q za lastno vrednost \, potem velja
Qw = M in zato tudi QW = M, torej je konjugiran vektor w € C™ lastni vektor
matrike Q za lastno vrednost A. Ce vektorje wq, ws, ..., w, € C" izberemo tako, da
ti sestavljajo ortonormirano bazo kompleksnega lastnega podprostora matrike @ pri
lastni vrednosti A, potem vektorji wy,ws,...,w; € C" sestavljajo ortonormirano
bazo kompleksnega lastnega podprostora matrike @ pri lastni vrednosti .
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Ker je matrika @) ortogonalna, je tudi normalna, zato je po izreku 3.48 unitarno
diagonalizabilna kot kompleksna matrika. Po zgoraj povedanem lahko izberemo
ortonormirano bazo A vektorskega prostora C", ki je oblike

B = [vi",...,v;,wl,wl,...,ws,i}s,vf,...,v;]
in ob tem velja:
(i) vektorji vy, ... ,U;'_ € R"™ sestavljajo bazo realnega lastnega podprostora
matrike ) pri lastni vrednosti 1,
(ii) vektorji vy ,..., v, € R" sestavljajo bazo realnega lastnega podprostora
matrike @ pri lastni vrednosti —1, in
(iii) za vsakindeksj =1,2,...,s je vektor w; lastni vektor za neko kompleksno
lastno vrednost \; matrike () z negativnim imaginarnim delom.
Iz tocke (iii) sledi, da je za vsak indeks j = 1,2,...,s vektor w; lastni vektor za
kompleksno lastno vrednost A; matrike Q. Pri tem seveda veljap, s,q € {0,1,...,n}

in p+2s+q = n. Ce je katero od stevil p, s, ¢ enako $tevilu 0, to pomeni, da
ustrezni vektorji v bazi % ne nastopajo. Koordinatna matrika endomorfizma ¢(Q)
v ortonormirani bazi £ je diagonalna kompleksna matrika oblike

[i[d]5 Q[id]Z = [£(Q)]Z = diag(1,...,1, A1, A1, ..., Ae, A, =1, ..., —1).

Za vsak j = 1,2,...,s naj bo ¢; € (0,7) tisti kot, za katerega je \; = e™%7,
in naj bosta
/

= 1 (s D — 1 Dk
uj = \/g(wj +w;), u; = i\/g(wj w;)
normirani realni in normirani imaginarni del vektorja w;. Posebej to pomeni, da
sta u;, ug € R™ vektorja z realnimi komponentami in da velja

1 . — 1 .
wy = Js(uy +iu), ;= s (uy —iuf).
Ker vektorja w;, w; sestavljata ortonormiran sistem, tudi vektorja u;, u; sestavljata
ortonormiran sistem, kar lahko enostavno preverimo. Poleg tega velja
Spanc{u;,u;} = Spanc{w;, w;}.
Tako smo dobili novo ortonormirano bazo

/[, + / / —
B =[], vy U, U, U, UG, Y

U]

vektorskega prostora C™, ki pa je sestavljena iz vektorjev z realnimi komponentami.

Baza %’ je zato tudi ortonormirana baza realnega vektorskega prostora R™.
Izra¢unajmo koordinatno matriko endomorfizma ¢(Q)) v ortonormirani bazi %’'.

Za vsak indeks j = 1,2,...,n velja
Quj =

I
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1 - , -
= Z((AJ — Aj)uj + 1(>\j + Aj)u;)

= C\}()\])UJ + %()\])’U,; = — sin(goj)uj + COS(QO]')U;.
Odtod sledi, da je koordinatna matrika [¢(Q)]%, bloéno diagonalna oblike

Ipxp
RLP1
)% QLdZ = [(Q)]% =
Ry,
—lgxq
kjer so R, ,..., R, rotacijske matrike:
R — | cos¥ — sin @;
i singp;  cosgp;

Pokazali smo torej, da je vsaka ortogonalna matrika @ ortogonalno podobna blo¢no
diagonalni realni matriki taksne oblike. Ce je katero od $tevil p, s, ¢ enako Stevilu
0, potem v zgornjem blo¢nem zapisu ustrezen blok ne nastopa.

Ob tem lahko Se opazimo, da je Ioxo = Ry rotacijska matrika za kot 0 in da
je —Iax2 = R, rotacijska matrika za kot 7. Matriko [f(Q)]g: lahko torej zapisemo
tudi v obliki

Ly spr

Ry,

Ry,

—lgxq
kjer sta p’ in ¢’ Stevili iz mozice {1,0}, kjer je p’ + 2r + ¢’ = n in kjer je
(1917“'7197‘) = (0,...,0,@1,...,QDS,’/T,...,’]T).
Ob tem velja det(Q) = (=1)7 = (=1) .

Ce je det(Q) = 1, potem torej ortogonalna matrika @ predstavlja kombinacijo
rotacij v med seboj pravokotnih ravninah. Ce je det(Q) = —1, potem ortogonalna
matrika ) predstavlja kombinacijo rotacij v med seboj pravokotnih ravninah in
zrcaljena Gez hiperravnino. Ce je n liho $tevilo in je det(Q) = 1, potem je p’ = 1 in
¢ = 0. Ce je n liho $tevilo in je det(Q) = —1, potem je p’ =0 in ¢’ = 1.

(2) Naj bo @ € O(3) ortogonalna matrika z determinanto 1. Po tocki (1) je
Stevilo 1 lastna vrednost matrike () in obstaja tak$na ortonormirana baza %’ =
[v1,v2,v3] vektorskega prostora R3, da je

) 1 0 0
Q)% =| 0 cosp —sing
0 sing cos ¢

za nek kot ¢ € [0,7]. Drugace povedano, matrika @) predstavlja rotacijo v vek-
torskem prostoru R? za kot ¢ okoli osi Roy.

VAJA 3.54. Naj bo u € R3 normiran vektor in naj bo T': R® — R3 linearna
preslikava, dana s predpisom

Tv=(u-v)u+uxuv.

Pokazi, da je T rotacija okoli osi Ru za kot /2.
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3.2.4. Sebi-adjungirani endomorfizmi. Naj bo V konc¢no-dimenzionalen
vektorski prostor nad F s skalarnim produktom. Endomorfizem T € End(V) je
sebi-adjungiran, ¢e zanj velja T* = T.

Ce je endomorfizem T € End(V) sebi-adjungiran, potem je tudi normalen, saj
jetedaj T*T =TT =TT*.

ZGLED 3.55. (1) Endomorfizem ¢(A) vektorskega prostora F™ s standardnim
skalarnim produktom, dan s kvadratno matriko A, je sebi-adjungiran, ce, in samo
e, je matrika A hermitska. Za realno kvadratno matriko A je to res natanko tedaj,
ko je matrika A simetric¢na.

(2) Naj bo V konéno-dimenzionalen vektorski prostor nad F s skalarnim produk-
tom in naj bo T' € End(V) projektor. Opazimo lahko, da je tedaj tudi adjungiran
endomorfizem T* € End(V) projektor, saj velja (T%)? = (T?)* = T*. Ob tem je

ker(T*) = (im(T))*, im(7*) = (ker(T))™*.
Projektor T je zato sebi-adjungiran, ¢e, in samo &e, velja ker(T) = (im(7'))> .
Iz trditve 3.30 direktno sledi:

TRDITEV 3.56. Naj bo T endomorfizem koncno-dimenzionalnega vektorskega
prostora nad F s skalarnim produktom.

(i) Ce je endomorfizem T sebi-adjungiran, potem je za vsako ortonormirano
bazo B vektorskega prostora N matrika [T)% hermitska.

(ii) Ce je & taksna ortonormirana baza vektorskega prostora V, da je matrika
[T]g hermitska, potem je endomorfizem T sebi-adjungiran.

TRDITEV 3.57. Naj bosta T in S sebi-adjungirana endomorfizma koncno-di-
menzionalnega vektorskega prostora V nad F s skalarnim produktom in naj bo o € R
poljubno realno stevilo. Tedaj sta tudi endomorfzma S+ T in oT sebi-adjungirana.
Sebi-adjungirani endomorfizmi vektorskega prostora V sestavljajo realen vektorski
prostor.

Dokaz. Velja (S+T)*=S5*4+T*=S+Tin (oI)* = aT* = oT. O

Vaja 3.58. Pokazi, da velja:

(i) Vsaka realna matrika, ki je ortogonalno podobna simetri¢ni realni matriki,
je simetricna.

(ii) Vsaka kompleksna matrika, ki je unitarno podobna hermitski kompleksni
matriki, je hermitska.

(iii) Naj bosta V in W koné¢no-dimenzionalna vektorska prostora nad F s ska-
larnim produktom in naj bo © € Lin(V, W) izometri¢ni izomorfizem. Pokazi, da
je za vsak sebi-adjungiran endomorfizem 7' € End(V) tudi endomorfizem OTO* €
End(W) sebi-adjungiran.

TRDITEV 3.59. Za vsak sebi-adjungiran endomorfizem T koncéno-dimenziona-
Inega vektorskega prostora V nad F pozitivne dimenzije s skalarnim produktom velja:

(i) za vsak vektor v € V je skalarni produkt (T'v,v) realno Stevilo,
) wse lastne vrednosti endomorfizma T so realne,
(iii) determinanta in sled endomorfizma T sta realni Stevili, in
) karakteristicni polinom py endomorfzma T je realen in razcepen na realne
linearne faktorje.
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DokaAz. (i) Velja (Twv,v) = (v, T*v) = (v,Tv) = (Tv,v).
(ii) Za poljubno lastno vrednosti A € o(T") obstaja nenicelen vektor v € Ep (),
in ker velja

Mo, v) = (w,v) = (Tw,v) = (v, T*v) = (v, Tv) = (v, \v) = Ao, v),

sledi A = A

(iv) Izberimo ortonormirano bazo % vektorskega prostora V. Karakteristi¢ni
polinom py je enak karakteristicnemu polinomu p 4 matrike A = [T]g Matrika A
je hermitska in ima zato po tocki (ii) same realne lastne vrednosti. Odtod sledi, da
ima karakteristicni polinom p 4 same realne nicle in je zato realen ter razcepen na
realne linearne faktorje.

Tocka (iii) je direktna posledica tocke (iv). O

Ker je vsak sebi-adjungiran endomorfizem normalen, iz trditve 3.59(ii) in iz-
reka 3.48 direktno sledi:

PosLEDICA 3.60. Naj bo V koncno-dimenzionalen kompleksen vektorski prostor
pozitivne dimenzije s skalarnim produktom. Za poljuben sebi-adjungiran endomor-
fizem T € End(V) obstaja taksna ortonormirana baza A vektorskega prostora V, da
je matrika [T)% realna diagonalna matrika.

I1ZREK 3.61. Naj bo V koncno-dimenzionalen realen vektorski prostor pozitivne
dimenzije s skalarnim produktom. Vsak sebi-adjungiran endomorfizem T € End(V)
je ortogonalno diagonalizabilen.

Doxkaz. Dokaz je podoben dokazu izreka 3.48 in ga dokazemo z indukcijo na
dimenzijo n = dimV. V primeru n = 1 ni kaj dokazovati. Naj bo torej n > 2 in
predpostavimo, da izrek velja za vsak vektorski prostor dimenzije manjse od n.

Po trditvi 3.59(ii) ima endomorfizem T" vsaj eno realno lastno vrednost A € R.
Ker je endomorfizem T sebi-adjungiran, je tudi normalen. Lastni podprostor Ex()\)
je T-invarianten, po trditvi 3.47 pa je ortogonalni komplement Er(\)* prav tako
T-invarianten. Iz definicije adjungirane preslikave vidimo, da za zozitev T'|g, (x)+ :
Er(\)t = Ex(\)* velja (Tl o)1) = T ero)r = Tlepayr, odtod pa sledi, da
je

Tlg, (e € End(Er(A)7)

sebi-adjungiran endomorfizem vektorskega prostora E7(\)*. Ker je dim Ex(\)* <
n, po indukcijski hipotezi obstaja ortonormirana baza [uq,usg, ..., u,] vektorskega
prostora E7(\)*, sestavljena iz lastnih vektorjev endomorfizma T|ET()\)L. Vek-
torji uy,us,...,us so tudi lastni vektorji endomorfizma T'. Izberemo Se vektorje
v1,V2,...,Up € Ep(X), ki sestavljajo ortonormirano bazo vektorskega prostora
Er()\), in dobimo ortonormirano bazo

[V1,V2, ..., Up, U, Uz, . . ., Ug)

vektorskega prostora V, ki je sestavljena iz lastnih vektorjev endomorfizma 7. [
Iz posledice 3.60 in izreka 3.61 direktno sledi:

POSLEDICA 3.62. (i) Vsaka realna simetricna matrika je ortogonalno podobna
realni diagonalni matriki.

(ii) Vsaka kompleksna hermitska matrika je unitarno podobna realni diagonalni
matriki.
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3.2.5. Pozitivno definitni endomorfizmi. Naj bo V konc¢no-dimenzionalen
vektorski prostor nad F s skalarnim produktom. Spomnimo se, da za vsak sebi-
adjungiran endomorfizem 7' € End(V) in za vsak vektor v € V velja (Tv,v) € R.
Endomorfizem T € End(V) je pozitivno definiten, Ce je sebi-adjungiran in velja

(Tv,v) >0

za vsak nenicelen vektor v € V. V tem primeru zapisemo 1" > 0.

Matrika A € Mat(nxn,F) je pozitivno definitna, kadar je pripadajo¢i endomor-
fizem ¢(A) vektorskega prostora F™ s standardnim skalarnim produktom pozitivno
definiten, kar pa je res, ¢e, in samo ¢e, je matrika A hermitska in velja M Av > 0
za vsak nenicelen vektor v € F"™. V tem primeru zapisemo A > 0.

TRDITEV 3.63. (i) Vsaka realna matrika, ki je ortogonalno podobna pozitivno
definitni realni matriki, je pozitivno definitna.

(ii) Vsaka kompleksna matrika, ki je unitarno podobna pozitivno definitni kom-
pleksni matriki, je pozitivno definitna.

DoxkAz. Naj bo matrika A € Mat(n x n,C) pozitivno definitna in naj bo
matrika B € Mat(n x n,C) unitarno podobna matriki A. Tedaj obstaja taksna
unitarna matrika U € U(n), daje B = U"AU. Ker je matrika A pozitivno definitna,
je hermitska, zato je tudi matrika B hermitska. Poleg tega za poljuben nenicelen
vektor v € C™ velja

"By = v"UMAUv = (Uv)"A(Uv) > 0

saj je matrika A pozitivno definitna in Uv # 0. S tem smo dokazali tocko (ii).
Tocko (i) dokazemo podobno. O

TRDITEV 3.64. Naj bo T endomorfizem koncno-dimenzionalnega vektorskega
prostora nad F s skalarnim produktom.

(i) Ce je endomorfizem T pozitivno definiten, potem je za vsako ortonormirano
bazo B vektorskega prostora N matrika [T)% pozitivno definitna.

(ii) Ce je % taksna ortonormirana baza vektorskega prostora V, da je matrika
[T]?g pozitivno definitna, potem je endomorfizem T pozitivno definiten.

DoxkAz. Obe tocki sta posledici enakosti

(Tw,v) = <T(i(v,vj>vj),i<v7vi>vi> = <i(v,vj>TUj,i<v,vi>vi>

i=1 i=1 J=1 =1
_ ZZ v v o v (Topv) = 303 (1ole) ;y (1), (115),,
Z )it Z 71%) i Z TI5k2).,
= (Ivl)"[115[0])%
in trditve 3.56. -

Vaja 3.65. (1) Naj bosta V in W kon¢no-dimenzionalna vektorska prostora nad
F s skalarnim produktom in naj bo © € Lin(V, W) izometri¢ni izomorfizem. Pokazi,
da je za vsak pozitivno definiten endomorfizem 7' € End(V) tudi endomorfizem
OTO* € End(W) pozitivno definiten.
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(2) Naj bosta T' in S pozitivno definitna endomorfizma konéno-dimenzionalnega
vektorskega prostora V nad F s skalarnim produktom in naj bo « poljubno pozitivno
realno Stevilo. Pokazi, da sta tedaj tudi endomorfzma S + T in oT pozitivno
definitna.

(3) Naj bo T pozitivno definiten endomorfizem konéno-dimenzionalnega vektor-
skega prostora V nad F s skalarnim produktom. Pokazi, da je tedaj T" avtomorfizem.

TRDITEV 3.66. Naj bo T endomorfizem koncno-dimenzionalnega vektorskega
prostora V nad F s skalarnim produktom. Endomorfizem T je pozitivno definiten,
ce, in samo ce, je sebi-adjungiran in so vse njegove lastne vrednosti pozitivna realna
stevila. 'V tem primeru je determinanta endomorfizma T pozitivna.

Doxkaz. Predpostavimo najprej, da je endomorfizem T pozitivno definiten.
Naj bo A poljubna lastna vrednosti endomorfizma T in naj bo v € Er()\) neni-
¢elen vektor. Ker velja A(v,v) = (Av,v) = (Tv,v) > 0, sledi A > 0.

Dokazimo se obratni del trditve. Predpostavimo, da je endomorfizem T  sebi-
adjungiran in da so vse njegove lastne vrednosti pozitivne. Po posledici 3.60 obstaja
ortonormirana baza [vi,vs,...,v,] vektorskega prostora V, sestavljena iz lastnih
vektorjev endomorfizma T'. Za vsak i = 1,2,...,n naj bo \; tista lastna vrednosti
endomorfizma T, za katero je Tv; = A\;v;. Po predpostavki je torej A\; > 0. Za
poljuben nenicelen vektor v € V tedaj velja

(Tw,v) = <T(Z(v,vj>vj),z<v7vi>vi> = <Z(v,vj>TUj,Z<v,vi>vi>
j=1 i=1 j=1 i=1
= <Z<v,vj>)\jvj7z<v,ui>vi> = Z&\(MWHQ > 0. O
j=1 i=1 i=1

TRDITEV 3.67. Naj bo T sebi-adjungiran endomorfizem koncno-dimenzional-
nega vektorskega prostora NV nad F s skalarnim produktom. Ce je U tak vektorski
podprostor vektorskega prostora V, da je (T'u,u) > 0 za vsak nenicelen vektor u € U,
potem velja ), ., akrp(\) > dim U.

DokAz. Oznac¢imo p = ), ,akrr(A). Izberimo ortonormirano bazo % =
[v1,v9,...,v,] vektorskega prostora V, sestavljeno iz lastnih vektorjev endomor-
fizma T. Za vsak i = 1,2,...,n naj bo A; tista lastna vrednosti endomorfizma T,
za katero je Tv; = \;v;. Vektorje v bazi Z lahko uredimo tako, da je A\; > 0 za
vsak indeks ¢, za katerega je i < p, in da je A\; < 0 za vsak indeks 4, za katerega
velja ¢ > p. Dokazati moramo, da je p > dim U.

Pa predpostavimo obratno, da je torej p < dim U. V tem primeru bi veljalo

dim Span{v,41,...,v,} +dimU > (n—p)+p=n

in zato Span{v,41,...,v,} N U # {0}, to pa nas pripelje do protislovja, saj za

poljuben nenicelen vektor u € Span{vpt1,...,v,} NU tedaj velja
(Tu,u) = <T< Z(u,vj>vj), Z(u,vi>vi> = < Z (u,v;)Tvj, Z<u7vi>vi>
Jj=p+1 i=p+1 Jj=p+1 i=p+1

= < Z<u,’vj>>\jvj, Z(u,vi>vi> = Z Xl u, v) 2 < 0. 0

Jj=p+1 i=p+1 i=p+1
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TRDITEV 3.68 (Sylvesterov kriterij). Matrika A € Mat(n x n,F) je pozitivno
definitna, ce, in samo ce, je hermitska in velja

det SUb{l,,..,k}{l,.,.,k}(A) >0
za vsak k=1,2,...,n.
Doxkaz. Ce je matrika A hermitska, potem so o¢itno hermitske tudi matrike
AP =subgy gy, (A),

za k = 1,2,...,n. Predpostavimo, da je matrika A pozitivno definitna. Za vsak
nenicelen vektor v’ € F¥ je tudi vektor v = (v',0) € F*¥ x {0}"~% C F" nenicelen in
glede na standardni skalarni produkt velja

(AR o'y = (Av,v) > 0.

To pomeni, da je tudi matrika A*) pozitivno definitna, zato je njena determinanta
pozitivna, za vsak k =1,2,...,n.

Obratno implikacijo iz trditve bomo dokazali z indukcijo na stevilo n. V pri-
meru n = 1 je trditev ocitna. Naj bo torej n > 1 in predpostavimo, da trditev
velja za vse matrike velikosti (n — 1) X (n — 1), da je matrika A hermitska in da so
poddeterminante det (A(l)), ..., det (A(")) matrike A vse pozitivne. Ker je

detsubyy  kif1,...k) (A(n_l)) = det SUb{l,...,k}{l,...,k}(A) = det (A(k)) >0

zavsak k=1,2,...,n—1, je po indukcijski predpostavki matrika A1) pozitivno
definitna. Odtod sledi, da za vsak neni¢elen vektor u = (u/,0) € F*~1) x {0} c F»
glede na standardni skalarni produkt velja

(Au,u) = (AP=Dy’ ') > 0.

Trditev 3.67, v kateri vzamemo U = F(»~1) x {0} ¢ F", nam zdaj pove, da je

ZakrA()\) >n—1.

A>0

Ker je ob tem det(A) = det (A(")) > 0, ima matrika A vse svoje lastne vrednosti
pozitivne. Po trditvi 3.66 je matrika A pozitivno definitna. (]

KOMENTAR 3.69. (1) Poddeterminante
det SUb{l,...,k}{l,‘..,k}(A)

matrike A € Mat(n x n,F), k = 1,2,...,n, ki nastopajo v Sylvesterovem kriteriju
za pozitivno definitnost 3.68, véasih imenujemo tudi glavne poddeterminante ali
glavni minorji matrike A.

(2) Naj bo T' € End(V) endomorfizem koné¢no-dimenzionalnega vektorskega
prostora nad F s skalarnim produktom.

Endomorfizem T je negativno definiten, ¢e je sebi-adjungiran in za vsak neni-
¢elen vektor v € V velja (T'w,v) < 0. V tem primeru zapiSemo 7" < 0.

Endomorfizem T je pozitivno semi-definiten, Ce je sebi-adjungiran in za vsak
vektor v € V velja (Tv,v) > 0. V tem primeru zapiSemo T > 0.

Endomorfizem T je negativno semi-definiten, ¢e je sebi-adjungiran in za vsak
vektor v € V velja (Tv,v) < 0. V tem primeru zapiSemo T < 0.

Na podoben nacin, kot smo dokazali trditev 3.66, se lahko prepricamo, da
je endomorfizen T negativno definiten (oziroma pozitivno semi-definiten, oziroma
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negativno semi-definiten), ¢e, in samo ¢e, je sebi-adjungiran in so vse njegove lastne
vrednosti negativna (oziroma nenegativna, oziroma nepozitivna) realna Stevila.

Matrika A € Mat(n x n,F) je negativno definitna (oziroma pozitivno semi-
definitna, oziroma negativno semi-definitna), kadar je tak pripadajo¢i endomorfi-
zem {(A) vektorskega prostora F™ s standardnim skalarnim produktom. V tem
primeru zapisemo A < 0 (oziroma A > 0, oziroma A < 0).

Vaia 3.70. (1) Pokazi, da je matrika A € Mat(n x n,F) negativno definitna,
Ce, in samo Ce, je hermitska in velja

(—1)% det subgi . ky{1,... k3 (A) >0

zavsak k=1,2,...,n.

(2) Naj bo T pozitivno definiten endomorfizem koné¢no-dimenzionalnega vek-
torskega prostora V nad F s skalarnim produktom. Pokazi, da obstaja pozitivno
definiten endomorfizem S € End(V), za katerega velja S? =T in ST =TS.

3.3. Kvadratne forme

V tem razdelku bomo uporabili izrek o diagonalizaciji sebi-adjungiranih endo-
morfizmov pri studiju kvadratnih form. Privzeli bomo, da so nasi skalarji realna
stevila, torej F = R.

3.3.1. Simetric¢ne bilinearne forme in njihove kvadratne forme. Najbo
V kon¢no-dimenzionalen realen vektorski prostor. Bilinearna forma na vektorskem
prostoru V je preslikava g : V x V — R, za katero velja
(i) glu+v,w) = glu,w) + g(v, w),
(if) g(v,u+w) = g(v,u) + g(v,w) in
(iii) g(av,w) = ag(v,w) = g(v, aw)
za vse vektorje u,v,w € V in za vse skalarje a € F. Drugace povedano, biline-
arna forma je linearna tako v prvi spremenljivki kot tudi v drugi spremenljivki.
Bilinearna forma g na vektorskem prostoru V je simetricna, ¢e velja se

(iv) g(v,w) = g(w,v)
za vse vektorje v, w € V.

Preslikava f : V — R je kvadratna forma na vektorskem prostoru V, ¢e obstaja
takSna simetri¢na bilinerana forma g na vektorskem prostoru V, da je

fu) = g(u, u)
za vsak vektor © € V. V tem primeru pravimo, da je kvadratna forma f prirejena
simetri¢ni bilinearni formi g.

ZGLED 3.71. (1) Vsak skalarni produkt na realnem vektorskem prostoru je
simetri¢na bilinearna forma.

(2) Vsota dveh simetri¢nih bilinearnih form na vektorskem prostoru V je spet
simetri¢na bilinearna forma, prav tako pa je produkt simetri¢ne bilinearne forme s
poljubnim realnim Stevilom simetri¢na bilinearna forma. Mnozica simetri¢nih bili-
nearnih form na vektorskem prostoru V je torej realen vektorski prostor za operacije
po tockah.

(3) Naj bo V kon¢no-dimenzionalen realen vektorski prostor s skalarnim pro-
duktom. Poljubnemu sebi-adjungiranemu endomorfizmu 7' € End(V) priredimo
simetri¢no bilinearno formo I'r : V x V — R, ki je dana s predpisom

Tr(v,w) = (Tv,w)
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za vse vektorje v,w € V. Kvadratno formo, prirejeno simetri¢ni bilinearni formi
I'r, oznacimo z 7 : V — R, torej

Or(u) =Tr(u,u) = (Tu,u)

za vsak vektor u € V.

(4) Naj bo g poljubna simetri¢na bilinearna forma na vektorskem prostoru R”.
Definirajmo realno matriko A velikosti n x n s predpisom A;; = g(e;,e;) za vse
1,7 = 1,2,...,n. Ker je bilinearna forma g simetri¢na, je matrika A simetri¢na,
torej velja

Aij = Aji = glej, ei) = gles, ;).

Za vse vektorje v = (a1, @, ...,ay) € R™ in w = (B1, B2, - .-, Bn) € R™ velja
n n n n
g(v,w) = g(zajejazﬂiei> = Zzajﬂz e],ez
j=1 i=1 j=1i=1

= Z ﬁz Z Aijaj = Z 51 (Av)il = wtAv
=1 j=1 i=1

Simetri¢no bilinearno formo g lahko torej zapisemo v obliki

g(’U7’LU) = thU = ZZﬁiAijaj = Z Aijﬁiaj.

i=1 j=1 1<i,j<n

Ker je Stevilo w*Av standardni skalarni produkt vektorjev Av in w, je g = T4.
Naj bo f : R® — R kvadratna forma, prirejena simetri¢ni bilinearni formi g.
Za vsak vektor u = (z1,x2,...,T,) € R™ tedaj velja

f(u) = f(z1,22,...,20) = Z Ajjriz = ZAHCE +2 Z Ajjzix;.

1<i,5<n 1<i<j<n
Funkciji taksne oblike pravimo realen homogen polinom stopnje 2 v spremenljivkah
L1y L2y y Ly
Po izreku 3.61 obstaja ortonormirana baza % vektorskega prostora R™, sesta-
vljena iz lastnih vektorjev matrike A. Prehodna matrika @ = [id]Z iz baze % na
standardno bazo je ortogonalna, matrika D = Q*AQ pa je diagonalna,

D= diag()\l, )\2, ceey )\n)

Tedaj velja Qv = [id]%,[v

l¢ = [v]# in podobno Q*w = [w]z. Ce oznatimo & =
Qtvz(dl,dg,...,dn) inw= Qt

w = (B, Ba, ..., 5Bn), potem je

g(v,w) = g(QF, Q) = (Q)' AQD = (QW)'QDQ'QY = &' D = Y \iBid.

i=1
Ce koordinatni vektor [u]g vektorja u = (21,22, ..,7,) € R" v bazi & oznaéimo
z 4= [ulg = Q% = (%1,Z2,...,%,), potem dobimo
flu) = f@, e, mn) = Y Agmia;
1<i,j<n

= f(Qﬂ) = f(Q(jla‘%Qv e vin)) = ZAij
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Bilinearno formo ¢ in njeno kvadratno formo f smo tako zapisali v novih koordi-
natah, ki so dane z ortonormirano bazo 4. V teh novih koordinatah sta g in f v
diagonalni obliki.

(5) Vsak realen homogen polinom f stopnje 2 v spremenljivkah z1,2s,..., 2,
lahko zapiSemo v obliki

f(xl,xg, e 71’»,1) = Z cl-jxixj,
1<i<j<n
za neka realna Stevila c;;. Tedaj lahko definiramo matriko A velikosti n x n s
predpisom A;; = ¢;; in A;; = Aj; = ¢;5/2 za vse indekse ¢ in j, ¢ < j. Matrika A je
simetri¢na in f je kvadratna forma simetri¢ne bilinearne forme I'4, torej f = ® 4.
(6) Funkcija f : R? — R, dana s predpisom
f(x,y) = 32" — 2xy + 3y,

je homogen polinom stopnje 2, ki mu pridruzimo simetri¢no matriko:
3 —1
i
Za poljuben vektor u = (x,%y) € R? tako velja:
3 -1 x
fu) = f(z,y) = u'Au = [J; y] { 1 3 } L}]

Izra¢unamo lahko, da je 0(A) = {2,4}, Ea(2) = R(1,1) in E4(4) = R(—1,1). La-
stna vektorja v, = %(1, 1) in vy = %(71, 1) matrike A sestavljata ortonormirano

bazo % vektorskega prostora R?. Prehodna matrika

p 1 -1

_ 1% 1

Q—[ld]é"—ﬁ[1 1}

je ortogonalna in predstavlja rotacijo v ravnini za kot 7/4, ob tem pa je

D = Q'AQ = diag(2,4)

diagonalna matrika. Za vsak vektor u = (z,y) € R? oznac¢imo @ = (Z,9) = Q*

torej

u,

jj7:17+y . Ty

\/57 y \/§ )

oziroma L o
x_ac—y T+y

V novih koordinatah velja
T—y T+7Y
x, =322 — 2zy + 3y° = ( ,
f(z,y) y+3y =f N
Tako na primer lahko vidimo, da je mnoZica resitev enacbe 322 — 22y + 3y? =8 v
ravnini R? enaka mnozici resitev enacbe 232 + 492 = 8, torej elipsa, ki ima osi v
smereh lastnih vektorjev vy in wvs.

) = F(Q&.5)) = 23 + 4™,

TRDITEV 3.72. Naj bo V koncno-dimenzionalen realen vektorski prostor s ska-
larnim produktom. Preslikava

{sebi-adjungirani endomorfizmi V — V} — {simetricne bilinearne forme na V},
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ki poljubnemu sebi-adjungiranemu endomorfizmu T : V — V priredi simetricno
bilinearno formo I'r : V xV — R, I'p(v,w) = (Tw,w), je izomorfizem realnih
vektorskih prostorov.

Doxkaz. Preslikava T +— ['r je ocitno linearna in injektivna. Naj bo g poljubna
simetri¢na bilinearna forma na vektorskem prostoru V. Za poljuben vektor v € V
je glv,¢) : V= R, w — g(v,w), linearen funkcional, zato po Rieszovem izreku
obstaja natanko en vektor T,(v) € V, tako da velja

g(U, ’LU) = <w7 Tg(’l))>
za vsak vektor w € V. Ni tezko preveriti, da smo s tem definirali endomorfizem
T, € End(V), ki je sebi adjungiran in za katerega velja I'r, = g. O

3.3.2. Diagonalna oblika kvadratne forme. Naj bo g poljubna simetri¢na
bilinearna forma na konéno-dimenzionalnem realnem vektorskem prostoru V dimen-
zije n > 1. Naj bo % = [v1,va,...,v,] baza vektorskega prostora V. Koordinatna
matrika oziroma Sylvesterova matrika simetricne bilinearne forme g v bazi % je
simetri¢na realna matrika [g]z velikosti n x n, dana s predpisom

([9)2),; = 9(vj, vi)

za vse indekse 4,7 = 1,2,...,n. Ce za poljubna vektorja v,w € V ozna¢imo [v]z =
(a1, Q... ,ay) in [w]g = (B1, B2, - - -, Bn), potem dobimo
n n n n
g(v,w) = 9(2%‘”;‘»2&%) = Zzajﬂig(vj,vi) = Z g(vj,vi)Bicy;
j=1 i=1 j=11i=1 1<4,j<n

=33 8illg)=) ;05 = ([w]»)'lg)s[v]s.

i=1j=1

Naj bo f kvadratna forma, prirejena simetri¢ni bilinearni formi g. Ce za poljuben

vektor u € V ozna¢imo [u]g = (z1, 22, ...,2,), potem velja
Flu) =" glvj,v)aix;.
1<i,j<n

Simetri¢na bilinearna forma ¢ in njena kvadratna forma f imata v bazi Z diagonalno
obliko, ¢e velja g(vj,v;) = 0 za vse indekse 4, j € {1,2,...,n}, i # j, torej tedaj, ko
je koordinatna marika [g]¢ diagonalna. V tem primeru velja:

g(v,w) = Z 9(vi, vi) Bicv;
i=1

flu) = ZQ(%%'):L’?

POSLEDICA 3.73. Naj bo g simetricna bilinearna forma na koncno-dimenzio-
nalnem realnem vektorskem prostoru V dimenzije n > 1 s skalarnim produktom.

(i) Obstaja ortonormirana baza vektorskega prostora V, v kateri ima simetricna
bilinearna forma g diagonalno obliko.

(i) Naj bo B = [v1,va,...,v,] poljubna ortonormirana baza vektorskega pro-
stora V, v kateri ima simetricna bilinearna forma ¢ diagonalno obliko. Ce je
T € End(V) tisti sebi-adjungiran endomorfizem, za katerega velja T'r = g, potem je

[T]g = diag (9(”1, v1), g(v2,v2), . .. »Q(Umvn))-
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Doxkaz. Po trditvi 3.72 obstaja sebi-adjungiran endomorfizem T' € End(V), za
katerega je I'r = g.

(i) Po izreku 3.61 lahko izberemo ortonormirano bazo & = [v1,ve, ..., v,] vek-
torskega prostora V, ki je sestavljena iz lastnih vektorjev endomorfizma T'. Za vsak
Jj=1,2,...,n je torej Tv; = A;jv; za ustrezno lastno vrednosti A\; € o(T). Ker
velja

9(vj,vi) = (Tvj,vi) = (Ajvj,vi) = Aj{vj,vi) =0
za vse indekse 4,j € {1,2,...,n}, i # j, ima simetri¢na bilinearna forma g v
ortonormirani bazi % diagonalno obliko.

(ii) Naj bo zdaj & = [v1,va, ..., v,] poljubna ortonormirana baza vektorskega
prostora V, v kateri ima simetri¢na bilinearna forma g diagonalno obliko. Naj bo
je{1,2,...,n}. Kerje

(Twj,vi) = g(vj,v) =0

za vsak indeks i = 1,2,...,n, i # j, je Tv; € {v1,..., 01,041, ...,0,} - = Ru;.
Odtod sledi, da je v; lastni vektor endomorfizma T'. Pokazali smo torej, da je baza
2

2 sestavljena iz lastnih vektorjev endomorfizma T, kar pomeni, da je matrika [T
. . _ {% _ {% . .
diagonalna. Ker je Tv; =Y " | ([T]@)Zjvi = ([T]@)jjvj, sledi tudi

B

([11%) ;= (Tvj,v5) = g(v;,v)). 0

TRDITEV 3.74. Naj bo g simetricna bilinearna forma na koncéno-dimenzional-

nem realnem vektorskem prostoru V dimenzije n > 1. Obstaja taksna baza B =

[v1,02,...,0,] vektorskega prostora V, da za vse indekse i € {1,2,...,n} velja

g(viv Ui) € {17 07 _1}
in da za vse indekse 1,5 € {1,2,...,n}, i # j, velja
g(v;,v;) =0.
Posebej to pomeni, da ima simetricna linearna forma g v bazi # diagonalno obliko.

DoxkAz. Izberimo poljuben skalarni produkt na vektorskem prostoru V. Po

posledici 3.73 obstaja baza %' = [v],v),...,v]] vektorskega prostora V, v kateri
ima simetri¢na bilinearna forma ¢ diagonalno obliko. Zdaj za vsak i = 1,2,...,n
definirano:

1
o Ll R 5 gl £0
? I ('UI, 'Ul,) =0
Vi 5 9\,

Tedaj je BB = [v1, v, ..., v,] baza vektorskega prostora V z Zelenimi lastnostmi. O

TRDITEV 3.75 (Sylvesterov zakon inercije). Naj bo g simetricna bilinearna
forma na koncéno-dimenzionalnem realnem vektorskem prostoru V dimenzije n > 1.
!/

Ce sta B = [v1,va,...,0,] in B = [v],v),...,v,] dve bazi vektorskega prostora V,

v katerih ima simetricna bilinearna forma g diagonalno obliko, potem velja:

#{i € N;i<n, glvi,v;) >0} =#{i e N; i <n, gvi,v)) >0}

#{ieN;i<n, glv,v) <0} =#{i € N; i <n, g(vj,v;) <0}
#{i € N; i <n, glvi,v;) =0} = #{i € N; i <n, g(v],v]) = 0}

17 7

DoxkAz. Brez izgube splosnosti lahko predpostavimo, da so vektorji v bazah
P in #' urejeni tako, da velja g(v;,v;) > 0 za vse indekse i < p ter g(v;,v;) <0
za vse indekse i > p, in da podobno velja g(v,v]) > 0 za vse indekse i < g ter
g(vi,v}) <0 za vse indekse i > q.

1) e
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Najprej bomo pokazali, da velja p < q. To je oCitno res, ¢e je bodisi p = 0 ali
pa ¢ = n. Predpostavimo torej, da je p > 0 in da je ¢ < n. Dokazali bomo, da
so tedaj vektorji vy, ... ,vwv,’ﬂrl, ..., v, med seboj linearno neodvisni. Naj bodo
o1, ..., 0p, B, ..., Bn—q € R taksni skalarji, da je

vy + - A apup 4 Brvgy o+ Buoquy, = 0,

in oznacimo u = ayvy + -+ apvy = —(Brvg g + -+ Buoguy,). Zdaj velja
P
glu,u) = glarvy + -+ + apvp, 1oy + -+ opvy) = ¥ aZg(vi,v;) >0
i=1

in hkrati
g(“a u) = g( - (BI’U;+1 +F 5n7q1};1)7 _(ﬁlv(lfrl + 4+ anqu;))

n—q
= Z BEQ(U;HW;H) <0,
i=1

zato je g(u,u) = 0. Velja torej >.0_ aZg(v;,v;) = 0 in zato oy = - = a;, = 0.
Odtod sledi u = 0, torej B1vy q + -+ Bu—qu, =0, zato tudi By = -+ = 3,4 = 0.
Vektorji vy, ..., Vp, Vg1 1, -+, 0y, S0 torej med seboj linearno neodvisni. Posebej to

pomeni, da je p+ (n — q) < n oziroma p < q.

Ce zamenjamo vlogi baz % in %4’, nam enak argument pove, da je tudi ¢ < p.
Velja torej enakost p = ¢. S tem smo dokazali, da velja prva od treh enakosti
iz trditve. Drugo enakost dobimo iz prve tako, da jo uporabimo na simetri¢ni
bilinearni formi —g. Tretja enakost je direktna posledica prvih dveh. O

KOMENTAR 3.76. Za poljubno simetri¢no bilinearno formo ¢ na kon¢no-dimen-
zionalnem vektorskem prostoru V pozitivne dimenzije ozna¢imo

1nd+(g):#{Z€Na 1< n, g(via’ui) >0}7
lndi(g):#{lENv ZS’I’L, g(viavi) <0}7
lndo(g):#{ZENa ZSH, g(v,,vl):()},

kjer je # = [v1,va,...,v,] poljubna baza vektorskega prostora V, v kateri ima
simetri¢na bilinearna forma g diagonalno obliko. Po Sylvesterovem zakonu o iner-
ciji so ta $tevila neodvisna od izbire taksne baze %. Stevilo ind*(g) imenu-
jemo indeks pozitivnosti, stevilo ind™ (g) pa indeks negativnosti simetri¢ne biline-
arne forme g. Urejenemu paru (ind+ (g9),ind™ (g)) pravimo tudi signatura, vsoti
rank(g) = ind™ (g) + ind ™ (g) pa rang simetri¢ne bilinearne forme g.

Ce je vektorski prostor V opremljen s skalarnim produktom in je 7' € End(V) ti-
sti sebi-adjungiran endomorfizem, za katerega je I'y = ¢, potem po posledici 3.73(ii)
sledi

ind™(g) = Z akrr(A),

A>0
ind” (g) = Z akrp(A),
A<0
ind"(g) = akry(0),
rank(g) = rank(7T).
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Vaja 3.77. (1) Matrika B € Mat(n x n,R) je po definiciji kongruentna matriki
A € Mat(n x n,R), e obstaja taksna obrnljiva matrika P € GL(n,R), da je
B = P*AP. Pokazi, da je kongruenca matrik ekvivalencna relacija.

(2) Naj bo g simetri¢na bilinearna forma na konéno-dimenzionalnem realnem
vektorskem prostoru V dimenzije n > 1. Naj bosta % in %4’ dve bazi vektorskega
prostora V. Pokazi, da velja

9l = (i) ) [gl=lid]Z

in da sta si torej matriki [g]z in [g]2z kongruentni.
(3) Pokazi, da je vsaka realna simetri¢na matrika kongruentna diagonalni ma-
triki, katere komponente so Stevila iz mnozice {1,0, —1}.

3.3.3. Krivulje, ploskve in hiperploskve drugega reda. Realen polinom

stopnje 2 v n spremenljivkah z1,zo,...,z, je funkcija f : R™ — R oblike
n n
f(l‘l,IQ, e ,In) = Zauzf =+ 2 Z aijximj + szl‘z + Co,
i=1 1<i<j<n i=1
kjer so ai1,a12, ..., ann, b1, ..., bn, co realne konstante in kjer je vsaj ena od konstant
11,012, - - - , Gnp NeniCelna. Homogeni del stopnje 2 polinoma f,
n
Z (1“1312 + 2 Z aijxixj,
i=1 1<i<j<n
je kvadratna forma na vektorskem prostoru R™. Mnozica nicel f~'({0}) C R"
polinoma f je mnoZica reSitev (x1,x2,...,x,) € R™ enacbe
n n
(3.1) Z au’-ﬁ? + 2 Z i T;x; + Z bix; +co = 0.
i=1 1<i<j<n i=1

Enacbi taksne oblike pravimo tudi splosna enacba drugega reda za realne neznanke
T1,%2, ..., Ty, njeni mnozici resitev S C R™ pa hiperploskev drugega reda v R™.
Splosni enacbi drugega reda (3.1) priredimo simetri¢no realno matriko

A € Mat(n x n,R),

dano s predpisom

Aij = Aji = aij
zavse i,j € {1,2,...,n}, i <j, ter vektor oziroma stolpec
B=(bi,bs,...,by) = [b1 by --- by]" €Mat(nx 1,R).

Poleg tega oznacimo z X vektor oziroma stolpec neznank
X = (x1,29,...,2,) = [ml Lo - xn]t € Mat(n x 1,R).
Splosno ena¢bo drugega reda (3.1) lahko zdaj zapiSemo v matri¢ni obliki kot ena¢bo
(3.2) X*'AX +B'X +¢o=0
za neznani stolpec X € Mat(n x 1,R).

Simetri¢na bilinearna forma I' 4, ki pripada simetri¢ni matriki A, ima svoj in-
deks pozitivnosti in svoj indeks negativnosti. Na kratko ozna¢imo 7+ = ind™(I'4),
r~ =ind”(T4) in r = rank(C4) = rT +r~. Velja torej 0 <7+ <n, 0 <r~ <n
in 1 < r < n. Simetri¢na realna matrika A je ortogonalno diagonalizabilna, zato
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lahko izberemo ortonormirano bazo % vektorskega prostora R"™, sestavljeno iz la-
stnih vektorjev matrike A. Pri tem lahko ortonormirano bazo & = [v1,ve, ..., vUy]
izberemo tako, da za vsak ¢ = 1,2,...,n velja:
(i) ¢e je 1 < i < r*, potem vektor v; pripada pozitivni lastni vrednosti
matrike A,
(ii) ¢e je r™ < i < r, potem vektor v; pripada negativni lastni vrednosti
matrike A,
(iii) ¢e je r < i < mn, potem vektor v; pripada lastni vrednosti 0 matrike A,
(iv) Ce je r +2 < i < n, potem je vektor v; pravokoten na vektor B.
Res, z ustrezno izbiro vrstnega reda vektorjev v bazi # dosezemo, da veljajo tocke
(i-iii). Pogoj iz tocke (iv) je avtomati¢no izpolnjen, ée je r +2 > n. Cejer +2 < n,
potem izberemo normiran lastni vektor v,11 € E4(0) tako, da je

prJE‘A(O) (B) € Rvy41.
ODb taksni izbiri je izpolnjena tudi tocka (iv).
Naj bo Q = [id}? prehodna matrika iz baze % na standardno bazo. Matrika
Q je torej ortogonalna matrika s stolpci vy, ve, ..., v,. Realna matrika D = Q*AQ
je diagonalna,
D= QtAQ = diag()\la AQ: LR An)'
Ker za bazo £ veljajo tocke (i-iii), je med lastnimi vrednostmi A1, Ag, . .., A, matrike
A prvih r* pozitivnih, naslednjih 7~ je negativnih, preostale pa so enake Stevilu 0.
Oznacimo _
X =Q'X = (%1,%2,-.,Tn)
in ~ o ~
B=Q'B = (by,ba,...,b,).
Ce je r + 2 < n, potem po tocki (iv) velja b, 4o = --- = b, = 0. Ob teh oznakah je
X'AX 4+ B'X + ¢ = X'QDQ'X + B*QQ'X + ¢
= (Q@'X)'D(Q'X) +(Q"B)(Q'X) + o
= X'DX + B'X + c.
V novih koordinatah, danih z bazo %, oziroma za nove neznanke Zi,Za,...,Tn,
ima tako splosna enacba drugega reda (3.1) obliko

X'DX 4+ B'X 4+¢y=0

oziroma
n n
~2 T~
E /\ﬂii + E b;T; +co = 0.
=1 =1

Definirajmo naravno Stevilo s na naslednji nacin: ce je r < n in je 5T+1 # 0, potem
naj bo s = r 4+ 1, sicer pa naj bo s = r. Ker za bazo £ veljata tocki (iii) in (iv),
zadnjo enacbo lahko zapisemo v obliki

(3.3) S ONE 4D biEi 4 ¢ =0.
i=1 i=1
To enacbo lahko Se nekoliko poenostavimo. Za vsak indeks i = 1,2, ..., r lahko
zapisemo

- b; \2 b2 2 2
)\i‘%zz"_biji:)\i(i'i'Fi) - Z)\i(fi—fi) —4;\‘»
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kjer smo oznaéili & = —b;/(2\;). Naj bo & = co—S_1_, b?/(4);). Za vsak indeks i,
za katerega je s+1 < i < n, izberimo &; € R poljubno. Ce je s = r+1, potem naj bo

g1 = —C0/br41. Tako smo doloéili vse komponente vektorja Z = (£1,&a,...,&n).
Ce je s = r, potem enacbo (3.3) lahko z novimi oznakami zapisemo kot

Z Xi(E — €)% +é0 =0,
i=1
medtem ko v primeru s = r + 1 enacba (3.3) dobi obliko

Z Xi(# — &) + b1 (B4 — &41) = 0.
i=1

Uvedemo lahko Se nove neznanke z; = &; — & za vse ¢ = 1,2,...,n in dobimo
enakost
r
(3.4) > Nidf 46 =0
i=1
v primeru s = r oziroma enakost
r

(3.5) > Xid? 4 brpadgr =0

i=1

v primeru s = r + 1.
(1) Predpostavimo, da velja r = s. Ce je ¢y = 0, potem oznac¢imo v = 1, sicer
panajboy = \éo|_%. Enacbo (3.4) pomnozimo s pozitivnim $tevilom 2 in dobimo

> (%%)293“? — 3 (rINil2) %22 428 = 0.
1<i<rt rt<i<r

Naj bo o; = 1/(y|A\i|2) za vsak @ = 1,2,...,7 in naj bo ¢g = —2¢. S temi
oznakami enacbo drugega reda (3.4) zapiSemo v standardni obliki

(3.6) N wtfei— > i}/l = e,

1<i<r+ rt<i<r
v kateri so o1, 02, . . ., 0, pozitivna Stevila in kjer je Stevilo ¢y enako Stevilu 1, stevilu
—1 ali stevilu 0. Za neznanke &1, 2o, ..., T, torej velja
~ 2/ 2 ~ 2/ 2
D@ —&)P el — > (@ — &) /ol = e
1<i<rt rt<i<r

(2) Predpostavimo, da je s = r 4+ 1. V tem primeru enacbo (3.5) delimo z
absolutno vrednostjo |b,41]|, torej dobimo

ST /Bt B)%82 = S (INlE Bri112) 782 + (B /I )0 = O,
1<i<rt rt<i<r

in definiramo o; = |byy1/Ai|2 za vsak i = 1,2,...,7. Naj bo € = byy1/|brs1]. S
temi oznakami enacbo drugega reda (3.5) zapiSemo v standardni obliki

(3.7) Z 23/ 0} — Z 37/07 + €dyq1 =0,

1<i<r+ rt<i<r
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v kateri so 01, 02,...,0, pozitivna stevila in kjer je Stevilo € enako Stevilu 1 ali
stevilu —1. Za neznanke ¥, %o, ..., T, tako velja
S (@i -8/ = > (@ —&)?/0} + €(Fr1 — &rq1) = 0.
1<i<rt rt<i<r

KOMENTAR 3.78. (1) Ker je @ ortogonalna matrika, je njena determinanta
enaka Stevilu 1 ali Stevilu —1. V resnici lahko izberemo matriko ) tako, da je njena
determinanta enaka Stevilu 1. V nasprotnem primeru lahko namre¢ prvi stolpec
ortogonalne matrike ) pomnozimo s stevilom —1 in s tem spremenimo predznak
njene determinante, spremenjena matrika pa je se vedno ortogonalna in se vedno
so njeni stolpci lastni vektorji matrike A. Ortogonalna matrika @) z determinanto
1 nam predstavlja rotacijo.

Koordinate, dane z bazo # = [Qe1,Qea,...,Qey], so torej dobljene iz stan-
dardnih koordinat z rotacijo koordinatnega sistema z matriko @, taksna pa je tudi
zveza med vektorjem neznank X in vektorjem neznank X = Q'X. Ker je

X = (81,80, ..., 8n) = (1,82, ..., &) — (E1,62, ..., &) =X —E=Q'X — &,

je zveza med vektorjem neznank X in vektorjem neznank X dana s kombinacijo
rotacije koordinatnega sistema in translacije za vektor =. Pripadajoca preslikava
F:R" —» R,

F('/Elax27"'7mn) = Qt(l'l,Z‘Q,...,xn) - (517527"'7577,) = (-%17-’%2,"')@71)7

sicer v splosnem ni linearna kot preslikava vektorskih prostorov, je pa kombinacija
ortogonalne linearne preslikave ter translacije, zato ohranja razdalje med vektorji.
Preslikava F' je bijekcija, njen inverz pa je prav tako kombinacija translacije in
rotacije, saj velja

(.’L’17.’172,...,(En) = F_1(£%17i.27"'7'®n) = Q((£17j27"'7£n> + (§17§27"'7§n))-

Tudi inverz F~! seveda ohranja razdalje med vektorji.

Naj bo S C R” hiperploskev drugega reda, ki jo dobimo kot mnozico vseh
reitev X enacbe (3.4) oziroma (3.5). Hiperploskev drugega reda & C R”, ki je
sestavljena iz resitev X prvotne enacbe (3.1), dobimo z ustrezno rotacijo in tran-
slacijo hiperploskve & € R™, torej S = F~1(S). Ker preslikavi F' in F~1 ohranjata
razdalje, imata hiperploskvi S in S enake geometri¢ne lastnosti.

Tocka QZ je center hiperploskve S. Ce je s < n, vektor = ni enoli¢no dolocen,
zato ima v tem primeru hiperploskev S veé¢ centrov.

(2) Definirajmo nove neznanke x4, 5, ..., 2} s predpisom:
/ Tifoi 5 1<i<Zr
xXr. = ~ .
v z, ;3 r<i<n

Nove neznanke z; smo torej dobili iz neznank Z; tako, da smo jih pomnozili s
pozitivnimi konstantami, s tem pa smo povzrocili razteg ali skréitev koordinat v
ustreznih smereh. Taksne deformacije sicer ne ohranjajo razdalj, pa¢ pa le razte-
gnejo ali skr¢ijo mnozico resitev v ustrezni smeri. Tip mnozice resitev se pri tem ne
spremeni. Z novimi oznakami lahko enacbo (3.6) oziroma (3.7) prepiSemo v novo
ekvivalentno, Se enostavnejso obliko

z: 12 2: 12
xr; — T; = €

1<i<r+ rt<i<lr
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v primeru s = r oziroma

12 12 /
E T, — E z; ter,, =0

1<i<rt rt<i<r

v primeru s = r + 1. Zamenjava predznaka Stevila ¢ € {1, —1} le zrcali mnozico
resitev preko vektorskega podprostora {(z},z5,...,2]) € R ; ;.. = 0}, zato ta
ne spremeni tipa mnozice resitev. Tip mnozice resitev je tako odvisen le od stevil
r*, 7 in s ter od Stevila €y € {1, —1,0}.

(4) Mnozica resitev S enacbe drugega reda (3.1) se ne spremeni, ¢e to enac¢bo
pomnozimo s poljubno nenicelno konstantno. Pri tem se sicer spremeni enacbi pri-
rejena matrika A in njene lastne vrednosti, vendar pa se razmerja med lastnimi
vrednostmi ohranijo, prav tako pa se ohranijo lastni podprostori matrike A. Lastni
podprostori matrike A imajo tesno zvezo s simetrijami mnozice S. Enodimenzi-
onalnim vektorskim podprostorom lastnih podprostorov matrike A pravimo tudi
glavne osi hiperploskve drugega reda S.

(5) Ce je s < n, potem v enacbi (3.3) neznanke Zs,1,..., %, sploh ne nasto-
pajo. Hiperploskev drugega reda S v vektorskem prostoru R, sestavljena iz resitev
(Z1,%2,...,%,) enacbe (3.3), je tedaj oblike

S§=8 xR"",

kjer je S” hiperploskev drugega reda v vektorskem prostoru R*, sestavljena iz resitev
(Z1,Z3,...,%s) enacbe (3.3). Podobno velja tudi za mnoZico resitev S enacb (3.6)
oziroma (3.7).

ZGLED 3.79. (1) V vektorskem prostoru R je ena¢ba drugega reda kar poli-
nom druge stopnje v eni spremenljivki. Tipi hiperploskev drugega reda so v tem
trivialnem primeru lahko:

(i) dve tocki: #2/a? =1
(ii) prazna mnozica: z%/a%? = —1

(iii) ena tocka: z%/a® =0
Pri tem je a pozitivna konstanta. Za hiperploskvi drugega reda iz tock (i) in
(ii) pravimo, da sta nedegenerirani, hiperploskev drugega reda iz tocke (iii) pa je
degenerirana.

(2) Hiperploskvam drugega reda v R? pravimo tudi krivulje drugega reda. Tipi
krivulj drugega reda so naslednji:

(i) elipsa: 22/a® +y%/b* =1
prazna mnoZica (imaginarna elipsa): x*/a® + y?/b* = —1
hiperbola: z%/a? — y2/b% = 1

v) parabola: 22/a® + ey =0
(vi) par sekajoc¢ih se premic: z%/a® — y?/b*> =0
(vii) par vzporednih si premic: z%/a? =1

)
)
iv)
(v) tocka (par imaginarnih sekajocih se premic): z2/a* + y*/b* =0
)
)
)

prazna mnozica (par imaginarnih vzporednih si premic): x*/a® = —1

(ix) premica (par enakih si premic): x2/a* = 0
Pri tem sta a in b pozitivni konstanti in € € {1, —1}. Krivulje drugega reda iz tock
(i-iv) imenujemo nedegenerirane, preostale pa so degenerirane. V enacbah iz (vii-
ix) neznanka y sploh ne nastopa, zato so to primeri produktov premice z ustrezno
hiperploskvijo drugega reda v vektorskem prostoru R.
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(3) Hiperploskvam drugega reda v R3 pravimo tudi ploskve drugega reda. Tipi
ploskev drugega reda so naslednji:

(i) elipsoid: z2/a® + y?/b* + 22/c? =1

(ii) prazna mnozica (imaginarni elipsoid): x2/a® 4+ y? /b + 22 /c? = —1
(iii) enodelni hiperboloid: x2/a? + y%/b% — 22/c? =1
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(xv) par vzporednih si ravnin: z2/a? =1

(xvi) prazna mozica (par imaginarnih vzporednih si ravnin): x2/a® = —1
(xvii) ravnina (par enakih si ravnin): x%/a® = 0

Pri tem so a, b in ¢ pozitivne konstante in € € {1, —1}. Ploskve drugega reda
iz tock (i-vi) imenujemo nedegenerirane, preostale pa so degenerirane. V ena¢bah
iz (ix-xvii) neznanka z ne nastopa, zato so to primeri produktov premice z neko
krivuljo drugega reda.

VAJA 3.80. Naj bo S C R3 mnozica reitev enacbe
622 + 3y% — 122y — 12yz + 4o + 2y — 42 = 0.

Pokazi, da je S enodelni hiperboloid z glavnimi osmi R(2,—-2,1), R(2,1,—2) in
R(1,2,2) ter s centrom v tocki %(—27 -1,2).



PoGLAVIE 4

Vektorske funkcije ve¢ spremenljivk

4.1. Metriéni prostori

Pri predmetu Matematika 1 smo spoznali pojem zveznosti funkcije ene in vec¢
spremenljivk. Pri tem smo videli, da je za definicijo zveznosti kljuc¢en pojem razdalje
med dvema tockama v vektorskem prostoru R oziroma R™. V prejsnjem poglavju
smo definirali razdaljo med dvema vektorjema v poljubnem vektorskem prostoru
s skalarnim produktom. V tem razdelku bomo spoznali, da lahko razdaljo med
elementi smiselno definiramo tudi na poljubni mnozici.

DEerFINICIJA 4.1. Naj bo M poljubna mnozica. Preslikavi d : M x M — R
pravimo metrika na mnozici M, Ce za vse elemente z,y, z € M velja:
(i) d(w,y) = d(y,2),
(ii) d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2),
(ii) d(z,y) >0,
(iv) d(xz,x2) =0 in
(v) Ge x # y, potem je d(z,y) > 0.
Metricni prostor je mnozica M, opremljena z izbrano metriko d : M x M — R.

Elementom metri¢nega prostora obicajno pravimo tocke. Za nas najpomemb-
nejsi primeri metri¢nih prostorov bodo tisti, kjer je metrika podana z neko normo
na vektorskem prostoru:

DEFINICIJA 4.2. Naj bo V vektorski prostor nad F. Preslikavi ||«] : V — R,
v — ||v]|, pravimo norma na vektorskem prostoru V, ¢e za vse vektorje v,w € V in
za vsak skalar a € T velja:

(i) [lovl] = fed[lv]],

(i) flv 4+ w| < |lvl| + lwll,
(iii) o] =0,
(iv) ]|0]] =0 in

(v) ¢e v # 0, potem je ||v| > 0.
Normiran vektorski prostor je vektorski prostor V, opremljena z izbrano normo
|| . || . V — R.

ZGLED 4.3. (1) Norma ||+ || : V — R na vektorskem prostoru V nam inducira
metriko d : V x V — R na V, ki je da na s predpisom
d(v, w) = [lv —w]|

za vsak v,w € V. Vsak normiran vektorski prostor je torej tudi metri¢ni prostor
glede na to inducirano metriko.

(2) Naj bo V vektorski prostor nad F s skalarnim produktom. Norma na V,
inducirana s skalarnim produktom, je res norma s smislu zgornje definicije. Posebej
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to pomeni, da je vsak vektorski prostor s skalarnim produktom tudi normiran
vektorski prostor in torej tudi metri¢ni prostor.

(3) Vektorski prostor F™ je opremljen s standardnim skalarnim produktom
in s pridruzeno standardno normo |.|, ki jo v¢asih ozna¢imo tudi z ||« ||2. Ta
standardna norma na vektorskem prostoru F™ inducira standardno metriko na F™,
ki jo oznacimo z ds. Vektorski prostor F" je torej normiran vektorski prostor in
tudi metriéni prostor. Za poljubna vektorja v = (aj,as9,...,a,) € F* in w =

(ﬂl?ﬂ%"‘vﬁn) el je
[vll2 = [v] = V]ea]? + |azf? + - - + [an[?

in

dy(v,w) = v —w| = /]y — Bu]> + oz — B+ -+ + [om — Bul®.
Na vektorskem prostoru F™ pa imamo tudi drugac¢ne norme. Naj bo p € R realno

Stevilo, p > 1. Za vsak vektor v = (g, aa, ..., a,) € F" definirajmo

1
ollp = (jaa [P + asl? + -+ an[?)

in
[v]leo = max{|aa], |azl, ..., |om]}.
Ni tezko preveriti, da so tako definirane preslikave ||« || in || ||p, p > 1, res norme
na vektorskem prostoru F™ in da za vsak vektor v € F™ velja [[v]loc < [Jv]lp, <
n!2 v -
(4) Ker je vektorski prostor matrik Mat(m x n,F) naravno izomorfen vektor-

skemu prostoru F"™ lahko po vzoru iz tocke (3) tudi na njem definiramo norme
[ +lloc in ||« lp, p > 1, s predpisom

4l = (33 1)

i=1 j=1
in
[Alloe = max{|Au], |Arz], -, [Amal}
za vsako matriko A € Mat(m x n,F). Vendar pa imamo na vektorskem prostoru

Mat(m x n,F) Se drugacno normo, ki je bistveno povezana z operacijo mnozenja
na matrikah. Za vsako matriko A € Mat(m x n,F) definiramo

[All = sup{|Au| ; u € F", |u| =1}.

Ta definicija je smiselna, saj je mnozica {|Au|; v € F”, |u| = 1} omejena. Res, za
vsak normiran vektor u = (y1,72,...,7) € F" velja |y;| < |u| =11n

n n n
[Au| = Yy Ae;] <Y llAe;| < |Aey-
j=1 j=1 j=1

Poleg tega iz definicije sledi, da velja:
(i) preslikava ||+ || je norma na vektorskem prostoru Mat(m x n,F),
(ii) [Av| < [[A]l[o],
) JA| =inf{x € R; kK >0, |Av| < k|v| za vsak v € F"},
(iv) [[AB| < [A[]|B]| in
) [ Allee < IA] < [[All2-
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za vse matrike A € Mat(m x n,F) in B € Mat(n x k,F) ter za vsak vektor v € F".
Normo ||| imenujemo tudi operatorska norma na vektorskem prostoru matrik.
Ker velja tocka (iv), pravimo, da je operatorska norma submultiplikativna.
Prepricajmo se, da trditve (i-v) res drzijo. Ce je v = 0, trditev (ii) seveda velja,
sicer pa vzemimo u = v/|v| in ocenimo
| Av| = [Aul|v] < [|All]v],
kar je neenakost iz tocke (ii). Posebej to pomeni, da je Stevilo || A|| element mnozice
D={keR; k>0, |Av| < k|v| za vsak v € F"}.
Po drugi strani pa je vsako stevilo k € D zgornja meja za mnozico
{[Auf ; w e F*, Ju| =1},
zato je ||A|| < k. S tem smo dokazali trditev iz tocke (iii).
Dokazimo zdaj tocko (i). Za vsak skalar o € F in za poljubno matriko A €
Mat(m x n,F) velja:
Al = sup{|aAu| ; u € F*, |u| = 1} = sup{|a||Au| ; u € F", |u| =1}
= |afsup{[Au| ; u € F", u] =1} = |a][|A].
Za poljubni matriki A, A" € Mat(m x n,F) in vsak vektor v € F™ velja tudi
[(A+ A)v| = [Av + A'v| < |Av| + [A"v| < | AllJo] + [A"]l[v] = (|AIl + [[A"]v],
zato je ||A+ A’|| < ||A||l + ||A’|| po tocki (iii). O¢itno je ||A] > 0in [|0] = 0. Ce je
|A|] = 0, velja Av = 0 za vsak vektor v € F", zato je tedaj A = 0. S tem je tocka

(i) dokazana.
Tocka (iv) je posledica tocke (iii) in neenakosti

[ABw| < [[A[[|Bw| < [[A[[[|B]||w],
ki velja za vsak vektor w € F¥. Prvi del tocke (v) sledi iz ocene

|[Aij| < [Aej| < [[Al],

ki velja za vsak i = 1,2,...,m in za vsak j = 1,2,...,n. Poleg tega za poljuben
vektor v = (a, aa,...,a,) € F" z uporabo Cauchy-Schwarzeve neenakosti dobimo
oceno
|AU‘2: |(A’U)Z‘1|2=Z|ZAU04J‘| :Z|<(Ai17~-~7Ain)7(5‘13-~-a55n)>|
i=1 i=1 j=1 i=1
<Y Ay A) (@1 a@n) [T =D 0D [AG PP = (Al
i=1 i=1 j=1

odtod pa po tocki (iii) sledi Se drugi del tocke (v).

(5) Naj bo M metri¢ni prostor z metriko d in naj bo N' C M podmnozica me-
triénega prostora M. Tedaj je zozitev d|xxa metrika na mnozici V. Podmnozica
N, opremljena z zozeno metriko, je torej spet metri¢ni prostor, ki ga imenujemo
tudi metricni podprostor metricnega prostora M.

Posebej je torej vsaka podmnozica vektorskega prostora F™ metri¢ni prostor
glede na metriko, ki jo dobimo kot zozitev standardne metrike vektorskega prostora
F™. Tako sta enotska n-dimenzionalna krogla

B"={veR"; |v]<1} CR"
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in enotska (n — 1)-dimenzionalna sfera
S = [y e R" ; o] = 1} C R”

metriéna podprostora metri¢nega prostora R™ s standardno metriko. Vektorski
prostor matrik Mat(m x n,F) je opremljen z operatorsko normo in s pridruzeno
operatorsko metriko, zato so grupe GL(n,F) in O(n) oziroma U(n) metriéni pod-
prostori metri¢nega prostora Mat(m x n, F).

TRDITEV 4.4. Naj bo A € GL(n,F) obrnljiva matrika velikosti n X n in naj bo
B € Mat(n x n,F) tak$na matrika, da velja ||[A — B|| < 1/||A7Y|. Tedaj je tudi
matrika B obrnljiva.

DokAz. Oznac¢imo a = 1/||A7Y| in B = ||A — B|. Velja torej 0 < 8 < . Za
vsak vektor v € F" je

alv] = a| A7 Av| < of|A7Y||Av| = |Av| = |(A — B)v + B
< |(A= B)v|+|Bv| < [[A = Bl|[v| + | Bv| = Slv| + | Bv|

in zato (o — B)|v| < |Bv|. Ce je Bv = 0, sledi torej (o — B)[v| = 0 in zato v = 0. S
tem smo dokazali, da ima kvadratna matrika B trivialno jedro, odtod pa sledi, da
je obrnljiva. |

4.1.1. Odprte krogle, odprte mnozZice in okolice. Naj bo M metri¢ni
prostor z metriko d. Za poljubno tocko x € M in poljubno pozitivno realno stevilo
€ MNozico

K(z,€) = {y € M d(z,y) < ¢}
imenujemo odprta krogla v metricnem prostoru M s sredis¢em v z in s polmerom
€. Podmnozica U C M je okolica tocke x € M, Ce obstaja taksno pozitivno realno
stevilo €, da velja K(z,€) C U. Tocka z € M je notranja tocka podmnoZice Y C M,
¢e je U okolica tocke x. Podmnozica U C M je odprta v M, Ce je okolica vsake
svoje tocke. Podmnozica W C M je zaprta v .M, Ce je njen komplement M~ W
odprta podmnozica v M.

VaJa 4.5. (1) Naj bo M metriéni prostor. PokaZzi, da je za poljubno tocko = €
M in poljubno pozitivno realno Stevilo € odprta krogla IC(z, €) odprta podmnoZica
metri¢nega prostora M.

(2) Naj bo M metri¢ni prostor. Pokazi, da velja:

(i) podmnozici ) in M sta odprti v M,
(ii) presek vsakih dveh odprtih podmnozZic metri¢nega prostora M je odprta
podmnozica v M, in

(iii) unija vsake druzine odprtih podmnozic metri¢nega prostora M je odprta

podmnozica v M.
Ker veljajo lastnosti (i-iii), druZini vseh odprtih podmnoZic metriénega prostora M
pravimo topologija metri¢nega prostora M.

(3) Naj bosta d in d’ metriki na isti mnozici M. Ce so v metri¢nem prostoru
(M, d) odprte natanko tiste podmnozice mnozice M, ki so odprte v metriénem
prostoru (M, d'), potem pravimo, da sta si metriki d in d’ ekvivalentni. Drugace
povedano, metriki d in d’ sta si ekvivalentni, ¢e imata metri¢na prostora (M,d) in
(M, d') isto topologijo.

Naj bo V vektorski prostor nad F. Dve normi ||« || in || « ||’ na V sta si ekvivalen-
tni, ée obstajata taksni pozitivni realni konstanti x in &', da za vsak vektor v € V
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velja |[v]" < &||v|| in ||v]| < &/||v||’. PokaZi, da velja naslednje: Ce sta si normi || ||
in ||« | na V ekvivalentni, potem sta si pripadajo¢i metriki ekvivalentni.

4.1.2. Zvezne preslikave med metriénimi prostori. Naj bosta M in M’
metri¢na prostora. Preslikava f: M — M’ je zvezna v tocki a € M, ¢e za vsako
pozitivno realno stevilo € obstaja taksno pozitivno realno stevilo ¢, da velja

f(K(a,8)) € K(f(a),€).
Preslikava f : M — M’ je zvezna, Ce je zvezna v vsaki tocki a € M.

ZGLED 4.6. (1) Identi¢na preslikava in konstantna preslikava sta zvezni presli-
kavi.

(2) Naj bo D podmnozica prostora R™. Vektorska funkcija n spremenljivk
g : D — R™ je zvezna (v tocki a € D), Ce, in samo e, je zvezna kot preslikava
med metri¢nima prostoroma (v tocki a), pri ¢emer prostora R™ in R™ opremimo
s standardno metriko. Spomnimo se, da tak$no vektorsko funkcijo g : D — R™
zapisemo kot urejeno m-terico g = (g1, .., gm) njenih komponent, ki so skalarne
(realne) funkcije g1,...,gm : D — R n spremenljivk, torej

g(@1,.. . wn) = (g1(21, -, 2n), - gm(@1, - )

za vse tocke (z1,...,2z,) € D. Funkcija g je zvezna, Ce, in samo Ce, so vse njene
komponente g1, ..., gm zvezne.

TRDITEV 4.7. Naj bosta M in M’ metricna prostora. Preslikava f : M —
M’ je zvezna, Ce, in samo Ce, je mnoZica f~1(V) odprta v M za vsako odprto
podmnoZico V metricnega prostora M'.

Doxkaz. Najprej predpostavimo, da je preslikava f zvezna. Naj bo V poljubna
odprta podmnozica metricnega prostora M’. Pokazati moramo, da je praslika
f71(V) odprta v M. V ta namen izberimo poljubno tocko a € f~(V). Ker
je podmnozica V odprta v M, obstaja tako pozitivno realno stevilo e, da velja
K(f(a),e) C V. Ker je preslikava f zvezna v tocki a, obstaja taksno pozitivno realno
stevilo 4, da je f(K(a,d)) C K(f(a),€). Posebej odtod sledi, da je f(K(a,d)) C V
oziroma K(a,d) C f~1(V). Ker to velja za vsako tocko a € f~1(V), je mnozica
f71(V) odprta v M.

Pokazimo Se obratno. Predpostavimo, da pogoj iz trditve velja, in dokazimo,
da je preslikava f zvezna. Naj bo a poljubna tocka iz M in naj bo e poljubno
pozitivno realno Stevilo. Ker je odprta krogla IC(f(a),€) odprta podmnoZica pro-
stora M, je po predpostavki praslika f~1(K(f(a),e€)) odprta podmnoZica pro-
stora M. To posebej pomeni, da obstaja taksno pozitivno realno stevilo ¢, da je
K(a,8) C f~H(K(f(a),¢€)), torej f(K(a,d)) C K(f(a),€). S tem smo dokazali, da je
preslikava f zvezna v tocki a. Ker to velja za vsako tocko a € M, je preslikava f
torej zvezna. O

KOMENTAR 4.8. Zadnja trditev pove, da je zveznost preslikav med metri¢nimi
prostori odvisna le od topologij danih metri¢nih prostorov. Drugace povedano, ce
sta d in d’ ekvivalentni metriki na mnozici M ter sta d’ in d”’ ekvivalentni metriki
na mnozici M’, potem je preslikava f : M — M’ zvezna kot preslikava iz (M, d)
v (M’,d"), ¢e, in samo &e, je zvezna kot preslikava iz (M, d") v (M’,d").

PosLEDICA 4.9. Kompozicija zveznih preslikav med metricnimi prostori je zve-
zna preslikava.
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Zaporedje v metricnem prostoru M je preslikava N — M, k — ag, ki jo
obi¢ajno zapisemo kot (ag)ren = (ar)r = (ar) = (a1, as2,...). Za poljuben j € N je
j-ti ¢len zaporedja (ay) tocka a; € M.

Naj bo (aj) zaporedje v metricnem prostoru M. Tocka a € M je stekalisce
zaporedja (ag), ¢e v vsaki okolici tocke a v M lezi neskon¢no ¢lenov zaporedja (ay),
oziroma natanéneje, ¢e je za vsako okolico U tocke a v M mnozica {j € N; a; € U}
neskoncna.

Tocka a € M je limita zaporedja (ax), Ce v vsaki okolici tocke a v M lezijo vsi
¢leni zaporedja (ay) z izjemo kon¢no mnogih, oziroma natancneje, ¢e je za vsako
okolico U tocke a v .M mnozica {j € N; a; ¢ U} konéna. V tem primeru pravimo,
da je zaporedje (ay) konvergentno in konvergira k limiti a, ki jo oznac¢imo tudi

a= klgr()lo ay.
Ce zaporedje ni konvergentno, je divergentno.

Podzaporedje zaporedja (ar) v M je zaporedje oblike

(akj )j7

kjer je (k;); poljubno strogo narascajoce zaporedje naravnih Stevil.

Zaporedje (ay) v metricnem prostoru (M,d) je Cauchyjevo, ¢e za vsako po-
zitivno realno Stevilo € obstaja tako veliko naravno Stevilo N, da za vsaki dve
naravni stevili k, j > N velja d(ax, a;) < €. Metri¢ni prostor M je poln, ¢e je vsako
Cauchyjevo zaporedje v M konvergentno.

Vaja 4.10. (1) Pri Matematiki 1 smo spoznali nekaj osnovnih lastnosti zapore-
dij realnih stevil. Z enakimi argumenti in dokazi se lahko prepri¢amo, da vecina teh
lastnosti velja tudi za zaporedja v poljubnem metricnem prostoru. Posebej tako za
zaporedja v poljubnem metricnem prostoru velja:

(i) Limita zaporedja je tudi stekalisce tega zaporedja, obratno pa ni nujno res.

(ii) Konvergentno zaporedje ima natanko eno limito, ki je tudi njegovo edino
stekalisce.

(iii) Vsako stekalis¢e podzaporedja zaporedja (ay) je stekalisce zaporedja (ay).

(iv) Vsako podzaporedje konvergentnega zaporedja z limito a je konvergentno
z limito a.

(v) Tocka a je stekaliS¢e zaporedja (ay), Ce, in samo Ce, obstaja konvergentno
podzaporedje zaporedja (ax) z limito a.

(vi) Vsako konvergentno zaporedje je Cauchyjevo. Obratna trditev v sploSnem
ne velja, primer metricnega prostora, ki ni poln, je Ze vsak neprazen odprt omejen
interval v R. Pac pa iz Matematike 1 vemo, da je metri¢ni prostor R poln, podobno
pa tudi vidimo, da je metri¢ni prostor R™ poln.

(2) Na enak nacin kot za funkcije ene realne spremenljivke se lahko prepri¢amo,
da je preslikava f : M — M’ med metri¢nima prostoroma zvezna v tocki a € M,
Ce, in samo e, za vsako zaporedje (ax) v M, ki konvergira k tocki a, zaporedje
(f(a))k v M’ konvergira k tocki f(a).

(3) Naj bo (ay) zaporedje vektorjev v R™. Za vsak k € N zapiSemo vektor ag
s komponentami kot

ap = (%,1,041@,2, .- -7ak,n)-

Posebej so torej (ag,1)k, (Qk,2)k,- ., (Cn)r zaporedja realnih Stevil. Prepricaj
se, da je zaporedje (aj) konvergentno, Ce, in samo ¢e, so zaporedja komponent
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(1)K, (. 2)k, - - -, (g ,n)k vsa konvergentna, in da v tem primeru velja
lim ap = ( lim o1, lim oggo,..., lim akm).
k—o0 k—o0 k—o00 k—o00

4.1.3. Kompaktni metri¢cni prostori. Metri¢ni prostor M je kompakten,
Ce ima vsako zaporedje v .M vsaj eno stekalisce v M.

ZGLED 4.11. Prvi primeri kompaktnih metri¢nih prostorov so konc¢ni metri¢ni
prostori in zaprti omejeni intervali [a,b] C R glede na standardno metriko.

Metricni prostor M je omejen, ¢e je metrika d na M omejena funkcija, kar
pomeni, da obstaja taksna realna konstanta x, da je d(z,y) < k za vse z,y € M.

Spomnimo se, da je podmnozica N metriénega prostora M tudi metri¢ni pro-
stor glede na zoZeno metriko. Pravimo, da je podmnozica N metri¢nega prostora
M kompaktna, ¢e je metri¢ni prostor N z zoZeno metriko kompakten, in da je
podmnoZica AN metriénega prostora M omejena, ¢e je Ge je metriéni prostor N z
zozeno metriko omejen.

TRDITEV 4.12. Naj bo N' podmnoZica metricnega prostora M.

(i) Ce je podmnozica N' kompaktna, potem je zaprta v M.

(ii) Ce je M kompakten in je N zaprta v M, potem je N' kompaktna.
(iii) Ce je prostor M kompakten, potem je omejen.

Dokaz. (i) Trditev bomo dokazali s protislovijem. Predpostavimo torej, da
mnozica A ni zaprta. To pomeni, da obstaja tocka a € M~N, ki ni notranja tocka
mnozice M~\N. Za vsak k € N torej odprta krogla K(a,1/k) seka mnozico N in
lahko izberemo tocko ar € K(a,1/k) " N. Tako je (ar) zaporedje tock iz N, ki
konvergira k tocki a € M. Posebej je a edino stekaliiée zaporedja (ay), a ker tocka
a ni v mnozici N, zaporedje (ax) torej nima stekalis¢ v NV, kar pa je v protislovju
s kompaktnostjo mnozice N.

(ii) Naj bo (ax) poljubno zaporedje toc¢k iz N. Ker je prostor M kompakten,
ima zaporedje (ar) stekalis¢e a v M. Pokazati moramo, da je tocka a v mnozici
N. Pa predpostavimo obratno, da tocka a ne leZi v mnozici . V tem primeru bi
bila zaradi zaprtosti mnozice N' mnozica M~ N okolica tocke a, kar pa ne more
biti res, saj je a stekaliSée zaporedja (ax) in bi zato moralo biti v okolici M~ N
tocke a neskoncno ¢lenov tega zaporedja.

(iii) Pa predpostavimo, da prostor M z metriko d ni omejen. Posebej to po-
meni, da obstaja taksno zaporedje (ax) v M, da je d(ag,a1) > k za vsak k € N.
Trikotniska neenakost nam pokaze, da taksno zaporedje (a) ni Cauchyjevo, enako
pa ni Cauchyjevo nobeno podzaporedje zaporedja (ar). Odtod sledi, da nobeno
podzaporedje zaporedja (ax) ni konvergentno in da je torej zaporedje (ap) brez
stekalis¢, kar pa je v protislovju s kompaktnostjo prostora M. ([

TRDITEV 4.13. PodmnoZica prostora R™ je kompaktna, ce, in samo ce, je ome-
jena in zaprta v R™.

Doxkaz. Ce je podmnozica prostora R kompaktna, po Trditvi 4.12 sledi, da
je omejena in zaprta v R™. Obratno, predpostavimo da je N omejena in zaprta
podmnozica prostora R™. Naj bo (a) poljubno zaporedje tock iz A, in zapisimo

ap = (1,2, Q)

Ker je mnozica N omejena, so zaporedja realnih Stevil (ag 1)k, (0k2)k, - -5 (Qhn)k
vsa omejena in ima torej vsako od njih vsaj eno stekalisce v R.
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Zdaj lahko izberemo konvergentno podzaporedje (b;) zaporedja (ay), in sicer
takole: Ker ima zaporedje prvih komponent (oy 1) stekalisée, lahko najprej iz-
beremo podzaporedje (b;) zaporedja (ay) tako, da je zaporedje prvih komponent
(B1,1)1 zaporedja (b;) konvergentno. V naslednjem koraku zaporedje (b;) nadome-
stimo z njegovim podzaporedjem tako, da tudi zaporedje drugih komponent (5 2),
konvergira. Tako nadaljujemo in nazadnje zaporedje (b;) nadomestimo z njego-
vim podzaporedjem tako, da tudi zaporedje zadnjih komponent (5; ,); konvergira.
Na ta nacin smo dobili taksno podzaporedje (b;) zaporedja (ax), da vsa njegova
zaporedja komponent konvergirajo, taksno zaporedje (b;) pa je konvergentno v R™.

Limita a € R"™ podzaporedja (b;) je stekalisée zaporedja (aj). Ostane nam
e, da se prepri¢amo, da je a € N. Predpostavimo obratno, da tocka a ne lezi v
mnozici N. Zaradi zaprtosti mnozice N bi bila tedaj mnozica R™~ N okolica tocke
a, kar pa ne more biti res, saj je a stekaliS¢e zaporedja (ax) in bi zato moralo biti
v okolici R~ A toc¢ke a neskoncno ¢lenov tega zaporedja. O

TRDITEV 4.14. Naj bo f : M — M’ zvezna preslikava med metricnima pro-
storoma. Ce je metriéni prostor M kompakten, potem je slika f(M) kompaktna
podmnoZica metricnega prostora M.

Dokaz. Naj bo (aj},) poljubno zaporedje tock iz mnozice f(M). Za vsak k € N
torej lahko izberemo taksno tocko ay iz M, da je f(ar) = a).. Ker je (ax) zaporedje
tock v kompaktnem metri¢cnem prostoru M, ima to zaporedje stekalis¢e a v M.
Izberemo lahko podzaporedje (a,); zaporedja (ax), ki konvergira k tocki a. Ker je
preslikava f zvezna, velja

lim a;ﬂ = lim f(akz) = f( lim akl) = f(a)
=00 =00 =00
Odtod sledi, da je f(a) stekalis¢e zaporedja (a},). O

PosLEDICA 4.15. Naj bo M kompakten metricni prostor in f : M — R zvezna
funkcija. Tedaj obstajata taksni tocki a,b € M, da je f(a) najmanjsa vrednost
funkcije f in da je f(b) najvecja vrednost funkcije f, torej da velja

fla) < f(z) < f(b)
za vse x € M.

Vaja 4.16. (1) Pokazi, da je vsak kompakten metri¢ni prostor poln.

(2) Naj bosta (M, d) in (M',d’) metriéna prostora in f : M — M’ preslikava
med njima. Preslikava f je enakomerno zvezna, ¢e za vsako pozitivno realno stevilo
€ obstaja taksno pozitivno realno stevilo d, da za vsaki tocki x,y € M, za kateri je
d(z,y) < 9§, velja d'(f(x), f(y)) < e. Pokazi:

(i) Ce je preslikava f enakomerno zvezna, potem je tudi zvezna.

(ii) Ce je preslikava f zvezna in &e je prostor M kompakten, potem je f ena-
komerno zvezna.

4.1.4. S potmi povezani metri¢ni prostori. Pot v metri¢nem prostoru M
od tocke a € M do tocke b € M je zvezna preslikava « : [0,1] — M, za katero je
~v(0) = a in y(1) = b. Metri¢ni prostor M je povezan s potmi, e za vsaki dve tocki
a,b € M obstaja pot v M od a do b.

ZGLED 4.17. Interval je podmnozica J C R z lastnostjo, da za poljubni dve
tocki a,b € J velja [a,b] C J. Iz osnovnih lastnosti zveznih funkcij ene realne spre-
menljivke, ki jih poznamo iz Matematike 1, direktno sledi, da so intervali natanko
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vse s potmi povezane podmnozice prostora R. Posebej so zaprti omejeni intervali
natanko vse kompaktne s potmi povezane podmnozice prostora R.

TRDITEV 4.18. Naj bo f : M — M’ zvezna preslikava med metricnima prosto-
roma in predpostavimo, da je metricni prostor M povezan s potmi. Tedaj je slika
f(M) s potmi povezan metricni prostor.

Dokaz. Naj bosta a’ in b’ poljubni tocki iz f(M). Izberemo lahko tocki a,b €
M tako da je f(a) = a’ in f(b) = V. Ker je prostor M povezan s potmi, obstaja
pot v v M od a do b. Komporzicija f o~ je tedaj pot v f(M) od o' do ¥'. O

PosLEDICA 4.19. Naj bo M s potmi povezan metricni prostor in naj bo f :
M — R zvezna funkcija. Tedaj velja:

(i) Za poljubni dve stevili t,s € f(M), t <s, je [t,s] C f(M).

(ii) Ce obstajata taksni tocki a,b € M, da je f(a)f(b) < 0, potem obstaja
taksna tocka c € M, da velja f(c) = 0.

PosLEDICA 4.20. Ce je M kompakten s potmi povezan metricni prostor in
f: M = R zvezna funkcija, potem je slika f(M) zaprt omejen interval.

4.1.5. Banachov izrek o negibni tocki. Naj bo sta (M,d) in (M’,d’) me-
triéna prostora. Preslikava f : M — M’ je skréitev, Ce obstaja taksna realna
konstanta ¢, da je 0 < ¢ < 1 in da velja

d'(f(z), f(y)) < qd(z,y)

za vse tocke z,y € M.
VaJA 4.21. Pokazi, da je vsaka skrcitev zvezna.

IZREK 4.22 (Banachov izrek o negibni tocki). Naj bo M poln neprazen metriéni
prostor in naj bo preslikava f : M — M skrcitev. Tedaj obstaja natanko ena tocka
b € M, za katero velja f(b) =b.

DoxkAz. Izberimo poljubno tocko ag € M in rekurzivno definirajmo zaporedje
(ar) v M s predpisom ay, = f(ar—1). Velja torej
a, = f(ao) = f(f(--- (f(a0))--))-
Najprej bomo pokazali, da je zaporedje (ar) Cauchyjevo. Naj bo d metrika me-
tricnega prostora M. Ker je preslikava f skréitev, obstaja taksno realno stevilo g,
0<q<1,daveljad(f(x), fy) <qd(z,y) za vse z,y € M. Posebej odtod sledi
d(ak, ari1) < qd(ar—1,ax) < ¢*d(ag—z,ar-1) < --- < ¢"d(ag, ar).

Za poljubni naravni stevili k in [, k < [, zato velja

d(ax, a;) = d(f*(ao), f'(a0)) < ¢"d(ao, f'*(ao))
<q"(d(ag,ar) + d(ar,as) + - + d(ar—k—1, a1—1))
<S¢ (L+q+--+q7"d(ag, 1)

k
<

d(ag,a1).

Odtod direktno sledi, da je zaporedje (ay) res Cauchyjevo.
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Ker je prostor M poln, je Cauchyjevo zaporedje (ay) konvergentno. Naj bo
b € M limita tega zaporedja. Ker je preslikava f skréitev, je tudi zvezna, zato velja

f() = f(lim ag) = lim f(ax) = lim ax11 = 0.
k— o0 k— o0 k—o00

S tem smo dokazali obstoj negibne tocke b. Enoli¢nost taksne tocke sledi direktno
z definicije skréitve. |

4.2. Funkcije ve¢ spremenljivk

Najprej se spomnimo nekaj osnovnih lastnosti realnih funkcij ve¢ spremenljivk,
ki smo jih spoznali pri Matematiki 1. Naj bo f : D — R skalarna funkcija n
spremenljivk x1, za, ..., z,, definirana na podmnozici D C R", in naj bo a notranja
tofka mnozice D. Za poljuben j € {1,2,...,n} je (prvi) parcialni odvod funkcije
f na spremenljivko x; v tocki a definiran kot limita funkcije realnega parametra i

gggi(“) O #)(a) = 1im £L2F1e) = f(a)

- TZ‘J h—0 h ’
kadar ta limita obstaja. Ce vsi prvi parcialni odvodi funkcije f v tocki a obstajajo,

vektor o7 of of
= _— _— _— Rn
(V@) = (@) (@), () €
imenujemo gradient funkcije f v tocki a.
Funkcija f je totalno odvedljiva (ali diferenciabilna) v tocki a, ¢e obstaja tak
vektor v € R", da velja

(a),...

i J@tw) — fla) —v-w —0,
w—0 |w|

pri ¢emer je w vektorski parameter. V tem primeru je funkcija f zvezna v tocki a,
vsi prvi parcialni odvodi funkcije f v tocki a obstajajo in velja v = (V f)(a).

Naj bo f : D — R funkcija spremenljivk x1,xs, ..., Z,, definirana na odprti
podmnozici D C R”. Funkcija f je totalno odvedljiva, ¢e je totalno odvedljiva v
vsaki tocki iz D. Funkcija f je zvezno odvedljiva, Ce je zvezna in Ce vsi prvi parcialni
odvodi funkcije f obstajajo v vseh tockah iz mnozice D ter so zvezni kot funkcije

0
—f : D — R,
8%—
za j =1,2,...,n. V tem primeru je torej gradient
Vf:D—R"
zvezna funkcija. Ce je funkcija f zvezno odvedljiva, potem je tudi totalno odve-
dljiva.
Za poljubno naravno Stevilo k in poljubne indekse ji, jo, ...,k € {1,2,...,n}
k-ti parcialni odvod funkcije f na spremenljivke x;,,z;,,...,2;,, Ce ta obstaja,

oznacimo z

Pr 0 (0 (0 )
Oz, -+~ Oz, 0xj, Oz, Oxj, \ Oxj, '

Funkcija f je k-krat zvezno odvedljiva, Ce je zvezna in Ce vsi p-ti parcialni odvodi
funkcije f obstajajo v vseh tockah iz D ter so vsi zvezni kot funkcije D — R, za vse
p=1,2,...,n. Mnozico vseh k-krat zvezno odvedljivih funkcij D — R oznacimo s
Ck(D). Funkcije v preseku C°°(D) = NkenC*(D) so gladke funkcije.
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Vektorsko funkcijo g : &€ — R™ spremenljivk 1, z9,...,z,, definirano na
podmnozici £ C R”, zapiSemo kot urejeno m-terico g = (g1,...,9m), Kjer so
g1, - .-, 9m komponente funkcije g, ki so skalarne funkcije n spremenljivk. Za vse
tocke (z1,...,x,) € £ torej velja

g(xlw"axn) = (g1($17-~'a$n)7"'7gm(m1a" 7:1:77,))

Ce za mnek indeks j € {1,2,...,n} v neki notranji tocki a mnozice £ obstajajo
parcialni odvodi vseh komponent funkcije g na spremenljivko z;, potem vektorju

8g 891 892 agm m
5 (@) = (axj (@), G @sos 5 (a)) € R
pravimo parcialni odvod funkcije g na spremenljivko z; v tocki a. Funkcija g je
totalno odvedljiva (ali diferenciabilna) v notranji tocki a mnozice £, ¢e so vse njene
komponente totalno odvedljive v tocki a.

Naj bo vektorska funkcija g : £ — R™ definirana na odprti podmnozici £ C R”.
Funkcija g je totalno odvedljiva (ali diferenciabilna), ¢e so vse njene komponente
totalno odvedljive. Funkcija g je k-krat zvezno odvedljiva (oziroma gladka), ¢e so
vse njene komponente g1, ..., g, k-krat zvezno odvedljive (oziroma gladke). Mno-

Zico vseh k-krat zvezno odvedljivih (oziroma gladkih) funkcij € — R™ oznadimo s
Ck(&E,R™) (oziroma s C°(E,R™)).

4.2.1. Totalni odvod vektorske funkcije ve¢ spremenljivk. Naj bo ¢ :
& — R™ vektorska funkcija n spremenljivk z1, ..., z,, definirana na podmnozici
£ C R™, in zapisimo g = (g1,92,.-.,9m). Ce je funkcija g totalno odvedljiva v
notranji tocki a mnozice £, potem matriki parcialnih odvodov

§f<> §—<> g—u
(Dg)(a) = (Jg)(a) = on (@) Ge (@) aale) € Mat(m x n,R)
Pna) Pmo) o Ym(a)

pravimo totalni odvod (ali Jacobijeva matrika) funkcije g v tocki a.
Naj bo funkcija g totalno odvedljiva v notranji tocki a mnozice £. Totalni
odvod (Dg)(a) lahko zapiSsemo tudi bloéno v oblikah:

s
Oo@=| | =[Ew L@ - 2]
(Vgm)(a)*
Za, poljuben vektor w € R™ torej velja:
(Vg1)(a)'w (Var)(a) - w
(Vg2)(a)'w (Vg2)(a) - w

Dg)@w=| . |=

Ker jezavsaki=1,2,...,m

i i@t w) —gi(a) = (Vgi)(a) -w _
w—0 |w|
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odtod dobimo
L glatw) — gla) - (Dg)(a)w

w—0 |w|

=0.

7 zadnjo enakostjo je totalni odvod v resnici enoli¢no dolocen. Se veé, ¢e je
g : &€ = R™ poljubna vektorska funkcija, definirana na podmnozici £ C R", ¢e je a
notranja tocka mnozice £ in ¢e je A taksna realna matrika velikosti m x n, da velja
— —A
L glatw) —gla) — Aw
w—0 |w|

:O,

potem je funkcija g totalno odvedljiva v tocki a in velja A = (Dg)(a).
Ce je g : £ — R™ totalno odvedljiva vektorska funkcija, definirana na odprti
podmnozici £ C R™, je totalni odvod funkcija

Dg : &€ — Mat(m x n,R).
Ta funkcija je zvezna, Ce, in samo ce, je funkcija g zvezno odvedljiva.

ZGLED 4.23. (1) Naj bo f : D — R skalarna funkcija n spremenljivk, definirana
na odprti podmnozici D ¢ R”. Ce je f totalno odvedljiva v tocki a € D, potem
velja

(Df)(a) = (Vf)(a)" € Mat(1 x n,R).

(2) Totalna odvedljivost realne funkcije ene spremenljivke je ekvivalentna obi-
¢ajni odvedljivosti. Vektorska funkcija ene spremenljivke je torej totalno odvedljiva,
Ce, in samo c¢e, so vse njene komponente odvedljive funkcije ene spremenljvke. To-
talni odvod vektorske funkcije ene spremenljivke je stolpec, torej vektor.

4.2.2. Verizno pravilo. Naj bo g : £ — R™ vektorska funkcija n spremen-
ljivk, definirana na podmnozici £ C R™, in naj bo f : D — RP vektorska funkcija m
spremenljivk, definirana na podmnozici D C R™. Predpostavimo, da je funkcija g
totalno odvedljiva v notranji tocki @ mnozice £, da je g(a) notranja tocka mnozice
D in da je funkcija f totalno odvedljiva v tocki g(a).

Kompozicija funkcij g in f je tedaj vektorska funkcija n spremenljivk

fog:g (D) — RP.

Ker je funkcija g zvezna, je a notranja tocka mnozice g~*(D). Komponente kom-
pozicije f o g so kompozicije komponent funkcije f = (f1, fo,..., fp) s funkcijo g,
torej

fog=(fiog,f200,...,fpog).

Verizno pravilo, ki smo ga dokazali pri Matematiki 1, nam pove, da so tedaj vse

komponente funkcije f o g totalno odvedljive v tocki a in da za vsak k =1,2,...,p
in za vsak j = 1,2,...,n velja
(frog) 99

29 0) = (Vfi)lola) - () = (VFe)gl) 52 o)

Odtod sledi, da je vektorska funkcija f o g totalno odvedljiva v tocki a in da je
totalni odvod funkcije f o g v tocki a enak produktu totalnega odvoda funkcije g v
tocki a in totalnega odvoda funkcije f v tocki g(a),

D(f o g)(a) = (Df)(g(a))(Dg)(a).
Ce sta mnozici D in £ odprti in ée sta funkciji f in g zvezno odvedljivi, potem
je mnozica g~ (D) odprta in funkcija fog: g (D) — RP je zvezno odvedljiva.
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Podmnozica £ C R" je konveksna, Ce za vsaki dve tocki iz mnozice £ cela daljica
med tema dvema tockama lezi znotraj mnozice £. Primer konveksnih mnozic so
odprte krogle. Kot enostavno posledico veriznega pravila in Lagrangeovega izreka
za funkcije ene spremenljivke lahko izpeljemo naslednjo trditev, ki velja za totalno
odvedljive funkcije, definirane na odprtih konveksnih podmnozicah prostora R™:

TRDITEV 4.24. Naj bo £ konveksna odprta podmnozica prostora R™ in naj bo
g : &€ = R™ totalno odvedljiva funkcija. Tedaj za poljubni tocki u,v € £ obstaja
taksno realno stevilo 9, 0 <9 < 1, da je

l9(v) — g(u)| < |(Dg) (v + (1 = D)u)ll[v — ul.
DokAz. Naj bo funkcija p : R — R™ dana s predpisom
p(t) =tv+ (1 —t)u.

Ta funkcija zaprt interval [0, 1] preslika na daljico med tockama u in v. Funkcija
p je seveda zvezno odvedljiva in velja

p(t) = (Dp)(t) = v —u

za vsak t € R. Naj bo ¢ : p~1(£) — R™ kompozicija funkcij p in g, torej
o(t) = g(p(t))

za t € p~1(&). Po veriznem pravilu je funkcija ¢ totalno odvedljiva in velja

(Do)(t) = (Dg)(p(t))p(t) = (Dg)(tv + (1 — t)u)(v — u).
Posebej je torej
(D) (1)] < [|(Dg)(tv + (1 — t)w)][|v — ul.
Definirajmo $e funkcijo f : p~1(€) — R s predpisom
f(t) = o) - (9(v) — g(u)).

To je torej odvedljiva realna funkcija ene realne spremenljivke. Na intervalu [0, 1] C
g1 (€) zanjo lahko uporabimo Lagrangeov izrek, ki pove, da obstaja taksno realno
stevilo ¥, 0 < ¥ < 1, da je

F(1) = £(0) = f(9) = (DS)(®).
Ker je
f(9) = (D)(9) - (g9(v) — g(u)),
iz prejsnje enakosti dobimo
o(1) - (9(v) = g(u)) = $(0) - (9(v) — g(u)) = (DP)(V) - (9(v) — g(u))
in odtod
l9(v) = g(w)|* = g(v) - (9(v) — g(u)) — g(u) - (9(v) — g(u))
(Do) (@) - (9(v) — g(u))
< [(D)(D)lg(v) — g(u)]
< [[(Dg) (v + (1 = D)u)[[v — ullg(v) — g(u)]. O
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4.2.3. Izrek o inverzni funkciji.

IzREK 4.25 (Izrek o inverzni funkciji). Naj bo f : D — R™ zvezno odvedljiva
funkcija n spremenljivk, definirana na odprti podmnozici D C R™, in na bo a € D
taksna tocka, da velja det(Df)(a) # 0. Tedaj obstaja taksna odprta podmnoZica
UCR"™ dajeacl CTD in da velja:

(i) Zozitev f|y je injektivna funkcija in podmnoZica f(U) je odprta v R™.

(ii) Inverz (flu)~t : fF(U) — U bijekcije fluy : U — f(U) je zvezno odvedljiva
funkcija in velja

D((fl)™")(f(a)) = (Df)(a))~".

Dokaz. Ozna¢imo A = (Df)(a) in A = 1/(2||A7])). Ker je f zvezno odve-
dljiva, je funkcija Df : D — Mat(n x n,R) zvezna, zato obstaja tako majhen ¢ > 0,
da je K(a,0) C D in da za vsak u € K(a, ) velja
(4.1) I(Df)(u) — Al <A
Ker je torej ||(Df)(u) — Al < 1/2]|A7Y|) < 1/||A7Y|, je po trditvi 4.4 matrika
(Df)(u) obrnljiva. Inverz te matrike ozna¢imo z B,, = ((Df)(u))~!. Za mnoZico U
iz izreka vzamemo odprto kroglo K(a, ), torej

U =K(a,?d).
Za poljuben v € R™ definirajmo funkcijo ¢, : Y — R™ s predpisom
$o(u) = u+ A" v — f(u)),
za vsak u € U. Opazimo, da je f(u) = v, Ce, in samo Ce, velja ¢,(u) = u. Poleg
tega je
(Déy)(u) =1 - ATH(Df)(u) = A™H(A — (Df)(w)),
odtod in iz neenakosti (4.1) pa sledi

_ _ 1
IDo) @) < [|AH[[[A = D) < AT A= 5.
Po trditvi 4.24 za poljubna vektorja u,uy € U zato velja

(4.2 Bu(e) — Duluo)| < 3l — o,

Preslikava ¢, je torej skrcitev in ima zato najvec¢ eno negibno tocko, s tem pa smo
dokazali, da je zoZitev f|; injektivna.

Dokazimo, da je mnozica ¥V = f(U) odprta v R™. Vzemimo poljubno tocko
vg € V. Naj bo ug tista tocka iz U, za katero je f(ug) = v in naj bo u > 0 tako
majhen, da je K(ug,2u) C U. Posebej torej velja, da je tudi zaprta krogla

B={ucR"; [u—uo| < i}
podmnozica mnozice U. Pokazali bomo, da tedaj velja
K(vg, Au) C V,
odtod pa sledi, da je mnozica V odprta. Res, vzemimo poljuben vektor v €
K(vg, A). Opazimo, da velja
|60(u0) — uo| = [A7 (v — f(uo))| = |[A7 (v~ vo)]

- - 0
< Ao = wol < A7} a = £
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Za vsak u € B je torej

|0 (1) — uo| < [Py(u) — ¢y (uo)| + [Po(uo) — uo| < %|u — ug| + % < u.

Pokazali smo torej, da je ¢,(B) C B. Ker je zaprta krogla B kompaktna, je posebej
tudi poln metriéni prostor. Za preslikavo ¢, |5 : B — B, ki je kontrakcija (neenakost
(4.2)), lahko torej uporabimo Banachov izrek o negibni tocki 4.22. Po tem izreku
obstaja natanko ena tocka u € B, za katero je ¢, (u) = u, odtod pa sledi v = f(u) €
f(B) C f(U) =V. S tem smo koncali dokaz tocke (i) iz izreka.

Dokazimo zdaj Se tocko (ii). Inverz zozitve fly : U — V oznadimoz g : V — U.
Najprej bomo dokazali, da je funkcija g totalno odvedljiva v poljubni tocki v € V.
Naj bo u = g(v), naj bo w € R™ tak vektor, da je v + w € V, in oznafimo
r=r(w) = g(v+ w) — u. Opazimo lahko, da je

Go(u+1) = ¢o(u) =r — A7 (flut7r) = f(u) =r - A7 w.
Ker iz neenakosti (4.2) sledi ¢, (u + 1) — ¢, (u)| < 3|r|, je tore]
|r — A | < %|r|

Odtod sledi 1
Ir| <|r— A7 w| 4+ A7 w| < §|r| + A7 w),

torej
1 _ _
Sl < A7 wl < A7 H][w]
in zato
_ 1
(4.3) Il < 247 llwl = S fwl.

1z enakosti
g +w) —g(v) — Byw = (u+7r) —u— Byw = B, (B, 'r —w)
= B.(B'r — (v +w) +v)
= Bu((Df)(u)r — f(u+r)+ f(u))
in iz neenakosti (4.3) sledi
l9(v +w) —| 9|(U) — Buw| _ [IBulllf(u+17) j\f|(u) — D))

Ce se w priblizuje 0, se po neenakosti (4.3) tudi r priblizuje 0, zaradi totalne

odvedljivosti funkcije f v tocki u pa se tedaj tudi izraz | f (u+r)— f(u)—(Df)(uw)r|/|r|

priblizuje 0. Iz zadnje neenakost zato sledi, da je
o+ w) — g(v) ~ Buw|
w—0 |’LU|

0,
torej je funkcija ¢ totalno odvedljiva v tocki v. Ob tem smo Se dokazali, da je

(Dg)(v) = By, torej

(Dg)(v) = ((Df)(g(v)))~"
za vsak v € V. Ker komponente matrike matrike ((Df)(g(v)))~! lahko izra¢unamo
kot kofaktorje matrike (Df)(g(v)), ki jih delimo z determinanto te matrike, in
ker so komponente matrike (Df)(g(v)) zvezne funkcije spremenljivke v, so tudi
komponente matrike (Dg)(v) zvezne funkcije spremenljivke v. Funkcija g je torej
zvezno odvedljiva. [
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4.2.4. Izrek o implicitni funkciji.

IZREK 4.26 (Izrek o implicitni funkciji). Naj bo g : D — R™ zvezno odvedljiva
funkcija, definirana na odprti podmnoZici D C R™*™  in naj bosta a € R™ ter
b € R™ taksni tocki, da je (a,b) € D, g(a,b) =0 in da so vektorji

% _ (0,1, 2

99
T T (a,b), ..., T (a,b)
med seboj linearno neodvisni. Tedaj obstajata taksni odprti podmnozici U C D in
W CR”, da je (a,b) € U ter a € W in da velja:

(i) Za vsako tocko x € W obstaja natanko ena tocka y € R™, za katero je
(x,y) €U in

g(x, y) =0
To tocko y, ki je odvisna od izbrane tocke x, oznacimo z f(x).
(it) Tako definirana funkcija f : W — R™ je zvezno odvedljiva, njen graf je
mnozica vseh nicel funkcije gly, ob tem pa je f(a) =b in

Of)@) = - [p2 @) 2 @h)] [y - @),
Doxkaz. Oznacéimo
X = [%(a,b) %(a,b)} € Mat(m x n,R)
m
Y = {aﬁlgﬂ (a,b) --- a;?im (a, b)} € Mat(m x m,R).

Ker so stolpci matrike Y po predpostavki linearno neodvisni, je matrika Y obrnljiva.
Totalni odvod funkcije g v tocki (a,b) lahko zapiSemo v blo¢ni obliki

(Dg)(a,b) = [X Y].
Za vse toc¢ke x € R™ in Yy E Rm7 za katere je (x’y) cDC Rn+m — R" x Rm, naj bo
G(z,y) = (z,9(z,y)) € R" x R™ = R"*™.

S tem smo torej definirali funkcijo G : D — R™™, ki je oéitno zvezno odvedljiva,
saj je funkcija g zvezno odvedljiva. Ker je totalni odvod funkcije G v tocki (a,b) v
blo¢ni obliki enak

o&@h =5 v

je det(DG)(a,b) = detY = 0. Funkcija G torej zadoséa predpostavkam izreka
o inverzni funkciji 4.25. Ta izrek nam pove, da obstaja taksna odprta okolica
U C D C R"™™ tocke (a,b), da je mnoZica V = G(U) C R*™™ odprta in da je
zozitev Gy : U — V bijekcija z zvezno odvedljivim inverzom F = (Gly)~' : V — U.
Naj bo

W={xeR"; (z,0) € V}.
Ker je (a,b) € U, velja (a,0) = (a,g(a,b)) = G(a,b) € V, zato je a € W. Poleg
tega iz enakosti W x {0} =V N (R™ x {0}™) sledi, da je W odprta podmnozica
prostora R"™. Naj bo x € W. Za toc¢ko F(z,0) € U velja G(F(z,0)) = (x,0), zato
je

F(z,0) = (z,y) €U

za nek y € R™, ob tem pa je g(z,y) = 0. Ce je 2 € R™ &e ena tocka, za katero je
(x,2z) € U in g(z,z) = 0, velja G(z,2) = (2,0) = G(z,y) in zato z = y, saj je G
injektivna na Y. S tem smo dokazali tocko (i) iz izreka.
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Dokazimo Se tocko (ii). Seveda je f(a) = b, za vsako niclo (z,y) funkcije gy
paslediz € Win y = f(x). Opazimo Se, da je funkcija f enaka kompoziciji funkcij
w2y L retm I pm

kjer je S(x) = (,0) in T(x,y) = y. Ker so funkcije S, F in T vse zvezno odvedljive,
je taksna tudi funkcija f.

Ostane nam Se, da izracunamo totalni odvod funkcije f v tocki a. Totalni
odvod funkcije ¢ = F oS : W — R"™™ ¢(z) = (z, f(x)), je v tocki a v blo¢ni
obliki enak

(D¢)(a) = {(Dfl)(a)} '

Ker je g(z, f(z)) = 0 za vsak x € W, je kompozicija g o ¢ : W — R™ nicelna
funkcija in zato je tudi njen totalni odvod v tocki a enak 0, torej

(D(g © ¢))(a) = (Dg)(¢(a))(Dg)(a) = 0.
Ce zadnjo enakost napisemo v blo¢ni obliki, dobimo

X 1 {py) =°

X +Y(Df)(a) =0,
odtod pa dobimo (Df)(a) = -Y 1 X. O

oziroma

V primeru n = m = 1 nam izrek o implicitni funkciji pove, da lahko iz enacbe

g(l'vy) =0

lokalno, v okolici neke nicle (a,b) funkcije g, izrazimo spremenljivko y kot zvezno
odvedljivo funkcijo spremenljivke z, Ce je le izpolnjen pogoj g—z(a, b) # 0. Natané-
neje povedano, resitve enacbe g(z,y) = 0 v tem primeru lokalno zapisemo kot graf
zvezno odvedljive funkcije spremenljivke z. Ce je %(a,b) # 0, lahko podobno
izrazimo spremenljivko x kot funkcijo spremenljivke y.

V splosnem sta x in y vektorja in izrek o implicitni funkciji govori o tem,
kdaj lahko resitve enacbe g(x,y) = 0 lokalno zapiSemo kot graf zvezno odvedljive
vektorske funkcije vektorja spremenljivk z. Ce bi v izreku o implicitni funkciji
predpostavko linearne neodvisnosti vektorjev

dg dg

m(@, b)7 m(Cﬁb), ..

dg
<y m(aab)

zamenjali z linearno neodvisnostjo gradientov

(v91)(a7 b)v (VQQ)(aa b)v LR (VQWL)(av b)»

oziroma s predpostavko, da je rank(Dg)(a,b) = m, bi izrek veljal v zapisani obliki,
¢e bi najprej ustrezno spremenili vrstni red spremenljivk in s tem zagotovili, da
je zadnjih m stolpcev v totalnem odvodu funkcije g linearno neodvisnih. Drugace
povedano, od tega, katera (m x m)-poddeterminanta totalnega odvoda funkcije g je
v dani nic¢li funkcije g nenicelna je odvisno, katerih m spremenljivk lahko izrazimo
kot funkcijo preostalih n spremenljivk.
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VaJa 4.27. (1) Ugotovi, kaj pravi izrek 4.26 v primeru, ko je g : R**™ — R™
linearna preslikava.

(2) Ugotovi, kaj pove izrek 4.26 v primeru funkcije g : R? — R, podane s
predpisom g(z,y) = 22 + 4% — 1.

4.2.5. Ekstremi funkcij ve¢ spremenljivk. Naj bo f : D — R totalno
odvedljiva funkcija n spremenljivk, definirana na odprti podmnozici D C R". Tocka
a € D je stacionarna tocka funkcije f, e velja

(Vf)(a) =0.

Ce ima funkcija f v to¢ki a € D lokalni ekstrem, potem je a stacionarna tocka
funkcije f.

Da bi formulirali zadostni pogoj za nastop lokalnega ekstrema, si moramo ogle-
dati tudi druge parcialne odvode. Ce je funkcija f dvakrat zvezno odvedljiva, njene
druge parcialne odvode zlozimo v matriko

@Hx@:[aﬁ(@} € Mat(n x n, R),

leawj i,j:l,.“,n
ki je simetri¢na in jo imenujemo Hessejeva matrika funkcije f v tocki a.

TRDITEV 4.28. Naj bo f : D — R dvakrat zvezno odvedljiva funkcija n spre-
menljivk, definirana na odprti podmnozici D C R”™, in naj bo a € D stacionarna
tocka funkcije f. Velja:

(i) Ce je Hessejeva matrika (Hf)(a) pozitivno definitna, potem ima funkcija f
v tocki a strogi lokalni minimum.

(ii) Ce je Hessejeva matrika (Hf)(a) negativno definitna, potem ima funkcija
f v tocki a strogi lokalni maksimum.

(iii) Ce Hessejeva matrika (Hf)(a) ni niti pozitivno semidefinitna niti negativno
semidefinitna, potem funkcija f v tocki a nima lokalnega ekstrema.

Doxkaz. Najbo d > 0 tako majhen, da velja K(a,d) C D. Po Taylorjevi formuli
za vsak w = (1,72, ..,7) € K(0,9) obstaja tako realno stevilo ¥, 0 < ¢, < 1,
da je

9 A
2 / axzaxj (a’ + ww)FYZ’YJ

:ﬂ@+%wmﬁw+mwm.

Za to, ali ima funkcija f v tocki a lokalni ekstrem, je tako odlocilen predznak izraza
w'(Hf)(a + d,w)w. Opazimo lahko, da je preslikava Hf : D — Mat(n x n,R), ki
preslika poljuben vektor u € D v simetri¢no matriko (Hf)(u), zvezna, saj je funkcija
f dvakrat zvezno odvedljiva.

(i) Po predpostavki je matrika (Hf)(a) pozitivno definitna. Dovolj je dokazati,
da obstaja tako majhen ¢ > 0, da je € < ¢ in da je matrika (Hf)(u) pozitivno
definitna za vsak u € K(a,e). Ce to ne bi bilo res, potem bi za vsako naravno
stevilo k lahko nasli taksna uy € K(a,d) NK(a,1/k) in v, € R"~ {0}, da bi veljalo

v, (Hf) (ug)vg < 0.
Tudi za normirane vektorje wy = vy /|vk| tedaj velja

wh (Hf) (ug)wy, < 0.
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Zaporedje (uy) konvergira k tocki a. Zaporedje (wy) je zaporedje tock iz sfere S* 1,
ki je kompaktna, zato lahko izberemo njegovo podzaporedje (wy, )i, ki konvergira k
neki tocki w € S*~1. Zaradi zveznosti tedaj velja

0> lim wf, (5f)(ur, Jwr, = wH(Hf) (@),

kar je protislovje s predpostavko, da je matrika (Hf)(a) pozitivno definitna.
(ii) Dokaz te tocke je podoben dokazu tocke (i).
(iii) Po predpostavki obstajata taksna vektorja v,w € R”, da velja

v'(Hf)(a)v >0 in  w'(Hf)(a)w <O0.

Zaradi zveznosti preslikave Hf obstaja tako majhen € > 0, da je € < § in je da za
vsak u € K(a,¢)
v (Hf)(uw)v >0 in  w'(Hf)(uw)w <O0.

Za vsak p > 0, p < €, lahko najdemo tako majhen A > 0, da velja Av, Aw € IC(0, u),
za ta dva vektorja pa velja

M) (Hf)(a+ I v)(Av) >0 in Aw) (Hf)(a + I w)(Aw) < 0,

kar pomeni, da funkcija f v tocki a nima lokalnega ekstrema. O

4.2.6. Vezani ekstremi in Lagrangeova metoda multiplikatorjev. Naj
bo f : D — R skalarna funkcija n spremenljivk, definirana na odprti podmnozici
D C R™. Naj bo R C R" poljubna podmnozica in naj bo a € RN D. Ce ima
zozitev f|lrnp lokalni ekstrem v tocki a, potem pravimo, da ima funkcija f v tocki
a vezan ekstrem na podmnoZici R.

Obicajno je podmnozica R podana kot mnozica nicel neke funkcije. Naj bo
g : &€ — R™ vektorska funkcija n spremenljivk, definirana na odprti podmnozici
€ C R™, in za mnozico R vzemimo mnozico nicel te funkcije, torej

R=g'{0})={ve&; glv)=0}CECR™

Ce ima zoZitev f|lrap = fly-1({o})np lokalni ekstrem v tocki a € g~*({0}) N D,
potem pravimo, da ima funkcija f v tocki a vezan ekstrem pri vezi g.
Vektorska enacba g(v) = 0 je ekvivalentna sistemu m skalarnih enacb

g1(v) =0, g2(v) =0, ..., gm(v) =0,

kjer so g1,92,--.,9m skalarne komponente vektorske vezi g, ki jim pravimo tudi
skalarne vezi. Vezanim ekstremom funkcije f pri (vektorski) vezi g bi lahko rekli
tudi vezani ekstremi pri m skalarnih vezeh g1, g2, ..., Gm.

TRDITEV 4.29 (Lagrangeova metoda multiplikatorjev). Naj bo f : D — R
totalno odvedljiva skalarna funkcija n spremenljivk, definirana na odprti podmnozici
D C R”, innaj bo g: E = R™ zvezno odvedljiva vektorska funkcija n spremenljivk,
definirana na odprti podmnozici £ C R™. Naj bo a € € ND taksna tocka, da je
g(a) = 0 in da je rank(Dg)(a) = m. Ce ima funkcija f v tocki a vezan ekstrem pri
vezi g, potem obstajajo taksne realne konstante A1, Ao, ..., Am, da velja

(Vf)(a) = Z Xi(Vgi)(a).
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Dokaz. Ker je rank(Dg)(a) = m, je m < n. Ce je m = n, je trditev trivialna,
saj gradienti vezi tedaj sestavljajo bazo prostora R™. Predpostavimo torej lahko,
da je m < n, in oznac¢imo p =n —m.

Totalni odvod (Dg)(a) ima neni¢elno (m x m)-poddeterminanto. Ce je po-
trebno, lahko spremenimo vrstni red spremenljivk tako, da je (Dg)(a) blo¢no oblike

(X Y],

kjer je X € Mat(mxp,R)inY € GL(m,R). Zapisimo Se a = (b,c) € R” = RPxR™,
ker je b € R? in ¢ € R™. Za funkcijo g|pne torej lahko uporabimo izrek o implicitni
funkciji 4.26. Ta nam pove, da obstajata taksni odprti podmnozici Y C DN E in
W C RP ter takSna zvezno odvedljiva funkcija ¢ : W — R™, da velja (b,¢) € U,
b€ W in ¢(b) = c ter da je graf funkcije ¢ enak mnozici tistih nicel funkcije g, ki
lezijo v mnozici U.
Naj bo p : W — R"™ zvezno odvedljiva funkcija, dana s predpisom
p(z) = (z,¢(z)) € R? x R™ =R".

Slika p(W) je torej graf funkcije ¢, ki je enak mnozici g~1({0}) NU, zato iz predpo-
stavke, da ima funkcija f v tocki a vezan ekstrem pri vezi g, sledi, da ima funkcija

fop:W—=R

v tocki b lokalni ekstrem. Tocka b je torej stacionarna tocka zvezno odvedljive
funkcije f o p, zato velja (D(f o p))(b) = 0, po veriznem pravilu pa odtod sledi

(4.4) (Df)(a)(Dp)(b) = 0.

Po izreku o implicitni funkeiji dobimo blo¢ni zapis za totalni odvod (Dp)(d),

o0 = | Lyl

totalni odvod (Df)(a) pa bloéno zapisimo v obliki
(Df)a) = [fo fu],

kjer je
o=@ - Ee] w0 o )]

Enakost (4.4) lahko torej zapiSemo v blo¢ni obliki

e £ | _yhig] =0

odtod pa dobimo
fe— f,YIX =0.
Naj bo
A= X o Ayl =£Y N
Velja torej
fe=AX in fy=AY
oziroma

(Df)(a) = A(Dg)(a).



4.2. FUNKCIJE VEC SPREMENLJIVK 165

S transponiranjem zadnjo enakost prepisemo v obliko
(V)(a) = (Df)(a))" = ((Dg)(a)) A"
A1
= [(Vg)(@) - (Vgm)(a)] | :
Am
= > N(Tg)a). 0

KOMENTAR 4.30. Lagrangeova metoda multiplikatorjev nam pomaga pri iska-
nju vezanih ekstremov, saj nam poda potrebni pogoj za nastop vezanega ekstrema.

Posebej si oglejmo, kaj Lagrangeova metoda multiplikatorjev pove v primeru,
ko imamo le eno skalarno vez, torej v primeru m = 1. Predpostavimo torej, da je
f : D — R totalno odvedljiva skalarna funkcija, definirana na odprti podmnozici
D C R™ in da je g : £ — R zvezno odvedljiva skalarna funkcija, definirana na
odprti podmnozici £ C R™. Ce je tedaj a € £ ND takéna tocka, da je g(a) = 0,
da je (Vg)(a) # 0 in da ima funkcija f v tocki a vezan ekstrem pri vezi g, potem
obstaja realna konstanta A, za katero velja

(Vf)(a) = MVg)(a).
ZGLED 4.31. Pois¢imo vezane ekstreme funkcije dveh spremenljivk f(z,y) =
y? — 22 na kroznici 2 + y? = 1. Kroznica
R=S'"={(z,y) eR?*; 2?2 +4y* =1}
je mnozica ni¢el funkcije ¢ : R2 = R,
g(z,y) =2* +y* — 1,
zato funkcijo g vzamemo za vez. Funkcija g je zvezno odvedljiva, njen gradient
(Vo) (z,y) = (2z,2y)
pa je nenicelen v vseh tockah iz kroznice S'. Funkcija f je totalno odvedljiva in
velja
(V) (z,y) = (—2z,2y).
Po Lagrangeovi metodi multiplikatorjev ima funkcija f lahko vezan ekstrem pri
vezi g le v tistih tockah (z,y) € R?, za katere velja
g9(x,y) =0
in
(VH(z,y) = A(Vg)(z,y)

za nek A € R. Kandidate za vezane ekstreme torej dobimo tako, da resimo sistem
treh enacb

2?4+yP—1=0
—2x = \2x
2y = N2y

za tri realne neznanke x,y, A. Ta sistem ima Stiri reSitve: prvi dve sta (z,y) =
(0,£1) pri A = 1, preostali dve pa sta (z,y) = (£1,0) pri A = —1. Odtod torej
vidimo, da ima funkcija f lahko vezan ekstrem pri vezi g le v tockah (0,41) in
(£1,0).



166 4. VEKTORSKE FUNKCIJE VEC SPREMENLJIVK

Lagrangeova metoda multiplikatorjev nam ne pove, ali ima funkcija f v tockah
(0, £1) in (£1, 0) res vezane ekstreme pri vezi g, pa¢ pa se moramo o tem prepricati
na kaksen drug nacin. V naSem primeru je S' kompaktna mnozica, zato vemo, da
mora na njej zvezna funkcija f zavzeti najve¢jo in najmanjSo vrednost. Ker je
f(0,£1) = 1 in f(£1,0) = —1, lahko torej sklepamo, da ima funkcija f v tockah
(0,£1) in (£1,0) res vezane ekstreme pri vezi g: funkcija f najvecjo vrednost
na kroznici S! zavzame v tockah (0,41), najmanjso vrednost na kroznici S' pa v
tockah (£1,0).

VaJa 4.32. (1) Poisci vezane ekstreme funkceije treh spremenljivk f(z,y,z) =
x — 2y + 2z na sferi 22 +y? + 22 = 1.
(2) Poiséi tocko na ploskvi 22 — zy = 1 v R3, ki je najblizja izhodiséu.



