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FMF - Finan¢na matematika 1 (vaje)

7. ENOOBDOBNI MODEL TRGA - cenovni funkcional

1. Obravnavamo enoobdobni model trga z delnico in netveganim banc¢nim racunom s
fiksno obrestno mero R = 5%. Zacetna cena obeh instrumentov je 1, kon¢na cena
delnice pa je podana z S;(w;) =2 in S;(w,) = 0.5.

(@

(b)

Izpisite podatke in jih prikaZzite z binomskim drevesom.

ReSitev:
IzpiSemo vektor cen

in matriko izplacil

m=[5en Sion)=[105 03]

Dokazite, da je opisani trg poln in ne dopusca arbitraze.

Resitev: Trg je poln, Ce so vse pogojne terjatve dosegljive, tj. za vsako pogojno
1

. b'e
terjatev X = [
X2

] lahko najdemo portfelj sestavljen iz B in S, ki ima ob casu

t = 1 enaka izplacila kot X. Za portfelj ¢ = [a

tako velja
/5] !

M¢ =X.

Ker je matrika M v enostavnem modelu trga obrnljiva, lahko vedno izracunamo
¢ = M~'X. Trg je poln.
Za enostavni model trga velja, da ni arbitraze natanko tedaj, kadar velja

d<14+R<u,

kjer je S;(w;) = Syu in S;(w,) = Syd.
Prinasjeu=2,d = 0.5 in velja 0.5 < 1.05 < 2. Zato na trgu ni arbitraZe.



FMF - Finan¢na matematika 1 (vaje)

(c) Dolotite izvedbeni portfelj za pogojno terjatev X z izpladili x v stanju w; in y v

(d

stanju w,.

Resitev: Ker za izvedbeni portfelj ¢ velja M¢ = X in je M obrnljiva matrika,
lahko izracunamo inverz

p=M1X=

_ 1 [ 0.5 —2][}(]_
~1.05(0.5—2) [—1.05 1.05]|y |~

20 80
_ |:—g—3X +2§y]
3X T3

Dokazite, da na opisanem trgu velja zakon ene cene, in dolocite cenovni funkci-
onal ter vektor cen stanj.

Resitev:

Zakon ene cene pravi, da morata imeti dva portfelja, ki imata enaka izplacila,
tudi enaki ceni. Ker je matrika M obrnljiva, ima vsaka pogojna terjatev enolicen
portfelj, zato velja zakon ene cene.

Cenovni funkcional 7, : R? — R vsaki pogojni terjatvi priredi njeno ceno. Poma-
gamo si z izvedbenim portfeljem:

Vo(p) =mo(X) = (¢,c) =
20 80 2 2
63 63”7 T3 73

Vektor cen stanj: ¢ = [%]. Zanj velja, da je

TCO(X) = (X, 'L/)>



FMF - Finan¢na matematika 1 (vaje)

(e) Na trgu je ponujen finan¢ni instrument C z izplacili C(w;) =3 in C(w,)=0.2Vv
casu 1 ter ceno 1.6 v ¢asu 0. Kaj bi storili?

Resitev:
Postena cena te terjatve je

22 38
mo(C) =22 3+ 2-0.2=1.168.

Ker je cena na trgu previsoka, je mozna konstrukcija arbitraze.

Ideja: prodamo instrument C po trzni ceni 1.6 in kupimo izvedbeno strategijo ¢
po posteni ceni 1, 1682.

Izvedbena strategija: ISCemo ¢, da je M¢ = C. Sistem dveh linearnih enacb
lahko resujemo tudi z Gaussovo metodo eliminacije.

1.05 2 | 3 1.05 2 | 3
1.05 0.5|0.2 0 15|28

28
= —, oa=——
P 15

Arbitraza:
t=0: e sposodlm s1 na banki
o kuplm = delnlce
e prodam en instrument C

Up=2—2+1.6=0,4317>0

t=1: e vrm z obrestmi
o proda] = delnice

e izplacam C
w;: U= 3431 105+%52 3=0
wy: U= -1.05+%-0.5—-0.2=0

=  portfelj ¢ je arbitrazeb,



FMF - Finan¢na matematika 1 (vaje)

2. Enoobdobni model trga z vrednostnimi papirji B,S in W ima tri moZna stanja sveta
v Casu t = 1. Vrednostni papirji imajo danes cene B, = 9,S, = 13 in W, = 8, v Casu
t = 1 pa mozne vrednosti B; = 12 ter S;(w;) = 24,5,(w,) = 16,5;(w;) = 12 in
Wi(w,) =12, Wi(w,) =11, W;(w3) = x.

(@

(b)

Naj bo x = 9. Dokazite, da je trg poln in da na njem velja zakon ene cene.

Resitev: Vektor cen ¢ in matrika izplacil M:

9 12 24 12
c= 113 M=1[12 16 11
8 12 12 9

Z Gaussovo eliminacijo dolo¢imo rang matrike M

12 24 12 1 21 1 21
12 16 11({~ |0 8 1|~ (0 8 1
12 12 9 0 41 0 01

Ker je rang M = 3, je trg poln.
Matrika M je obrnljiva, zato lahko za vsako pogojno terjatev najdemo enolicen
izvedbeni portfelj (¢ = M~1X) in enoli¢no ceno.

Dolocite cenovni funkcional in pokazite, da na trgu ni mozna arbitraza.

Resitev: Cenovni funkcional lahko dolo¢imo s pomoc¢jo vektorja cen stanj v €
R?, za katerega je M "¢ = c in ¢ > 0.

12 12 12| 9 4 4 413 4 4 4|3
24 16 12|13 | ~[ 0 8 12|5 [(~] 0O 8 12|5
12 11 9 | 8 01 3|1 0 0 12|3

‘/)1:1/)2:1/)3:%>0

Tedaj je
1
Ker cenovni funkcional obstaja, na trgu ni arbitraze.
Ce obstaja cenovni funkcional, potem trg ne dopus¢a arbitraZe



FMF - Finan¢na matematika 1 (vaje)

(c) Nakupna opcija na ragliko (spread call) med cenama delnic S in W z izvrSilno ceno
K ob zapadlosti 1 izplaca znesek S; — W; — K pod pogojem, da je ta pozitiven.
Dolocite izvedbeni portfelj in premijo opcije na razliko z izvrSilno ceno K = 5.

Resitev:
7
0
a
IS¢emo portfelj ¢ = | B |, za katerega velja M¢ = X.
Y
12 24 127 12 24 127 12 24 127
12 16 11{0 [~ O 8 1|7 |[~| O 8 1|7
12 12 9|0 0 12 3|7 0O 0 3|7
7 7 7
r="y P *7g

Premija opcije je tedaj enaka

Xo=Vo(X)=(¢,c)=2-9+5-13-2.8=14



FMF - Finan¢na matematika 1 (vaje)

(d) Naj bo x = 10. Pokazite, da je na trgu mozna arbitraza, in pripravite arbitrazni
portfelj.

Resitev:

Poglejmo kaj v tem primeru velja za vektor cen stanj 1.

12 12 12| 9 [ 4 4 43 [ 4 4 4|3
24 16 12|13 |~ 0 8 125 |~ O 1 2|1 |~
12 11 10| 8 01 2]1 0 0 4|3
4 4 0|0 4 0 0] 2
~]10 2 0|-1]|~]020|-1
0 0 4| 3 0 0 4| 3
Tedaj je
1 1 3
,('ljl_iy 1’/”2__5: ¢3_Z
Ker je ¢, < 0, je na trgu moZna arbitraza.
0
Pogojna terjatev, ki nam bo omogocila arbitrazo je na primer X = | 1 [, saj imamo ob
0
casu t = 1 nenegativno izplacilo, premija pa je
1
”o(X):(Xﬂ/)):_E-
Torej bomo v ¢asu t = 0 dobili placano.
Arbitrazni portfelj:
12 24 12 |0 1 2 1(0 1 2 1|0
12 16 111 (~| O 8 1|—-1 |~ 0 8 1|—1
12 12 100 0 12 2| 0 0 0 1| 3
1
:—2, =—-, :3
a p=—3 7



FMF - Finan¢na matematika 1 (vaje)

3. Enoobdobni model trga sestavljata dva finan¢na instrumenta in tri mozna stanja sveta
v Casu t = 1. Prvi instrument je netvegana brezkuponska obveznica s ceno 100 in 5%
donosom, drugi pa delnica s ceno S, = 52 in moznimi prihodnjimi vrednostmi

56

S, =| 52
48

(a) Dokazite, da trg ni poln, in doloc¢ite mnozico dosegljivih pogojnih terjatev . .

ReSitev:
Najprej izpiSemo vektor cen ¢ in matriko izplacil M:

105 56
= [9] w108
105 48

Ker imamo 3 stanja sveta in le 2 vrednostna papirja, tre ni poln (rang M < 2).

Mnozica dosegljivih pogojnih terjatev .# vsebuje vse mozna linearne kombina-
cije izplacil

105 56
B,=|105| in S, = |52
105 48

Zato je ./ linearna ogrinjaca vektorjev B, in S,

M= 3(31151)
= {(x,y,z) €eR? Ja,B €R: (x,y,2) = a(105,105,105) + B(56, 52,48)}

Ker je linearna ogrinjac¢a dveh neodvisnih vektorjev v R® ravnina, lahko zapis za
M poenostavimo. Izratunamo normalni vektor na ravnino, ki vsebuje B; in S;:

- - -

i j k
56 52 48
Zato je
M ={(x,y,2) €ER®; —4x +8y —4z =0},
oziroma

M ={(x,y,2) €R®; x—2y+z:0},



FMF - Finan¢na matematika 1 (vaje)

(b) Katere od spodnjih pogojnih terjatev so na trgu dosegljive?
D) X =18, =Sl
(i) Y =(2,3,4)".

(iii) Z = evropska nakupna opcija, napisana na delnico S, z zapadlostjo 1 in
izvrsilno ceno 50.

Pri dosegljivih terjatvah izracunajte Se njihove postene cene.

Resitev:
Za vsako pogojno terjatev preverimo, ¢e zadosS¢a pogoju za . .

156 — 52| 4
() X=|S,—=S,] = |[52—52|| = |0
|48 — 52| 4

Ker 4—0+4 # 0= X ni dosegljiva.

2
(i) Y=|3
4

2—6+4=0= terjatevY je dosegljiva

v, v svve . . . a
Za dolocitev postene cene pois¢imo izvedbeni portfelj ¢ = [ B ], za katerega

veljaM¢ =Y.
105 56 |2 105 56 |2 105 56 |2
105 52|13 ([~ 0 —4|1 |~| O —4]1
105 48 |4 0 —-8|2 0 0|0
Zato je
1 2—-56-—3 16
p=— in a= 4 = .
4 105 105
Zacetna cena izvedbenega portfelja je
16 1 47
Vi =(¢p,c)=——-100—=-52=—=224
W(#) = ($.c) = S -100 - -52= 7
max{56 — 50, 0} 6
(iii) Z = [ max{52—50,0} [ = |2
max{48 — 50,0} 0

6—4+0# 0= Z ni dosegljiva.
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(c) Dolotite cenovni funkcional 7, : /4 — R.

ReSitev:
x
Izberemo poljubno doseglivo terjatev X = Yy , dolo¢imo njen izvedbeni
2y —x
portfelj ¢ in definiramo cenovni funkcional 77,(X) = (¢y, c).

Izvedbeni portfelj mora zadoscati sistemu enacb M ¢ = X:

105 56 x 105 56 x 105 0 ||x+14(y —x)
105 52 y ~ 0 —4| y—x ~ 0 —4 ly —x
105 48 |2y —x 0 —-8|2y—2x 0 0 |0
14y —13x xX—y
L A——— [;}:
105 4
Zato je
14y —13 -
mo(X) = (¢, c) = XX 100+ 2 .50=
105
13 +1
= —Xx —
217 737



FMF - Finan¢na matematika 1 (vaje)

(d) Poitite vse krepko pozitivne razdiritve #, : R* — R funkcionala 7,,.

ReSsitev:
Krepko pozitivne razdiritve 7, predstavimo z vektorji cen stanj v € R3, ki so
resitve sistema ena¢b M "¢ = ¢ in neenatb 1) > 0.

Ce je trg poln, potem je #, = m,. Na nepolnem trgu pa imamo ve¢ enatb kot
neznank.

105 105 105|100 21 21 21| 20
56 52 48 | 52 o -1,5 -3|-0,5

Y5 € R parameter
Yy = % — 25
Y= % +3

Za krepko pozitivnost mora veljati Se

Y5 >0
Yy > 0=y < ¢
1, > 0 vedno izpolnjeno

Krepke razsiritve so linearni funkcionali doloceni z vektorji

1;—:1”+1/;3 o )
1/) = 1|3 _2¢3 > k.]er.]e 1:[)3 € (O, 6)
P

Ce obstaja druzZina razsiritev, potem trg NI poln.
Ce razsiritev obstaja, potem trg ne dopus¢a arbitraze

Zozitev funkcionalov 71, na ./ :

= (% +P3)x + (%_21/)3))’ +Y3(2y —x) =
= 35X+ 3y =mo(X)

To je bljiznica do cenovnega funkcionala.

10



FMF - Finan¢na matematika 1 (vaje)

(e) S funkcionalom 7, dolocite take cene pogojnih terjatev iz tocke (b), da razsirjeni
trg ostane brez arbitraze. Pri tem

(i) obravnavajte tri primere, ko dodate po le eno terjatev,
(ii) obravnavajte primer, ko dodate vse terjatve hkrati.

Resitev:
o(X) = 4(% +3) +4p; = % + 815

Ko 15 pretece interval (O, %), dobimo interval dopustnih cen (
cene, ki na trg ne prinesejo arbitraZze.

52 80

27,57)- To so vse

ﬁo(Y) = 2(% + 1/’3) + 3(% _2‘103) + 4, = % = ﬂo(Y)

Pogojne terjatve so dosegljive natanko tedaj, ko imajo enoli¢no ceno.

#o(Z) = 6(2 +5) +2(2 —29p5) = 2 + 29,

92 33

Ko 14 pretece interval (0, %), dobimo interval dopustnih cen (57, =

Ko na trg dodamo terjatev X ali Z, ga napolnimo. Terjatev Y pa je dosegljiva in
ne more napolniti trga.

Ce dodajamo vse terjatve hkrati, moramo paziti, da so cene usklajene (dobljene
pri istem 15, drugace je na trgu mozna arbitraza.

11



FMF - Finan¢na matematika 1 (vaje)

8. ENOOBDOBNI MODEL TRGA - ekvivalentna martingalska verjetnost

1. Obravnavamo enoobdobni model finan¢nega trga. Ekonomsko negotovost v ¢asu 1
opisuje mnoZica stanj {w,, w,, w,}. Zaletne cene vrednostnih papirjev B, S! in S?
zna$ajo By = 90, S| = 54 ter S¢ = 48. Kon¢na izplactila prikazuje spodnja preglednica.

| w; Wy W3
B, | 100 100 100
S } 100 80 40
S f 100 40 40

(a) Izracunajte netvegano obdobno obrestno mero.

ReSsitev:
Vektor cen in matrika izpladil:

90 100 100 100
c= |54 M= {100 80 40
48 100 40 40

Netvegana obrestna mera je podana z obveznico. Ker je

B; =By(1+R),
dobimo
B, 100 1
R=——1=———1==-=11,11%.
B, 90 9

12



FMF - Finan¢na matematika 1 (vaje)

(b) Dolocite do tveganja nevtralno verjetnost in dokazite, da trg ne dopusca arbi-
traze. Ali je trg poln?

Resitev:
Do tveganja nevtralna verjetnost je poseben primer ekvivalentne martingalske
verjetnosti.

Za numerar vzamemo obveznico. Vse cene in izplacila izrazimo v enotah nume-
rarja. Temu re¢emo diskontiranje:

100 100
wl_ls| gol] ® ®[_|]:
c=|%|=]5% M=11 35 16| =|1 5 3
48 2 1 40 a0 1 22
90 15 100 100 5 5
q;
Za do tveganja nevtralno verjetnost Q = | q, | mora veljati:
ds

e g; > 0 za vsak i (ker je ekvivalentna osnovni verjetnosti P
e > .q; =1, saj je verjetnost
e martingalska lastnost: X, = EQ()? 1)

Z uporabo martingalske lastnosti za instrumente na nasem trgu dobimo

EQ(§1):1 = qtq,tgq;=1

~ 3 4 2 4
EQ(S%):E = Ch"‘g%"‘g‘]z:g
~ 8 8
Eo(SH=— = +-q,+ = —
Q( ) 15 q1 5‘12 5913 15

Z Gaussovo metodo eliminacije lahko izracunamo q,,q,,q5:

1 1 1(1 1 1 1|1 11 111
5 4 2|3 |~]1013|2]|~]]01 3|2
15 6 6|8 0 9 9(7 0 0 18|11

11 1 2
qs E, q2_2_3q3_6: Q1—1_Q2_qg—§

Ce obstaja do tveganja nevtralna verjetnost, trg ne dopus¢a arbitraze.
Ce je do tveganja nevtralna verjetnost ena sama, potem je trg poln

13



FMF - Finan¢na matematika 1 (vaje)

(c) Pozitivha pogojna terjatev C ima v ¢asu O ceno C, = 20, v ¢asu 1 pa izplacila

|w1 Wy W3
C|x 20 y

Dolotite pogoje za x in y, da bo razsirjeni trg (B,S!,S?, C) brez arbitraZe.

ReSitev:
Pogojna terjatev je pozitivna, Ce so vse njene komponente C;(w;) = 0 in je vsaj
ena strogo pozitivna. Ker je C;(w,) =20 > 0, je dovolj zahtevati

x,y =0.

Zaradi martingalske lastnosti do tveganja nevtralne verjetnosti velja

EQ(EI):E;
x 2 11 4 11 2
- L 44— ==
100 9 5 6 100 18 9

4x +11y =340

Za x in y morata veljati pogoja

x,y=>0 in 4x+11ly =340.

14



FMF - Finan¢na matematika 1 (vaje)

(d) Izberite delnico S? za numerar in izra¢unajte pripadajo¢o ekvivalentno martin-
galsko verjetnost.

ReSitev:
Diskontiramo z numerarjem S2.

90 15 100 100
S I P T U R
c=|m|l=13 M = 20 20 1| = g 2 1
1 1 L | 211
Za Q =(q;,q5,q5)" dobimo enac¢be
E(E)—l— = + 20,42 =2
Q\P1) = g q1 2Q2 2Q3— 3
>y 9 9
EQ(Sl)=§ = Git2tg =g
EoS)=1 = q+q+tq=1
1 1 1|1 1 1 1|1 11 11(1
8 16 8| 9 ~|0 8 01 ]|~]08 O0f|1
8 20 20|15 0 12 12|7 0 0 12 12—1
_u _1 _2
q3_247 q2_8) q1_12

(e) Z uporabo tocke (d) ponovno resite nalogo (c). Kaj opazite?

ReSitev:
Pogoj x, y = 0 ni odvisen od numerarja. Iz martingalske enakosti pa dobimo

EQ(EI) = EE

x 5 11 4 11 5

- 4=
100 12 2 8 40 24 12

4x +11y =340

Dobimo enak rezultat.

Razlicne izbire numerarja prinesejo razli¢ne ekvivalentne martingalske verjetno-
sti, rezultati vrednotenja pa so enaki.

15



FMF - Finan¢na matematika 1 (vaje)

2. Na trgu so podane obveznica B z zatetno ceno B, = 10 in netveganim donosom 10%
ter delnici S' in $* s cenama S; = 20 ter S} = 30. Za koné¢ne vrednosti delnic velja
Si =S{(1+r), kjer ima r verjetnostno funkcijo

el 12 0 —172)
1/4 1/4 1/2
(a) Dolocite do tveganja nevtralno verjetnost Q in dokazite, da trg ni poln.

Resitev:
Vektor cen in matrika izplacil:

10 11 30 45
c=120 M=111 20 30
30 11 10 15

Ker sta drugi in tretji stolpec matrike odvisna, je rangM = 2 < 3 in zato trg ni
poln.

Opazimo, da tako ob t = 0 kot ob t = 1 velja §* = %S !, Instrumenta sta odvisna
in v analizi lahko brez Skode za sploSnost spustimo tretji element.

Opazovani trg je tako

11 30
C:[ég] M=1]11 20
11 10

Za numerar vzamemo obveznico in diskontiramo cene in izplacila

) w-

[E G G
|o=18=18

—_
—_

Martingalska lastnost

Eq(§1):§o = ¢1+qt+q=1

~ ~ 30 20 10
Eo(SD=S; = —qi+—=q+—=q=2
o(S1) =S, 11Q1 11Qz 11Q3

1 1 1)1 1 1 1|1
30 20 10|22 0 10 20|8
4 1
93 € R parameter, ¢, =-—2q3, 1 =¢+¢
Veljati mora Se q; > 0:
gs >0

—f—z >0 = <2
CI2—5 qs qs 5

1
CI1:CI3+E>0

16



FMF - Finan¢na matematika 1 (vaje)

Tako dobimo omejitev za parameter 0 < g5 < %
Druzina do tveganja nevtralnih verjetnosti

Ker do tveganja nevtralna verjetnost ni enoli¢na, trg ni poln .

17



FMF - Finan¢na matematika 1 (vaje)

(b) Dolocite take cene naslednjih pogojnih terjatev, da trg ostane brez arbitraze. Pri

tem obravnavajte vsako pogojno terjatev posebe;j.
() X =max{S],S}},

(i) ¥ = (S})%

Ali je katera pogojna terjatev dosegljiva?

Resitev:
. _ 21 _ 3gly — 3
() X =max{S},5?} = max{s],2sl}=3.5!

Terjatev je dosegljiva. Njena cena je % -Sé = 30.

900
(i) Y =(S])* = | 400
100

Iz martingalske enakosti ?0 = EQ(?) dobimo

Yy _ 900 400 100

= + +
10 11 8Ty Ty 6
1000 1 4
Y)=Y = —2 )+ 42 —2g.)+q. | =
o(Y) 0 11 (9(% 5) 4(5 qs) QS)
1000
= 542
11 ( qs)

Ker cena ni enolic¢na, terjatev Y ni dosegljiva.
Ko g5 pretece interval (O, %), dobimo interval dopustnih cen na katerem ni

arbitraze:
( 5000 5800 )
Y,e| =0, ==
11 11

18



FMF - Finan¢na matematika 1 (vaje)

(c) Problem prodajalca. Financnik je prodal instrument z izplacili Y. Poiscite njegov
superza$éitni portfelj na trgu (B, S!). Kak$na so njegova cena in izpladila?

Resitev:

Prodajalec mora v casu t = 1 izplacati Y, t.j. Y(w;) = 900,Y(w,) = 400 ali
Y (ws;) = 100, odvisno od stanja v katerem bo svet. Na trgu (B, S") bi rad ustvaril
portfelj, ki ponuja taka izplacila. Ker Y ni dosegljiv, izvedbeni portfelj zanj ne
obstaja. Ujemanje ne more biti popolno. IS¢e najcenejsi portfelj, ki v vseh stanjih
izplaca dovolj, da pokrije svoje obveznosti in ima najmanj$o mozno ceno.

Problem: poisti ¢ € R?, za katerega je
min(¢, c)
pri pogojih M¢ > Y.
IScemo torej minimum funkcije
10a + 200
pri pogojih

11a+ 305 > 900
11a+ 20 > 400
1la+ 104 > 100

Minimum je dosezen pri

300
a=—-,, =40
11 &
in znasa %, kar je ravno zgornja meja brezarbitraznega intervala.
Izpladila portfelja znasajo
11 30| 300 900
M¢ = |11 20 [ 461]: 500
11 10 100
Postena cena % za Y pomeni arbitrazo, saj je to prava cena za zgornje izplacilo,

ki je vecje od Y.

19



FMF - Finan¢na matematika 1 (vaje)

(d) Enostavni donos portfelja 8 je slu¢ajna spremenljivka ry = %

temati¢no upanje je pricakovani donos portfelja.

. Njeno ma-

Izratunajte pri¢akovana donosa obveznice in delnice S*

(i) glede na naravno verjetnost P,
(i) glede na do tveganja nevtralno verjetnost Q.

Resitev:
Enostavni donos obveznice B
B, 10

g =

0,1
je neodvisen od stanja. Zato je pricakovani donos
Ep(rg) =0,1=10%

Ey(rg) =0,1=10%

Enostavni donos za S':

S1=Sy _ S (1+1)=8;

1”51 == =r
1 1
So So
Ker je
1 1
P b 0 -3
r~l 11 1 )
2 2 2
dobimo

1
Ep(rs)) = —3 =—12,5%.

Glede na do tveganja nevtralno verjetnost Q je r porazdeljen
1 1
r~ , O0<gy<-—.
(q3+% §—2q3 ds ) 1 5
Zato je

1 0,
EQ(rsl) == 1_0 = 10%.

Pricakovani donos tvegane delnice glede na do tveganja nevtralno verjetnost je
enak pricakovanemu donosu netveganega instrumenta.
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9. VECOBDOBNI MODEL TRGA - izvedbene strategije

1. Obravnavamo model trga s tremi datumi (T = 2) in dvema vrednostnima papirjema.
Prvi je ban¢ni racun B, na katerem se stanje v obdobju od 0 do 1 obrestuje z obrestno
mero 2%, v obdobju od 1 do 2 pa z obrestno mero 3%.

Drugi vrednostni papir je delnica z zacetno ceno S, = 50. Do trenutka 1 vrednost
delnice naraste za 10% ali pade za 10%. Za nadaljnje cene pa velja naslednje pravilo:
Ce je cena v preteklem obdobju narasla, bo v prihodnjem obdobju narasla za nadaljnjih
10% ali padla za 5%. Ce pa je cena v preteklem obdobju padla, bo v prihodnjem
obdobju narasla za 5% ali padla za nadaljnjih 10%.

(a) Narisite drevo dogodkov, ki prikazuje opisano negotovost.

Resitev:
B:1 1.02 1.02-1.03
50-1.1-1.1
50-1.1 <
50-1.1-0.95
S:50
50-0.9-1,05
50-0.9 <
50-0.9:0.9
Pora¢unamo
B:1 1.02 1.0506
60.5
55 <
52.25
S:50

47.25
45 <
40.5
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FMF - Finan¢na matematika 1 (vaje)

(b) Ob ¢asu 0 na delnico S napiSemo evropsko nakupno opcijo z zapadlostjo 2 in
izvrsilno ceno 50. Dolocite njeno izvedbeno strategijo.

Resitev:

stanje S, X = max{S, — 50,0}
uu 60.5 10.5

ud 52.25 2.25

du 47.25 0

dd 40.5 0

Izvedbeno strategijo zacnemo graditi na koncu

a = stanje na banki
3 = stevilo delnic v portfelju

t = 1: stanje u:

ay

B

IS¢emo portfelj ¢, = [ ], za katerega velja
auBZ + ﬂu'suu = qu
auBZ + ﬁusud = Xud

Ce vstavimo Stevilke nasega primera:

1.0506a, + 60.58, = 10.5
1.0506a, + 52.25, = 2.25

= f,=1
~ 10.5—60.5

- — _47.591
%= 710506 o19

—47.5919

Dobili smo portfelj ¢, = [ 1

]. Njegova vrednost ob Casu 1 (v stanju

u) je enaka
V,=a,B, + B,S, =—47.5919-1.02+ 1- 55 = 6.4563

Toliko rabimo v stanju u, da kupimo portfelj ¢, in v ¢asu 2 dobimo ustrezna
izplacila. Hkrati je to cena opcije v tem stanju.
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FMF - Finan¢na matematika 1 (vaje)

stanje d:
IS¢emo portfelj ¢, = [gd], za katerega velja
d
agBy + BaSau = Xau

By + BySaq = Xaa

1.0506a, + 47.258, = 0

= ad:/jd:O in VdIO

t = 0: Konstruiramo portfelj ¢, = [;0], za katerega velja
0
By + oS, =V,

aoBy + BoSq =Vy

1.02a, + 558, = 6, 4563
1.02a,+ 456, =0

= P, =0.6456, a,=—28.4837

Za nakup portfelja ¢, potrebujemo
Vo = ayBy + BoS, = 3.7978

Izvedbena strategija je stohasti¢ni dinamicni portfelj

6 = [—47.15919]

=[o]

_ [—28.4837
Po=| 0.6456

(c) Dolocite premijo opcije iz naloge (b).

ReSitev:
Cena opcije je nabavna vrednost izvedbene strategije

1o(X) = Vo(y) = 3.7978
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2. Binomski model. V modelu z dvema obdobjema nastopata dva instrumenta. Prvi je
bancni ra¢un s konstantno obdobno obrestno mero 2%, drugi pa delnica z zacetno
ceno 100. Vrednost delnice lahko v vsakem obdobju naraste za 8% ali pade za 10%.

(a) Narisite drevo dogodkov, ki prikazuje opisano negotovost.

Resitev:

B:1

1.02

1.022
116.64
108<<::::\
97.2
97.2
90<
81

(b) Dolotite zacetno ceno pogojne terjatve X, ki v trenutku t € {1, 2} izplaca

S:100

X =8 1{St<st_1},

torej izplaca ceno delnice S, pod pogojem, da je cena delnice padla.

Resitev:

Stanje St Xt = St : 1{St<st—l}
uu 116.64 0

ud 97.2 97.2

du 97.2 0

dd 81 81

u 108 0

d 90 90
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FMF - Finan¢na matematika 1 (vaje)

Ceno bomo dolo¢ilo z izvedbeno strategijo.

t = 1: stanje u:

IS¢emo portfelj ¢, = [a“], za katerega velja

Bu

auBZ + ﬁusuu = qu
auBZ + ﬂusud = Xud

Ce vstavimo Stevilke nasega primera:

1.0404a, +116.64B, =0
1.0404a, +97.2, = 97.2

a, = 560.554
ﬁu =—5
V, = 31.7647

stanje d:

IS¢emo portfelj ¢, = [gd], za katerega velja
d

adBZ + ﬂdsdu = Xdu
4By + B4Saq = Xqq

1.0404a, +97.28, =0
1.0404a, + 81, = 81

Ba=—5
V; = 26.4706
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t =0: Portfelj ¢, = [go] sestavimo tako, da bomo v ¢asu 1 imeli dovolj za izplacilo
0

terjatve in nadaljevanje strategije

aOBl + ﬁOSu = Vu +Xu
aoBy + BoSq =V + X4

To ni strategija samofinanciranja!

1.02a, + 1086, = 31.7647 + 0
1.02a, + 4908, = 26.4706 + 90

ap = 529.412
Vo, = 58.8235

Cena pogojne terjatve je 89.8235.
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FMF - Finan¢na matematika 1 (vaje)

10. VECOBDOBNI MODEL TRGA - ekvivalentna martingalska verjetnost

1. V nalogi je predstavljena alternativna resitev naloge 2 iz sklopa 9.

V modelu z dvema obdobjema nastopata dva instrumenta. Prvi je banc¢ni racun s kon-
stantno obdobno obrestno mero 2%, drugi pa delnica z zacetno ceno 100. Vrednost
delnice lahko v vsakem obdobju naraste za 8% ali pade za 10%.

B:1 1.02 1.022
116.64
108 <
97.2
97.2
90 <
81

(a) Izracunajte do tveganja nevtralne prehodne verjetnosti.

S§:100

ReSitev:

Za iskanje ekvivalentnih martingalskih verjetnosti si izberemo numerar, ki je enak
skozi celoten model. Verjetnost Q podamo z vsemi prehodnimi verjetnostmi q;.
Ker je Q ekvivalentna naravni verjtnosti P, so vse prehodne verjetnosti q; # O.
Diskontirani cenovni procesi pa so glede na mero Q martingali, t.j.

EQ(§J~|9'5) =S, zavsaks<t.
Ker je slucajni proces X, v diskretnem ¢asu martingal natanko tedaj, ko je
EXal|Z) =X,

za vse smiselne case t, lahko ve¢obdobni model obravnavamo kot zlepek enoob-
dobnih modelow.

Obravnavamo posamezne enoobdobne modele.

t=0 —> t=1:

B:1 1.02
108
S:100
90

Vektor cen in matrika izplacil:
1 1.02 108
C‘[loo] M_[l.OZ 90]
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FMF - Finan¢na matematika 1 (vaje)

Za numerar vzamemo ban¢ni ra¢un
. 1 ~ 1 —=
=[0) =1 b

Z uporabo martingalske lastnosti dobimo

==
o

Sl®

| I

E

o
[\S]

Eq(§1) = Eo = ¢1t+q=1

L 108 90
E(5)=8 = ——g +——gq,=100
o(81) = S0 1.028 " 102%

ResSimo dobljeni sistem enacb za q; in g,

1 1 1 1 1|1
108 90 | 102 0 1816

2 1
41 = 3’ 4z = 3
t =1 — t =2: Najprej si oglejmo stanje u.
B: 1.02 — 1.022
116.64
S:108
97.2

Vektor cen in matrika izplacil:

102 oy — [1:022 11664
©=1108 ~11.022 972

Za numerar vzamemo ban¢ni racun

.64

- J1 ~ |1 s
c= [ 108 M = 1 19'(7).22
1.02 1.022

Z uporabo martingalske lastnosti dobimo

Eq(gz) = E1 = q3tqs=1
116.64 97.2 108

E,(S,)=S, = + =
o(82) =5 1.022 BT 702247 102

Resimo dobljeni sistem enacb za g5 in g,

1 1 1 1 1 1
116.64 97.2|110.16 0 19.44|6.48
2 .1
qs = 31 q4 - 3

Opazimo, da je rezultat enak kot prej.
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FMF - Finan¢na matematika 1 (vaje)

Oglejmo si sploSen primer.

=[5] w-B6TR S

Za numerar izberemo netvegan bancni racun (ali obveznico):

S,u
_ 1 _ 1 —=*
c:[i] M:[ Btgw]
B, 1 B,(1+R)

Z uporabo martingalske lastnosti dobimo

EQ(§t+1) = gt = qt+q,=1
Seu n t _ St
B(1+R ™ BA+R T B,

EQ(§t+1) = §t
Dobimo sistem enacb

g+q,=1
uq, +dg, =1+R

V binomskem modelu s konstantnimi parametri tako velja

_1+R—d _u—(1+R)
ql_—u—d > Q2——u_d

Trg je brez arbitraZze natanko tedaj, ko obstaja ekvivalentna martingalska verje-
tnost. V binomskem primeru je to natanko tedaj, ko je

d<1+R<u.

V nasem primeru so tako vse do tveganja nevtralne prehodne verjetnosti v visja

stanja enake q; = % in vse prehodnje verjetnosti v nizja stanja q, = %
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FMF - Finan¢na matematika 1 (vaje)

(b) Izracunajte do tveganja nevtralne verjetnosti vseh stanj v modelu.

Resitev:
stanje Q
t=0 1
u 2

3
d 3

2 2 _ 4
317, .
ud §'§+§1'§:§
dd  3-3=3
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FMF - Finan¢na matematika 1 (vaje)

(c) Dolotite zacetno ceno pogojne terjatve X, ki v trenutku t € {1, 2} izplaca
X, =S5;- 1{S[<S[,1}:
torej izplaca ceno delnice S, pod pogojem, da je cena delnice padla.
ReSitev:

Ko vrednotimo pogojno terjatev s pomocjo ekvivalentne martingalske verjetnosti,
diskontiramo vsa izplacila in dolo¢imo pri¢akovano vrednost

stanje S, X =8 lig<s 3 Q
uu 116.64 0 2
ud 97.2 97.2 2
du  97.2 0 5
dd 81 81 5
u 108 0 3
d 90 90 3

0 1 972 2 81 1

=20 1, 972 2, .~ =58.8235
102 37 1.022 9 1.022 9
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2. Obravnavamo dvoobdobni model trga, na katerem trgujemo z dvema enotskima brez-
kuponskima obveznicama. Prva brezkuponska obveznica ima dospetje 1 in ceno 0 <
D(0,1) < 1. Druga ima dospetje 2 in ob ¢asu 0 ceno 0 < D(0,2) < 1. Njena cena
v Casu 1 je lahko D(1,2), (¢e obrestna mera pade) ali D(1,2),; (Ce obrestna mera
naraste), kjer je 0 < D(1,2),; < D(1,2), < 1.

(a) Naricite drevo dogodkov, ki pripada opisanemu trgu.

Resitev:

B': D(0,1) — 1

D(1,2), — 1

B?:D(0,2)

D(1,2),

(b) Dolocite omejitve za D(0,1), D(0,2), D(1,2), in D(1,2),, pod katerimi je trg
brez arbitraze, in izracunajte do prihodnosti nevtralno verjetnost.

Resitev:
Izbrati moramo numerar. Ker mora biti definiran v celotnem modelu, vzamemo
obveznico B2. Obravnavamo 3 enoobdobne modele:

u : Obstaja le en instrument, ki je numerar, in le eno stanje.
c=D(1,2),, M=1 = g;=1

Ker je kon¢no izplacilo pozitivho, mora biti D(1,2), > 0.

d : Obstaja en instrument in eno kon¢no stanje.
c=D(1,2);, M=1 = gq,=1

Zaradi pozitivnostiizplacil ob koncu, mora biti D(1,2),; > 0.
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t = 0: Imamo dva instrumenta in dve moZni stanji ob koncu
D(0,1) 1 D(1,2),
c= M =
D(0,2) 1 D(1,2)q
Numerar je druga obveznica

D(0,1) ~ 1 q
T= [D«i,m] = [D(ll,Z)u 1]

D(1,2)4

Za q, in g, mora veljati

D(0,1) _ 1 + 1 1 g+
D(0,2) _ D(1,2), "7 b(1,2); ShT
D(0,1) 1
D(0,2) ~ D(1,2),
=77 71
D(1,2), D(1,2)q
1 D(0,1)
D(1,2), D(0,2)
q2 = 1 1

D(1,2),  D(1,2)4
Veljati mora Se q,,q, > 0. Ker je

D(1,2),>D(1,2),

sta imenovalca negativna. Zato morata biti tudi Stevca negativna

pO.y 1 _, 1 D(0,1)
D(0,2) D(1,2), D(1,2), D(0,2)
D(0,1) 1 1 _Db(.1)
D(0,2) ~ D(1,2), D(1,2), D(0,2)

1 D(0,1) 1

< <
D(1,2), D(0,2) D(1,2),
Skupni pogoj:

D(0,2
0<D(1,2); < 0,2)

m < D(1,2)u
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(c) Ali je opisani trg poln?

ReSitev:
Vse prehodne verjetnosti g; so ob danih pogojih singletoni, zato je trg poln.

(d) Naj bo R(0,1,2) terminska obrestna mera v casu O za obdobje [1,2]. Kako se
R(0,1,2) izraza z D(0,1) in D(0, 2)?

Resitev:
Za diskontne faktorje velja enakost

D(0,2) = D(0,1,2)-D(0,1)

1
D(0,2) = m -D(0,1)
R(0,1,2) = ggg’g _

(e) Najbo D(1,2), = —1+R(11,2)u in D(1,2); = —1+R(11,2)d

traze z uporabo R(0,1,2), R(1,2), in R(1,2),.

. Izrazite pogoj za neobstoj arbi-

Resitev:
Pogoj za neobstoj arbitraze:

D(0,2)
0<D(1,2), < <D(1,2),<1
(1,2)q D0 ) (1,2)
1 1 1

1

0< < < <
1+R(1,2); 1+R(0,1,2)  1+R(1,2),
1<1+R(1,2),<1+R(0,1,2)<1+R(1,2),
0 <R(1,2), <R(0,1,2) <R(1,2),
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Binomski model trga

(Domaca naloga)

Podjetje (delniska druzba) v ¢asu 0 izda (tvegano) brezkuponsko obveznico (defaultable
gero-coupon bond) z dospetjem T in nominalno vrednostjo N. Privzemite, da podjetje ob iz-
daji obveznice nima drugih neplacanih dolgov in da do ¢asa T ne bo izdalo novih dolzniskih
vrednostnih papirjev.

Naj bo v ¢asu t, 0 < t < T, vrednost podjetja V,, vrednost obveznice pa P

vrednost delnic podjetja je zato E, =V, — P2,

. Skupna

ODb dospetju obveznice v ¢asu T se lahko zgodi naslednje:

Solventnost (platilna sposobnost) Ce je V; > N, lastniki obveznice skupaj prejmejo nomi-
nalno vrednost N, delnicarjem podjetja pa ostane preostanek vrednosti podjetja.

Insolventnost (pladilna nesposobnost) Ce je V; < N, lastniki obveznice skupaj prejmejo
vrednost V;, delnitarji pa ostanejo brez vsega (absolute priority rule®)

(a) Zapisite izplacila, do katerih so upravic¢eni delnicarji in obveznicarji v ¢asu T, kot
funkcijo vrednosti podjetja V.

(b) Pokazite, da polozaj obveznicarjev lahko predstavimo kot portfelj, ki vsebuje ali dolgo
pozicijo v premoZenju podjetja in kratko pozicijo v opciji, ali dolgo pozicijo v ne-
tvegani brezkuponski obveznici in kratko pozicijo v opciji. Natan¢no opredelite vse
uporabljene instrumente.

(¢) Privzemite, da vrednost podjetja lahko opisete z binomskim modelom. Ce je vrednost
podjetja v trenutku t enaka V,, je v trenutku t 4+ 1 vrednost lahko le V,u ali V,d, kjer

je0<d<uint=0,1,...,T —1. Naj bo obdobna netvegana obrestna mera na
banc¢nem racunu enaka R, kjer je d < 1+ R < u. Dolocite zacetno ceno obveznice
PdZCB

A

(d) Izratunajte PJ“® pri T = 10, V, = 100, u = 1.15, d = 0.92, R = 5% in razli¢nih
vrednostih N: N; =50, N, = 60 in N; = 70.

!Absolute priority rule dolo¢a vrstni red upnikov in terjatev v primeru insolventnosti podjetja (prisilna
poravnava, stecaj). Upniki imajo prednost pred lastniki.
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(@

(b)

()

Binomski model trga

(Resitve nalog)

Oznatimo izplaiilo obveznitarjev ob dospetju obveznice s PS“E. Ker je obveznica tve-
gana, P}iZCB # N, ampak je konc¢na vrednost obveznice odvisna od takratne vrednosi
podjetja. Velja

dzcB N Vr 2N .
P = =min{V;,N}
Ve; V<N

Izplacilo delnicarjev (le v primeru, da v ¢asu T svoje delnice prodajo) bo znasalo

VT - N; VT Z N
ET: :maX{VT_N,O}.
0; Ve <N
Ocitno je polozaj delnicarjev ekvivalenten dolgi poziciji v evropski nakupni opciji na
premoZzenje podjetja z zapadlostjo T in izvrSilno ceno N.

Ra¢unamo
in ugotovimo, da je polozaj obveznicarjev ekvivalenten dolgi poziciji v premozenju
podjetja in kratki poziciji v evropski nakupni opciji na premoZenje podjetja z zapadlo-

stjo T in izvrSilno ceno N.

Vrednost podjetja V, modeliramo z binomskim modelom s T obdobji in parametri
Vy, U, d in R. Pri vrednotenju tvegane brezkuponske obveznice bomo uporabili samo
konc¢na izplacila

PY*® = min{V;,N},
zato zadostuje, ¢e mozna konc¢na stanja prikazemo s tabelo.

Privzemimo, da je V,d" < N < Vyu'. Stolpcu cen in izpladil dodamo $e stolpec do
tveganja nevtralnih verjetnosti Q. Te izracunamo s pomocjo do tveganja nevtralne
prehodne verjetnosti

__ 14R—d
q= u—d ’

ki je neodvisna od ¢asa in stanja.

Stanje  Vrednost podjetja V; Izpladilo PS“P Verjetnost Q
u’ Vou” N q’
u'1d Vou'~'d N Tq' '(1-q)
utt1gr-n-1 Voun+1dT—n—l N (nJTrl)an(l _ q)T—n—l
urdTn VoundT—n VoundT—n (:)qn(l _ q)T—n
ud™1! Voud™! Voud™! Tq(1—q)"!
dr Vod” Vod (1-q)
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Stevilo n je najve¢je naravno $tevilo, za katerega je
Vou"d" " < N.
ResSimo neenacbo
Truyn <
Vod (L) <N

uyn < _N

<
nln In-X Vo
N
< In VodT __ InN—-In(Vpd")
= % ~  Inu—Ind

Pri tem smo upostevali, da je naravni logaritem strogo narascajoca funkcija, zato
logaritmiranje ohranja (smeri) neenakosti. Nato upoStevamo Se, da je u > d in zato
2>1inln% > 0. Deljenje z izrazom In % zato prav tako ohranja neenakosti.

Najvedji ustrezni n je

n—= {mN—ln(vOdT)J

Inu—Ind
Cena tvegane brezkuponske obveznice je tako

PdZCB EQ( dZCB) —

(1+R)T
= ﬁ(zj‘:o Vow'd” ](qu(l -q)" ]+Zj:n+1N(§)q](1 -q) J) =
n . . s _ T . s
= (M, (Dwgd™= - +N T, (g -9)

Posebej $e omenimo moZnosti, ko N < V,d” in N > Vyu’. V prvem primeru vrednost
podjetja vselej presega nominalno vrednost obveznice, zato je obveznica v resnici

netvegana in obvezni¢arji zanjo ob izdaji placajo PJ““® = ﬁ

V drugem primeru je vrednost podjetja vselej manjSa od nominalne vrednosti obve-
znice, zato je podjetje plac¢ilno nesposobno in obveznicarji ob dospetju prejmejo V;.
V tem primeru so ob izdaji za obveznico pripravljeni placati PSZCB =1,.

(d) Pri danih podatkih najprej izracunamo g = ltf;d = 1'22:8'22 = 23 in uporabimo for-
mulo iz (). o
() n=0in PJ*® =30.6947.
(i) n=1in PdZCB 36.8214.
(iii) n=2in PdZCB = 42.9158.
Ce obveznica ne bi bila tvegana, bi bilo PZ*® = (1+R)T in bi dobili

(D) PZCB 30.6957.
(ii) PZCB 36.8348.
(iii) PF°® =42.9739.

Nizke cene obveznic so posledica visokih obrestnih mer, vpliv tveganosti na ceno je
pri danih podatkih zelo majhen.
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12. BLACK-SCHOLESOVA FORMULA

1. Na delnico s trenutno ceno S, in volatilnostjo o napiSemo evropsko nakupno opcijo z
zapadlostjo T in izvrSilno ceno K. Naj bo netvegana moc obresti danes in v prihodnje
enaka Y in naj bo ¢ premija opcije, dolocena z Black-Scholesovo formulo.

", . def
(a) Dokazite, da je A = ;—SCO =&(d,).

Resitev:
Black-Scholesova formula za premijo evropske nakupne opcije je

¢k =So(d;)—Ke " o(dy),

kjer je
nS$+YT+%T | g oyT
= m = — O .
1 O'ﬁ 2 1
Izracunamo parcialni odvod
dc ad, od
— =&(d,) +S%'(d;)- =—= —Ke 'T®'(d,) ==
as (dy) (d1) as € (d,) 3

sy _ 24y _ 1
3S T3S T SoT

Upostevamo, da je

1
S®'(d,)—Ke "o(d
. ﬁ( (dy) (dy))
Ce pokazemo, da je izraz v oklepaju enak ni¢, smo dokazali Zeljeno enakost. Pri

tem uposStevamo, da je odvod kumulativne porazdelitvene funkcije ¢ kar enak
gostoti verjetnosti:

1 2
d'(x) = ez
Vvar
S®'(d,)—Ke "T®(d,) =S ! e—g Ke ¥T Le—dz% =
! 2 Va2r V21
1 S _ﬁ K YT _d%—zo‘ﬁd1+02T)
=——|Se 2 —Ke ‘e z =

27
1 a

= ;;SCO = o(d)



FMF - Finan¢na matematika 1 (vaje)

_142
def 52, 739

(b) Dokazite, dajeI' = 352 = Vans,odT

Resitev:
Upostevamo enakost iz naloge (a):

d9%c _0%(d,) _
9s2 39S
ad,
=d'(d,) — =
(d) S
1 a1
V2r SovT’

kar je Zeljena enakost.

(c) Dokazite, da je premija nakupne opcije narasc¢ajoca in konveksna funkcija para-
metra S,,.

ReSitev:
Ker sta prvi in drugi parcialni odvod strogo pozitiven, je funkcija narascajosa in
koveksna,
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FMF - Finan¢na matematika 1 (vaje)

2. Cena delnice danes znasa 55 EUR, netvegana mo¢ obresti pa je konstantna pri 6%.
Prihodnjo dinamiko cene delnice lahko modeliramo z Black-Scholesovim modelom s
tendenco (drift) 15% in nestanovitnostjo /volatilnostjo (volatility) 30%. Na delnico je
napisana evropska nakupna opcija z zapadlostjo ¢ez 3 mesece in izvr$ilno ceno 50
EUR. Delnica v tem obdobju ne bo izplacala dividend.

(a) Dolocite opcijsko premijo z uporabo Black-Scholesove formule.

ReSitev:
Black-Scholesova formula za premijo evropske nakupne opcije je

¢ =Se(d;)—Ke " o(dy),
kjer je

InS+YT+ZT
ovT

V naSem primeru je

55 1 1 1
d—ln%+0'06"—‘+5'0'32'7‘—08104 =  &(d,)=0.7912
1_ 1 -_— . 1_ .

0.3¢/1

d, =0.8104— 0.3\/2 = 0.6604 =  &(d,) = 0.7455

Dobimo:

¢ =55.0.7912 —50e %% . 0.7455 = 6.7982 EUR

40



FMF - Finan¢na matematika 1 (vaje)

(b) Ocenite opcijsko premijo z uporabo aproksimativnega binomskega modela z me-
secnimi obdobji.

Resitev:
Cas do zapadlosti razdelimo na tri mese¢na obdobja. Zato uporabimo binomski
model z n = 3 obdobji in parametri

Yr 0.06

R=en —1=¢% —1=0.5013%
u=eVr = e23V31 = 1.09046
d=1/u=0.91704
Za numerar izberemo bancni racun in izracunamo do tveganja nevtralno preho-

dno verjetnost

_1+R—d

= 0.5073.
u—d

Mozne koncne cene delnice, pripadajoca izplacila
X5 =max{S; —K,0}

in verjetnosti Q prikazemo s tabelo

stanje cena delnice Sq izplacilo X, verjetnostQ

u? Sou® =71.3168 21.3168 q® =0.13054

u’d  Syu’d =59.9752  9.9752  3¢*(1—q)=0.38038
ud? Soud* =50.4372  0.4372 3q(1—q)*>=0.36946
d? Sod® = 42.4161 0 (1—q)®=0.11962

Tako dobimo premijo

. 1

C. =

° (1+R)3
_ 21.3168-0,13054 + 9.9752 - 0.38038 + 0.4372 - 0.36946
- (1+ 0.005013)3 B

EQ(XS) =

= 6.6382 EUR
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FMF - Finan¢na matematika 1 (vaje)

(c) Dolotite A z uporabo Black-Scholesove formule ter njeno aproksimacijo z upo-
rabo binomskega modela.

Resitev:
Iz prve naloge vemo, da je za Black-Scholesov model

9€ _$(d,)=0.7912

Apg = ETS
0

V binomskem modelu je premija v naSem primeru enaka

E 1

k= FENIE ((So® —K)q® + (Sou*d —K) - 3¢*(1 — q) + (Soud* — K) - 3q(1 — q)?)

A dobimo s parcialnim odvajanjem po S,

1

3 3 2 2 2 2
Apin = TENE (¢ +u?d -3¢*(1—q) +ud*-3q(1 —q)*) =
_ 1.09046°%-0.5073%+1.090462-0.91704-3-0.50732-0.4927+1.09046-0.91704-3-0.5073-:0.4927% __
- 1.0050133 -
=0.9092
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3. Na delnico s trenutno ceno S, in volatilnostjo o napiSemo opcijo denar ali ni¢ z za-
padlostjo T, izvrsilno ceno K in izplacilom C. To je financ¢ni instrument, ki lastniku
v casu T omogoca izplacilo v viSini C pod pogojem, da je tedaj cena delnice (strogo)
viSja od K. Netvegana moc obresti je enaka Y.

Dolocite premijo opcije denar ali ni¢ v Black-Scholesovem modelu.

ReSitev:
V Black-Sholesovem modelu je cena delnice S; enaka
Sy = Sye,

kjer je H normalna slucajna spremenljivka s parametri

1
EH)=YT - Ea2T
var(H) = 0T
Tedaj je premija opcije denar ali ni¢ z izplatilom X; = C - 15, .} enaka

Xo=e"TE(X;) =
= e_YTE(C : 1{ST>K}) =
= Ce_YTE(1{5T>K}) =
=Ce "TQ(Sy >K) =
=Ce "TQ(Sye > K) =

=Ce"Q(H>m &)

Ker je H normalna slucajna spremenljivka, jo lahko s primerno transformacijo spre-
menimo v standardno normalno

o vvarH vvarH

lnSK—YT + %O‘ZT
=Ce'T|1-9 0
ovT

Oziroma, Ce zapiSemo krajse

X = Ce (1 -8(d)),

kjer je

K 1 2
_lnS_O_YT-i_EO- T

d =
ovT
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FMF - Finan¢na matematika 1 (vaje)

13. VECOBDOBNI MODEL TRGA - pogojne terjatve ameri$kega tipa

1. Predvideno gibanje cene delnice v prihodnosti naj opisuje binomski model z dvema
obdobjema in faktorjema u = 1.1 in d = 0.9. Danes je delnica vredna 100 EUR, ob-
dobna obrestna mera na netveganem ban¢nem racunu pa znasa 5% in se v prihodnosti
ne bo spreminjala.

B:1 1.05 1.052
121
110
$:100 99
90
81

(a) Na delnico v trenutku 0 napisemo amerisko prodajno opcijo z zapadlostjo 2 in
izvrsilno ceno 102 EUR. Izracunajte njeno premijo in opiSite optimalno strategijo
izvrSevanja.

ReSitev:
Najprej izracunajmo do tveganja nevtralne prehodne verjetnosti

1+4R—d 1.05—-09 3 . 1
= = =— in 1—-q=-.
u—d 1.1-09 4 4
Pri vrednostenju ameriskih terjatev z obratno indukcijo definiramo vrednostni
proces
Uy =Ly
U, = max{Z,, ﬁE(%tHLgt)}:

kjer je Z, vrednost ob takojsnji izvrsitvi, ki jo primerjamo z vrednostjo nadalje-
vanja.
V nasem primeru je

Z, =max{102—S,,0}
izplacilo ob izvrSitvi (notranja vrednost opcije).
t =2:uu: Z,, =max{102—121,0} =0
%, = 0 in ne izvr$imo

ud: Z,; =max{102—99,0} =3
U, = 3 in izvrSimo

dd: Z;; = max{102—81,0} =21
U4 = 21 in izvrSimo
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FMF - Finan¢na matematika 1 (vaje)

t =1: u: izvrsitev: Z, = max{102—110,0} =0
nadaljevanje : ﬁ(o . % +3- %) =0.7143
%, = 0.7143 in ne izvrSimo

d: izvrsitev: Z; = max{102—90,0} =12
nadaljevanje : ﬁ(?) . % +21- %) =7.1429
%; = 12 in izvr§imo

t =0: izvrsitev: Z, = max{102—100,0} =2
nadaljevanje : 5:(0.7143- 2 +12- 3) =3.3674
%, = 3.3674 in ne izvr§imo

Tedaj je premija ameriske prodajne opcije

p}y = 3.3674 EUR.

Optimalna strategija izvrSevanja

121
110

S :100 99
90

81

Minimalni ¢as ustavljanja je slutajni cas 7. : Q — {0, 1,2} definiran s predpisom

T* min{t ; % =Z,}

min

dogodek strategija T

min

uu ne izvrsi 2
ud izvrS$iob2 2
du izvrsiob 1 1
dd izvrsiob 1 1
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FMF - Finan¢na matematika 1 (vaje)

(b) Za opcijo iz naloge (a) dolocite izdajateljevo zascitno strategijo.

ReSitev:
Ker smo ze poracunali vrednostni proces, lahko strategijo za¢nemo racunati v
¢asu 0.

t=0: ag-1.05+ f3,-110 =0.7143
ay-1.05+ B, -90 =12

a, = 59.7959
V, = 3.3674

t=1: u: a,-1.052+p,-121=0
a,-1.052+f,-99 =3

a, = 14.9660
B, =—0.1364
V,=0,7143

d: e Kupec izvrsi opcijo, mi izplacamo 12, kolikor je vreden nas star port-
felj. Nadaljna zascita ni ve¢ potrebna.
e Kupec ne izvrsi opcije - ne sledi optimalni strategiji. Pripravimo nov
zasCitni portfelj.
a;-1.05%+B,-99=3
a;-1.05%+B,-81=21

ag =92.5170
Bo=—1
Vo =7.1429

Nas stari portfelj je vreden 12. Od tega 7.1429 porabimo za gradnjo
novega portfelja, 4.8571 pa potrosimo. Ne glede na kupcevo strate-
gijo, imamo vedno dovolj denarja, da izplacamo pogojno terjatev.

Ce se$tejemo diskontirane vrednosti izpla¢il ob optimalnem ¢asu ustavljanja; do-
ibimo
12 1 3
.« — + .
1.05 4 1.052

1
34— =23.3673
4
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(c) Na isto delnico hkrati napiSemo Se amerisko nakupno opcijo z zapadlostjo 2 in
izvrsilno ceno 102 EUR. Izracunajte njeno premijo in opiSite optimalno strategijo
izvrSevanja.

ReSitev:
Za amerisko nakupno opcijo velja

Z, = max{S, — 102, 0}.

t =2: uu: Z,, =max{121—102,0} =19
U, = 19 in izvrSimo
ud: Z,; =max{99—102,0} =0

,; = 0 in ne izvrSimo

dd: Z;; =max{81—102,0} =0
;4 = 0 in ne izvr$imo

t =1: u: izvrsitev: Z, = max{110—102,0} =8
nadaljevanje : ﬁ(19 . % +0- ‘1‘) =13.5714
%, = 13.5714 in ne izvrSimo
d: izvrsitev: Z; = max{90—102,0} =0
. L1 3 1y _
nadaljevanje : 7=(0-3+0-3)=0
%; = 0 in ne izvrSimo
t =0: izvrsitev: Z, = max{100—102,0} =0
nadaljevanje : 13z(13.5714- 2 +0-3) = 9.6939

1.05
%, = 9.6939 in ne izvrS§imo

Tedaj je premija ameriske nakupne opcije

¢y =9.6939 EUR.

Optimalna strategija izvrSevanja

121
110

S :100 99
90

81

Ameriske nakupne opcije se nikoli ne splaca izvrsiti pred zapadlostjo.

*

dogodek strategija T

min
uu izvrs$iob2 2
ud ne izvrsi 2
du ne izvrsi 1
dd ne izvrsi 1
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(d) Dolocite premijo ameriske pogojne terjatve z zapadlostjo 2, ki ob izvrSitvi v ¢asu
t € {1,2} izplaca S, —S,_;, oziroma ne izplaca nicesar, Ce jo izvr$imo v trenutku
0. IzvrSitev pogojne terjatve ni obvezna.

ReSitev:
Ameriska opcija na razliko

Z[ = maX{St _St—l’ O} = (St _St—l) : 1{St>st—1}.

Ker je izplacilo odvisno od poti, ne zdruzujemo vozlis¢.

121
110 <
99
S :100
99
90 <
81

t =2:uu: Z, =max{121—-110,0} =11
%, =11 in izvrSimo
ud: Z,; =max{99—-110,0} =0
,; = 0 in nr izvr§imo
du: Z;, = max{99—90,0} =9
U,; =9 in izvrSimo
dd: Z;; = max{81—90,0} =0
;4 = 0 in ne izvrS§imo

t=1: u: izvrsitev: Z, = max{110—100,0} =10
. L1 3 1y _
nadaljevanje : 1=(11-3+0-3)=7.8571
%, = 10 in izvr§imo
d: izvrsitev: Z; = max{90—100,0} =0
nadaljevanje : ﬁ(9- % +0- %) = 6.4286
%, = 6.4286 in ne izvr$imo

t =0: izvrsitev: Z, =0
. S 1 3 1y _
nadaljevanje : 15z(10- 3 +6.4286 - ;) = 8.6735
%, = 8.6735 in ne izvrS§imo

Tedaj je premija ameriske opcije na razliko

X =8.6735 EUR.

Optimalna strategija izvrSevanja

dogodek strategija T

min
uu izvrsiob 1 1
ud izvrsiob 1 1
du izvrSiob2 2
dd ne izvrsi 2
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Maksimalni optimalni Cas ustavljanja

Pri nalogah (a) in (c) bomo doloc¢ili Se maksimalni optimalni ¢as ustavljanja.

(a) Diskontiramo notranje vrednosti

~ 1
7 = A
@ +Ry

Definiramo Snellovo ovojnico procesa Z, :
O}/‘; = ZT
U = max{Z,, Eq(Z1| 7))

t=2: uu: 02’7 =0

ud: %ud m_27211
dd: 02/dd == 1052 =109. 0476

—1- . g7 — 3 3 1y__3 . 1_
t=1: u%—max{002+mz 1052'——06803

d: %d maX{105’1§52'z§1 1052'4}_%_114286

t=0: % =max{2, 1o 5>+ 1% -1} =3.3674

0
0.6803 <
2.7211
2.7211
11.4286 <
19.0476

Doobov razcep nam pove, da lahko diskontirani vrednostni proces opcije %, zapiS§emo
kot vsoto martingala M, in napovedljivega procesa A,.

9 :3.3674

U, =M, +A,

M, = %0 My =M, + U1 — EQ(%t-ngt)

Ap=0 Arn :At_@;+EQ(@:+llgt)
M, =3.3674
Ay=0

M, =M, + @I_EQ(@UQO) =M, + %1 M, = 02/1
A =0
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M, =M, + @;_E(@]g})

vo— 3 1 3 1_,
W 1,052 4 1.052 4
3 1 3 3
M, = R — .14 =2.7211
1.052 4  1.052 1.052
M, =2, 3 3 3 2 1—73469
™ 105 1.052 1.052 4 1.052 4
PPPRSRRE U SN N N S
4™ 105 1.052 1.052 4 1.052 4
Azz@;_Mz

0
0.6803 <
2.7211
7.3469
11.4286 <
23.6735
0
0 <
0
—4.6258
0 <
—4.6258

Maksimalni optimalni ¢as ustavljanja definiramo kot

M :3.3674

max

. min{t : A,,; <0} ,cCetakt obstaja
T , sicer

dogodek t* T*

min max
uu 2 2
ud 2 2
du 1 1
dd 1 1
Dobimo: 77 . =1>
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(c) Diskontirani vrednostni proces

17.2336
12.9252 <
0

U :9,6939

Doobov razcep

%0_20970 =9.6939

=

%1_:dwo + OZ—EQ(@UQO) =M, + @; —M, = @;
=

M, =M, + @;_E(@;L@ﬂ

M, = 12.9252 + 17.2336—12.9252 = 17.2336
M, =12.9252+0—12.9252=0
M, =04+0—0=0

Mdd:0++_0

Ay = @; — M,
17.2336
12.9252 <
0
M :9,6939
0
0 <
0
0
0 <
0
A:0
0
0 <
0
Tr o = 2 Ppo definiciji
dogodek tr. T
uu 2 2
ud 2 2
du 1 2
dd 1 2
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