Nika Novak

Studijsko gradivo

STATISTIKA

Naloge iz statistike za Studente prakticne matematike

Ljubljana, 2023

Fakulteta za matematiko in fiziko

Univerza v Ljubljani
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1. Mecemo posteno kocko. Slucajna spremenljivka X naj predstavlja stevilo pik, ki padejo
pri enem metu.

a) Zapisi porazdelitev za slucajno spremenljivko X.
b) Zapisi empriri¢no porazdelitev za X, ¢e v desetih metih pade 5,1,6,1,3,1,3,3,1, 3.

c) Zapisi empriricno porazdelitev za X, ¢e v dvajsetih metih pade 5,1,6,1,3,1,3,3,1, 3,
2,5,3,5,3,1,6,3,1,6.

Resitev:

2
b) Emp(5,1,6,1,3,1,3,3,1,3) =( )
10 0 10 10 10

1 23456
C) Emp(5:1>6;1:331:3333133:2)5;375;3:13633)1:6):(6 1 7 3 3 )
26 20 20 0 20 20

2. Ocene na izpitu

ocena x; | frekvenca f;

6 13

7 12

8 7

9 3

10 4
Izracunaj povprecno oceno na izpitu in standardni odklon.
Resitev:
— _ 6:13+7-124+8-7+9-3+10-4 __
X = 13+12+7+3+4 =7.308

o= \/ 13(6—?)2-4—12(7—%)2+7(2;Y)Z+3(9—Y)2+4(10—¥)2 —1.984

3. Izpelji formulo za povprecje in standardni odklon, ¢e vsem vrednostim odstejes isto

konstanto.
Resitev:
X = x1+x2:---+xn — (xl—a)+r;~~(x,,—a) +a

Ker velja (x; —X)* = (x; —a +a—x)* = (x; — a)* + 2(x; —a)(a — x) + (a — X)?, lahko
za vsoto zapiSemo

Zn:(xi —x) = Zn:(xi —a)*+2(a —E)Zn:(xi —a)+ Zn:(a —x) =

= Zn:(xi - Cl)2 +2(a—Xx)(nx —na) + n(a _f)z

= Zn:(xi —a)*—n(a—x)?
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Zato za standardni odklon velja

o= J %;(xi—f)z = J %;(xi—a)Z—(a—f)z

4. Za podatke iz naloge [2| zapi$i empiri¢no porazdelitev. Narisi histogram in porazdeli-
tveno funkcijo.

Resitev:

6 7 8 10 . .. . . .
Emp(6,...,10) = (13 12 7 2 4 ) Verjetnosti pri posamezni oceni so relativne fre-

kvence % Izracunajmo Se komulativne frekvence F; = #(x < x;) in relativhe komu-
. F:
lativne frekvence -

i Fi

X; fi % F; n
6 13 = 13 =
7 12 = 25 =
8 7 = 32 22
3 35

9 3 3 35 >

10 4 35 39 1

5. Izracunaj povprecno izobrazbo zaposlenih v podjetju:

nedokonc¢ana osnovna $ola 70
osnovna Sola 5
poklicna srednja sola 2
gimnazija 1
fakulteta 22

Kaj pa, ce so podatki malo bolj natan¢ni?

~
o

nedokonc¢ana osnovna $ola

osnovna Sola

poklicna srednja Sola

gimnazija

VSS

univerzitetni bolonjski program
univerzitetni program

2. stopnja univerzitetni bolonjski program
magisterij

doktorat

OO OO N~ DNU

\®)
o

Resitev:
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X je urejenostna spremenljivka. Ce ji Zelimo izra¢unati povpreéje, ji dodelimo $tevil-
ske vrednosti 1 —5. Tedaj je povprecna izobrazba enaka x = 2, kar pomeni, da je
povprecna izobrazba v podjetju zaklju¢ena osnovna $ola.

Ce pa bolj natan¢no opredelimo univerzitetno izobrazbo, je X = 3. Tako je povpre¢na
izobrazba zakljucena poklicna srednja Sola.

6. Na banki nam ponujajo nalozbeno shemo varcevanja, kjer bo glavnica 1000 EUR obre-
stovana prvo leto z obrestno mero 4%, drugo leto z obrestno mero 6% in tretje leto z
obrestno mero 2%. Kaksna je povpre¢na obrestna mera, Ce je obrestovanje letno?

Resitev:

Oznacimo glavnico s P. Tedaj ima investitor po prvem letu P, = P(1+R;), po drugem
letu P, = P;(1+R,) in po tretjem letu P; = P,(1+R3) = P(1+R;)(1+R,)(1+R;). Ce
bi bila obretna mera konstantna v obdobiju treh let, bi investitor dobil P; = P(1 +R)®.
Tako za povpre¢no obresno mero velja

R=+/(1+R))(1+R,)(1+Ry)—1.

Povprecna obresna mera v nalozbeni shemi je R = 0.0398 = 3.98%.

7. Kot v nalogi [f| imamo za vecletno var¢evanje podane razli¢ne obrestne mere

obrestna mera R; | frekvenca f;
1.5% 2
2% S
2.5% 3
3% 4
3.5% 1

Izracunaj povprecno obrestno mero.
ReSitev:
R= ¥1.0152-1.025-1.0253-1.03%-1.035—1 = 2.4%

8. Za podatke
80, 80, 90, 110, 110, 130, 140, 140, 140, 370

izraCunaj mere centralne tendence (povprecje, mediana, modus) in mere razprsenosti
(standardni odklon, variacijski razmik, interkvartilni razmik in povprecni absolutni
odklon od povprecja in mediane).

Resitev:

Mere centralne tendence:

* povprecje x = 139
* mediana m(Me)€ [110,130]
* modus Mo = 140
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9.

10.

Mere razprsenosti:

e standardni odklon o = v/6449 = 80.3

* variacijski razmik VR = max—min = 290

* interkvartilni razmik IQR = q; 14— 474 = 140—90=50
* povprecni absolutni odklon MAD,, = %Z?:l |x; —u|

MAD. = 46.8
MAD, . = 45
MAD,, =45

Vsem podatkom iz naloge |8/ odstej 100 in ponovi izracune.
ReSitev:

Za popravljene podatke
—20, —20, —10, 10, 10, 30, 40, 40, 40, 270
izracunamo

* mere centralne tendence: x =39, m € [10,30], Mo = 30
* mere razprSenosti: o = 80.3, VR= 290, IQR = 50, MAD,, =45

Opazimo, da se mere centralne tendence tudi zmanjsajo za 100, mere razprSenosti pa
ostanejo nespremenjene.

Med podatki iz naloge |8 pois¢i osamelce. Za preostale podatke ponovno pois¢i mere
centralne tendence in mere razprSenosti.

ReSitev:
Osamelci so podatki, ki so izven intervala [ql_/ . — 1.5IQR, q; 1ot 1.5IQR].
Ker je q;,4 = 90, g3, = 140 in IQR = 50, so osamelci izven intervala [15,270].
Vidimo, da je podatek 370 osamelec. Za podatke
80, 80, 90, 110, 110, 130, 140, 140, 140

ponovimo izracune.

* mere centralne tendence: x =113.3, m =110, Mo = 140
* mere razprSenosti: o = 24.04, VR= 60, IQR = 50, MAD,, = 21.1
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11.

12.

Za ocene izpita iz naloge |2| poiS¢i mediano in prvi in tertji tercil.
ReSitev:

Kvantil g, a € (0, 1) je tisti podatek, za katerega velja
P(X<q,)<a in PX<q,)=a.

Verjetnosti lahko pretvorimo na Stevilo podatkov, ki so manjsi oziroma manjsi ali enaki
doloceni vrednosti

#X <q,)<an in #(X <q,)=an.

Pomagamo si s komulativnimi frekvencami F;

ocene X; fi F;
6 13 13

7 12 25

8 7 32

9 3 35

10 4 39

Za mediano je a = % Zato mora veljati #(X <m) < % =19.5. Kerje #(X <7)=13
in #(X <8)=25,jem <7,

Veljati mora Se #(X <m) > 19.5. Kerje #(X <6)=13in #X <7)=25,jem>7.
Mediana je tako enaka 7.

Za prvi tercil je o = % ISCemo q,3, za katerega velja #(X < q;3) < 13 in #(X <

q1/3) = 13. Ugotovimo, da mora veljati q,,3 < 7 in q,,3 = 6, zato je prvi tercil katera-
koli vrednost na intervalu [6, 7].

Podobno izracunamo drugi tercil g,/3 = 8.
Za racunanje kvantilov lahko podatke razvrstimo v ranzirno vrsto. Tedaj za kvantil g,,
velja

na ¢ ¥ = dq = x(fna])

naeZ = qa € [x(na)) x(na+1)]

Gostota zvezne slucajne spremenljivke je

1
_Jae x>0
x)=
f(x) {0

; sicer
Izracunaj vse kvartile.
Resitev:

Iz definicije kvantila P(X < q,) < a < P(X < q,) za zvezne slucajne spremenljivke
sledi Fx(q,) = P(X < q,) = a, Kjer je Fy(x) = ffoo fx(t)dt komulativna porazdeli-
tvena funkcija slucajne spremenljivke X.

5
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| o I
Fy(x)= dt = = zax>0
o (1+1)? 1+t]|, x+1

q — : : _ _a : 1 _ _ .
" a izrazimo q, = 1. Tako je q;/, = 3, m= ¢, = 1 in

Iz enakosti Fx(q,) = i =

/4 = 3.
1 .

0.8 |

0.6 |

f(x)

0.4 |

0.2 |

13. Za dihotomno spremnljivko podano s frekvenc¢no tabelo
x; | frekvence f;
1 6
2 14

izracunaj mere centralnih tendenc in mere razprSenosti. Doblene rezultate posplosi

na primer
X; | relativna frekvenca
a p
b q
Resitev:

so enake relativnim frekven-

2
Verjetnosti v empiri¢ni porazdelitvi Emp(X) = (0 30 7)

cam.

* mere centralne tendence: x =1.7, m = 2, Mo = 2

* mere razprSenosti: o = +/0.21, VR=1, IQR = 1, MAD,, = 0.3, MAD; = 0.42
V splosnem za dihotomne spremenljivke velja

* povprecna vrednost x = ap + bq
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¢ mediana
a ;p>g
m= ,
b ;p<q

¢ standardni odklon o = \/ Ly TP 1::()(2_?)% = v/pla—x)>+q(b—x)>
Kerjea—x=a—(ap+bq)=a(l—p)—bgq=q(a—>b)in b—x =p(b—a), je

zap =qjeme[a,b]

o = y/pala—b)(q+p) = vPqla—b|
* povprecni absolutni odklon

MADx = p|q(a—b)| +q|p(b —a)| = 2pg|a — b|
MAD,, = pla —m| +q|b —m| = |a — b| min{p, q}

14. Podatke x; =4, x, = 2, x3 =75, x4 = 42, x5 = 15, x4 = 63 razvrsti v ranZirno vrsto

15.

in dolo¢i rang Stevil 2 in 63.
Resitev:
Ranzirna vrsta: X = 2, X = 4, X3y = 15, Xy = 42, X5y = 63, Xy = 75

Rang nam pove mesto v ranzirni vrsti, zato je R(2) =1 in R(63) =5

Dana so Stevila 21, 27, 27, 27, 27, 28, 29, 29, 29, 32.

a) Doloci vezani rang Stevil 27,29, 20, 5, 40, 30.
b) Dolodi relativni rang za Stevila 30,40, 20, 29, 28, 27.

Resitev:

Za vsako $tevilo lahko dolo¢imo minimalni rang R™(x) = #(X < x)+ 1 in maksimalni
rang R*(x) = #(X < x). Vezani rang je definiran kot

R*(x)+R (x)

R(x) = 7

Relativni rang (kvantilni rang) pa je definiran kot

1
r(x):%‘

a) R(27) = 22 =3.5, R(29) = 8, R(20) = 122 = 0.5, R(5) = 0.5, R(40) = 1% =
10.5, R(30) =9.5
Opazimo, da je R(x) € {2, 1, 3,2 ,n,n+ %} Ce x ni v ranZirni vrsti, njegov
rang ni celo stevilo.

b) r(30) = 2222 = 0.9, r(40) = 1, r(20) = 0, r(29) = 0.75(qs,4 = 29), r(28) =
0.55, r(27) 0.3 (q1/2 € [27,28])
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16.

17.

Studentje so pisali dva razli¢na kolokvija.

1. kolokvij 2. kolokvij

Ambroz 83 Florian 84

Blaz 22 Gal 86

Cvetka 61 Helena 71

Darja 45 Iva 67

Emil 49 Jana 67
Karmen 88
Leon 89
Mojca 64

Kdo je med svojimi pisal bolje, Cvetka ali Gal?

Resitev:

Rezultate obeh kolokvijev razporedimo v ranZirni vrsti.

1. kolokvij: 22, 45, 49, 61,83 = R(61)=4,r(61)=0.7

2. kolokvij: 64, 67, 67, 71, 84, 86, 88,89 = R(86) =6, r(61)=0.6875

Ce primerjamo relativna ranga, med njima ni bistvene razlike.

Primerjajmo Se standardizirano vrednost
o

o= _ 61-52 __
1. kolokvij: x =52,0, =20 = 5 = 0.45

2. kolokvij: y =77,0,=10 = 27=0.9

Glede na svoj kolokvij je Gal pisal bolje kot Cvetka.

Podatke
32, 32, 45, 55.5, 56, 56, 59, 68, 70, 72, 77, 78, 79, 80, 81, 84, 84.5, 90, 90, 99
razvrsti v razrede po

a) Riceovem pravilu;
b) Scottovem pravilu;

¢) Modificiranem Freedman-Diaconisovem pravilu.
Za vsako od razporeditev narisi histogram in izracunaj povprecje iz frekvencne tabele.

Resitev:

a) Riceovo pravilo: $tevilo rezredov ~ 24/n

Stevilo razredov naj bo priblizno 2v/20 = 5.4. Izra¢unamo lahko $irino razreda

kot “& = 57 _154~10
29n 5.4
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razredi fil x;
30<x<40 | 2|35
40<x<50 |1]45
50<x<60 | 4|55
60<x<70 | 1|65
70<x<80 | 5|75
80<x<90 | 4|85

90<x<100| 3 |95

0

30 40 50 60 70 80 90 100

— . 2:354+1:45+-+3-95

3.50
n

X =69.4, 0 =2553 = S§irinarazreda ~ 32.9 ~ 30

b) Scottovo pravilo: Sirina razreda ~

razredi fi | x;
10<x<40 | 2 | 25
40<x<70 | 6 |55
70<x <100 | 12 | 85

10 40 70 100

— . 2:2546-55+12-85
X = +620+ 8 — 70
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2.6IQR
Jn

¢) Modificirano Freedman-Diaconisovo pravilo (MFD): Sirina razreda ~

IQR = q;/4 —q,,=84—56=28 = Sirinarazreda ~ 26.8 ~ 25
razredi fi | xi

0<x<25 0 | 12.5

25<x<50 | 3 | 375

50<x<75 7 | 62.5

75<x <100 | 10| 87.5

10 -

0 0 25 50 75 100

X = 3'37.5+7'6220.5+10-87.5 =71.25

18. Pri metu kocke pade petnajstkrat 1, osemnajstkrat 2, Stirinajstkrat 3, devetkrat 4,
enaindvajsetkrat 5 in osemnajstkrat 6. Izracunaj vezane range, narisi histogram in
ogivo. Izracunaj vrednosti ogive v x;.

Resitev:
X; fi F; R™(x;) R*(x;) R(x;)
1 15 15 1 15 8
2 18 33 16 33 24.5
3 14 47 34 47 40.5
4 9 56 48 56 52
5 21 77 57 77 67
6 18 95 78 95 86.5

10
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19.

20 .

15/ —— |

10 | 2

Ogiva/oziva

80 |

60 |

40 |

20 |

Pois¢imo vrednost ogive pri x = 1. Na tem delu je ogiva premica y = 15x — 7.5, zato
jey(1)=7.5.

Pri x = 2 je ogiva premica y = 18x — 12, zato je y(2) = 24.

Dobimo y(x;) = R(x;) — % Ce bi ogivo risali z relativnimi frekvencami, je njena vre-
dnost v posameznih tockah ravno relativni rang.

Za podatke
1,1,2,2, 4,6,6.8,7.2,8,8.3,9, 10, 10, 11.5

narisi Skatlo z brki.
Resitev:

min=1,max =11.5,m €[6.8,7.2],q;/, = 2,434 =9

11
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Skatla z brki (box plot)

1.2} .

0.6 :

20. Iz skatle z brki razberi najmanjso in najvecjo vrednost, mediano, prvi in tretji kvartil.

1.4 |

1.2 2

0.6 8

Resitev:

min=1,max=7,m =2,q;,=1,q;,=5
21. Za podatke

10, 10, 10, 15, 35, 75, 85, 90, 95, 100, 110, 140, 140, 175, 790

narisi Skatlo z brki.
Nato preveri, ¢e je med podatki osamelec in ga predstavi lo¢eno.
ReSitev:

min = 10, max = 790,m = 90,q,,, = 15,95/, = 140

12
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1.4+ 8

1.2 2

0.8} 8

0.6 8

| | | |
0 200 400 600 800

Osamelci so elementi izven intervala [ql_/4 — % IQR, q;r/4 + % IQR ] =[—170.5,327.5].
Torej je 790 osamelec.

min = 10,max = 175,m € [85,90],q,/,4 = 15,95/, = 110

25 T T T ]

|

0.5 \ \ \ \ [
0 200 400 600 800

22. Naj bo sluc¢ajna spremenljivka X porazdeljena enakomerno na [a,b], X ~ Ula,b].
Tedaj je njena gostota
1
— ; x€[a,b
fC0= {b—a cleb]
0 ; sicer

in komulativna porazdelitvena funkcija

0 ;x<a
F(x)=43% ;a<x<b
1 ;x>b

a) ZaX ~U[0,1]inY ~ U[O0, 5] narisi kvantilni grafikon.
b) ZaX ~ U[1,2]in Y ~ U[2, 7] nari$i kvantilni grafikon.

Resitev:

13



FMF — Statistika

Za kvantile zveznih slucajnih spremenljivk velja

a=P(X <q,)=Fx(q,)-

Tako lahko izra¢unamo q, = F; ' ().

a) Ker je Fy(x) = x za 0 < x < 1, je q,(X) = a. Po drugi strani je Fy(y) = % za
0 <y <5. Zato je q,(Y) = 5a = 5q,(X).

5%

0O 02 04 06 08 1
qa(X)
b) Kerje Fy(x)=x—1zal<x<2,jeq,(X)=a+1.IzFy(y)=*2za2<y <7,
je q,(Y)=5a+2.
Zato velja zveza q,(Y) = 5q,(X)—3 za q,(X) €[1,2].

23. Naj bo X porazdeljena enakomerno na [0, 1] in naj bo Y eksponentna slucajna spre-
menljivka. Nari$i kvantilni grafikon.

Resitev:
ZaX ~U(0,1) je Fy(x) = x na intervalu 0 < x < 1.

Gostota slucajne spremenljivke Y ~ Exp (A) je enaka

Ae™™ 5 y>0
fY(.y) = { . >
0 ; sicer

komulativna porazdelitvena funkcija pa je enaka

0 ; ¥y <0
F(X)={ iy
1—e ; y=0.

Zap € (0,1),jeq,(X)=pinl1— e %) = p. Tedaj iz enkosti q,(X)=1— e *a(Y)
dobimo

3,(V) =—3 In(1—q, ().

14
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q,(Y)

0O 02 04 06 08
q,(X)

1 2 3 5
24. Nari$i kvantilni grafikon za X ~ U(0,5) in Y ~ ( )

1/41/41/41/4
Resitev:

Slucajna spremenljivka X ima komulativno porazdelitveno funkcijo enako Fy(x) =
za 0 < x < 5. Zato je za p € (0, 1) kvantil q,(X) = 5p.

Oglejmo si Se kvantile za Y.

p<%: np<l = gq,(V)=1

p=pnp=1 = q,(V)e[1,2]

s<p<2:l<np<2 = g, (Y)=2

Znp=2 = q,(Y)€[2,3]

|

<%:2<np<3 = q,(Y)=3
;np=3 = q,(Y)€[3,5]

T < I NT R, BN
A
Nlw "I

>%:2<np<3 = q,(Y)=5
5
4,,
S
— 3
St
2,,
1 :
0 1 2 3 4 5

15
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Za empiri¢no podane slucajne spremenljivke rac¢unamo le kvatile za

25. Poisci vse decile za standardno normalno sluc¢ajno spremenljivko.
ReSitev:

Gostota slucajne spremenljivke X ~ N(0,1) je

fel) = —— e %

S

Komulativno porazdelitveno funkcijo

1 infty )
FX(X):EJ ez dt

obicajno oznacujemo s ®(x) in je podana v tabeli.
Decili:

q0.1 = _1.28, q0.2 == _0.84, q0.3 == _0.52, q0.4 = _0.25,
q0.5 == 0.00, q0.6 == 0.25, q0_7 == 0.52, q0.8 == 0.84, q0_9 == 1.28

26. Dane podatke
7.19, 6.31, 5.89, 4.5, 3.77, 4.25, 5.19, 5.79, 6.79

primerjaj z normalno porazdelitvijo, tako da narise$ kvantilni grafikon.
ReSitev:

Najbo X ~ N(0,1) in Y ~ Emp (7.19,...,6.79). Ker je Y empiricno podana, raku-
k

namo kvantile le za p = -5 =

n+l — 10°

p q,(X) q,(Y)
0.1 —1.28 3.77
0.2 —0.84 4.25
0.3 —0.52 4.5
0.4 —0.25 5.19
0.5 0.00 5.79
0.6 0.25 5.89
0.7 0.52 6.31
0.8 0.84 6.79
0.9 1.28 7.19

16
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q,(Y)

4,

| |
-15 -1 —05 0 05
q,(X)

27. Podana je viSina naklju¢no izbranih ocetov in njihovih sinov

oCe [165|175

181

178

174

182

178

sin |168(177

190

178

173

186

185

Izracunaj Pearsonov korelacijski koeficient.

Resitev:

Pearsonov korelacijski koeficient med dvema slu¢ajnima spremnljivkama X in Y je

> X —X)(Y,—Y)

cov (X,Y)
'xy = =

ofetje (X;) | sinovi (V}) | X;,—X | ;=Y
165 168 -11 -12
175 177 -1 -3
181 190 5 10
178 178 2 -2
174 173 -2 -7
182 186 6 6
178 185 2 5

X = 176.14 ~ 176, Y = 179.57 ~ 180, D.(X; —X)? = 195, D.(Y; — Y)? = 367

DX —=X)(Y; —Y) =24.1

rxy = 0.90, kar pomeni, da je povezanost visoka.

28. V kavarni spremljajo, kako zunanja temperatura vpliva na dnevni zasluzek:

ox0y S (X —X)2 S (G- Y

Tv°C

23

25

27

32

30

29

30

dnevni zasluzek v EUR

190

210

260

290

350

290

300

17
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Izracunaj Pearsonov in Spermanov korelacijski koeficient med temperaturo X in dnev-
nim zasluzkom Y.

ReSitev:
X, |V |X,—-X|Y—-Y
23 | 190 -5 -80
25 | 210 -1 -60
27 | 260 -1 -10
32 | 290 4 20
30 | 350 2 80
29 | 290 1 20
30 | 300 2 30

X =28,Y =270

Pearsonov korelacijski koeficient:

910

r = —_— =
Y /60 - 18200

Spermanov korelacijski koeficient
2 (R(X;) —R)(R(Y;)—R)
Vo (R =R 2, (RO —R)?

Pxy = TrRE)R(Y) =

. . __ n+1
kjer je R = 1=,
X, | Y, |RX,)|R(Y) |RX)—R|R(Y,)-R
23 | 190 1 1 -3 -3
25 | 210 2 2 -2 -2
27 | 260 3 3 -1 -1
32| 290 7 4.5 3 0.5
30| 350 | 5.5 7 1.5 3
29 | 290 4 4.5 0 0.5
30300 | 5.5 6 1.5 2
Spermanov korelacijski koeficient
=2 o84
Pxv = 75 275
29. Za dane podatke
X,|1]2[3[4]5] 6
Y; |5|4|3|2|1|15

izracunaj Pearsonov in Spermanov korelacijski koeficient.

Resitev:

18
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X | Y |X—X|v,—-Y |RX) | R(Y) | R&X;)—R | R(Y;)—R
1 5 -2.5 0 1 5 -2.5 1.5
2 4 -1.5 -1 2 4 -1.5 0.5
3 3 -0.5 -2 3 3 -0.5 -0.5
4 2 0,5 -3 4 2 0.5 -1.5
5 1 1.5 -4 5 1 1.5 -2.5
6 | 15 2.5 10 6 6 2.5 2.5

X=35Y=5R=35
Pearsonov korelacijski koeficient ry y = 0.42

Spermanov korelacijski koeficient py y = —0.14

30. Izracunaj Pearsonov in Spermanov korelacijski koeficient podatkov podanih s kontin-
gencno tabelo

Resitev:

IzpiSemo podatke za vsako spremenljivko posebaj.

X, | fi | FX) | X,—X | R(X) | RX)—R
219 9 -1.5 5 -5.5
4 |3 12 0.5 11 0.5
518 20 1.5 16.5 5.5
Y, | f | F() | ,—Y | R(Y) | R(Y)—R
11|12 12 -0.5 6.5 -4
2 6 18 0.5 15.5 5
3 2 20 1.5 19.5 9

X =3.57Y=15>(X,-X)?=39,>(V;,—Y)*=09,
S(X,—X)(Y;—Y)=8-(—1.5)(—0.5) + 1- (—1.5)(0.5) + 0 + - - - + 2(1.5)(1.5) = 11

Pearsonov korelacijski koeficient ry y = 0.59.

32
Spremanov korelacijski koeficient py y = 327 =0.61

v/561 - 504

19
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31. Podane imamo povprecne dnevne temperature delavnih dni v dveh zaporenih tednih.
X:57,8,3,2
Y:2,2 3 11
Kateri od tednov je bil toplejsi?
ReSitev:
Tockovni biserialni koeficient

Kadar zelimo primerjati dve slucajni spremenljivki, ki sta podani na razli¢nih pro-
storih, izratunamo toCkovni biserialni koeficient r,,. To je Pearsonov koOrelacijski
koeficient ,ed zdruzeno intevalsko spremenljivko in numeri¢no vrednostjo skupine.
Izbrani skupini priredimo visjo vrednost.

Spremenljivki x4, ...x,, in y;,..., Yy, zdraZimo v spremenljivko u;,u,,...,u,,,, in de-
finiramo g;,..., &m0, Kjerje g =azai=1,...,ming;=bzai=m+1,...,m+n.
Tockovni biserialni koeficient v korist prve skupine je
ropy=Tyg= Kug
pb U,G Oy
zaa>b.
Ce vzamemo a = n in b = —m, dobimo
m n
E(G)=n —m =0
n+m m+n
2 2
mn® +nm
02 =E(G)—E(G)*=E(G})= ———— =mn
m+n

Ky =E[(U—EW))G—E(G)]=EUG)—EU)E(G)=E(UG) =
_ n(x; +--+x,)—m(y, +-+y,) o omn o

= X—-Y)
m+n m+n
mn — — 1 X—-Y Jmn
rpb: (X_Y) = .
m+n oyvmn Oy m+n
Vemo Se
— m — n —
U= +
m+n m+n
in
2 m 5 n 2 mn = &y
o= o o, +——X—-Y)5,
U m+n * m+n ¥ (m+n)2( )
o2, o2

kjer je o2, nepojasnjena varianca ozr. residualna varianca (uteZeno povpredje varianc

znotraj skupin) in O'?j, pojasnjena varianca (varianca mes skupinami. Opazimo, da je
2 _ .2 2

Op =T1,,00-

V nasem vremenskem primeru je X =5in Y = 4.5, 0'§ =2ipo2 = %. Za spremen-

ljivko U velja
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32.

33.

T4 5 __ 85
o2 =32.242.2135(5-45)2=9.284
r,» = 0.0815.

Primerjamo rezultate dveh kolokvijev:

a:22,52,39, 52,43

b:39, 73, 34, 34, 38, 53, 59

S tockovnim biserialnim koeficientom oceni, kateri kolokvij so piali boljse.
ReSitev:

@ = 41.6, b = 47.14 Ker je povpredje drugega kolokvija visje, je slu¢ajna spremenljivka
G na drugem kolokviju pozitivna.

Definiramo novi spremenljivki

U: 39, 73, 34, 34, 38, 53, 59, 22, 52, 39, 52, 43
G 5 5 5 5 5 5 5 .7, -7, -7, -7, -7

R G+7D . (U—~U)? .
Tedajje U = % =4483ino, = Z 5 = 13.03. Ker je

o V35(47.14—41.6
pb 12-13.03

=0.2037,

so rezultati drugega kolokvija rahlo boljsi od prvega kolokvija.

Gledalce so povprasali, katero zvrst filma imajo najraje in kako pogosto so obiskali
kino v zadnjem mesecu. Rezultati so podani v tabeli

Zvrst 0|12
X | komedija |4 |2 |2
Y akcija 0(1]0
Z | romanti¢ni [0 |3 |1
w drama 41112
T | grozljivka |0 |0 | O

Preveri vpliv najljubSe zvrsti filma na pogostost zahajanja v kino.
Resitev:

Ce primerjamo vec¢ spremenljivk

X0 X,
Yl’. -,Ym
Zir s 2

jih zdruzimo v eno spremenljivko
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34.

U:Xy,.... X Y0, Y, 20, 2

Tedaj je
_ n — m — k -
U= X + Y + Z
n+m+k n+m+k n+m+k
in
2 n 2 m 2 k 2
0l =——0i+——05+ ———0O
U n+m+k * n+m+k ¥ n+m+k ?
o
L ®-TP+— D (T-TP+— (707
n+m+k n+m+k n+m+k '
o5
. o}
Opazujemo kvocient —-.
Oy
Najprej izratunamo posamezna povpredjaX =2,V =1,Z=2,W=2,T=0

Tedaj je
8-3/4+1-1+4-5/4+7-5/7+0-0 17
20 20
8 (3 17}* 1 17\ 4 (5 17\* 7 (5 17)°
a;:_(___) +_(1__) +_(___) +_(___) +0=0.0436
20\4 20 20 20 20\4 20 2017 20
17 17 17
2:8-(0—%2+7'(1—§)2+5-(2—%2
u 20

U=

= 0.6275

o

2

o
Ker je —5 = 0.069, je povezanost nizka. Torej ima najljub$a zvrst malo vpliva na obisk
o

. U
kina.

Dan je vzorec:
30, 75, 50, 60, 20, 15, 90, 45.

a) Izracunaj nepristranski cenilki za pricakovano vrednost in varianco.

b) Izratunaj cenilki za prvi kvartil in gs .
ReSitev:

a) Cenilka neke kolicine je nepristranska, Ce je enaka pricakovani vrednosti koli¢ine.
fo=Xx=49.4
o2=53" (x,—X)=6215
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35.

36.

b) Cenilke za kvantile: h=(n—1)a+1,k=|h] = G, =xg)+h—k)(x@i)—
X(k))'

Podatke najprejprej razporedimo v ranzirno vrsto:
15, 20, 30, 45, 50, 60, 75, 90.

q1/4a = X(3) = 30, Z]\1/4 =Xzt 0=30
q5/9 € [50, 60]5 Z1\5/9 = x(5) +04- (X(6) — X(S)) =544

Naj bo X slucajna spremenljivka porazdeljena enakomerno na intervalu [0,a]. Po
metodi momentov poisc¢i cenilko parametra a, ¢e imamo podan vzorec slucajne spre-
menljivke 1, 2, 1, 3, 10.

ReSitev:
X ~U[0,a]:
. Y. . 1 ,0<x<a
gostota enakomerno porazdeljene slucajne spremenljivke fy(x) = 8 .
; sicer

Momenti cenilke
1. moment: m; = E(X) m; =X
L et
n

2. moment: m, = E(X?) m, =

k-ti moment: m, = E(X*) my, =

Ker je E(X) = 5, lahko izrazimo a s prvim momentom a = 2E(X) = 2m;. Tedaj je
cenilka @ = 2X = 6.8. Pri takem a ne bi mogli dobiti v vzorcu $tevilo 10.

Zato preverimo Se z visjimi moment.

1—2a—baba
metodi momentov poiS¢i cenilki za parametra a in b in ju oceni s pomoc¢jo vzorca:
-1,0,1,1,0,0,—1,2, 1, 2.

. . v . .. —1 012
Naj bo porazdelitev slucajne spremenljivke X enaka X ~ ( ) Po

Resitev:
Izratunajmo prva dva momenta: m; =—1+4a +2b in m, =1+ 2a.

. —_ .. my—1. ~ m—2my;+3
Tedaj sta cenilki za parametra enaki @ = — inb= %

Iz vzorca izratunamo m; = 3 in m; = 1¢ in tako dobimo oceni @ = 5 in b = 5.
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37.

38.

Za slu¢ajno spremnljivko iz naloge [36] pois¢i cenilki parametrov a in b $e po metodi
najvecjega verjetja.

ReSitev:
Metoda najvecjega verjetja

Zavzorec X, X,,...,X, slucajne spremenljivke X definiramo funkcijo verjetja

l(a) = fx(Xila) - fx(Xsla) -« fx(X,la)

in poiS¢emo njen maksimum. Zaradi lazjega racunanja lahko is¢emo maksimum funk-
cije
In(€) = In fy(X;|a) + 1In fx(X,la) + - - - + In fx (X, |a).

{(a,b) = (1—2a—b)*a’b? kjerjea>0,b > 0in 2a+ b < 1. Funkcija je nenegativna
in na robu nicelna, zato bo v stacionarni tocki dosegla maksimum. Izracunamo prva
parcialna odvoda

ot =a*b*(1 —2a—b)(5—14a —5b)
da
al 5.2
— =a’b*(1—2a—b)(3—6a—>5b)
ab
in poi$temo resitve sistema 5 = 0 in §; = 0. Tako dobimo oceni @ = 3 in b = 3.

Za normalno porazdeljeno slucajno spremenljivko X ~ N(u, o) poisci cenilki za para-
metra U in o

a) po metodi momentov.

b) po metodi najveéjega verjetja.
ReSitev:

a) Metoda momentov:
Vemo, da je m; = E(X) = u in m, = E(X?) = 0%+ u?. Zato je i = m, in
—2

/\2_/\

0% =m,—mj.

b) Metoda najvecjega verjetja
Funkcija najvecjega verjetja je

1
E(M’ O-) = ( mo- ) 6_20%((xl_“)2+"'+(xn_ld)2)’

kjer je u € R in o € (0, 00). Ko se vrednosti priblizujejo robovom obmocja, gre

funkcija verjetja proti 0. Funkcijo ¢ logaritmiramo

Inl(u,o) :—nanZﬂ—nlno—%((xl—,u)z+---+(xn—u)2)
o
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in izracunamo prva parcialna odvoda:

ol 1
a—z—z((xl—,u)+---+(xn—,u))
u o
ol n 1 ) 5
=+ = (e =)+ (o, — w)?).
e 1 (G D) (o, —p)?)
2. 2
Za stacionarno totko mora veljati y = 2 = . in 0% = 2502 Vidimo,

da sta tako dobljeni cenilki ;i = m, in 6> = m, — m> enaki kot cenilki dobljeni
po metodi momentov.

39. Za log-normalno porazdeljeno slucajno spremenljivko X ~ log N(u, o) poisci cenilki
za parametra y in o

a) po metodi momentov.

b) po metodi najveéjega verjetja.

ReSitev:
Slucajna spremenljivka X je porazdeljena log- normalno, ¢e je Y :=InX ~ N(u, o).
Tedaj je Z := £ ~ N(0,1). Torej je X = e¥ = eZ*H,

a) Metoda momentov

o
1 22
m; = E(X) = E(e??™) = — e7* . eTT dg =
! V2T J_ oo

2
+7 o0
etz _liy—o)? 2
= e 27O g = el
V2T J_o

m, = E(XZ) — E(eZUZ+2u) — 62u+202

Ce logaritmiramo obe enatbi, dobimo Inm; = u + %2 in Inm, = 2u + 202, Od
tod lahko izracunamo

1
,u:21nm1—51nm2 in o?*=Inm,—2Ilnm,

b) Metoda najvecjega verjetja
Najprej pois¢imo gostoto log-normalno porazdeljene slucajne spremenljivke.

Fy(x) = P(X < x) = P(e”""* < x) = P(Z < m_“) = @(lnx_u)

o o

, , lnx—u) (lnx—u)’ 1 (w1

:F :(I) . e 2 o P
Sl = £5() ( o o Norh xo

Tako je funkcija verjetja enaka

¢ = 1 o2z (=P (inx,—10)?)
n
V2T O'X1Xy 0 X,

1 n
Inf = 53 ((nx; —p)*+ -+ (Inx, —u)*) — Eann—nlna—lnxl---xn
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Izracunamo oba parcialna odvoda

dInf 1
5 = or =+ (o, — )
dlnl 1 5 o N
Ep —;((lnxl_u) +-+(Inx, —p) )—;
Parcialna odvoda sta enaka nic, Ce velja
Inx; +---+1 Inx; —p)?+--+(nx,—u) 1<
R P LF S DR RN CERTO N o
n n n 4=

40. Statisticna spremenljivka je porazdeljena normalno. Vrednosti na vzorcu so:
101,91,93,103,91,101,103, 95, 95.
Dolo¢i 95% interval zaupanja za u, Ce je

a) o =5.

b) o neznan.
Resitev:

a) Interval zaupanja za u pri normalni porazdelitvi z znanim standardnim odklo-
nom o _ _
X—2Z, ¢SE<u<X—Z oSE,

kjer je SE= = inZ;_¢ =&7(1—3).

X=97,SE=2,Zy97s =196 = 93.73 <u<100.27

b) Interval zaupanja za u pri normalni porazdelitvi z neznanim standardnim odklo-
nom _ _
X— tl_%(n —1)SE<u<X-— tl_%(n —1)SE,

kjer je SE = % = ﬁzyzl(& —X)?in t;—g(n—1) kvantil Studentove po-
razdelitve z n — 1 prostostnimi stopnjami.
X=97,SE=3,t097s =231 = 93.15<u<100.85

41. Anica vsako pomlad kupi sadike in semena za svoj vrt. Za to je v zadnjih letih porabila
115, 95, 150, 89, 73, 93, 110 in 124 EUR.

Pois¢i interval zaupanja za povprecje denarja, ki ga potrebuje za zasaditev vrta, pri
stopnji tveganja a = 0.05, ¢e predpostavis, da je stroSek porazdeljen normalno. Izra-
cunaj Se interval zaupanja, ¢e je a = 0.1.

Resitev:

X =106.125,SE = 8.48, t 4,5(7) = 2.36, t 45(7) = 1.89
a=0.05 = 86.12<u<126.13

a=01 = 90.10<pu<122.15
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42. V drevesnici spremljajo rast dreves v enem letu. Sadike, ki so jih spremljali so zrastle
za
20, 35, 44, 18, 27, 32 in 27 centimetrov.

Predpostavimo, da je letni prirast porazdeljen normalno. Poisci interval zaupanja za
standardni odklon letnega prirastka pri stopnji tveganja a = 0.05.

Resitev:

Inteval zaupanja za standardni odklon normalne porazdelitve je

o ovn—1 ovn—1
7 -1 7i-1) )’

kjer je 0 = \/ ﬁ Z?Zl(xi —Xx)? in y,(n) kvantil porazdelitve hi-kvadrat z n prosto-
snimi stopnjami.

X =29,6 = /80, y2,,.(6) = 1.2373442, 2, .(6) = 14.449375 = 0 €(5.76,19.7)

43. Dvajsetkrat ponovimo isti poskus. Dolo¢i Waldov interval zaupanja za delez uspesnih
poskusov pri a = 0.05, ce
a) so 4 poskusi uspeli;
b) ni uspel noben poskus;
c¢) so bili uspesni vsi poskusi.
ReSitev:

Waldov interval zaupanja za 0, kjer je X ~ Bernoulli (8), je za n ponovitev poskusa
in S uspesnih poskusov enak

é\_ Zl_%gg < 9 < §+ Zl_%ﬁ,
kjer je 6 = %, SE = Y, @ in Z, kvantil standardne normalne porazdelitve.

a) 0 =4 =0.2,5E = v/0.008,Zy4s =1.96 = 0 €(0.0528,0.3472)
b) 6 € {0}
c) 6e{1}

44. Izpelji Wilsonov interval zaupanja za delez uspesnih poskusov.
ReSitev:

Uporabimo oceno

5—2\ —9(1_9) <9<§+Z\ —9(1_9),
n n
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kjer piSemo Z namesto Z,_«. Tedaj velja neenakost

|9—§|<Z\ w
n

Ko kvadriramo, dobimo kvadratno neenacbo za 9:

2 2
92(1+Z—)+9(—20—Z—)+92<O.

n n

~ 2 ~ -~
Ker je diskriminanta D = (—29 — Z;) —40%(1+ ZTZ) = 42729(1 —0)+ i—: vedno pozi-
tivna, ima kvadratna funkcija dve nicli

 2nB + 72+ /4nz26(1— §) + 74
B 2n+ 2272 ’

1,2

interval med njima pa je Wilsonov interval zaupanja.

45. Pois¢i Waldov in Wilsonov interval zaupanja za

a) n=10,S=2,a =0.05.
b) n=10000,S =5048,a = 10%
ReSitev:
a) Waldov interval zaupanja: —0.05 < 6 < 0.45

Wilsonov interval zaupanja: 0.06 < 6 < 0.51

b) Waldov interavl zaupanja: 0.4956761 < 6 < 0.5130239
Wilsonov interval zaupanja: 0.4965759 < 6 < 0.5130215

46. Naj bo X normalno porazdeljena sluc¢ajna spremnljivka s standardnim odklonom o =
5 S pomocjo vzorca

101, 91, 93, 103, 91, 101, 103, 95, 95
preveri domnevo, da je u = 100, ce je stopnja tveganja a = 0.05 in alternativna
+_ ) o
domneva H = u # 100,H; : u > 100 ali H, : u < 100.
ReSitev:
Naj bo X ~ N(u,o), kier je o podan. PreizkuSamo domnevo H, : u = u,. Tedaj je

X—ho
SE

porazdeljena standardno normalno, kjer je SE = %

testna funkcija Z =
HY:u#u, = H,zavrnemo, ¢eje|Z|>Z;_«
H:u>up, = H,zavrnemo,CejeZ >7Z; ,

H:u<up, = H,zavrnemo,CejeZ <—Z;_,

97-100 _ 1 g

Iz podatkov izracunamo testno funkcijo Z = S
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Hi: pu#100 = ker|Z|=1.8<Zyq;5 =1.96,H, ne zavrnemo.
H:pu>100 = kerje—1.8 < Z;o = 1.645,H, ne zavrnemo.
H:u<100 = kerje—1.8<—Z;95 =—1.645,H, zavrnemo.

47. Dani podatki
105, 107, 95, 121, 107, 97, 111, 121, 95

so porazdeljeni normalno.
a) Preveri nicelno domnevo H,, : u = 100 proti nasprotni domnevi H; : y 7 100 pri
stopnji tveganja a = 0.05.
b) Ponovno preveri nicelno domnevo H,, : u = 100 proti nasprotni domnevi H; :
u # 100, ¢e ves, da je standardni odklon o = 10.
Resitev:

Naj bo X ~ N(u, o), kjer o ni znan. Preizkusamo domnevo H, : u = u,. Tedaj je
testna funkcija

X—u

T = ——2 ~ Student (n—1),
SE
kjer je SE = % inc = \/ﬁ > =)

HY:u#u, = H,zavrnemo, ¢eje|T|> t;_«(n—1)
H:u>up, = Hyzavrnemo,cejeT >t, ,(n—1)
H :u<up, = Hyzavrnemo,cejeT <—t; ,(n—1)
a) Izratunamo X = 107, = 10,SE = %4 in testno funkcijo T = 2.1. Ker je
to.o75(8) = 2.3060041 > |T|, H, ne zavrnemo.

b) Ce je o znan, je testna funkcija Z = 2.1. Ker je Zyo75 = 1.96 < |Z|, Hy zavrnemo.

48. Tovarna jamci, da je delez izdelkov z napako enak 20%.

a) V vzorcu 100 izdelkov je 24 izdelkov z napako. Pri stopnji tveganja a = 0.05
preizkusi domnevo, da je verjetnost, da ima izdelek napako, enaka 0.2, proti
alternativni domnevi, da je vecja od 0.2

b) Kaj pa ce je med 500 izdelki 120 okvarjenih?

c) Izratunaj mejno stopnjo tveganja, oziroma p-vrednost testa.

Resitev:

Naj med n ponovljenimi poskusi S poskusov uspe. Preizkusamo domnevo H,, : 6 = 6,.
Tedaj je testna funkcija

~ SE

Z

~N(0,1),
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kjerjeSEzV@in@z%.

HY: 0#6, = H,zavrnemo, e je |Z|> Zy_q

Hf:0>6, = H,zavirnemo,¢ejeZ>7Z,_,
H :0<6, = H,zavrnemo, Ceje”Z <—Z;_,

a) Izratunamo § = 0.24,SE = 0.04 in testno funkcijo Z =1 < Z; o5 = 1.645. Zato
H, ne zavrnemo.

b) Kot prej je 6=0.24,a ker je n vedji, je Z = 2.24 > 1.645 = Z, o5 in H, zavrnemo.
c) Iscemo a(p),daje Z =27,_,.
KerjeZ=2.24,je 1 —a=0.9875in a = 0.0125.

49. Lastnik kavarne spremlja prodajo kave in slasdoleda

kava 63|71|65(67(62|75
sladoled|35|34|51|72|73|64

Predpostavi, da je prodaja kave in sladoleda porazdeljena normalno. Ali lahko pri
stopnji znacilnosti @ = 0.05 pokaze, da je povprecno Stevilo prodanih kav vecje od
povprecnega Stevila prodanih sladoledov? Kaj pa, Ce je stopnja znacilnosti @ = 0.01?
ReSitev:
Preizkus enakosti sredin za parne vzorce
Preizkusamo domnevo H,, : uy = Uy nasproti alternativni domnevi H f D Ux £ Uy, HY
ux > Wy ali H : uy < uy. Razlika slucajnih spremenljivk X —Y je tudi porazdeljena
normalno. zato nalogo pretvorimo na preizkusanje domneve H, : uy—uy = 0 nasproti
alternativni domnevi H : iy — by # 0, HY : py —py >0 ali H] : uy —puy <O0.
Za testno funkvijo vzamemo
X-Y
T = —— ~ Student (n— 1),
SE

kjer je SE— inoy_y = \/n L3 =y —x—¥)~

HY: ux—uy #0 = H,zavrnemo, ¢eje |T|> t;_s(n—1)
Hf:ux—uy>0 = H,zavrnemo, teje T >t, ,(n—1)
H[:ux—uy <0 = Hjzavrnemo, Ceje T <—t;_,(n—1)

Opazujemo razliko podatkov 28, 37, 14, —5, —11, 11. Preizkusamo domnevo H, :
Uy — Uy = 0 nasproti domnevi H, : uy — uy > 0.

X—-Y=123,6=18.5T =1.63

a) Za a =0.05 je t;45(5) =2.0150 > T, zato H_ ne zavrnemo.
b) Za a =0.01 je t;49(5) = 3.3649 > T, zato H_ ne zavrnemo.
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