IZBRANA POGLAVJA IZ SIMBOLNEGA RACUNANJA
2. domaga naloga (25. 5. 2009) — RESITVE

1. Poiscite kaksno polinomsko resitev rekurzivne enacbe

Napt2 — Ant1 + (2n + Day, = 6n2 + 25n — 2.

Odg.: V diferencni obliki se enacba glasi
nA%a, + (2n — 1)Aay, + 3na, = 6n° + 25n — 2,

torej je b = max{l —2,1—1,1—0} = max{—1,0,1} = 1. Maksimum je dosezen le v zadnjem
¢lenu, zato je P(d) konstantni polinom 3d2 = 3, ki nima ni¢el. Edini kandidat za d je torej
deg f —b=2—1=1. Resitev pois¢emo z nastavkom a,, = An + B, kjer sta A, B nedolo¢ena
koeficienta. Ker je Aa, = A in A2a, = 0, dobimo enaébo (2n — 1)A + 3n(An + B) =
6n2 +25n — 2, od tod pa z izenacitvijo koeficientov pri istih potencah n na levi in desni strani
sistem enacb

34 = 6,
24+3B = 25,
A = -2

z resitvijo A = 2, B = 7. Edina polinomska resitev dane enacbe je torej a, = 2n + 7.

2. Poiscite vse polinomske resitve rekurzivne enache

3ap42 —napt1 + (n —1)a, = 0.

Odg.: a, = A(n? — 11n + 27), kjer je A poljubna konstanta (gl. predavanja 25. 5. 2009).

3. Poiscite vse polinomske resitve rekurzivne enacbe
(2n + Va2 —4(n+ 1)ap+1 + (2n + 3)a, = 0.

Odg.: Ko enacbo prepisemo v diferen¢ni obliki, dobimo
(2n 4 1)A%a, — 2Aa,, = 0.
Od tod sledi
b = max{deg(2n + 1) — 2,deg(—2) — 1,deg(0) — 0} = max{—1,—1, —oc0} = —1,

maksimum pa je dosezen pri prvih dveh ¢lenih (tu ne smemo pozabiti, da je po dogovoru
stopnja nicelnega polinoma enaka —oo). Polinom P(d) se torej glasi

P(d) = 2d2 — 2d* = 2d(d — 1) — 2d = 2d(d — 2).



Kandidati za stopnje polinomskih resitev so deg(f) — b = —oo ter nicli polinoma P(d),
se pravi 0 in 2. Najvec¢je med kandidati je Stevilo 2, zato reSitev poiStemo z nastavkom
an = An®? + Bn + C, kjer so A, B, C nedoloceni koeficienti. Ker je

Aa, = A(2n+1)+ B,
A%a, = 24,

dobimo enac¢bo
2A(2n+1) —2(2An+ A+ B) =0.

Koeficienta pri n oziroma pri 1 nam dasta enacbi

4A —4A =0,
24 —2A 2B =0,

od koder sledi B = 0. Tako dobimo kon¢no resitev

an = An? + C,
kjer sta A in C' poljubni konstanti.
. Dokazite, da je
n 2 2n\ 2
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= (2 1 n .
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Odg.: Oznacimo levo stran te enacbe z s,, desno pa s t,. O¢itno je
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prav tako pa je tudi
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Tako s, kot t, torej zadoScata isti rekurzivni enacbi 1. reda. Ker je s = 1 in tudi tg = 1,
sledi z indukcijo po n, da je s, = t,, za vsa naravna Stevila n.

. Z Gosperjevim algoritmom izra¢unajte vsoto

" 2k
E:@k+%<k>.
k=0
Odg.: Oznacimo t; = (3k + 2) (Qkk) Potem je

2(2k + 1)(3k + 5)
(k+1)(3k+2)

thg1/te =



To racionalno funkcijo zapisemo v obliki % . %, kjer je ged(a(k),b(k + h)) = 1 za vse

h € IN. Ce v faktorju 3k + 2 poveéamo k za 1, dobimo ravno faktor 3k + 5, zato damo ta
par faktorjev v ulomek C(Ck(;g)l). Tako dobimo a(k) = 2(2k + 1), b(k) = k+ 1, c(k) = 3k + 2.
Poiskati moramo polinomsko resitev enacbe a(k)x(k + 1) — b(k — 1)x(k) = c¢(k), torej

22k + Dz(k+ 1) — kx(k) = 3k + 2.

Opazimo, da je resitev te enacbe z(k) = 1. Od tod sledi, da hipergeometri¢no zaporedje

o = ME=Da(k), k(z}:;)

zadosca enacbi sg41 — si = tk. Ce to seStejemo po k od 0 do n — 1, dobimo, da je
" 2k 2 2 2
S 3k +2) —totsn—so=0Gn+2) " +n[) —0=22n+ 1)),
= k n n n

. Z Gosperjevim algoritmom izra¢unajte

n

S K2k,
k=1

Odg.: Za sumand t, = k23" izracunamo:

thp1 3(k +1)2  a(k)c(k+1)
o k2 (k) clk)

a(k) =3, bk)=1, c(k)=Fk.
Zdaj moramo poiskati polinomsko resitev enacbe

3x(k+1) — x(k) = k2.

Zgornja meja za stopnjo polinomske resitve (k) je enaka 2, torej vstavimo
x(k) = AK* + Bk + C

v gornjo enacbo in izenac¢imo koeficiente pri istih potencah k. Tako dobimo sistem linearnih
enach

2A =
6A+2B =
3A+ 3B +2C
z refitvijo A = 1/2,B = —3/2, C = 3/2, torej z(k) = (k? — 3k + 3)/2. Odtod sledi, da
zaporedje s = b(k — 1)z(k)ty/c(k) = (k* — 3k + 3)3% /2 zadosca diferencni enacbi
Sk+1 — Sk = tk.
Ce obe strani te enacbe sestejemo po k od 1 do n — 1, dobimo konéni rezultat

n 2 n
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