IZBRANA POGLAVJA 1Z SIMBOLNEGA RACUNANJA
Pisni izpit 15. 6. 2009 - RESITVE

1. Funkcija £ [p] je definirana v Mathematici takole:

f[{_}] = 0;
f[p_List] := Count[First[p] - Rest[p], _7Positive] + f[Rest[p]l]

(a) Kaj vrne klic £[{4, 3, 2, 1}] 7
Odg.: 6

(b) Kaj vrne klic £ [p], kjer je p neka permutacija mnozice {1,2,...,n}7 Razlozite!
Odg.: Klic f[p] vrne stevilo parov (i,7), za katere velja: 4,7 € {1,2,...,n}, i < jin
pllil] > pl[[j]] (torej je f[p] Stevilo inverzij permutacije p).
Razlaga (dokaz z indukcijo po n): Pri n = 1 gornja trditev drzi, saj takih parov ni. Naj
bo n > 1. Ukaz Count [First[p] - Rest[pl, _?Positivel] presteje, koliko elementov
seznama {p[[1]] - p[[2]], p[[11] - p[[31]1, ..., pl[11] - p[[nll} je pozitiv-
nih, torej vrne stevilo n; parov oblike (1,7), za katere je 1 < j in p[[1]] > p[[j]].
Rekurzivni klic £ [Rest [p]] pa po indukcijski predpostavki vrne Stevilo ng parov (i, j),
za katere je 1 < i < jin pl[[i]l] > p[[j1]. Torej je £[p] = n1 + no res Stevilo parov
(i,7), za katere je i < j in p[[i]] > p[[j]1].

2. Naj bo 7 mnozica termov, sestavljenih iz konstant p, g, r, ..., enomestnega operatorja not(x)
ter dvomestnih operatorjev and(x,y) in or(x,y). V 7 definirajmo redukcijsko relacijo —
takole:

Z,

and(not(zx),not(y)),

or(not(zx),not(y)),

or(and(x,y),and(z, 2)),

or(and(y, ), and(z, x)),

P, not(not(x))
Py not(or(x,y))
Ps: not(and(z,y))
Py and(x,or(y,z))
Ps: and(or(y,z),x)

pri ¢emer so x, y in z poljubni termi iz 7.

Ll

(a) Poiscite kaksno reducirano obliko terma ¢t = and(or(p, q), or(r, s))!
Odg.: Npr.

t = and(or(p, q),or(r,s)) ELR or(and(or(p,q),r),and(or(p,q), s))

patic or(or(and(p,r),and(q,r)),or(and(p, s),and(q, s))) |

(b) Naj bo preslikava f : 7 — IN definirana rekurzivno s predpisom
f(e) = 2, ce ckonstanta,
f(not(z)) = 2@,
fland(z,y)) f(@)f(y),
flor(z,y)) = flz)+ fly) +
(

Pokazite, da za vse x,y € T velja: © — y = f(z) > f(y). Ali je relacija — noetherska?
Odgovor utemeljite!



Odg.: Za vse terme t € 7 velja f(t) > 2, o ¢emer se lahko brz prepricamo z indukcijo
po dolzini terma t. Pokazimo zdaj, da za vse t1,to € 7 in i € {1,2,3,4,5} iz t; A, to
sledi f(t1) > f(t2).

i=1: f(not(not(z)) = 22" > f(x) \/

i =2: f(not(or(x,y))) = 2F@H WL > f(and(not(x),not(y))) = 2/@+1W) /

i =3: f(not(and(z,y))) = 2F@IW) > f(or(not(x), not(y))) = 27® +2fW) 11/
(Utemeljitev veljavnosti neenacbe 2% > 2¢ + 2° 4 1 za naravni Stevili a,b > 2: Pri

a = b = 2 neenacba velja. Ce a ali b povecamo za 1, se leva stran poveca za faktor 20 > 4

ali 2% > 4, desna stran pa za manj kot faktor 2, torej neenacba velja po indukciji.)

i=4 fland(x,o0r(y, 2))) = f(x)f(y) + f(2)f(2) + f(x) > f(or(and(z,y), and(z, 2))) =

f@) fy)+ fa)f(z) +1V

i=5: fland(or(y, z),x)) = f(y)f(x) + f(2)f(x) + f(x) > flor(and(y, x),and(z, x))) =

f)f(z) + ()()+1\/

Za vse z,y € T torej velja: * — y = f(x) > f(y). Neskoncni padajoci verigi t; —

to — t3 — --- bi potemtakem ustrezala neskon¢na padajoca veriga naravnih Stevil

f(t1) > f(t2) > f(t3) > -+, ki pa ne obstaja, kar pomeni, da je relacija — noetherska.
(c¢) Ali je relacija — polna? Dokazite ali poisé¢ite protiprimer!

Odg.: Relacija — ni polna, ker nima enoli¢nih reduciranih oblik. Zgled je npr. term ¢

iz tocke (a), saj ga lahko reduciramo tudi takole:

t = and(or(p,q),or(r, s)) EiR or(and(p, or(r,s)),and(q, or(r,s))

)
2By or(or(and(p,r),and(p, s)), or(and(q,r),and(q, s))) |

3. Poiscite vse polinomske resitve aj, linearne rekurzivne enacbe 2. reda

(n? = 2n —2)anio — Bn—=7)(n+ 1) apns1 +2(n* —3)a, = n*—n+3.

Odg.: a, = C(n? — 1) + n, kjer je C poljubna konstanta.
4. 7 Gosperjevim algoritmom izrazite vsoto

§(4k2 + Tk +4) (ﬁf);)! (—1)*

v zakljuceni obliki!

Odg.: Oznacimo t;, = (4k? + Tk + 4)(2k)!/(k + 2)!(—1)*. Hipergeometriéna resitev enacbe
Sk+1 — Sk = tx je potem
(2)! k41
= -1
o (k+ 1)!( 7

dana vsota pa je enaka

th+ 8, — Sy = (4n2—|—6n+2)
n



