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1 Sistemi za simbolno racunanje

Racunalnike so razvili z namenom, da bi olajsali numeri¢no resevanje problemov. Kasneje se je
pokazalo, da so ra¢unalniki idealni za obdelavo poslovnih in drugih informacij. Ze v 60. letih
pa so se zacele uresnicevati sanje stevilnih matematikov, da bi racunalnik ne sluzil le za “mletje
stevil”, ampak tudi kot pripomocek za ustvarjanje “prave” matematike. Takrat so zaceli nastajati
prvi sistemi za simbolno racunanje, npr. Macsyma v ZDA in Reduce v Angliji. Kasneje so se jim
pridruzili se drugi, npr. havajski Derive, kanadski Maple, Wolframova Mathematica, avstralska
Magma in IBM/NAG-ov Aziom. Nasteti sistemi so splosni, saj skusajo pokriti ¢imve¢ podrocij
matematike. Razen teh pa obstaja Se mnogo specializiranih sistemov za posamezna podrocja,
npr. Pari za teorijo Stevil, Gap in Naughty za teorijo grup, Macaulay za komutativno algebro itd.
Neprestano se pojavljajo novi specializirani sistemi.
Prednosti Mathematice so:

e dober uporabniski vmesnik z bogato grafiko in zvokom,
e izredno pester izbor programskih konstruktov, ki omogocajo razli¢ne sloge programiranja,
e preprosta sintaksa, ki nudi univerzalen okvir za delo z objekti najrazli¢nejsih tipov,

e dostopnost na siroki paleti strojne opreme, od osebnih racunalnikov prek delovnih postaj do
superracunalnikov.

Za Mathematico bomo odslej uporabljali uveljavljeno kratico “Mma”.

2 Zvezki

Zvezki so datoteke, ki jih kreira Mma. Zvezek je sestavljen iz celic, ki so vgnezdene druga v drugi
— ima torej drevesno strukturo. Globina gnezdenja je naceloma poljubna. Celice so prikazane z
oglatimi zaklepaji na desni strani zaslona. Celico z enim klikom na oklepaj ozna¢imo, z dvema pa
zapremo (Ce je odprta) ali odpremo (Ce je zaprta). Celice so razliénih tipov: vhodne, izhodne, tek-
stovne, naslovne, grafi¢ne itd. Zvezek lahko torej oblikujemo kot elektronsko knjigo, ki je razdeljena
na celice — poglavja, ta so razdeljena naprej na razdelke in podrazdelke, ki vsebujejo tekst, grafiko,
racunske primere in definicije funkcij. Uporabnik oz. bralec lahko selektivno odpira tiste sestavne
dele, ki ga zanimajo, izvaja primere, dodaja in preskusa svoje lastne primere ali pa izbrane celice
izpise na tiskalnik.

Izracun izraza sprozimo s pritiskom na SHIFT-ENTER, medtem ko ENTER le prelomi vrstico
v dve. Nove izraze praviloma vnasamo na koncu zvezka pod ¢rto. Lahko pa jih vnasamo tudi
med prejSnjimi celicami, ali pa editiramo kako staro celico. Zaporedje vhodnih vrstic v zvezku se
potem ne ujema vec¢ s ¢asovnim zaporedjem, ki ga odrazajo njihove stevilke. Pri definiciji prejsnjega
rezultata Mma vedno upoSteva ¢asovno in ne prostorsko zaporedje.



3 Delo z Mma

Mma je interaktivna: uporabnik vnese izraz, Mma vrne njegovo vrednost. Izraze Mma Steviléi
od 1 naprej, tako da se lahko sklicujemo na prejsnje rezultate. Vneseni izraz je oznacen z In[n],
izracunana vrednost pa z Out[n]. Npr.:

In[1]:= 1+1
Out[1]= 2
In[2]:= Sin[Pi/3]
Sqrt [3]
OQut[2]= -------
2

In[3]:= Factor[x"3 - 1]

2
Out[3]= (-1 + x) (1 +x + x )

Mma je torej zelo sposoben kalkulator. Vgrajenih ima namre¢ blizu 1000 ukazov, uporabnik pa
lahko iz njih poljubno sestavlja nove. Besedi “ukaz” in “funkcija” bomo uporabljali sinonimno.

Opazimo:
1. Imena vgrajenih funkcij se zacenjajo z veliko zacetnico.

2. Argumenti funkcij so obdani z oglatimi oklepaji, npr. f [x] in ne f (x), kot smo sicer vajeni.

3.1 Oklepaji
e (): Okrogle oklepaje uporabljamo le za grupiranje.
e []: Z oglatimi oklepaji obdamo argumente funkcije.
e {}: V zavitih oklepajih nastejemo elemente seznama.
e [[]]: V dvojnih oglatih oklepajih navedemo indeks elementa seznama.
e (x x): Okrogli oklepaji z zvezdico vsebujejo komentar.

Zgled:
In[1]:= s = {a,b,c,d,e} (* definiramo seznam s 5 elementi *)
Out[1]= {a, b, ¢, d, e}
In[2]:= s[[4]]

Out[2]= d

3.2 Uporaba prejsnjih rezultatov

Oznaka % pomeni prejsnji rezultat, oznaka %% predprejSnjega itd. Oznaka %n pomeni isto kot
Out [n], torej vrednost n-tega izraza po vrsti od zagona programa. Zgled:



In[1]:= 27100

Out [1]= 1267650600228229401496703205376

In[2]:= 37100

Out [2]= 515377520732011331036461129765621272702107522001

In[3]:= 67100

Out [3]= 653318623500070906096690267158057820537143710472954871543071966369497\
> 141477376

Inf4]:= % - %h Whh

Out[4]= 0

In[6]:= Logl[2, %11 (* Loglb,x] je logaritem x pri osnovi b *)

Out [5]= 100
Opazimo:
1. Mma zna rac¢unati s poljubno (?) velikimi Stevili.

2. Znak \ za skupino stevk na koncu vrstice pomeni, da se Stevilo nadaljuje v naslednji vrstici.

3.3 Imena, operacije in relacije

Ime je v Mma zaporedje ¢rk in stevk, ki se zac¢ne s ¢rko. Dolzina imena ni omejena. Mma loc¢i
male in velike ¢rke. Imena vgrajenih funkcij se zac¢no z veliko ¢rko; ¢e so zlepljena iz ve¢ besed,
se praviloma vsaka od njih zacne z veliko ¢rko, npr. InterpolatingPolynomial. Izjemoma se
imena nekaterih vgrajenih funkcij, ki opisujejo karakteristike sistema, za¢no z znakom $. Funkcija
$Version npr. pove, katero verzijo Mma uporabljamo.

Mma uporablja simbole +, -, *, /, = za operacije seStevanja, odstevanja, mnozenja, del-
jenja in potenciranja. Znak * lahko nadomestimo s presledkom ali tudi izpustimo, ¢e to ne vodi do

drugacne interpretacije izraza, kot jo zelimo.

Mma uporablja simbole ==, !=, <, <=, >, >= za relacije “enak”, “razlicen”, “manjsi”,
“manjsi ali enak”, “vecji” in “vecji ali enak”. Vrednost izraza oblike a R b, kjer je R ena od nastetih
relacij, je True, False ali pa kar izraz sam, ¢e Mma ne more ugotoviti, ali relacija velja ali ne.
Mma pozna Se relaciji “sintakti¢no enak”, ===, in “sintakti¢no razlicen”, =!=, ki pa vedno vrneta
vrednost True oziroma False: ¢e Mma ne vé, ali sta izraza enaka ali ne, sta gotovo sintakti¢no
razliéna. Zgled:

In[1]:= a

]
-

Out[1]= 1

In[2]:=b = 3

Out[2]= 3

In[3]:= a < b

Out [3]= True

In[4]:= a < c

Out[4]=1 < ¢



In[5]:=c == 2
Out[5]= c == 2
In[6]:= c === 2
Out [6]= False

In[7]:= c == 2

Out [7]= True

3.4 Prirejanje in brisanje vrednosti

Spremenljivkam priredimo vrednost z operatorjem =, npr. a = x. Tu je a ime spremenljivke, x
pa poljuben izraz (z naslednjo izjemo: Ce spremenljivka a ob ¢asu prirejanja $e nima definirane
vrednosti, izraz x ne sme vsebovati a, sicer lahko pride do neskoné¢ne zanke). Odslej bo Mma spre-
menljivko a v vsakem izrazu, v katerem nastopa, nadomestila z izrazom x — dokler pa¢ spremenljivki
a ne priredimo nove vrednosti.

Ce zelimo zbrisati vrednost spremenljivke a, napiemo a = . in spremenljivka a je spet svez
simbol kot na zacetku. V nekaterih funkcijah nastopajo namre¢ vezane spremenljivke. Taksna
je npr. integracijska spremenljivka integrala ali neznanka pri resevanju enacb. Pogosto se nam
dogaja, da za¢nemo nov racun in uporabimo spremenljivko, ki smo ji prej priredili kako vrednost,

kot vezano. To ima lahko hude posledice, ki pa jih odpravi brisanje vrednosti vezanih spremenljivk.

3.5 Substitucija, transformacijska pravila in reSevanje enacb

Izraz oblike x -> a, kjer sta x in a poljubna izraza, je transformacijsko pravilo. Leva stran x je
pogosto kar spremenljivka. Transformacijsko pravilo uporabimo na izrazu b tako, da zapiSemo
b /. x -> a. Rezultat je izraz b, v katerem so podizrazi oblike x nadomesceni z izrazom a.
Namesto posameznega pravila lahko na danem izrazu uporabimo tudi seznam vec transformacijskih
pravil. Zgled:

Inf1]:=2x2y+3x+1/.{x->1, y-> -2}
Out[1]= 0

Vgrajene funkcije, ki resujejo enacbe, praviloma vracajo rezultate v obliki seznamov transfor-
macijskih pravil za neznanke. Taka je npr. funkcija Solve za reSevanje sistemov algebrai¢nih (pa
tudi nekaterih drugih) enacb. Solve ima dva argumenta, prvi je seznam enacb, drugi seznam
spremenljivk. ¢e je enacba ali spremenljivka ena sama, je ni treba postaviti v seznam. Ker ima
sistem enacb v splosnem veé resitev, Solve vrne seznam resitev, posamezna resitev pa je seznam
transformacijskih pravil za neznanke. Zgledi:

In[1]:= Solve[x™2 + x - 2 == 0, x]
Out[1]= {{x -> -2}, {x -> 1}}
In[2]:=x"2+x -2 /. Y%
Out[2]= {0, O}
In[3]:= Solve[{x"2 + 6 y°2 == 5, 2 x"2 + y°2 == 2}, {x, y}]
-Sqrt [5] -2 Sqrt[2] -Sqrt[5] 2 Sqrt[2]

Out[3]= {{x -> -————-—- B A boAx > e 1,

Sqrt [5] -2 Sqrt[2] Sqrt [5] 2 Sqrt[2]



In[4]:= {x 2+ 5y2==5, 2 x°2 +y2==2} /. %

Out[4]= {{True, True}, {True, True}, {True, True}, {True, Truel}}
In[5]:= Solve[2 x + 1 == 2 x, x]

Out[5]= {}

In[6]:= Solvel(x + 1)(x - 1) == x"2 - 1, x]

Out[6]= {{}}

Kot vidimo, je resitev zapisana v taki obliki, da je vrednosti neznank preprosto vstaviti v kak izraz
- npr. v enacbo ali v sistem enacb in preveriti, ali je zares izpolnjen(a). Vrstici 5 in 6 kazeta, kaj

vrne Solve, ¢e dobi protislovno enachbo ali pa identiteto.
Primer: Izra¢unajmo z Mma plo$¢ino lika, ki ga oklepata parabola f(z) = 143z — 22 in premica
g(z) =2z — 1.

In[7]:= f[x_] := 1+ 3 x - x"2
In[8]:= glx_] :=2x -1
In[9]:= Solve[{f[x] == glx1}, x]
Out[9]= {{x -> -1}, {x -> 2}}

In[10]:= Integratelf[x] - glx], {x, x /. %[[111, x /. %[[211}]

9
Out[10]= -
2

Opazimo:

1. Funkcijo definiramo z operatorjem :=, argumentom funkcije pa moramo na levi strani defini-
cije dodati podcrtaj.

2. Doloceni integral funkcije f(z) v mejah od a do b izratunamo z ukazom
Integrate[f[x], {x, a, b}].

4 Aritmetika

Mma razlikuje cela, racionalna, realna in kompleksna Stevila. Racionalna Stevila imajo Stevec in

imenovalec, ki sta celi stevili. Z realnimi Stevili so misljena, kot obi¢ajno pri programskih jezikih,

stevila v pomicni piki. Komponenta kompleksnega stevila je lahko cela, racionalna ali realna.
Funkcije za doseganje komponent:

Numerator [r] vrne Stevec racionalnega stevila r,

Denominator [r] vrne imenovalec racionalnega stevila r,

Re[c] vrne realno komponento kompleksnega stevila c,

e Im[c] vrne imaginarno komponento kompleksnega stevila c.

Pomembna funkcija je N[x], ki vsa stevila v izrazu x pretvori v realna stevila.



4.1 Nakljucna stevila

Ukaz Opis

Random[] Nakljuéno izbrano realno stevilo med 0 in 1.
Random[Integer] Naklju¢no izbrano stevilo iz mnozice {0, 1}.
Random[Integer, {a, b}] | Nakljucno izbrano celo stevilo med a in b.
Random[Real, {a, b}] Nakljuc¢no izbrano realno stevilo med a in b.
SeedRandom [n] Inicializacija generatorja naklju¢nih stevil.

5 Seznami

Elemente seznamov pisemo med zavitimi oklepaji, npr. {a, b, ¢, a, 1, 2}.



Ukaz

Opis

List([al, a2, ... ]

isto kot {ai, a2, ... }.

Range [min, maz, korak ]
Table [izr, iterator ]
Array[f, dim ]

Sestavi seznam $tevil (aritmeti¢no zaporedje).
Tabelira izr pri vrednostih, ki jih doloc¢a iterator.
Sestavi tabelo vrednosti funkcije f razseznosti dim.

Length[sez ]
First[sez ]

Last[sez ]

Rest[sez ]

Take[sez, n ]

Take[sez, -n ]

Dropl[sez, n ]

Dropl[sez, -n ]

Part[sez, i Jali sez[[i]]

Select[sez, f]

Vrne dolzino seznama sez.

Vrne prvi element seznama sez.

Vrne zadnji element seznama sez.

Vrne seznam sez brez prvega elementa.

Vrne seznam prvih n elementov seznama sez.
Vrne seznam zadnjih n elementov seznama sez.
Vrne seznam sez brez prvih n elementov.

Vrne seznam sez brez zadnjih n elementov.
Vrne #ti element seznama sez.

Vrne seznam elementov sez, pri katerih je predikat f
izpolnjen.

Insert[sez, el, 7]
Deletel[sez, i ]
ReplacePart [sez, el, i ]

V seznam sez vstavi element el na -to mesto.

Iz seznama sez zbrise ti element.

V seznamu sez nadomesti element na #-tem mestu
z elementom el.

Reverse[sez ]
RotateLeft[sez, n ]
RotateRight [sez, n ]
Sort [sez ]
Permutations[sez ]

Preobrne seznam sez.

Zasule sez za n mest v levo.

Zasuce sez za n mest v desno.

Uredi elemente seznama sez.

Sestavi seznam vseh permutacij seznama sez.

Append [sez, el ]
Prepend [sez, el ]
AppendTo [sez, el ]
PrependTo [sez, el ]
Joinl[si, s2, ... ]

Vrne seznam sez, ki mu je kot zadnji dodan element el.
Vrne seznam sez, ki mu je kot prvi dodan element el.
Seznamu sez na koncu doda element el.

Seznamu sez na zacetku doda element el.

Stakne sezname s1, s2, ....

Union[si, s2, ... ]
Intersectionl[si, s2, ... ]
Complement [s1, s2, ... ]

Vrne unijo mnozic si, s2, ....
Vrne presek mnozic s, s2, ....
Vrne komplement unije preostalih mnozic v mnozici si.

Partitionl[sez, n ]
Partition[sez, n, k]

Flatten[sez ]

Razdeli seznam sez na podsezname dolzine n.
Razdeli seznam sez na podsezname dolzine n z
zamikom k.

Odpravi vgnezdene sezname v seznamu Sez.

Map[f, sez]ali £ /@ sez
Apply[f, sezJali f @@ sez
Nest[f, z, n ]

NestList[f, z, n ]
FixedPoint[f, = ]

Fold[f, z, {a1,a2,...,an}]
FoldList[f, z, {a1,a2,...,an}]

Uporabi funkcijo f na vseh elementih seznama sez.
Nadomesti glavo seznama sez z f.

Vrne f(f(...f(z)...)), kjer f nastopa n-krat.

Vrne seznam {z, f(z), f(f(z)),..., f(f(. f(ac) o))}
Vrne “limito” zaporedja x f(a:), f(f(x)),.

Vine (... f(f(z,a1),az), . - an).

Vrne seznam {z, f(x,a1),..., f(... f(f(z,a1),a2),...,a,)}.




6 Teorija stevil
e Mod[n, k]: ostanek pri deljenju n s k
e Quotient[n, kJ]: celostevilski koli¢nik pri deljenju n s k
e GCD[n1, n2, ...]: najvecja skupna mera stevil ny, no,...
e LCM[n1, n2, ...]: najvecji skupni delitelj Stevil ny, ns, ...
e ExtendedGCD[n, k]: razsirjeni Evklidov algoritem
e PrimeQ[n]: preveri, ali je n prastevilo
e Prime[n]: n-to prastevilo
e PrimePi[n]: Stevilo prastevil, ki so manjsa od n

e FactorInteger([n]: razcep Stevila n na prafaktorje v obliki seznama parov {prastevilo,
eksponent }

e Divisors[n]: seznam deliteljev Stevila n

e DivisorSigmalk, n]: vsota k-tih potenc deliteljev stevila n
e EulerPhi[n]: Eulerjeva funkcija ¢(n)

e MoebiusMu[n]: Mé&biusova funkcija p(n)

e JacobiSymbol[n, m]: Jacobijev simbol

e PowerMod[a, b, nl: a® mod n

7 Kombinatorika

e Factoriall[n] ali n!: faktoriela (fakulteta)
e Factorial2[n] alin!!: dvojna faktoriela

e Binomial [x,k]: binomski koeficient (z)

n1+n2+-"+nk)

e Multinomial[nl, n2, ..., nk]: polinomski koeficient ( Ty g

e Pochhammer [x, k]: rastoca potenca x(x +1)---(x +k—1)

(k)

e StirlingSi[n, k]: Stirlingovo stevilo 1. vrste sy,
e StirlingS2[n, k]: Stirlingovo Stevilo 2. vrste Sk
e BernoulliB[n]: Bernoullijevo stevilo B,

e BernoulliB[n, x]: Bernoullijev polinom B,(x)

e EulerE[n]: Eulerjevo stevilo E,



EulerE[n, x]: Eulerjev polinom E,(z)

e PartitionsP[n]: Stevilo razélenitev (particij) Stevila n

PartitionsQ[n]: Stevilo razcélenitev Stevila n na razliéne ¢lene

e Permutations[s]: seznam vseh permutacij seznama s

8 Izrazi

8.1 Sintaksa izrazov

Osnovni in pravzaprav tudi edini sintakti¢ni element Mma je izraz. Kategorija izrazov v Mma
obsega vse — ne le aritmeti¢nih izrazov v ozjem smislu, ampak tudi tisto, cemur v drugih programskih
jezikih rec¢emo stavki ali ukazi. Izrazi so:

e nesestavljeni, ali
o sestavljeni.
Nesestavljene izraze imenujemo tudi atomi. Mma pozna Sest vrst atomov:
e Integer (celo Stevilo),
e Rational (racionalno stevilo),
e Real (priblizno realno stevilo),
e Complex (priblizno ali to¢no kompleksno stevilo),
e Symbol (simbol oziroma ime),
e String (niz).

Sintaksa stevil je obicajna. Eksponentni zapis realnega stevila dobimo tako kot v matematiki, npr.
6.28%107 (-23) (zvezdico lahko seveda zamenjamo s presledkom). Kompleksno Stevilo i pisemo
I; komponenti kompleksnega stevila sta lahko celi, racionalni ali realni (lahko razli¢nih tipov).
Sintakso simbolov oziroma imen smo Ze spoznali. Nize piSemo med dvojnimi narekovaji, npr.
"to je niz".

Funkcije AtomQ, IntegerQ, NumberQ povedo, ali je njihov argument atom, celo stevilo oziroma
stevilo (atom enega od prvih stirih tipov). Tip atoma nam pove funkcija Head.

Sestavljen izraz je oblike

glal, a2, ..., anl,

kjer je g glava, x1, x2, ..., xn pa so argumenti. Pri tem so lahko glava in argumenti spet poljubni
izrazi. Stevilo argumentov n sme biti enako ni¢. Primer je izraz Random[], ki vrne naklju¢no realno
stevilo med 0 in 1.

Ce je x sestavljen izraz, nam Head[x] vrne glavo, Length[x] $tevilo argumentov, x[[i]] pa
i-ti argument izraza x.

Opisali smo notranjo sintakso izrazov v.Mma. Pri komuniciranju z uporabnikom pa za naj-
pogosteje uporabljane operacije in relacije Mma razume in uporablja zunanjo sintakso, ki je blizja
obic¢ajni matematic¢ni rabi. Nekaj primerov:



zunanja sintaksa | notranja sintaksa

a+b+c Plus[a, b, c]

abc Times[a, b, c]

a”b Power[a, b]

{a, b, c} List[a, b, c]

a == Equalla, b]

a=o>b Set[a, b]

al/. x>y ReplaceAll[a, Rulel[x, yl]

Notranjo sintakso izraza x si lahko ogledamo z ukazom FullForm[x].

8.2 Semantika izrazov

Semantiko izrazov opisemo operacijsko, torej tako, da podamo postopek, po katerem Mma izracuna
vrednost izraza. Glavni znacilnosti postopka dolo¢anja vrednosti sta:

e racunanje od znotraj navzven (najprej se izracunajo vsi argumenti, nato se izracuna vrednost
funkcije),

e vztrajno racunanje (vrednost izraza se ra¢una spet in spet, dokler se Se kaj spreminja).
Postopek rac¢unanja vrednosti v(z) izraza z je v zelo grobem priblizku takle:

1. Ce je x atom, je v(z) = .

2. Ce je x = gla,az,...,a,], Mma izra¢una v(z) takole:

(a) Rekurzivno izra¢una h = v(g) inb; = v(a;) zai =1,2,...,n. Najboy = h[b1, ba, ..., by].

(b) Ce v podatkovni bazi prepisovalnih pravil ni nobenega pravila, katerega leva stran bi
se lahko prilagodila izrazu y, je v(z) = y. Sicer Mma poisée prvo taksno pravilo in
vrednosti, ki jih dobijo parametri pri prilagajanju, po imenu prenese v desno stran
pravila. Tako nastane nov izraz z, ki ga Mma izra¢una rekurzivno, in vrne v(z) kot
vrednost izraza x.

Kasneje bomo opisali nekatere izjeme pri postopku izra¢unavanja izrazov.

Zgled: Definirajmo funkciji £ [x] in g[x,y] ter izracunajmo g[f[al, gl[f[bl, flcll].

Inf[1]:= f[x_] := 3x
In[2]:= glx_, y_] :=x +y
In[3]:= glflal, glflbl, flcll]

OQut[3]=3a+3b+3c

Z ukazom Trace [x] si lahko ogledamo vrednosti vmesnih izrazov pri racunanju vrednosti izraza x.
In[4]:= Tracelglflal, glflbl, £[cl1]]
Out [4]= {{f[a], 3 a}, {{f[b]l, 3 b}, {flc], 3 c}, gl3 b, 3 cl, 3b+ 3c},

> gl3a, 3b+3cl,3a+@Bb+3c), 3a+3b+ 3c}
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9 Grafika

9.1 Dvorazsezna grafika
e ListPlot[{vl, v2, ...}] nariSe tocke s koordinatami (1, v1), (2,v2), .. ..
e ListPlot [{{x1,y1}, {x2,y2}, ...}] nariSe tocke s koordinatami (x1,y1), (2,92), - ...

e Plot[y, {x, xmin, xmax}] nariSe eksplicitno podano krivuljo y = y(z) na intervalu x,,j; <
T < Tmax-

e Plot[{yl, y2, ...}, {x, xmin, xmax}] narise ve¢ krivulj hkrati.

e ParametricPlot[{x, y}, {t, tmin, tmax}] nariSe parametricno podano krivuljo x =
x(t), y = y(t) na intervalu t;;, <t < tmax.

e ParametricPlot [{{x1, y1}, {x2, y2}, ...}, {t, tmin, tmax}] nariSe ve¢ krivulj
hkrati.
e DensityPlot[z, {x, xmin, xmax}, {y, ymin, ymax}] prikaze ploskev z = 2z(z,y) s

sencenjem kvadratne mreze na pravokotniku zy,ip < < Tmax, Ymin < ¥ < Ymax Z ra-
zlicnimi odtenki sivine. Bela barva ustreza najvecji vrednosti funkcije z, ¢rna pa najmanjsi.

e ContourPlot[z, {x, xmin, xmax}, {y, ymin, ymax}] prikaze ploskev z = z(x,y) nad
pravokotnikom iy < * < Tmax, Ymin < ¥ < Ymax S plastnicami in s sencenjem ob-
mocij med sosednjima plastnicama z razliénimi odtenki sivine. Bela barva ustreza najvecji
vrednosti funkcije z, ¢rna pa najmanjsi.

Grafi¢ne funkcije sprejemajo se poljubno sStevilo dodatnih argumentov, ki jih imenujemo opcije.
Opcija ima obliko ime opcije -> vrednost opcije. Tako npr. ukaz

Plot[Tan([x], {x,-6,6}, AspectRatio -> Automatic, PlotRange -> {-7,7}]

narise graf funkcije tg « na intervalu —6 < x < 6, pri ¢emer prva opcija zahteva, naj bosta enoti
na abscisni in ordinatni osi enako dolgi, druga pa, naj se prikaze le tisti del grafa, za katerega je
—T<y<T.

Opcije, ki jih pozna posamezna funkcija, npr. £, in njihove privzete vrednosti, dobimo z ukazom
Options[f].

Ko je grafi¢ni objekt Ze narisan, ga lahko ponovno prikazemo z ukazom Show, pri ¢emer lahko
spreminjamo vrednosti nekaterih opcij. Funkcijo tg x nariSemo lahko najprej brez opcij

Plot[Tan[x], {x,-6,63}],
ker pa z rezultatom nismo zadovoljni, prikazemo sliko se enkrat z drugac¢nimi vrednostmi nekaterih

opcij:
Show[%, AspectRatio -> Automatic, PlotRange -> {-7,7}]
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9.2 Trirazsezna grafika

e ListPlot3D[m] narise ploskev, ki ima v tockah kvadratne mreze visine, ki jih podaja matrika
m.

e Plot3D[z, {x, xmin, xmax}, {y, ymin, ymax}] nariSe eksplicitno podano ploskev z =
z(z,y) nad pravokotnikom z,i, <z < Tmax, Ymin < Y < Ymax-

e ParametricPlot3D[{x,y,z}, {u, umin, umax}, {v, vmin, vmax}] nariSe parametri¢no
podano ploskev x = z(u,v), y = y(u,v), 2 = 2(u,v) za upyip < v < Umax, Vmin < ¥ < Umax.

e ParametricPlot3D[{x,y,z}, {t, tmin, tmax}] nariSe parametri¢cno podano prostorsko
krivuljo z = z(t), y = y(t), z = 2(¢) na intervalu i, <t < tmax.

e ParametricPlot3D[{x1,y1,z1}, {x2,y2,z2}, ...] narise vec¢ objektov hkrati.

9.3 Sestavljanje graficnih objektov

Pri nastetih graficnih funkcijah je slika le “stranski ucinek”  Vrednost, ki jo vrnejo, pa je
ustrezni graficni objekt. Izraz v Mma je graficni objekt, ¢e ima eno izmed naslednjih glav:
Graphics, Graphics3D, SurfaceGraphics, DensityGraphics, ContourGraphics. Funkcije
Plot, ParametricPlot in ListPlot vrnejo objekt tipa Graphics, P1ot3D in ListPlot3D vrneta
tip SurfaceGraphics, ParametricPlot3D vrne Graphics3D, DensityPlot vrne DensityGraphics
in ContourPlot vrne ContourGraphics.

Grafi¢ne objekte pa lahko sestavljamo tudi sami in jih prikazemo s Show. Argument grafi¢nega
objekta je seznam graficnih elementov in graficnih ukazov. Elementi se risejo po vrsti, grafi¢ni
ukazi pa veljajo za vse tiste elemente, ki jim v seznamu sledijo, oziroma dokler jih kak drug grafi¢ni
ukaz ne preklice. Ukaz

Show[Graphics[ {Point[{-1,0}], RGBColor[1,0,0], Point[{1,0}]1} 1]

bo narisal tocko (—1,0) érno, tocko (1,0) pa rdece.
Grafi¢ni elementi v ravnini (pod glavo Graphics) so:

e Point [{x,y}]: tocka (x,y)

e Line[{{x1,y1}, {x2,y2}, ...}]: lomljena crta skozi tocke (z1,y1), (x2,y2), ...
e Circle[{x,y}, rl: kroZnica s srediS¢em v (z,y) in s polmerom r

e Circlel[{x,y}, r, {fi1,fi2}]: krozni lok

e Circle[{x,y}, {a,b}]: elipsa s sredis¢em v (x,y) in s polosema a, b

e Circle[{x,y}, {a,b}, {fil,fi2}]: elipti¢ni lok

e Disk[{x,y}, rl: (zapolnjen) krog s srediSéem v (z,y) in s polmerom r, itd.

e Rectangle[{xmin,ymin}, {xmax,ymax}]: zapolnjen pravokotnik

e Polygon[[{{x1,y1}, {x2,y2}, ...}]: zapolnjen mnogokotnik z oglis¢i (z1,y1), (x2,y2),

Vse te elemente lahko uporabljamo tudi v prostoru (pod glavo Graphics3D), le da imajo
tam tocke pa¢ po tri koordinate. Razen tega imamo na voljo Se graficni element
Cuboid [{xmin,ymin,zmin}, {xmax,ymax,zmax}], ki predstavlja kvader.
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10

10.1

Algebra

Preoblikovanje izrazov

V nadaljevanju “ulomek” pomeni racionalno funkcijo.

10.2

Together [x]: vsoto ulomkov = postavi na skupni imenovalec
Apart [x]: zapiSe ulomek x kot vsoto delnih ulomkov

Factor[x]: stevec in imenovalec izraza x razcepi nad obsegom racionalnih stevil na neraz-
cepne faktorje

Expand [x]: v izrazu x distribuira mnozenje ¢ez sestevanje

ExpandNumerator [x]: v Stevcih ¢lenov izraza z distribuira mnozenje ¢ez sestevanje
ExpandDenominator [x]: v imenovalcih ¢lenov izraza x distribuira mnozenje ez sestevanje
ExpandAll[x]: v Stevcih in imenovalcih ¢lenov izraza = distribuira mnozenje ¢ez sestevanje
Cancel [x]: okrajsa ulomek x

Simplify[x]: izraz x preoblikuje na vec¢ nacinov in med dobljenimi izrazi izbere najkrajsega
(tj. tistega, ki minimizira vrednost funkcije LeafCount)

PowerExpand [x]: podizraze oblike (ab)” nadomesti z a*b*

Collect[x, t]: zapiSi izraz x kot polinom spremenljivke ¢

Polinomi
PolynomialQ[p, x]: ali je p polinom spremenljivke 27
Exponent [p, x]: najvecji eksponent spremenljivke z v polinomu p
Coefficient[p, x, nl: koeficient polinoma p pri potenci x"

CoefficientList[p, x]: seznam koeficientov polinoma p spremenljivke x, zac¢ensi s prostim
¢lenom

PolynomialQuotient[p, q, x]: koli¢nik pri deljenju polinoma p(z) s polinomom ¢(z)
PolynomialRemainder[p, q, x]: ostanek pri deljenju polinoma p(z) s polinomom g(x)

PolynomialDivision[p, q, x]: seznam {k,r}, kjer je k koli¢nik, r pa ostanek pri deljenju
polinoma p(x) s polinomom ¢(x)

PolynomialGCD[pl, p2, ...]: najvecji skupni delitelj polinomov py,pa,....
Polynomiall.CM[pl, p2, ...]: najmanjsi skupni veckratnik polinomov pi,po,....

FactorList [p]: seznam parov {g¢;, n;}, kjer je ¢; faktor z eksponentom n; v razcepu polinoma
p na nerazcepne faktorje nad obsegom racionalnih stevil

Resultant[p, q, x]: rezultanta polinomov p(z) in ¢(z)
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e Decompose[p, x]: seznam polinomov {pi,pa,...,pn} spremenljivke z, tako da je p(x) =
p1(p2(...(pn)-..))

e GroebnerBasis[{pl, p2, ...}, {x1, x2, ...}]: poisce reducirano Grébnerjevo bazo za
ideal, ki ga generirajo polinomi py(x1,x2,...), p2(x1,x2,...), glede na leksikografsko urejenost
1 >T9 > ...

10.3 Linearna algebra

Vektorje predstavimo kot sezname, matrike kot sezname vrstic. Tenzor ranga r predstavimo kot
vgnezden seznam globine r. Ce sta u in v vektorja dolzine n, a pa Stevilo, je

e a u produkt vektorja u s skalarjem a,

e u + v vsota vektorjev u in v,

e u v vektor s komponentami (ujvy, ugve, ..., Unty),
e u.v skalarni produkt vektorjev u in v.

Ce ima matrika a toliko stolpcev kot matrika b vrstic, je a.b produkt matrik a in b.

e Array[f, {nl, n2, .., nk}]: tenzor ranga k z elementi f(iy,i2,..., i)

e DiagonalMatrix[d]: diagonalna matrika s seznamom diagonalnih elementov d
e TdentityMatrix[n]: n-vrstna enotska matrika

e Transpose[a]: transponiranka matrike a

e al[[i,jl]: i, j-ti element matrike a

e a[[il]: ¢-ta vrstica matrike a

e Transpose[a] [[j]1]: j-ti stolpec matrike a

vrstic 41, ...,% N J1, ..., Jm
e VectorQ[x]: ali je x vektor?
e MatrixQ[x]: ali je x matrika?
e Dimensions[x]: seznam Stevila vrstic, stolpcev, ... tenzorja x
e Det[a]: determinanta kvadratne matrike a
e Inversel[a]: inverzna matrika kvadratne matrike a
e Minors([a, k]: matrika determinant vseh kvadratnih k-vrstnih podmatrik matrike a
e MatrixPower[a, n]: n-ta potenca matrike a
e MatrixExpl[al: matricna eksponentna funkcija matrike a

e NullSpace[a]: baza jedra matrike a
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11

11.1

11.2

LinearSolvel[a, b]: reSitev z sistema linearnih enacb ax = b

Length[a[[1]]] - Length[NullSpace([al]: rang matrike a

RowReduce [a]: matrika a, reducirana z elementarnimi vrsticnimi transformacijami
Eigenvalues[a]: seznam lastnih vrednosti matrike a

Eigenvectors[a]: seznam linearno neodvisnih lastnih vektorjev matrike a

Eigensystem[a]: seznam oblike { lastne vrednosti, lastni vektorji } matrike a; istolezne lastne
vrednosti in lastni vektorji si ustrezajo

SingularValues[a]: singularni razcep Stevilske matrike a
PseudoInverse[a]: psevdoinverzna matrika Stevilske matrike a
QRDecomposition[a]: QR razcep sStevilske matrike a

SchurDecomposition[a]: Schurov razcep stevilske matrike a

Analiza

Konstante
Pi: m
E: e =lim, ,oo(14+1/n)"
EulerGamma: v = limy,.oc(D>_;_; 1/k —Inn)
Catalan: > oo (—1)"/(2n + 1)?
GoldenRatio: ¢ = (14 /5)/2
Degree: m/180
I: kompleksno stevilo ¢
Infinity: oo

-Infinity: —o0

Elementarne funkcije

11.2.1 Algebraicne:

x+y, X y, x-y, x/y, x"y: vsota, produkt, razlika, kvocient, potenca

Sqrt[x]: vz
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11.2.2 Trigonometricne:

Sin[x], Cos[x], Tan[x], Cot[x]: sinz, cosz, tgz, ctgx
Sec[x], Csc[x]: 1/cosz, 1/sinz

ArcSin[x], ArcCos[x], ArcTan[x], ArcCot [x]: arcsinx, arccos x, arctgx, arcctgx

11.2.3 Eksponentne, logaritemske in hiperboli¢ne:

11.3

Exp[x] ali E°x: €*

Loglx]: Inx

Log[b,x]: log,

Sinh[x], Cosh[x], Tanh[x], Coth[x]: shz, chx, thx, cthx
Sech[x], Cschlx]: 1/chx, 1/shx

ArcSinh[x], ArcCosh[x], ArcTanh[x], ArcCoth[x]: arshx, archz, arth x, arcth

Infinitezimalni racun
Limit[f, x->a]: limita izraza f, ko gre x proti a
Limit[f, x->a, Direction->1]: leva limita izraza f, ko gre = proti a
Limit[f, x->a, Direction->-1]: desna limita izraza f, ko gre x proti a
D[f, x]: odvod izraza f po x
D[f, {x,n}]: n-ti odvod izraza f po x
D[f, x1, x2, .., xnl: parcialni odvod izraza f po xp,...,2T2, 21

D[f, x, NonConstants->s]: odvod izraza f po x, pri ¢emer so spremenljivke iz seznama s
implicitno odvisne od x

Dt [f]: totalni diferencial izraza f

Dt[f, x]: odvod izraza f po z, pri ¢emer so vse nastopajoce spremenljivke implicitno odvisne
od z

Dt[f, x1, x2, .., xn]: parcialni odvod izraza f po xy,...,T2,T1, pri cemer so vse
nastopajoce spremenljivke implicitno odvisne od x1,x2,...,x,

Dt[f, x, Constants->s]: odvod izraza f po x, pri ¢emer so spremenljivke iz seznama s
neodvisne od x

SetAttributes[c, Constant]: c je konstanta v vseh okolis¢inah

£2[x], £2° [x], ...0 f(x), f"(x),...
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12 Vzorci

VZOREC PREDSTAVLJA

a (atom) a

_ poljuben izraz

X_ poljuben izraz (z imenom x)

_ poljubno neprazno zaporedje izrazov

X__ poljubno neprazno zaporedje izrazov (z imenom x)

L poljubno zaporedje izrazov

X___ poljubno zaporedje izrazov (z imenom x)

x_h izraz z glavo h

v2?7f izraz, ki ustreza vzorcu vz in pri katerem je predikat £ izpolnjen

vz /; pog izraz, ki ustreza vzorcu vz in ki zadosca pogoju pog

X:02 izraz, ki ustreza vzorcu vz (z imenom x)

vz1|vze| ... |vz, | izraz, ki ustreza vsaj enemu od vzorcev vzi, vz, ..., 02,

vZ.. neprazno zaporedje izrazov, od katerih vsak ustreza vzorcu vz

vZ... zaporedje izrazov, od katerih vsak ustreza vzorcu vz

X_:v privzeta vrednost za manjkajoc¢i argument x

X_ vgrajena privzeta vrednost za manjkajoci argument x

vzo[vzy ..., vz, | izraz oblike f[x1, ..., xnl, kjer f ustreza vzorcu vzp, xi pa vzorcu vz;
13 Pogoste napake

Zelo ¢udne stvari se lahko dogodijo, kadar:

1.

2.

pozabimo znak & na koncu definicije ¢iste funkcije,
v enacCbi uporabimo znak = namesto ==,

v vzorcu oblike x_?7f, kjer je f Cista funkcija, le-te ne obdamo z okroglimi oklepaji (_ veze
namre¢ mocneje kot &),

. argumentu funkcije v telesu funkcije spreminjamo vrednost (¢e zelimo to poceti,

uvedemo lokalnega “dvojnika”, npr. namesto f[x_] := Module[{}, x = x + 1] napisemo
flx_] := Module[{xx = x}, xx = xx + 1]),

simbol z vrednostjo uporabimo kot vezano spremenljivko ali kot nedolo¢enko (argument ¢iste
funkcije v polnem zapisu, integracijska spremenljivka, neznanka v sistemu enachb),

. ne postavimo presledka med faktorja, prvi od katerih je simbol.
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