
UVOD V LINEARNE KONTROLNE SISTEMEBor Plestenjak10. oktober 20051 UvodKontrolni sistemi nastopajo na najrazli£nej²ih podro£jih. Skupno vsem je, da imamo dinami£nisistem, na katerega lahko vplivamo z vhodnimi podatki. Cilj je vplivati na sistem tako, da se bonjegovo obna²anje £im bolj ujemalo z zastavljenimi ilji. Npr.:
• �e si kot sistem predstavljamo sobo s klimatsko napravo, lahko s priºiganjem in uga²anjemnaprave doseºemo, da bo temperatura v sobi £im bliºje ºeljeni.
• Kot sistem si lahko predstavljamo vse semaforje v mestu. Z ustreznim priºiganjem inuga²anjem lu£i lahko doseºemo, da bo promet £im bolj teko£.
• Na ekonomsko situaijo v drºavi lahko vplivamo npr. z vi²ino davkov in drugimi parametri.
• Na dlani drºimo metlo in se trudimo, da bi stala pokoni. Tudi to je primer kontrolnegasistema.Pri teoriji kontrolnih sistemov se ukvarjamo s tem, kako regulirati dani sistem, da se bo £imbolj pribliºal postavljenim iljem. V vhodno-izhodni obliki lahko kontrolni sistem predstavimov obliki naslednjega diagrama:

sistemvhod izhod

u(t) y(t)x(t)Sistem reguliramo z vhodom u(t), izhod iz sistema, ki je odvisen od vhoda, pa je y(t).Notranje spremenljivke, ki opisujejo stanje sistema, so x(t). Pravimo tudi, da sistem vzbujamoz vhodom u(t), odziv sistema pa je izhod y(t). Pri tem je ilj vhod dolo£iti tako, da bo izhod£im bolj zado²£al izbranim kriterijem. Na nekaterih podro£jih (npr. elektrotehnika) govorimo osignalih in sta tako u(t) in y(t) vhodni oz. izhodni signal.Sistem si lahko predstavljamo kot transformaijo T , ki vhod preslika v izhod, torej
y(t) = T [u(t)]. (1)De�niija 1 Sistem (1) je

• linearen, £e za poljubna vhoda u1(t), u2(t) in skalarja c1, c2 velja
T [c1u1(t) + c2u2(t)] = c1T [u1(t)] + c2T [u2(t)],1



• £asovno nespremenljiv, £e za poljuben t0 velja
y(t − t0) = T [u(t − t0)],

• vzro£en, £e velja T [u1(t)] = T [u2(t)] za vse t natanko tedaj, ko za vse t velja u1(t) = u2(t).Vodenje sistema ponavadi poteka avtomati£no preko regulatorja ali krmilnika, ki proizvajavhod u(t). Pri tem lo£imo sisteme na dve vrsti.Preprostej²a oblika so odprtozan£ni sistemi, kjer delovanje krmilnika ni odvisno od izhodasistema. Npr.:
• Lu£i na semaforjih priºigamo in uga²amo v vnaprej predpisanih £asovnih intervalih, neod-visno od prometne situaije.Shemo odprtozan£nega kontrolnega sistema predstavlja naslednja slika:

sistemvhod izhod

u(t) y(t)
krmilnik

x(t)Kompleksnej²a oblika so zaprtozan£ni sistemi, kjer imamo povratno zanko med izhodom inregulatorjem. Shema zaprtozan£nega sistema je predstavljena na naslednji sliki:
sistemvhod izhod

u(t) y(t)
regulator

x(t)

povratna zvezaPrimeri zaprtozan£nih sistemov so npr.:
• Sistem, ki odvisno od prometne situaije krmili semaforje v mestu s iljem prepre£evanjazastojev.
• Avtomatska klimatska naprava, kjer sistem glede na temperaturo sobe, ki je v bistvu izhodsistema, samodejno vklaplja in izklaplja napravo.2 Klasi£na teorijaPri klasi£ni teoriji imamo linearni zvezni £asovno nespremenljivi kontrolni sistem, kjer sta vhodin izhod skalarja, oziroma, u in y sta realni funkiji £asa. Z vhodom u(t) reguliramo obna²anjesistema in s tem izhod y(t). �e je ilj, da se y(t) £im bolj ujema z danim referen£nim signalom r(t),potem tak sistem imenujemo servomehanizem. V primeru, ko je referen£ni signal konstanten, jeto regulator. Zgled za regulator je npr. klimatska naprava, kjer ºelimo imeti temperaturo £imbliºje nastavljeni.V klasi£ni teoriji ima zvezni model obliko diferenialne ena£be n-tega reda

y(n)(t) + k1y
(n−1)(t) + · · · + kn−1y

′(t) + kny(t) = β0u
(m)(t) + β1u

(m−1)(t) + · · · + βmu(t), (2)kjer je ponavadi m < n. 2



Pri predpostavki, da so vsi za£etni pogoji za y in u ni£elni, torej y(i)(0) = 0 za i = 1, . . . , nin u(j)(0) = 0 za j = 1, . . . ,m, z Laplaeovo transformaijo dobimo
k(s)ỹ(s) = β(s)ũ(s), (3)kjer je

k(s) = sn + k1s
n−1 + · · · + kn,

β(s) = β0s
m + β1s

m−1 + · · · + βm,

ỹ(s) = L(y(t)) =

∫
∞

0
y(t)e−stdt,

ũ(s) = L(u(t)).Tako dobimo
ỹ(s) = g(s)ũ(s), (4)kjer je g(s) = β(s)/k(s) prenosna funkija.

g(s)
y(s)u(s)~ ~Prenosna funkija je raionalna funkija, katere ²teve in imenovale sta Laplaeovi trans-formiranki vhoda oziroma izhoda. Ni£le karakteristi£nega polinoma k(s) so poli prenosne funkije

g(s), ni£le prenosne funkije pa so ni£le β(s). Vsako prenosno funkijo lahko zapi²emo v t.i. oblikiz ni£lami, poli in oja£enjem kot
g(s) = K

(s − z1) · · · (s − zm)

(s − µ1) · · · (s − µn)
. (5)�e poznamo vhod u(t) in s tem transformiranko ũ(s), lahko dobimo re²itev y(t) s pomo£jorazvoja v parialne ulomke. Naj bodo poli prenosne funkije vsi enostavni. Potem v razvoju g(s)v parialne ulomke dobimo £lene oblike ci/(s−µi). Od tod po inverzni Laplaeovi transformaijidobimo v y(t) £lene cie

µit. Podobno lahko naredimo tudi v primeru ve£kratnega pola, le da sedajv y(t) dobimo £len pi(t)e
µit, kjer je pi polinom stopnje za eno manj²e od ve£kratnosti pola µi.Impulzni odziv je izhod sistema, £e za vhod vzamemo Diraovo delta funkijo δ(t), ki jede�nirana z ∫

∞

−∞

δ(t)dt = 1in δ(t) = 0 za t 6= 0 (predstavljamo si lahko, da to situaijo dobimo v limiti primerno izbranegazaporedja funkij). V tem primeru vhod u(t) = δ(t) imenujemo enotski impulz, impulzni odzivpa ozna£imo s h(t), torej h(t) = T [δ(t)]. Impulzni odziv nam opi²e na² sistem, saj zaradi
u(t) =

∫
∞

−∞

u(s)δ(t − s)dsza poljuben vhod velja
y(t) = T [u(t)] =

∫
∞

−∞

u(s)h(t − s)ds,izhod je torej konvoluija vhoda in impulznega odziva. Enotski impulz nastopi npr. pri sistemuuteºi in vzmeti, ko se na za£etku ena uteº zaleti v drugo. Pri tem pride do trenutnega impulza.3



Zelo pomemben je tudi odziv sistema, £e za vhod vzamemo enotsko stopnio
e(t) =

{
1 za t ≥ 0,
0 za t < 0.V tem primeru govorimo o stopni£nem odzivu g(t) = T [e(t)]. Do stopni£nega odziva pride npr.takrat, ko vklju£imo kak neskon£en proes, npr. priºgemo klimatsko napravo.De�niija 2 Linearni zvezni £asovno nespremenljivi sistem je vzhodno-izhodno stabilen, kadarje v primeru omejenega vhoda tudi izhod omejen. To pomeni, da za vsako konstanto M > 0obstaja N > 0, da iz |u(t)| ≤ M sledi |y(t)| ≤ N za vsak t ≥ 0.Sistem je vhodno-izhodno stabilen, £e je njegov impulzni odziv h(t) v L1(R), torej obstajakonstanta K, da velja ∫

∞

−∞

|h(t)|dt ≤ K.
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Na slikah imamo impulzna odziva odprtozan£nih sistemov s prenosnima funkijama
g1(s) =

(s − 4)(s + 2)

(s + 1.5)(s + 0.1 − 2i)(s + 0.1 + 2i)
, g2(s) =

(s − 4)(s + 2)

(s + 1.5)(s − 0.1 − 2i)(s − 0.1 + 2i)
.Prvi sistem je stabilen, drugi pa ne. Stabilnost sistema je odvisna od polov prenosne funkije

µ1, . . . , µn. �e za vse pole velja, da je re(µi) < 0, je sistem stabilen. V primeru, ko obstaja
re(µi) > 0, je sistem nestabilen. V primeru enostavnih polov na imaginarni osi ostane odzivomejen in sier gre v primeru µi = 0 proti konstanti, v primeru £isto imaginarnih polov pa protisinusnemu nihanju.Naslednja slika prikazuje stopni£ni odziv sistema podanega s prenosno funkijo

g(s) =
(s − 1)(s + 4)

(s + 1)(s + 0.4 − 3i)(s + 0.4 + 3i)
. (6)
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Vsak izhod lahko razdelimo na vsoto prehodnega odziva in staionarnega odziva. Vemo, da jeizhod sestavljen kot vsota funkij oblike cikt
keµit. V prehodni odziv pridejo £leni, ki gredo proti

0, ko gre t → ∞, torej re(µi) < 0, ostali £leni pa v staionarni odziv. Kot je vidno tudi iz zgornjeslike, se pri majhnem t, ko prevladuje prehodni odziv, vrednosti lahko dosti razlikujejo od ºeljenekon£ne vrednosti.
g(s)

y(s)u(s)~ ~

h(s)

e(s)~

-

+

V primeru povratne zveze imamo ẽ(s) = ũ(s) − h(s)ỹ(s). Od tod dobimo ỹ(s) = g(s)ẽ(s) =
g(s)(ũ(s) − h(s)ỹ(s)). Ko izrazimo ỹ(s), dobimo

ỹ(s) =
g(s)

1 + g(s)h(s)
ũ(s) = gz(s)ũ(s),kjer je gz zaprtozan£na prenosna funkija.Denimo, da je vhod enotska stopnia u(t) = e(t). Naj bo

gz(s) =

∏n
i=1(−µi)

∏m
i=1(s − yi)∏m

i=1(−yi)
∏n

i=1(s − µi)
,kjer so poli zaprtozan£ne prenosne funkije enostavni. Potem dobimo ũ(s) = 1/s in

y(t) = 1 +

n∑

i=1

Aie
µit,kjer je

Ai = lim
s→µi

(s − µi)gz(s)

µi
.Denimo, da imamo stabilen sistem. �e za vhod vzamemo sinusni signal u(t) = u0 cos(ωt),kjer je u0 konstanta, potem se izkaºe, da tudi staionarni odziv niha s frekveno ω in ima obliko

y(t) = u0|gz(iω)| cos[ωt + arg(gz(iω))].To pomeni, da se amplituda pomnoºi s faktorjem |gz(iω)|, ki mu pravimo amplitudni odziv,faznemu premiku odziva arg(gz(iω)) pa pravimo fazni odziv. Funkijo gz(iω), iz katere dobimozgornji dve koli£ini, imenujemo frekven£na prenosna funkija. Za izbrano frekven£no obmo£jelahko nari²emo grafa amplitudnega in faznega odziva ter tako dobimo Bodejev diagram. V temdiagramu amplitudni odziv merimo v deibelih kot
|G(iω)||dB = 20 log10 |G(iω)|,fazni odziv pa v stopinjah. Naslednja slika prikazuje Bodejev diagram za sistem s prenosnofunkijo (6). 5
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3 Opis v prostoru stanjV prostoru stanj linearni zvezni £asovno nespremenljivi kontrolni sistem opi²emo z ena£bama
ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t), x(t0) = x0, t ≥ t0, (7)
y(t) = Cx(t) + Du(t), (8)kjer so A ∈ R

n×n matrika stanja, B ∈ R
n×m vhodna matrika, C ∈ R

r×n izhodna matrika,
D ∈ R

r×m matrika direktnega prenosa, x(t) ∈ R
n vektor stanja, u(t) ∈ R

m vhodni signal in
y(t) ∈ R

r izhodni signal. Ponavadi velja m ≤ n in r ≤ n. Ena£bi (7) pravimo ena£ba stanja, (8)pa je izhodna ena£ba.Iz stanja sistema x0 v trenutku t0 in obna²anja vhoda na £asovnem intervalu (t0, t) lahkoreguliramo obna²anje izhoda za t ≥ t0.Sistem lahko opi²emo tudi tako, da matrike A,B,C in D, ki sestavljajo linearni zvezni kon-trolni sistem, sestavimo v blo£no matriko
[

A B
C D

]
.Velja:

• £e je m = 1 imamo enovhodni sistem in lahko pi²emo B = b ∈ R
n,

• £e je m > 1 imamo ve£vhodni sistem,
• £e je r = 1 imamo enoizhodni sistem in lahko pi²emo C = cT za c ∈ R

n,
• £e je r > 1 imamo ve£izhodni sistem,
• v primeru m = 1 in r = 1 imamo univariantni sistem oz. SISO sistem (single-inputsingle-output),
• v primeru m > 1 in r > 1 imamo multivariantni sistem oz. MIMO sistem (multi-inputmulti-output),
• £e je u(t) ≡ 0, imamo nevsiljeni sistem,
• ponavadi je D = 0.

6



Pri nekaterih linearnih kontrolnih sistemih so lahko vektorji stanja, vhoda in izhoda de�niranile ob �ksnih trenutkih tk = k∆t, kjer £asovno konstanto ∆t imenujemo interval vzor£enja. V temprimeru imamo linearni diskretni £asovno nespremenljivi linearni sistem, ki ga lahko zapi²emo vobliki
xk+1 = Adxk + Bduk, (9)
yk+1 = Cdxk + Dduk. (10)En na£in, kako lahko pridemo do diskretnega sistema, je diskretizaija linearnega zveznegakontrolnega sistema. V tem primeru predpostavimo, da je vhodni vektor u(t) konstanten naintervalu (k − 1)∆t ≤ t < k∆t. Do tak²ne situaije pride npr. takrat, ko uporabljamo digitalnokrmiljenje.V nekaterih primerih linearni kontrolni sistem opi²emo v obliki

Eẋ(t) = Ax(t) + Bu(t),

y(t) = Cx(t) + Du(t)za zvezni primer oziroma
Exk+1 = Adxk + Bduk,

yk+1 = Cdxk + Ddukza diskretni primer, v obeh primerih je E ∈ R
n×n. Tak²nim sistemom pravimo deskriptorskisistemi oz. singularni, £e je E singularna. V primeru, ko je E nesingularna, lahko deskriptorskisistem prevedemo na obliko (7,8) oz. (9,10). Je pa res, da z numeri£nega stali²£a v primeru, koje E blizu singularne matrike, zaradi slabe pogojenosti ni priporo£ljivo uporabljati matrike E−1.Tako kot pri klasi£ni teoriji lahko tudi sedaj s pomo£jo Laplaeove transformaije pridemodo prenosne funkije. V zveznem primeru pri x(0) = 0 dobimo

ỹ(s) = G(s)ũ(s),kjer sta ỹ(s) in ũ(s) Laplaeovi transformiranki u(t) in y(t), za prenosno funkijo G(s) pa velja
G(s) = C(sI − A)−1B + D. (11)Lastne vrednosti A so zelo pomembne za obna²anje sistema. Imenujemo jih tudi poli sistema.4 Re²itev ena£be stanjaRe²itev nevsiljenega sistema

ẋ = Ax, x(0) = x0je
x(t) = eAtx0,kjer je eAt eksponentna funkija matrike. Nekaj njenih lastnosti je

• eAt =
∑

∞

k=0
(At)k

k! = I + At + 1
2(At)2 + · · · ,

• eA(t+s) = eAteAs,
• eAt je vedno nesingularna matrika, 7



• (eAt)−1 = e−At,

• d
dt

(eAt) = AeAt = eAtA.Matriko eAt imenujemo tudi zvezna prehodna matrika stanja, saj velja
x(t) = eA(t−s)x(s)in lahko tako z mnoºenjem s prehodno matriko pridemo iz enega stanja v drugega.V primeru nehomogene ena£be

ẋ = Ax(t) + Bu(t), x(0) = x0je re²itev
x(t) = eAtx0 +

∫ t

0
eA(t−s)Bu(s)ds.O£itno je, da za re²evanje ena£be stanja potrebujemo ekonomi£no in natan£no ra£unanje ek-sponentne funkije matrike in ra£unanje integralov z eAt. Teoreti£no si sier lahko pomagamo zJordanovo formo, toda vemo, da je Jordanova forma numeri£no nestabilna. Obstaja ve£ numer-i£nih metod za ra£unanje eksponentne funkije matrike, a nobena ni popolna [3℄. Obravnavalibomo nekaj metod, ki so se izkazale za bolj²e od ostalih.Za teoreti£ne izpeljave bo zelo koristna re²itev dobljena preko Jordanove forme. Naj bo

A = XJX−1, kjer je J Jordanova forma oblike J = diag(J1, J2, . . . , Jm), in kjer je Jk Jordanovakletka dimenzije nk oblike
Jk =




λk 1. . . . . .. . . 1
λk


in n1 + · · · + nm = n. Potem je

eAt = XeJtX−1 = Xdiag(eJ1t, eJ2t, . . . .eJkt)X−1,kjer je
eJkt = eλkt




1 t 1
2! t

2 · · · · · · 1
(nk−1)! t

nk−1. . . . . . . . . .... . . . . . . . . ...
1 t 1

2! t
2

1 t
1




.Od tod dobimo
x(t) =

m∑

i=1

nj∑

j=1

gij
tj

j!
eλitxij,£e je

X = [x11 · · · x1n1
x21 · · · x2n2

· · · xmm1
· · · xmnm ]matrika lastnih in korenskih vektorjev. Za koe�iente gij velja

g = [ g11 · · · g1n1
g21 · · · g2n2

· · · gmm1
· · · gmnm ]T ,8



kjer je g = X−1x0.V primeru, ko se da A diagonalizirati, se da odziv sistema izraziti z linearno kombinaijolastnih nihanj vzdolº lastnih vektorjev xi v obliki eλitxi. Matriki X = [x1 · · · xn ] z lastnimivektorji pravimo modalna matrika.Pri diskretnem sistemu je re²itev homogene ena£be stanja xk+1 = Axk podana z xk = Akx0,re²itev nehomogene ena£be stanja xk+1 = Axk + Buk pa je
xk = Akx0 +

k−1∑

i=0

Ak−i−1Bui.Tukaj je glavni problem, kako natan£no in u£inkovito izra£unati potene Ak.Zvezni sistem lahko aproksimiramo z diskretnim sistemom. To uporabimo npr. v primerudigitalnega krmiljenja, ko ima vhod u(t) obliko kosoma linearne funkije. Predpostavimo torej,da velja u(t) = u(k∆t) za k∆t ≤ t < (k + 1)∆t, kjer je ∆t interval vzor£enja. Re²itev zveznegasistema
ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t), x(t0) = x0,

y(t) = Cx(t) + Du(t)za t ≥ k∆t je
x(t) = eA(t−k∆t)x(k∆t) +

∫ t

k∆t

eA(t−s)Bu(s)ds,

y(t) = Cx(t) + Du(t),torej za vektor stanja v trenutku t = (k + 1)∆t velja
x((k + 1)∆t) = eA∆tx(k∆t) +

(∫ ∆t

0
eAsds

)
Bu(k∆t)ds.�e ozna£imo

xk = x(k∆t), yk = y(k∆t), uk = u(k∆t),dobimo diskretni sistem
xk+1 = Adxk + Bduk,

yk+1 = Cxk + Duk,kjer je
Ad = eA∆t, Bd =

(∫ ∆t

0
eAsds

)
B.5 StabilnostDe�niija 3 Linearni zvezni £asovno nespremenljivi invariantni sistem, opisan z homogenoena£bo

ẋ = Ax(t), x(0) = x0 (12)je
• asimptoti£no stabilen, £e za vsak x0 velja limt→∞ x(t) = 0,9



• stabilen, £e za vsak x0 obstaja konstanta c, da je ‖x(t)‖ < c, ko gre t → ∞,
• nestabilen, £e obstaja x0, pri katerem gre ‖x(t)‖ → ∞, ko gre t → ∞.Stabilnost je odvisna od lastnih vrednosti matrike A.Izrek 4 Naj bodo λk, k = 1, . . . , n, lastne vrednosti matrike A. Potem za sistem (12) velja:
• Sistem je asimptoti£no stabilen, £e za vse lastne vrednosti velja re(λk) < 0.
• Sistem je stabilen, £e za vse lastne vrednosti velja re(λk) ≤ 0, tiste lastne vrednosti, kjer je

re(λk) = 0 pa so polenostavne.
• Sistem je nestabilen, £e obstaja lastna vrednost z re(λk) > 0 ali pa defektna lastna vrednostz re(λk) = 0.De�niija 5 �e za vse lastne vrednosti λk matrike A velja re(λk) < 0, potem je A stabilnamatrika. V tem primeru je

min{−re(λk) : k = 1, . . . , n}meja stabilnosti matrike A.Pri de�niiji stabilnosti smo upo²tevali, da je za£etni pogoj x0 lahko poljuben. �e omejimo
x0 na nek invariantni podprostor U matrike A, potem je U tudi invariantni podprostor za eAt, topa pomeni, da velja x(t) ∈ U za poljuben t ≥ 0. Za tak²ne primere je pomembno, £e je matrika
A zoºena na podprostor U , stabilna ali ne.Ozna£imo

C
− = {z ∈ C; re(z) < 0},

iR = {z ∈ C; re(z) = 0},
C

+ = {z ∈ C; re(z) > 0}.

R
n lahko razdelimo na R

n = U− ⊕U0 ⊕U+, kjer so U−, U0 in U+ invariantni podprostori A, kipo vrsti pripadajo lastnim vrednostim iz C
−, iR in C

+. Sedaj gre x(t) proti 0 natanko takrat,ko velja x0 ∈ U−, norma ‖x(t)‖ pa ostane omejena, £e je x0 ∈ U− ⊕ U0. Zato lahko re£emo, daje U− asimptoti£no stabilen, U− ⊕ U0 stabilen, U+ pa nestabilen podprostor sistema (12).Asimptoti£na stabilnost nam pri kontrolnem sistemu ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) zagotavlja, dabo pri omejenem vhodu u(t) tudi stanje x(t) omejeno. Obstajajo metode, kako lahko dolo£imostabilnost sistema brez ra£unanja lastnih vrednosti matrike A. Nekaj moºnosti je:
• preko koe�ientov karakteristi£nega polinoma,
• preko matri£ne ena£be Ljapunova,
• z uporabo Gershgorinovih krogov in drugih lokaijskih izrekov.Podobno teorijo lahko razvijemo tudi za diskretne sisteme.Izrek 6 Sistem xk+1 = Axk je
• asimptoti£no stabilen natanko tedaj, ko je ρ(A) < 1,
• stabilen kadar je ρ(A) = 1, tiste lastne vrednosti, kjer je |λk| = 1 pa so polenostavne,10



• nestabilen kadar je ρ(1) > 1 ali pa obstaja defektna lastna vrednost z |λk| = 1.De�niija 7 �e za njen spektralni radij velja ρ(A) < 1, potem je A konvergentna matrika.Med diskretnim in zveznim modelom obstaja naslednja povezava. �e je A matrika diskretnegasistema in je A+ I obrnljiva, lahko de�niramo Az = (A− I)(A+ I)−1. Med lastnimi vrednostmi
µ matrike Az in lastnimi vrednostmi λ matrike A velja povezava

λ =
1 + µ

1 − µ
oz. µ =

λ − 1

λ + 1
.To pomeni, da je |λk| < 1 natanko tedaj, ko je re(µk) < 0. Od tod sledi, da je A konvergentnamatrika natanko tedaj, ko je Az stabilna matrika.Tudi za preverjanje konvergentnosti matrike A imamo poleg ra£unanja lastnih vrednosti navoljo ²e druge kriterije. Spet lahko uporabimo npr. koe�iente karakteristi£nega polinoma ali padiskretno matri£no ena£bo Ljapunova.6 Vodljivost in spoznavnostDe�niija 8 Linearni kontrolni sistem ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t), x(0) = x0, je v eloti vodljiv,£e za poljubno za£etno stanje x0 in poljubno predpisano kon£no stanje xf obstaja kon£ni tf inkontrola u(t), 0 ≤ t ≤ tf , da je x(tf ) = xf .�e je sistem vodljiv, potem pravimo, da je par (A,B) vodljiv. Pri vodljivem sistemu lahko sprimerno izbrano kontrolno funkijo u iz poljubnega za£etnega stanja v kon£nem £asu doseºemopoljubno predpisano kon£no stanje. Izkaºe se, da lahko brez ²kode za splo²nost vedno privza-memo, da je xf = 0.Izrek 9 Linearni kontrolni sistem (7,8) je v eloti vodljiv natanko tedaj, ko ima n×nm kontro-labilna matrika

P = [B AB · · · An−1B ]rang n. �e je rang(B) = p, se to reduira na
rang ([B AB · · · An−pB ]) = n.Podobno, kot smo R

n razdelili na stabilen in nestabilen podprostor, lahko sedaj prostorrazdelimo na vodljiv podprostor C in na nevodljivi podprostor C⊥, pri £emer C sestavljajo tistivektorji x0, za katere velja, da lahko s primerno kontrolo v kon£nem £asu stanje pripeljemo v 0.V ²tevilnih primerih ne potrebujemo, da je sistem v eloti vodljiv. �e ºelimo stabiliziratidani sistem, potem nam zado²£a, da velja C ⊆ U0 ⊕ U+. To pomeni, da lahko vsa stanja, kine pripadajo asimptoti£no stabilnemu podprostoru U−, vodimo proti 0. �e sistem izpolnjuje tapogoj, potem pravimo, da seda stabilizirati. Ker je to odvisno le od matrik A in B, pravimo tudi,da se par (A,B) da stabilizirati. Seveda se sistem avtomati£no da stabilizirati kadar je vodljiv.�e sistem ni v eloti vodljiv, ga lahko z nesingularno transformaijo stanja prevedemo vobliko [
ẋ1

ẋ2

]
=

[
A11 A12

0 A22

] [
x1

x2

]
+

[
B1

0

]
u(t),kjer je par (A11, B1) vodljiv, dimenzija x1 pa je rang ([ B AB · · ·An−1B ]) < n. Vektor x2(t)vsebuje komponente stanja, ki so popolnoma nevodljive. Lastne vrednosti A22 so nevodljivi polisistema. Sistem se da stabilizirati, £e je A22 stabilna matrika. Lastna nihanja sistema, ki se dastabilizirati, so asimptoti£no stabilna. �e je sistem asimptoti£no stabilen, potem se torej tudi dastabilizirati. 11



De�niija 10 Linearni kontrolni sistem ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t), x(0) = x0, y(t) = Cx(t) je veloti spoznaven, £e za vsako za£etno stanje x0 obstaja kon£ni £as tf , da lahko iz poznavanja u(t)in y(t) za 0 ≤ t < tf dolo£imo x0.Spoznavnost pomeni, da lahko prostor stanj dolo£imo le z opazovanjem. Vse je odvisno odpara (A,C).Izrek 11 Linearni kontrolni sistem (7,8) je v eloti spoznaven natanko tedaj, ko ima rn × nspoznavnostna matrika
Q =




C
CA...

CAn−1


rang n.Opazimo lahko, da je spoznavnostna matrika ravno transponirana vodljivostna matrika Pza par (AT , CT ). Zaradi tega lahko za ugotavljanje spoznavnosti uporabimo tudi kak²no izmedmetod, ki jih imamo za ugotavljanje vodljivosti.Za linearni kontrolni sistem (7,8) oz. za matri£ni par (C,A) pravimo, da je zaznaven, £e separ (AT , CT ) da stabilizirati.7 Razporejanje polovNajpreprostej²i na£in zaprtozan£nega linearnega sistema je, da uporabimo linearno povratnozvezo in za vhod uporabimo

u(t) = −Kx(t),kjer je K ∈ R
m×n povratna matrika. Seveda to lahko naredimo le, £e imamo v vsakem trenutkudostop do stanja x(t). Ena£ba stanja v ustreznem zaprtozan£nem sistemu je potem

ẋ(t) = (A − BK)x(t).Ker je obna²anje sistema, ko gre t proti neskon£nosti, dolo£eno s poli sistema, si ponavadiizberemo povratno matriko K tako, da bodo lastne vrednosti A−BK leºale v izbranem obmo£jukompleksne ravnine. Izkaºe se, da lahko pole razporedimo skoraj poljubno, saj velja naslednjiizrek.Izrek 12 Naj bo Λ za konjugiranje zaprta mnoºia n kompleksnih ²tevil. Za poljubno takomnoºio Λ obstaja matrika K ∈ R
m×n pri kateri so lastne vrednosti A − BK enake Λ natankotedaj, ko je par (A,B) vodljiv.Izkaºe se, da je matrika K, s katero razporedimo pole, enoli£na, £e imamo enovhodni sistem,sier pa imamo neskon£no mnogo re²itev.Dostikrat nimamo dostopa do stanja x(t) in moramo potem za povratno zvezo uporabitiizhod y(t). V tem primeru za vhod vzamemo

u(t) = −Ky(t).Ker je y(t) = Cx(t) (predpostavimo, da je D = 0), potem dobimo zaprtozan£ni sistem z ena£bostanja
ẋ(t) = (A − BKC)x(t).Podobno kot prej ºelimo dolo£iti K tako, da bo imela matrika A − BKC vnaprej predpisanorazporeditev lastnih vrednosti. 12



8 Optimalna kontrolaObstaja ve£ vhodnih funkij, s katerimi reguliramo sistem tako, da se, ko gre t → ∞, £imbolj ujema z zastavljenimi ilji. Ponavadi pa nam ne zado²£a kakr²na koli re²itev, temve£ biradi poiskali optimalno glede na dolo£ene kriterije. Npr., £e s klimatsko napravo uravnavamotemperaturo v prostoru, potem bi radi to naredili tako, da bomo porabili £im manj energije.Podobno, £e imamo sistem blaºilnikov v avtomobilu, potem bi radi, da delujejo tako, da se bodopotniki po£utili udobno.Pri problemu optimalne linearne kvadrati£ne kontrole i²£emo tisto vhodno funkijo sistema(7,8), ki minimizira
J(x) =

∫
∞

0

(
xT (t)Qx(t) + uT (t)Ru(t)

)
dt, (13)kjer je Q = MT M semide�nitna matrika, R pa pozitivno de�nitna matrika. Matrika Q je uteºstanja, matrika R pa uteº kontrole.Izkaºe se, da ima problem (13) re²itev, £e se par (A,B) da stabilizirati in je par (A,Q)zaznaven. Do re²itve pridemo z re²evanjem algebrai£ne Riatijeve ena£be

XA + AT X + Q − XBR−1BTX = 0. (14)�e je X enoli£na pozitivno semide�nitna re²itev (14) in de�niramo K = R−1BT X, potem jeoptimalna vhodna funkija u0(t), ki minimizira (13), podana z
u0(t) = −Kx(t).Velja tudi, da je zaprtozan£na matrika A−BK stabilna in da je minimalna vrednost J(x) enaka

xT
0 Xx0, kjer je x0 = x(0).De�niija 13 Algebrai£ni Riatijevi ena£bi

XA + AT X + Q − XSX = 0, (15)kjer je S = BR−1BT pravimo zvezna algebrai£na Riatijeva ena£ba oz. s kratio CARE. �e jesimetri£na matrika X taka re²itev CARE, da je matrika A− SX stabilna, potem pravimo, da je
X stabilizirajo£a re²itev.De�niija 14 Matriko H oblike

H =

[
A G
Q −AT

]
,kjer so A,G in Q n × n matrike in sta G in Q simetri£ni, imenujemo Hamiltonska matrika.�e de�niramo po²evno simetri£no matriko

J =

[
0 I
−I 0

]
,kjer je I identiteta n × n, potem je H Hamiltonska matrika natanko tedaj, ko velja

HJ = (HJ)T .Riatijevi ena£bi (15) je pridruºena Hamiltonska matrika
H =

(
A −S
−Q AT

)
. (16)13



Izkaºe se, da ima v primeru, ko se par (A,B) da stabilizirati in je par (A,Q) zaznaven, Hamilton-ska matrika (16) n lastnih vrednosti v C
−, n lastnih vrednosti v C

+ in nobenih lastnih vrednostiv iR. V tem primeru ima CARE (15) enoli£no stabilizirajo£o re²itev X. Velja ²e, da so lastnevrednosti zaprtozan£ne matrike A − BK ravno stabilne lastne vrednosti H.En numeri£en algoritem za re²evanje problem optimalne kontrole tako poteka preko ra£unanjastabilnega invariantnega podprostora pridruºene Hamiltonske matrike.Pri diskretnih linearnih sistemih (9), (10) i²£emo vhod, ki bo minimiziral
JD(x) =

∞∑

k=0

(xT
k Qxk + ukRuk).S tem problemom je povezana diskretna algebrai£na Riatijeva ena£ba

AT XA − X + Q − AT XB(R + BTXB)−1BTXA = 0oziroma s kratio DARE.Literatura[1℄ S. Barnett, R. G. Cameron: Introdution to Mathematial Control Theory, Seond Edition,Clarendon Press, Oxford, 1985.[2℄ B. N. Datta: Numerial Methods for Linear Control Systems, Elsevier Aademi Press, SanDiego, 2004.[3℄ C. Moler, C. Van Loan: Nineteen Dubious Ways to Compute the Exponential of a Matrix,Twenty-Five Years Later, SIAM Review 45, 2003, str. 3�49.[4℄ P. Hr. Petkov, N. D. Christov, M. M. Konstantinov: Computational Methods for LinearControl Systems, Prentie Hall, 1991.
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