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Poglavje 1

Uvod

1.1 Kontrolni sistemi

Kontrolni sistemi nastopajo na najrazli¢nejsih podroc¢jih. Skupno vsem je, da imamo dinamic¢ni
sistem, sestavljen iz razlicnih komponent, ki vplivajo druga na drugo. Primeri taksnih sistemov
so npr. elektri¢ni motor, letalo, ¢lovesko telo, in podobno. Velja:

a) komponente sistema so povezane in medsebojno odvisne,

b) meje sistema loc¢ijo notranje komponente od zunanjih.

Lastnost b) pomeni, da lahko sistem obravnavamo kot neko kon¢no zakljuceno celoto. Stanje
takega sistema opisujejo notranje spremenljivke, ki jih imenujemo spremenljivke stanja. To Se
ne pomeni, da na sistem ne morejo vplivati zunanji dejavniki oz. vhodi. Ravno to, kako z vhodi
od zunaj kontrolirati sistem, ki se sicer obnasa po nekih svojih zakonitostih, obravnavamo pri
teorigi kontrolnih sistemov. Cilj je vplivati na sistem tako, da se bo njegovo obnaganje ¢im bolj
ujemalo 7 zastavljenimi cilji. Npr.:

e Ce si kot sistem predstavljamo sobo s klimatsko napravo, lahko s priziganjem in ugasanjem
naprave dosezemo, da bo temperatura v sobi ¢im blizje zeljeni.

e Kot sistem si lahko predstavljamo vse semaforje v mestu. Z ustreznim priziganjem in
ugaSanjem luci lahko dosezemo, da bo promet ¢im bolj tekoc.

e Na ekonomsko situacijo v drzavi lahko vplivamo npr. z visino davkov in drugimi parametri.

e Na dlani drzimo metlo in se trudimo, da bi stala pokonci. Tudi to je primer kontrolnega
sistema.

Predstavljamo si lahko, da je dinamic¢ni sistem sestavljen iz prostora moznih stanj in pravil, ki
na podlagi prejsnjih stanj in vhodov doloc¢ajo trenutno stanje. V praksi ponavadi ne poznamo
vrednosti vseh spremenljivk stanja, saj jih je ponavadi prevec, da bi lahko spremljali vse hkrati.
Tako je npr. v ekonomiji inflacija odvisna od mnogih parametrov, nekatere poznamo, vecino pa
ne. Spremljamo le podmnozico oz. kombinacijo stanj, ki ji pravimo izhod oz. odziv sistema. Kar
smo opisali, je sistem v t.i. vhodno-izhodni obliki. V tej obliki ga lahko predstavimo v obliki
naslednjega diagrama:
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vhod sistem izhod
u(t) x(7) (1)

Pri razliénih aplikacijah je cilj preko vhoda regulirati sistem tako, da se obnasa po nagih Zeljah.
To dosezemo s pomocjo requlatorja oz. krmilnika, ki vodi sistem tako, da generira ustrezni vhod.
Povezava regulatorja in sistema je nas kontrolni sistem. Pomemben del teorije kontrolnih sistemov
se ukvarja s konstrukcijo regulatorja, ki bo izpolnjeval te zahteve.

Oznacili bomo, da sistem reguliramo z vhodom wu(t), izhod iz sistema, ki je odvisen od vhoda,
pa je y(t). Notranje spremenljivke, ki opisujejo stanje sistema, naj bodo z(t). Pravimo tudi, da
sistem vzbujamo z vhodom u(t), odziv sistema pa je izhod y(t). Pri tem je cilj vhod dolo¢iti tako,
da bo izhod ¢im bolj zados¢al izbranim kriterijem. Na nekaterih podrocjih (npr. v elektrotehniki)
govorimo o signalih in sta tako w(t) in y(t) vhodni oz. izhodni signal.

Vodenje sistema ponavadi poteka avtomati¢no preko regulatorja ali krmilnika, ki proizvaja vhod
u(t). Pri tem lo¢imo sisteme na dve vrsti.

Preprostejsa oblika so odprtozancni sistemi, kjer delovanje krmilnika ni odvisno od izhoda sis-
tema. Npr.:

e Luci na semaforjih prizigamo in ugasamo v vnaprej predpisanih ¢asovnih intervalih, neod-
visno od prometne situacije.

Shemo odprtozanénega kontrolnega sistema predstavlja naslednja slika:

vhod sistem izhod

krmilnik w(r) X (1) >0

Kompleksnejsa oblika so zaprtozancni sistemi, kjer imamo povratno zanko med izhodom in reg-
ulatorjem. Shema zaprtozancnega sistema je predstavljena na naslednji sliki:

vhod sistem izhod
regulator
u(t) x(1) (1)
T povratna zveza

Primeri zaprtozanc¢nih sistemov so npr.:
e Sistem, ki odvisno od prometne situacije krmili semaforje v mestu s ciljem preprecevanja
zastojev.
e Avtomatska klimatska naprava, kjer sistem glede na temperaturo sobe, ki je v bistvu izhod

sistema, samodejno vklaplja in izklaplja napravo.

Za modeliranje dinami¢nega sistema ponavadi uporabimo koncni sistem diferencialnih enacb v

obliki:

x(t) = f(t,x(t),u(t)), .%'(t()) = T
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kjer so

z(t) = [z1(?) :cn(t)]T : notranje spremenljivke stanja sistema,
u(t) = [ui(t) U ()] = vhod,
y(t) = [y1(t) - y(t))" : izhod.

Ponavadi je r < n in m < n. Tako imamo preslikavi f : RXR?"xXxR™ - R"ing: RxR"xR" —
R". Ker je tezko predvideti vse spremenljivke stanja sistema oziroma potem to tudi modelirati,
na sistem lahko vplivajo Se zunanji nepredvidljivi dejavniki. To so npr. mocni sunki vetra med
pristajanjem letala, zlom na borzi v ekonomskem sistemu, in podobno.

[y

Opisali smo zvezni model. Drug pogost model so diferen¢ne enacbe v diskretnem primeru

wk+1) = fka(k),uk),  2(0) =0
y(k) = gk, z(k),u(k)).

Ponavadi diskretne vrednosti predstavljajo vzorce zveznega modela v izbranih trenutnih. Pri
diskretnih modelih poznamo ponavadi Se interval vzorcenja At, potem pa so u(k), y(k) in x(t)
priblizki za u(kAt), y(kAt) in z(kAt).

1.2 Lastnosti kontrolnih sistemov

Po Kalmanu lahko dinamic¢ni sistem formalno opiSemo tako, da imamo dan prostor stanj X in
konc¢en casovni interval 7. Poleg tega imamo podan 8e prostor U vseh funkcij definiranih na 7,
ki predstavljajo vse mozne vhode v sistem.

Za vsak zaletni trenutek tg € 7, zafetno stanje zo € X in vhod u € U, definiran za t > tg,
t € T, so prihodnja stanja sistema dolocena s prenosno preslikavo

P T xXxU— X,
ki jo zapisemo kot
D(t15t0, 2(to), u(t)) = z(t1).

Za prenosno funkcijo veljajo naslednje lastnosti:

1. Prenosna preslikava je lahko identiteta: ®(to;to, z(to), u(t)) = z(to).
2. Lastnost polgrupe:
D(ta;to, z(to), u(t)) = P(ta;t1, B(t1; to, z(to), u(t)), u(t))).

To pomeni, da dobimo isto, ¢e gremo iz ty direktno do ¢o ali pa ¢e gremo najprej do ¢y,
potem pa od tam naprej do ts.

3. Vzorénost: e za za poljuben tg € 7 za vse t > tg, t € T, velja
(t1;t0, x(to), ur(t)) = @(t1;to, z(to), ua(t)),

potem velja uy(t) = ug(t) za t > to, t € 7.

Vzorénost v bistvu pomeni neke vrste injektivnost, saj za razlicne vhode dobimo razli¢ne
izhode.
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4. Izhod ima obliko preslikave
h:TxXxU—)Y,

kjer je ) prostor izhodnih funkcij.

5. ® in h sta zvezni funkciji.

Definicija 1.1 Ce za poljubna vhoda uy,us in skalarja c1,co velja
‘I’(tl; to, w(to), clul(t) + CgUg(t)) = leI’(tl; to, .%'(t()), Ul (t)) + ng)(tl; to, .%'(t()), UQ(t)),

za vset > tg t € T, potem je sistem linearen.

Definicija 1.2 Ce za poljubna to,t1 € T in premik T velja
(I)(tl; to, .%'(t()), u(t)) = (I)(tl + 7t + T, w(to), u(t)),

potem je sistem Casovno nespremenljiv oz. ¢asovno invarianten.

Zgled 1.1 Na treh preprostih zgledih lahko demonstiramo pojme vzro¢nosti, linearnosti in
¢asovne nespremenljivosti.

a) z(t) = u?(t — 1): vzrocen, nelinearen, ¢asovno nespremenljiv;

b) x(t) = u(—t): ni vzrocen, linearen, ¢asovno nespremenljiv;

¢) z(t) = 3'u(t — 1): vzrofen, linearen in ¢asovno spremenljiv.

Mi se bomo ukvarjali z vzro¢nimi linearnimi ¢asovno nespremenljivimi sistemi. Za taksne sisteme
veljajo Se dodatne uporabne lastnosti:

6. Ce je sistem linearen, potem je odziv na nic¢elni vhod niceln, oz.
O (t;t0,2(to),0) = 0.
To sledi iz linearnosti ®(t;to, x(to), au(t)) = a®(t; to, x(to), u(t)), ¢e vzamemo o = 0.
7. Ce je sistem vzrocen, potem odziv ni odvisen od prihajajocih stanj in vhodov.
Ce to ne bi bilo res, potem bi lahko poiskali dva vhoda up(t) in ua(t), ki bi se na 7 ujemala,
kasneje pa ne vec, izhod pa bi bil na intervalu 7 razlicen.
8. Ce je sistem linearen, potem je vzroc¢nost ekvivalentna t.i. pogoju zacetnega mirovanja:

O(t;t0, z(to),u(t) =0zat <t

velja natanko tedaj, ko velja u(t) = 0 za t < t;.

Ce ® ne zadosca pogojem zacetnega mirovanja, potem obstaja tak vhod w(t) # 0, da je
D (t;t0, z0(to), u(t)) = 0. Zaradi tega nimamo vzro¢nosti, saj bo odziv enak za u in u + .

Za dokaz v drugo smer predpostavimo, da obstajata vhoda wui(t) in wug(t), ki imata enak
odziv, ni pa u; (t) = ua(t). Zaradi tega je odziv na u(t) —u2(t) enak 0, to pa je v protislovju
s pogojem zacetnega mirovanja.
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9. Ce je sistem Casovno nespremenljiv, potem je odziv na periodi¢ni vhod spet periodocen in
to z isto periodo.

Denimo, da je perioda 7 0z. u(t+7) = u(t). Potem zaradi ¢asovne nespremenljivosti velja
y(t) = ®(t; to, xo, u(t)) = ®(t+ 75t0 + 7,20, u(t)) = (t+75t0 + T, 20, u(t + 7)) = y(t + 7).

Zgled 1.2 Dva opisa dinamic¢nega sistema, ki ju bomo uporabili v nadaljevanju za zvezne
vzrocne linearne ¢asovno nespremenljive sisteme, sta

a) diferencialna enacba n-tega reda
y (O + kgD ) 4 ke () + Bnya(t) = Bou™ (1) + Brut D 4+ Bu(t),
b) opis z matrikami v prostoru stanj

z(t) = Ax(t) + Bu(t), x(tg) = xg, t>to,
y(t) = Cx(t) + Du(),

kjer so A € R™" B e R C e R™" D € R™™ z(t) € R", u(t) € R™ in y(t) € R".
Ponavadi velja m < n in r < n.

1.3 Ponovitev Laplaceove transformacije

Naj bo f:[0,00) — R odsekoma zvezna in

/Oo F (et |dt < o0
0

za nek konten op € R. Potem za o9 < o velja [;°[f(t)e "|dt < oo in lahko definiramo
Laplaceovo transformacijo f kot

F@>=EU@»=3A F(t)eat,
kjer je s = 0 4+ iw in 09 < 0.

Za meje moramo v bistvu privzeti, da so od t = 0_ do ¢t = oo, da pokrijemo tudi primer impulzne
funkcije, ki ima impulz pri t = 0.

Na kratko ponovimo glavne lastnosti Laplaceove transformacije:
e Linearnost: ,C(Oélfl(t) + OéQfQ(t)) = Oél,C(fl(t)) + azﬁ(fQ(t)).
e Transformiranka odvoda:

£ | D] = s -t 1) = s(5) - 100

L [%T(f)] = S”F(S) — }E% (Sn_lf(t) + Sn—QfI(t) 4ot fn_l(t))
= S”F(S) _ Sn—lf(o) N Sn—2f/(o) +eee— f(n_l)(O).
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Transformiranka integrala:

S

. [/Otl /OtQ"' Otnf(T)dtl...dtnl} _ FES)’

o Casovni premik: £ [f(t — T)us(t — T)] = e T5F(s).

c[[ tf(ﬂdﬂ} _ P

e Frekvencni premik: L [f(t)e” ] = F(s — a).
e Izrek o zacetni vrednosti: Ce casovna limita obstaja, velja

lim f(t) = lim sF(s).

t—0 S§—00

e Izrek o konéni vrednosti: Ce je sF(s) analiticna na obmodju {s : Re(s) > 0}, oziroma nima
polov, katerih realni del je nenegativen, potem velja

tlggo f(t) = lim sF(s).

§—00

e Konvolucija: fi(t) = fa(t) =0 zat <O0.

Rs)B(s) = .c[ /Otf1<7>f2<t—7>d7>} =£[ /Otf2<7>f1<t—f>d7>

= LI[fi(t) x f2(t)].

Opomba: Fj(s) obstaja za Re(s) > o1, Fa(s) pa za Re(s). Zgornjo konvolucijo potem
vzamemo na preseku obeh obmocij.

V drugo smer velja:

1 o+100
L(f1(t)f2(t)) = Fi(s) * Fa(s) = 5— / F(p)Fy(s — p)dp.

2T J oo
e Inverzna Laplaceova transformacija:

o+100
=L ) = o [ Fletas,

2T Jo—ino

kjer je o vedji od vseh realnih komponent polov F'(s).
V teoriji kontrolnih sistemov sta zelo pomembni naslednji vhodni funkciji:

a) enotska stopnica ug, definirana z

1 zat>0,
us<t>={ -

0 zat<O.
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b) enotski impulz §, definiran z 6(t) = 0 za ¢t # 0 in [*_6(t)dt = 1. To je t.i. Diracova delta
funkciga. Lahko si jo predstavljamo kot limito ustreznih funkcij z nepraznim nosilcem,
moznosti je ve¢, npr. § = lim._,g d. preko odsekoma konstantne funkcije

66(75):{%5’ |‘T|§6

0 sicer

ali pa preko normalne distribucije

1 _x2/62

de(t) = e\/7_re

Enotski impulz si lahko predstavljamo tudi kot odvod enotske stopnice. Argument proti je, da
strogo matematic¢no gledano odvod enotske stopnice pri ¢ = 0 ne obstaja, argument za pa je, da
se Laplaceovi transformiranki enotske stopnice in enotskega impulza obnaSata tako, kot da gre
za transformiranki funkcije in njenega odvoda.

Laplaceova transformiranka enotske stopnice je 1/s. Res,

c) = [ wetar= [Tetas Lo 7oL
0 0

S 0 S

To velja za Re(s) > 0, saj je v tem primeru
[e.e] oo
/ lug(t)e 7 |dt = / le™7tdt < oo.
0 0

Laplaceovo transformiranko za enotski impulz bomo dobili kot limito Laplaceovih transformacij
za d¢, pri Cemer bomo tudi spodnjo mejo integrala v limiti poslali proti 0 s spodnje strani.

€ €
1
LGt = lim Sc(t)e stdt = lim Q—Ge*“st
—€ —€
1 /-1 ¢ 1
— s - —st — 1 - €s _ €S\ _ 1.
51—I>I(1) 2€ ( S ) ¢ _ el_I)I(l) 2€s (6 ¢ )

To velja za s > 0.

Tukaj manjka 8e: primeri uporabe Laplaceove transformacije.

1.4 Prenosna funkcija

Tukaj manjka Se: poglavje o prenosni funkciji (8 strani priprav).

1.5 Racunanje impulznega (stopni¢nega) odziva z nastavki

Tukaj manjka Se: poglavje o ra¢unanju impulznega (stopnitnega) odziva z nastavki (5 strani
priprav).
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1.6 Diskretni sistem

Tukaj manjka Se: poglavje o diskretnem sistemu (Z-transformacija) (8 strani priprav).

1.7 Blo¢ni diagrami

Tukaj manjka Se: poglavje o blo¢nih diagramih (3 strani priprav).



Poglavje 2

Predstavitev v prostoru stanj

2.1 Uvod

Medtem, ko klasi¢na teorija kontrolnih sistemov temelji na prenosni funkciji, je osnova moderne
teorije obravnava v prostoru stanj. Prednosti so naslednje:

e na soroden nacin lahko obravnavamo probleme ene ali ve¢ spremenljivk, ¢asovno nespre-
menljive in ¢asovno spremenljive sisteme, linearne in nelinearne sisteme;

e prenosne funkcije so le za linearne ¢asovno nespremenljive sisteme z enim vhodom in enim
izhodom;

e pri povratni zvezi preko stanja imamo na voljo ve¢ parametrov s katerimi lahko nastavimo
obnasSanje sistema in ga stabiliziramo;

e pri prenosni zvezi imamo pri povratni zvezi na voljo le en parameter, to je ojacanje.

V prostoru stanj linearni zvezno nespremenljivi kontrolni sistem zapiSemo v obliki
i) = Aw(t)+ Bult),  alt)) =0, 13>t (2.1)
y(t) = Cux(t)+ Du(t), (2.2)

kjer je z(t) € R™ vektor stanja, u(t) € R™ vhodni signal in y(t) € R" izhodni signal. Pri matrikah
je A € R™ "™ matrika stanja, B € R™™ vhodna matrika, C € R™™"™ izhodna matrikain D € R™™
matrika direktnega prenosa, ki je ponavadi kar enaka 0. Matrike A, B, C' in D lahko sestavimo v

blo¢no matriko
A B
C D\

Enacba (2.1) je enacba stanja, (2.2) pa je izhodna enacba.

Obicajno veljam <n in r < n.

Z zaCetnim stanjem z(tp) = o in vhodom w na ¢asovnem intervalu (to,t) je dolocen izhod za
t > tg. Ce je u(t) =0, imamo nevsiljen sistem.

éeje m = 1 imamo enovhodni sistem in lahko pisemo kar B = b € R™. Podobno imamo v primeru
r = 1 enoizhodni sistem in lahko pisemo C' = ¢! za ¢ € R”. Ce je m > 1 imamo vecvhodni sistem,

13
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pri r > 1 pa vecizhodni sistem. V primeru m = 1 in r = 1, ko je sistem enovhoden in enoizhoden,
imamo wunivariantni sistem oz. SISO sistem (single-input single-output), v primeru m > 1 in
r > 1 pa imamo multiwariantni sistem oz. MIMO sistem (multiple-input multiple-output).

D

Opis sistema ni enolic¢en. Isti sistem lahko opiSemo z razli¢nimi modeli v prostoru stanj, odvisno
od izbire vhodnih, izhodnih in notranjih spremenljivk. Ce npr. z nesingularno transformacijo S
spremenimo spremenljivke stanja v xz(t) = Sz(t), potem dobimo nov model

I(t) = AZ(t)+ Bu(t),  F(tg) =Zo, t>to,
y(t) = Ci(t) + Du(t),
kjer je A= S"1AS, B=S"'Bin C = CS. To lahko zapiSemo kot
[A B} 5 [S—lAS S‘lB}
C D s D |

Pri transformaciji se spremenijo le spremenljivke, ki predstavljajo stanje, vhod in izhod pa os-
taneta nespremenjena.

vhod sistem izhod
u(r) x(1) y(1)

Tukaj manjka Se: zgled inverzno nihalo (3 strani priprav).

2.2 (Odziv sistema

Brez skode za splosnost lahko predpostavimo, da je tg = 0. Ce imamo nevsiljeni sistem, kjer je
u(t) = 0, imamo homogeno diferencialno enacbo

z(t) = Ax(t), z(0) =x9, t>0.
Vemo, da se reSitev izraza v obliki z(t) = ez, kjer je e
definirana s konvergentnim razvojem

At matri¢na eksponentna funkcija,

o0

1 1
et =%" H(At)’g = I, + At + §(At)2 TE
k=0

Osnovne lastnosti matri¢ne eksponentne funkcije so:
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1. eAltts) — pAtAs

2. e je vedno nesingularna,

3. (eAt)fl — efAt’
4. d(eAt) = AeAt = e A,
1 . .
5. el APt — p=1eAt P za vsako nesingularno matriko P,

6. e(AtBIt — At . Bt natanko tedaj, ko A in B komutirata.

Tako dobimo t.i. odziv na nicelni vhod (zero-input response)
z(t) = ety = y(t) = CeMay =: yu(t). (2.3)

Matriko 4t imenujemo tudi zvezna prehodna matrika stanja, saj velja x(t) = eAt=)z(s). Z
mnozenjem s prehodno matriko tako v primeru nicelnega vhoda pridemo iz enega stanja v
drugega.

Za splogno resitev nehomogene enafbe potrebujemo e odziv z nicelnim stanjem (zero-state re-
sponse), kjer predpostavimo x(0) = 0. Na sistemu naredimo Laplaceovo transformacijo, ki nam
sistem

z(t) = Ax(t)+ Bu(t),
y(t) = Cux(t) + Du(t)

transformira v

st(s) = Ai(s) + Bu(s),
Jus(s) = CZ(s) + Du(s).

Resitev transformiranega sistema je y,s(s) = G(s)u(s), kjer je
G(s)=C(sI — A 'B+D (2.4)
prenosna funkcija.

Za Laplaceovo transormacijo velja

Tu(s) = R ls) = walt / fi(t — ) folr)dr (2.5)

V nafem primeru izberemo fi(s) = C(sI — A)~! in fo(s) = Bi(s), torej fi(t) = Ce?t in
fa(t) = Bu(t). Odtod iz (2.5) sledi

Yus(t) = C / A=) Bu(7)dr + Du(t). (2.6)

Splosna resitev je potem vsota v,i(t) in y,s(t). 1z (2.3) in (2.6) sledi

y(t) = CeMag + C/ A7) Bu(r)dr + Dul(t). (2.7)
0
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Trditev 2.1 Prenosna funkcija G(s) je neodvisna od izbire baze v prostoru stanj.

Dokaz.  Denimo, da z nesingularno transformacijo .S spremenimo predstavitev sistema z ma-
trikami (A, B,C,D) v (A,B,C,D) = (S7'AS,S7'B,CS, D). Potem za prenosno funkcijo v
novi bazi velja

-~

G(s)=C(sI —A)B+D=CS(sI — S "AS)"'S'B+D=C(sI— A 'B+D=G(s). B

Za numeri¢no racunanje odziva (npr. za potrebe simulacije sistema) potrebujemo numeri¢ni
algoritem za racunanje e**. To bomo obravnavali kasneje v poglavju 2.5.

2.3 Povezava s klasi¢no teorijo

Elementi prenosne funkcije (2.4), ki je matrika velikosti 7 x m, so racionalne funkcije. Tako (3, j)-
ti element G(s) predstavlja prenosno funkcijo med j-to komponento vhoda in i-to komponento
izhoda v smislu klasi¢ne teorije. Poli sistema so sedaj lastne vrednosti matrike A.

V klasi¢ni teoriji je prenosna funkcija Laplaceova transformiranka impulznega odziva. Podobno
velja tudi sedaj. Ce je 0;(t) € R™ vhodna funkcija, katere j-ta komponenta je enaka enotskemu
impulzu, ostale komponente pa so identi¢no enake 0, potem je Laplaceova transformiranka odziva
na 6;(t) ravno j-ti stolpec v G(s).

Zvezni sistem, ki je predstavljen v klasi¢ni teoriji z diferencialne enacbe n-tega reda
y () + k"I (@) 4+ Ra1y () + Ry () = Bou™ (8) + Bra V(@) + -+ Brult), (2.8)
lahko zapiSemo tudi v prostoru stanj.

V najpreprostejSem primeru na desni strani enacbe (2.8) ni odvodov vhodne funkcije u(t) in
imamo enacbo oblike

Y™ @) + k@) + -+ ka1 (£) + Ry (t) = u(t).

V tem primeru lahko diferencialno enac¢bo prevedemo na sistem diferencialnih enacb prvega reda,
¢e npr. vzamemo za spremenljivke stanja

ri(t) = y(t),
za(t) = (1),
za(t) = y"t) = —ky" V() = = kny(t) + u(t)
Dobimo
[ E1(t) ] 0 1 [21(t) ] 0
2109) 0 1 210 :
N Lo+ (2.9)
0 1 0

)] ke ke k] [0 L
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Iz (2.9) lahko preberemo A in b, velja pa §e ¢ = e; in d = 0.

Ce imamo na desni strani enacbe (2.8) Se odvode, moramo ravnati drugace. Ce uredimo ¢lene
po stopnji odvoda in predpostavimo m = n, dobimo

Y™ () = Bout™ (8) — kg I () + Bru V(1) + -+ [hay(t) + Baul?)]. (2.10)
Ko enacbo (2.10) n-krat integriramo dobimo (zaradi preglednosti je izpuscen argument t)

?J:ﬂoqu/ <[—]€1y+51u]+/ ([—k2y+52u]+---+/[—kny+ﬂnu]dt1)'")dfn1>d75- (2.11)

Sedaj lahko uvedemo nove spremenljivke

y = Bou+my,
1 = —ky+ fru+ a9,
Tpo1 = _knfly + ﬂnflu + T,
Ty = _kny + ﬂnu
Od tod dobimo
1 = —kizy +x2+ (61 — k16o)u,
EIp1 = —kpo121 +2n + (Bn-1 — kn—150)u,

Ty = _knxl + (ﬂn - knﬂO)u

V matri¢ni obliki lahko sedaj sistem zapisemo kot

[k 1 1 [ 81 — k150
—ky 0 1 Ba — k2o
T = : ' ' x + :
: o1 :
_—kn O_ _ﬁn - knﬁo_

in
y=[1 0--- 0]z + fou.
Tako smo sistem (2.8) v prostoru stanj predstavili v t.i. spoznavnostni kanonicni obliki. Opazimo

lahko, da se karakteristi¢ni polinom matrike A ujema z imenovalcem prenosne funkcije sistema
(2.8). Poli so tako enaki lastnim vrednostim matrike A.

Podobno bi lahko sistem (2.8) zapisali v vodljivostni kanonicni obliki

0 1 0
0 1 :
Xr = ’ T+ u,
0 1 0
_kn _kn—l o _kl 1

y=1[Bn—knBo Bn-1—kn1Bo -+ [ —Fkifo]x+ fou.
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Tu smo se srecali s pojmoma vodljivosti in spoznavnosti, ki ju bomo podrobneje spoznali v
poglavju 3. V grobem vodljivost pomeni ali lahko sistem vzbudimo v poljubno stanje, spoz-
navnost pa ali lahko iz poznavanja vhoda in izhoda razberemo zacCetno stanje. V primeru SISO
sistema ravno ti dve lastnosti odlocata ali se da sistem zapisati v vodljivostni oz. spoznavnosti
kanonic¢ni formi.

2.4 Diskretni sistemi

Vektorji stanja, vhoda in izhoda so lahko definirani le ob fiksnih trenutkih ¢, = kAt, kjer je
At interval vzorcenja. V tem primeru dobimo linearni diskretni ¢asovno nespremenljivi linearni
sistem, ki je namesto z diferencialno enacbo predstavljen z diferenc¢no enacho

Tky1 = Azp + Bug,
Ukr1 = Cxp+ Dug.

Resitev homogene enacbe z, = Axy je 2, = AFxg, resitev nehomogene enache stanja pa

k—1
zr = AFz + Z AF= =1 By,
=0

Sedaj za numeri¢no ra¢unanje potrebujemo natan¢no in u¢inkovito ra¢unanje potenc matrike A.

Podobno kot pri zveznem sistemu lahko tu pridemo do prenosne funkcije z uporabo z-transformacije.
Prenosna funkcija je tako kot pri zveznem sistemu enaka G(s) = C(sI — A)"'B + D.

En nacin, kako pridemo do diskretnega sistema je aproksimacija zveznega sistema, ko pred-
postavimo, da ima wu(t) obliko kosoma konstantne funkcije oz. u(t) = u(kAt) za kAt < t <
(k + 1)At. To velja npr. pri digitalnem vodenju. Pri teh predpostavkah za resitev zveznega
sistema

z(t) = Ax(t)+ Bu(t),
y(t) = Cux(t) + Du(t)

za t > kAt velja

t
z(t) = eA(tkAt)x(kAt)+/ A9 Bu(s)ds,

kAt
y(t) = Cx(t)+ Dul(t),

torej pri t = (k + 1)At velja
At
z((k 4+ 1)At) = ez (KAL) + < / eAsd8> Bu(kAt)ds.
0

Ce oznacimo xy, = z(kAt), up, = u(kAt) in y, = y(kAt), dobimo diskretni sistem

Tp41 = Agzp + Bauy,
Yk+1 = Cxp + Duy,

kjer sta Ay = e4? in By = (fOAt eASds) B.
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2.5 Numeri¢no rac¢unanje matri¢ne eksponentne funkcije

Za n x n matriko A je eksponentna funkcija definirana z razvojem

At_oo(At)k
=2 i

k=0

kjer jet > 0.
Pogledali bomo nekaj numeri¢nih metod za izracun e in obravnavali obéutljivost eksponentne

funkcije matrike. Lep pregled razli¢nih metod za ra¢unanje matricne eksponentne funkcije je v

[8].

2.5.1 Obcutljivost matri¢ne ekponentne funkcije

Pri obcutljivosti nas zanima, kako velika je lahko relativna sprememba

(A+E)t _ At
o _ e )

leAt] ’
kjer je E motnja matrike A. Ce matriki A in E komutirata, potem velja
(A+E)t _ At _ LAt Bt _ [y — Aty
e e e (e Z k:—i— 1
Od tod lahko ocenimo
o(1) < | Bt

Ce matriki 4 in E ne komutirata, potem analiza ni ve¢ tako enostavna. Ce odvajamo eAlt=s) (A+E)s

po s, dobimo

di(eA(t—s)e(A+E)5) L AAI9) A | (A=9) (4 4 oA+ E)s
S
eA(t_S)Ee(A+E)SdS.

Od tod sledi ocena

A(t— A+E
—HeAtH/ e =) HdS

Definiramo lahko tudi pogojenostno stevilo za e“t.

t
A
[/ ern g AL
0 o]

Velja v(A,t) > t||All. Enakost velja za vse t > 0, ¢e je A normalna matrika. Pri matrikah, ki
niso normalne, pa lahko v(A,t) raste kot da gre za polinom visoke stopnje v t. Vet o tem lahko
najdemo v [10]

A t) =
v(A,t) [pax

Poglejmo si nekaj moznosti za oceno ||e?||.
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1. Iz Taylorjeve vrste sledi ocitna ocena ||e4t|| < ellAlt.

2. Dahlquistova ocena je [ledt]| < et kier je

1
p(A) = max {u : 1 je lastna vrednost §(A* + A)} )

3. Uporabimo Jordanovo formo. Ce je A = XJX 1, kjer je

Y|
J1 )
J = , J; =
1
J,
in je J; matrika velikosti n; X n;. Potem je
eJlt
ot — ’
eJmt
kjer je
1 ¢ %tQ ﬁtm—l
1t
eJit _ 6)\2'1‘, L
1 t

Tako dobimo oceno (uporabimo || Aljs < nNy(A))

) ) tJ

leit]]e < \ek’tlni max —.

0<j<n;—1 j!
in |
i
HeAtH2 < E(X)nmaxea(A)t max —,
0<j<nmax—1 ]'

kjer je

a(A) = max{Re(\) : X lastna vrednost A}

t.i. spektralna abscisa.

4. Uporabimo Schurovo formo. Ce je Q*AQ = D + N, kjer je D = diag(A1,...,\n), potem

lahko ocenimo
let]ly < e®@iMg(t),

kjer je

Oceni 1. in 2. sta lahko zelo neprakti¢ni v primeru, ko je a(A4) < 0, saj z naras¢ajo¢im ¢ rasteta

in ne upostevata tega, da je v tem primeru limita e’ enaka 0, ko gre t — oo.

20

Za oceno ®(t) se da v primeru uporabe Schurove forme izpeljati (izpeljava je npr. v [10]), da je

O(t) < t]| E|la Mg (t)2eMsOIEl:,

Vemo, da je v primeru normalne matrike Mg(t) = 1, torej lahko pri normalnih matrikah pri¢aku-

jemo dobre rezultate, sicer pa je problem lahko zelo obcutljiv.
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Zgled 2.1 Za obnasanje et ni dovolj poznati le lastne vrednosti. Ce vzamemo

-1 M
=0 4l
potem je
M =et [(1) tjl\/‘[]

Preden e skonvergira proti 0, lahko vrednost ||et|| nekaj casa narasca in graf ||e’t|| ima grbo.
Spodnja slika prikazuje grbo v primeru M = 5.

2
1.5}
<
E 1
o
x
Q
0.5}
O 1
0 2 4 6 t 8

Tukaj manjka Se: racunanje matri¢ne ekponentne funkcije.

Tukaj manjka Se: racunanje integralov z matri¢no ekponentno funkcijo.

2.6 Racunanje frekvenc¢nega odziva

Tukaj manjka Se: poglavje o ekonomi¢nem rac¢unanju frekvencnega odziva (2 strani priprav).



Poglavje 3

Vodljivost in spoznavnost

3.1 Uvod

Imamo linearni zvezni kontrolni sistem

(t) = Ax(t)+ Bu(t), x(tp) = xo, t > to,
y(t) = Cux(t) + Du(t).

Grobo povedano nam vodljivost pove, v kolikdni meri lahko z vhodom w(t) vplivamo na stanje
x(t). Spoznavnost pa nam pove, ali lahko iz poznavanja vhoda u(t) in izhoda y(t) razberemo
stanje x(t).

7 obema pojmoma se sreC¢amo, ko zelimo s povratno zvezo iz stanja stabilizirati sistem. Ce
poznamo stanje z(t), lahko za povratno zvezo vzamemo

u(t) = v(t) — Kx(t),
kjer je v(t) referen¢na vhodna funkcija (signal). Dobimo
#(t) = (A— BK)z(t)+ Bo(t), x(to) = zo, t > to,
y(t) = (C— DK)x(t) + Du(t).

Pri stabilizaciji iS¢emo za dani A, B tako matriko K, da bo A — BK stabilna. Izkaze se, da je
obstoj take matrike povezan z vodljivostjo sistema.

Tezava pri zgoraj opisani povratni zvezi je, da ponavadi ne poznamo stanja z(t), temve¢ le izhod
y(t). Ce zelimo vseeno uporabiti povratno zvezo s stanjem, moramo z novim sistemom, t.i.
opazovalcem, iz vhoda in izhoda generirati ¢im boljSo sproksimacijo za stanje. Obstoj takega
opazovalca pa je povezan s spoznavnostjo sistema.

3.2 Vodljivost

Definicija 3.1 Za sistem @(t) = Axz(t) + Bu(t), y(t) = Cx(t) + Du(t) pravimo, da je vodljiv, ce
za poljubno zacetno stanje xq in koncno stanje x1 obstaja koncéni t1 in vhod u(t), 0 < t < ty, da
iz zacetnega stanja x(0) = o sistem pride v koncéno stanje x(t1) = x1.

22
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Ker se izkaze, da je vodljivost odvisna le od matrik A in B, govorimo tudi o tem, da je par (4, B)
vodljiv.

Izrek 3.2 Za A € R™™™ in B € R™™™ m < n, je ekvivalentno:

1. sistem @(t) = Axz(t) + Bu(t) je vodljiv,
2. vodljivostna matrika
Cu=[B AB A’B ... A"'B]eR™ (M
je polnega ranga,

3. Matrika .
1
W, = / eAtBBT A gt
0

je nesingularna za vsak t1 > 0.

Dokaz.  (1=2): Denimo, da je rang(Cjs) < n. Potem obstaja nenicelni vektor w € R™, ki ni
linearna kombinacija stolpcev matrike Cjs. Splosna reSitev enacbe stanja je

t1
z(t) = ey +/ A= Buy(t)dt. (3.1)
0

Od tod sledi

Aty _ " _ A%t — t)? ...) Bu
2(t) — Mgy = /O <I+A(t1 £ + 4 )B(t)dt

2
t1 t1 t1 (tl o t)2
_ B / w(t)dt + AB / (b1 — Hu(t)dt + A2B / Gyt
0 0 0
Po Cayley-Hamiltonovemu izreku je A" linearna kombinacija I, 4, ..., A", to pa pomeni, da
je x(t1) linearna kombinacija stolpcev B, AB,..., A" 'B. Sedaj se iz zatetnega stanja zo = 0

ne moremo premakniti v z(t1) = w, saj w ¢ im(Chy).

(2=3): Denimo, da je matrika W, singularna. Potem obstaja tak nenicelni vektor v, da je
W = 0, torej tudi vI W,v = 0. Ce definiramo c(t) = BTeATtv, lahko opazimo, da je

t1 t1 t1
0= / vTeMBBT e tudt = / () e(t)dt = / ()| > 0.
0 0 0

Zgornji izraz je lahko nic le v primeru, ko je ¢(t) = 0, torej v7e*B =0 ta 0 <t < t;. Potem so
tudi vsi odvodi ¢(t) enaki 0, z odvajanjem pa dobimo v A'B = 0 za i = 1,2,..., torej je vektor
v ortogonalen na vse stolpce Cjy, ki potem ne more biti polnega ranga.

(3==1): Za izbrani z; in i8¢emo u(t), da bo z(t;) = x;. Pokazimo, da je dobra izbira

u(t) = BTeAT(tlft)Wfl(—eAtlxo + 7). (3.2)

C
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Ko vstavimo (3.2) v (3.1), dobimo

t1
z(t1) = €At1$0+/ A= BBT AT (=01 =1 (oAl pg 4 )t
0

t
— Mg / ! (A1) g BT (AT (t1-1) gy W —eMzg + 1)
0

We

_ CAtICC o CAtl

0 To+ 2T =21 L

Vodljivost ni odvisna od morebitnih nesingularnih transformacij vhoda in stanja. Cesta Sin T
nesingularni matriki in naredimo substituciji z(¢) = Sz(t) in u(t) = Tu(t), dobimo

I(t) = AZ(t) + Bu(t),

kjer je A=S"14S8in B= S'BT. Ugotovimo lahko, da velja
T
rang([B AB ---A"'B]) = rang (S '[B AB -.- A"'B]

= rang([B AB --- A"1B]).

Denimo, da par (A, B) ni vodljiv in da je rang(Cys) = k < n. Potem lahko sistem razdelimo na

vodljiv in nevodljiv del.

Izrek 3.3 Par (A, B) ni vodljiv natanko tedaj, ko obstaja taka nesingularna matrika T, da je

k' n—k
1 — 1k An %12 5 _k B,
A=TAT = _rl 0 Ay ) B_TB_n—k 0 ) (3.3)

par (A1, El) je vodljiv in rang(Chr) = k < n.

Dokaz. (=): Naj bo rang(Cys) = k < n in naj bodo vy,...,v; linearno neodvisni stolpci iz
C, ki jih dopolnimo do baze R™ 7 vj41, ..., v,. Sedaj vzamemo T-! =[v; --- w,]. Dobimo
T[B AB ... A" 'B]= fb_ i (3) — [TB TAT-'TB ... TA"'T-'TB]

od koder sledi

Iz
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in (3.4) sledi Aoy By = 0. Podobno iz

=~k A2 B
A’B = P
n—k <A21A1131

sledi Kmﬁnél. Ce nadaljujemo na ta nacin, lahko pokazemo, da velja Zglﬁjﬁél = 0 za
7=0,...,n—1. To pomeni

Ay [El AuB) - Zﬁ_lél] =0,
ker pa je zaradi (3.4) matrika
[Bi AnB, --- AY'Bi] (3.5)

polnega ranga, mora biti potem Ay = 0. Seveda poln rang (3.5) pomeni, da je par (Kll,él)
vodljiv.

(«—=): Ce obstaja taka matrika 7', potem ima vodljivostna matrika za par (ﬁ, E) obliko
By AuBi - AR
0 0 e 0 )

torej par (ﬁ, E) ni vodljiv, to pa je ekvivalentno temu, da par (A, B) ni vodljiv. N

Opomba 3.1 Transformacija T je lahko ortogonalna. Tako dobimo, ¢e npr. uporabimo QR
razcep s pivotiranjem na Chy.

Tukaj manjka Se: zgled za vodljivost.

Naslednja kriterija za vodljivost sta t.i. PBH kriterija (Popov-Belevitch-Hautus).

Izrek 3.4 Za par (A, B) je ekvivalentno:

1. Par (A, B) je vodljiv.
2. Za vsak lastni par (N, z) matrike AT velja 27 B # 0.

3. Za vsako lastno vrednost X\ matrike A velja rang([A— X B]) =n.

Dokaz.  (1=>2): Naj bo z tak lastni vektor za AT, da je ATz = Az in 7B = 0. Potem je
27Oy =12"TB Xa"B - A 2TB] =0,
torej C'as ni polnega ranga in par (A, B) ni vodljiv.

(2<=3): Naj bo A taka lastna vrednost matrike A, da je rang([A— A B]) < n. To je
ekvivalentno temu, da obstaja neni¢elni vektor z, da je 27 [A — A B] = 0, to pa je res natanko
tedaj, ko je ATz = Az in 27 B = 0.
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(2=1): Denimo, da par (A4, B) ni vodljiv, torej je rang(Cys) = k < n. Potem po izreku 3.3
obstaja nesingularna matrika 7', da je

k. n-—k
~ k Ay A ~ k B
_ -1 _ 11 A1 _ _ 1
A=TAT _n—k:<0 - >, B=TB n—k:<0)'

Ce je (A, z) lastni par za 12{%—‘2, potem je [2} lastni vektor za j, saj je A [2} = [2}, velja pa
tudi [0 z7)B=0. W

Omenili smo ze, da vodljivost ni odvisna od nesingularnih transformacij vhoda in stanja. S
pomodjo prave transformacije lahko A in B spravimo v obliko, iz katere se da direktno na zelo
enostaven nacin preveriti vodljivost. Dve najpreprostej$i mozni transformaciji sta diagonalizacija
matrike A, kadar je to mozno, in pa transformacija matrike A v Jordanovo obliko. V tem primeru
veljajo naslednje trditve.

Posledica 3.5 Naj obstaja taka nesingularna matrika X, da je matrika A= X*11{1VX diagonalna
in naj bo B = X' B. Potem je par (A, B) vodljiv natanko tedaj, ko so vse vrstice B, ki pripadajo
1sti lastni vrednosti, linearno neodvisne.

Dokaz.  Vemo, da je par (A, B) vodljiv natanko tedaj, ko je vodljiv par (E, E) Zanj uporabimo
tocko 3. iz izreka 3.4. Ocitno je, da vrstice E, ki pripadajo lastni vrednosti A, niso linearno
neodvisne (kar v primeru ene same vrstice pomeni, da je nicelna), natanko tedaj, ko matrika
[A— X B] nipolnega ranga. W

Opomba 3.2 Ce ima matrika A v zgornji posledici same enostavne lastne vrednosti, potem je
sistem vodljiv natanko tedaj, ko so vse vrstice matrike B nenicelne.

Posledica 3.6 Ce imamo enovhodni sistem in se da matriko A diagonalizirati, potem je sistem
vodljiv natanko tedaj, ko so vse lastne vrednosti matrike A enostavne.

Izrek 3.7 Najbo A= S 1AS in B = S:lB, kjer je A Jordanova forma matrike A. Par (ﬁ, E)
je wvodljiv natanko tedaj, ko so wvrstice B, ki pripadajo zadnjim wvrsticam Jordanouvih kletk iste
lastne vrednosti, linearno neodvisne.

Posledica 3.8 Ce imamo enovhodni sistem, potem je potreben pogoj za wvodljivost nederoga-
tornost matrike A.

Izrek 3.9 Sistem @(t) = Ax(t) + Bu(t) je vodljiv natanko tedaj, ko lahko z ustrezno izbrano
matriko K poljubno razporedimo lastne vrednosti A— BK (s to omejitvijo, da morajo kompleksne
lastne vrednosti nastopati v konjugiranih parih)

Izrek bomo dokazali v nadaljevanju, ko bomo za poljubno razporeditev lastnih vrednosti eksplic-
itno skonstruirali ustrezno matriko K.
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Definicija 3.10 Lastna vrednost A matrike A ni vodljiva, e za levi lastni vektor x velja 7 B = 0
(sicer pa je vodljiva).

Ce A ni vodljiva lastna vrednosti, potem je A tudi lastna vrednost matrike A — BK nedovisno
od izbire matrike K. Torej lahko sistem stabiliziramo s povratno zvezo preko stanja le, ¢e so vse
nevodljive lastne vrednosti stabilne. V tem primeru je sistem stabilizabilen. Ce imamo razcep
(3.3), potem je sistem stabilizabilen, ¢e so vse lastne vrednosti iz nevodljivega dela Ay stabilne.

Iz zgoraj omenjenega lahko zaklju¢imo naslednji izrek.

Izrek 3.11 Za par (A, B) je ekvivalentno:

1. par (A, B) je stabilizabilen,
obstaja taka matrika K, da je A — BK stabilna,
rang([A — A B]) = n za vse Re(\) > 0,

e

za x #0in X, da je x*A = Ax* in Re(\) > 0, sledi z*B # 0.

Ce je par (A, B) vodljiv, je ocitno tudi stabilizabilen.

3.2.1 Diskretni sistemi

Pri diskretnih sistemih je situacija dokaj podobna. Za diskretni sistem
Try1 = Azp + Buy,
Ukr1 = Cap+ Dug.

pravimo, da je vodljiv, ¢e za poljubno zacetno stanje zy in kon¢éno stanje T obstaja konéno
zaporedje vhodov {ug, u1,...,un—1}, da je zy = . Kadar je zacetno stanje z¢g = 0, govorimo o
dosegljivem (reachable) sistemu oz. o sistemu vodljivem iz izhodisca. Predpostavimo torej zo = 0.
Ker je spet vse odvisno le od matrik A in B, spet govorimo o vodljivosti para (A, B).

Izrek 3.12 Par (A, B) je vodljiv natanko tedaj, ko je rang vodljivostne matrike

Cuy=[B AB ... A"'B]
enak n.
Dokaz.  Vemo, da velja
UN-1
— N—k—1 UN=2
ey =Y AVF By, =[B AB ... ANTIB]|
k=0
uQ
Ocitno lahko poljubno resitev Z dosezemo le, ¢e je matrika [B AB --- AYN~1B] polnega
ranga. Ker za N > n velja
rang([B AB --- AN-!B])=rang([B AB --- A""'B]),

mora biti vodljivostna matrika polnega ranga. W
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3.3 Spoznavnost

Definicija 3.13 Linearni zvezni kontrolni sistem &(t) = Axz(t) + Bu(t), y(t) = Cx(t) + Du(t)
je spoznaven, ce obstaja takt —1 > 0, da iz poznavanja u(t) in y(t) za 0 <t <ty lahko dolo¢imo
x(0).

Ker je to odvisno le od para (A, C), govorimo o spoznavnosti para (A, C).

Ko poznamo z(0), lahko potem izratunamo x(t) za poljuben t. Spoznavnost torej ni omejena
le na moznost ugotavljanja z(0), temve¢ lahko (Ce je sistem spoznaven) ugotovimo stanje v
poljubnem ¢asu.

Vemo, da velja

t
y(t) = Cetlay + / Ce) Bu(r)dr + Du(t).
0
Naj bo g(t) = y(t) — fot CeA'=7) Bu(t)dr — Du(t). Potem je
g(t) = Celay, (3.6)

kjer poznamo ¢(t), saj poznamo y(t) in u(r) za 0 < 7 < t. Ce obe strani (3.6) pomnozimo z

T . . . .
A tOT in integriramo, dobimo

t1 T t1 T
/ eV teT et dt g :/ e tCTg(t)dt.
0 0

Sedaj oznaimo V(t1) := fgl eA"tCTCeMtdt. Ce je V(t1) obrnljiva, je

t1
xo = V(tl)_l/ eATtCTg(t)dt.
0

To pomeni, da je v primeru, ko je V(¢1) obrnljiva, sistem spoznaven.

Izrek 3.14 Za linearni zvezni kontrolni sistem &(t) = Ax(t) + Bu(t), y(t) = Cx(t) + Du(t) je
ekvivalentno:

1. par (A,C) je spoznaven,

c
CA

2. t.. spoznavnostna matrika Oy = : ima poln rang n,
CA.n—l

3. Matrika .
1
Wo:/ ATt OT CeAtdt
0

je nesingularna za vse t1 > 0,

4. matrika [)\ c

] je ranga n za vse lastne vrednosti A matrike A,
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5. noben lastni vektor matrike A ni pravokoten na vrstice C: ce je (A, x) lastni par za A je

Cx #0,

6. obstaja taka matrika L, da so lastne vrednosti A+ LC' poljubne (z omejitvijo, da kompleksne
lastne vrednosti nastopajo v konjugiranih parih,).

Dokaz.  Dokaz poteka podobno kot dokaz izreka 3.2. [ |

Opazimo lahko, da je spoznavnostna matrika ravno transponirana vodljivostna matrika para
(AT, CT). To pomeni, da sta vodljivost in spoznavnost dualni in zaradi tega lahko za ugotavljanje
spoznavnosti uporabimo tudi kaksno izmed metod, ki jih imamo za ugotavljanje vodljivosti.

Izrek 3.15 Par (A,C) ni spoznaven natanko tedaj, ko obstaja taka nesingularna matrika T, da

Je ~ ~
Apr A

< 1
A=TAT —[ 0 Ay

}, G:CT_lz[O 61],

kjer je par (ﬁn, 5’1) spoznaven, 1111 pa je velikosti k x k, kjer je k rang spoznavnostne matrike
O

Dokaz.  Sklicemo se na dualnost vodljivosti in spoznavnosti in uporabimo izrek 3.3. [ |
Za linearni kontrolni sistem (2.1, 2.2) oz. za matri¢ni par (A,C) pravimo, da je zaznaven, ¢e se

par (AT, CT) da stabilizirati. Zaznavnost je dualna stabilizabilnosti sistema.

Izrek 3.16 Za par (A,C) je ekvivalentno:

1. par (A,C) je zaznaven,
2. par (AT,CT) je stabilizabilen,
3. obstaja taka matrika L, da je A — LC stabilna matrika,

4. rang( [A E,)\I]) =n za vse Re(\) > 0,

5 zax#0in A\, da je Ax = Az in Re(\) > 0, sledi Cz # 0.

Ce je par (A, C) spoznaven, je ocitno tudi zaznaven.
Tukaj manjka Se: zgled za spoznavnost in rekonstrukcijo x(0).
S kombiniranjem izrekov o razcepu na vodljiv in nevodljiv del (izrek 3.3) in na spoznaven in

nespoznaven del (izrek 3.15), dobimo Kalmanov kanonicni razcep.

Izrek 3.17 Za linearni zvezni kontrolni sistem ©(t) = Axz(t) + Bu(t), y(t) = Cx(t) + Du(t)
obstaja nesingularna transformacija T, da je

1 A A Az Au 1 By

T A 0 Aos| |22 By

. = + u(t
T3 Az Azg | | 23 0 ®)

.%"4 A44 Xq 0
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mn
Z7
T2
y(t) =[0 Co 0 C4] ,
T3
T4
kjer za Stiri podsisteme velja:
e 11 je vodljiv in ni spoznaven,
e 19 je vodljiv in je spoznaven,
e x3 ni vodljiv 1n ni spoznaven,
e x4 mi vodljiv in je spoznaven.
Prenosna funkcija je G(s) = Co(sI — Ag) By + D.
Dokaz. Ta vsebina je povezana s prvimi domacimi nalogami in bo dodana kasneje. |

Tukaj manjka Se: zgled za Kalmanov kanonic¢ni razcep.

3.4 Kanoni¢ne oblike

Vemo: ce je T nesingularna matnka potem je par (A, B) vodljiv natanko tedaj, ko je vodljiv
par (A B) kjer je A=TAT!in B = TB. Pokazali bomo, da lahko transformacijo T izberemo
tako, da imata Ain B obliko, iz katere lahko na preprost nacin ugotovimo vodljivost.

3.4.1 Vodljivostna normalna oblika

Denimo, da imamo enovhodni linearni zvezni kontrolni sistem #(t) = Ax(t) + bu(t), kjer je par
(A, b) vodljiv. To pomeni, da je vodljivostna matrika Cpy = [b Ab --- A""1b] ranga n.
Naj bo s, zadnja vrstica C’J\jll. Za transformacijsko matriko vzamemo
Sn
spA
sp AP
Matrika 7' je nesingularna, saj lahko hitro preverimo, da velja

1
T -Cy =

Poglejmo, kaksno obliko imata Ain b. Ker je sn zadnja vrstica Cyt, velja

Spb=8,Ab="--- =35, A" 2b=0 in s, A" 'b=1.
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Zaradi tega je

Spb 0
b= Th= : _ 3.8
s A" 2h (3:8)
sp A" 1h 1
Za A =TAT! velja
spA
TA=AT = | :
s, A"
Po Cayley-Hamiltonovemu izreku je A" = —agl — a1 A — -+ — a1 A" L, Kjer je ag + a1z +
o+ ap_12™ 1 4+ 2™ karakteristi¢ni polinom matrike A. Torej je spA™ = —agsp, —a18p, A — -+ —
Un—15, A", S primerjanjem leve in desne strani TA = AT dobimo
0 1
0 1
A= . (3.9)
0 1
_aO _al PEEEEY DY _a’n—l

Matrika A ni ni¢ drugega kot pridruZena matrika karakteristicnega polinoma matrike A, katerega
koeficiente lahko preberemo iz zadnje vrstice A.

Ce je sistem v taki obliki, kot sta Ainbv (3.9) oz. (3.8), potem pravimo, da je v vodljivostni
normalni obliki.

Tukaj manjka $e: zgled za vodljivostno normalno obliko (Zak, str. 113).

3.4.2 Luenbergerjeva vodljivostna kanoni¢na oblika

V prejdnjem razdelku smo videli, kako lahko transformiramo enovhodni sistem, ¢e je vodljiv.
Posplositev obstaja tudi za primer, ko ima sistem vec¢ kot en vhod. Denimo torej, da imamo
ve¢vhodni sistem z vodljivim parom (A, B), kjer je A velikosti n x n, B velikosti n x m, m < n in
rang(B) = m. Ce matriko B zapisemo s stolpci kot B = [b1 -+ by ] potem lahko vodljivostno
matriko C'y; zapiSemo kot

Cy=1[by -+ byp Aby --- Aby, A%y oo A%, - A"l .. A”_lbm].

Ker je Cjs polnega ranga, lahko iz matrike izberemo n linearno neodvisnih stolpcev. Izbiramo jih
po vrsti z leve proti desni, tako da so med njimi vsi stolpci by, ..., by, saj je matrika B polnega
ranga. Hitro lahko tudi razmislimo, da v primeru, ko je Akbj vsebovan v tem naboru linearno
neodvisnih stolpcev Cyy, to velja tudi za Ak_lbj, saj jih izbiramo z leve proti desni. Od tod tudi
sledi, da ce Akbj ni vsebovan v omenjenem naboru, potem tam tudi ni vektorja Ak“bj.

Ko preuiredimo vrstni red n linearno neodvisnih stolpcev, ki smo jih pobrali iz matrike Cys z
leve proti desni, iz njih sestavimo n x n nesingularno matriko L, ki ima obliko

L=[b - Ah=1p o, e Admflbm]_

Stevila dy, ..., dm so vodljivostni indeksi para (A,B). Za njih velja dy + -+ + dy, = n. Za
vodljivostni indeks d para (A, B) vzamemo maksimalnega izmed vodljivostnih indeksov, oziroma
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d =max{d; : i=1,...,m}. Definiramo e o), =d; + -+ dp za k =1,...,m, torej o1 = dj,
oo =di+ds, ..., 0m=n.
Sedaj iz matrike L~! vzamemo m vrstic na mestih o1,...,0,,, ozna¢imo jih z ¢, ..., ¢mn. 1z njih

sestavimo matriko velikosti n x n oblike

q1
@A

Q1A‘dl*1

Im
gmA

[ g A% =1 |

ki jo bomo uporabili za transformacijsko matriko. Preverimo lahko, da je matrika 7" nesingularna,
saj je det(T'L) = +1. Par (A, B) = (TAT~!,TB) ima sedaj blo¢no obliko

A= : B=

) . )

gll to glm El

kjer so bloki ﬁl-j velikosti d; x d;, bloki El pa velikosti d; x m. Diagonalni bloki matrike A imajo
obliko pridruzene matrike

0 0 0
i - :
* 0 0 0
X
Blok EZ ima oblko
0O --- 00 0 --- 0
Ei: : R : ’
0O --- 00 0 --- 0
0 0 1 X X

kjer ima zadnja vrstica na prvih ¢ — 1 mestih vrednost 0.

Tukaj manjka 8e: zgled za Luenbergerjevo vodljivostno kanoni¢no obliko (Zak, str. 116).
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3.4.3 Spoznavnostna normalna oblika

Podobne rezultate kot pri vodljivosti dobimo tudi pri spoznavnosti. V primeru enoizhodnega
sistema za spoznaven par (A4, c) obstaja nesingularna transformacija P, da je

0 —ay
1 0 —aq
A=pPAP' = : in ¢=cPt=[0 --- 0 1].
1 0 —Qp—2
1 —Qp—1

Zgornji obliki pravimo spoznavnostna normalna oblika.

Za vetizhodne sisteme imamo Luenbergerjevo spoznavnostno kanoniéno obliko. Naj bo par (4, C)
spoznaven, kjer je A velikosti nxn, C velikosti pxn, p < ninrang(C) = p. Potem lahko pois¢emo
tako nesingularno transformacijo P, da ima par (4,C) = (PAP~!,CP~1) blo¢no obliko

Ay - jlp
A= o, O=[C0 - Gy,

Apl Ce App
kjer so bloki Zl-j velikosti c?z X Jj, bloki @ pa velikosti n x c?l Diagonalni bloki matrike A imajo
obliko pridruzene matrike

0 X
1 0 X
A = R r
1 0 x
1 x
izvendiagonalni pa imajo nenicelen le zadnji stolpec, torej
O --- 0 X
A= L
0 0 x
Blok @ ima oblko
[0 0 07
N 0 --- 0
C;=10 0o 1],
0 0 x
_O e 0 X ]

kjer ima zadnji stolpec na prvih ¢ — 1 mestih vrednost 0.

Opazimo lahko, da gre za transponirano obliko Luenbergerjeve vodljivostne kanoni¢ne oblike, kar
se spet ujema z dualnostjo med vodljivostjo in spoznavnostjo. Do same transformacije P lahko v
obeh zgornjih primerih pridemo tako, da vzamemo transponirano transformacijo v vodljivostno
obliko za par (AT,C7T).

Stevila glvl, ..., dp 50 spoznavnostni indeksi para (A, C') in se ujemajo z vodljivostnimi indeki para
(AT, CT). Maksimalni d; je spoznavnostni indeks d para (A, C).
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3.5 Vodljivostna Hessenbergova oblika

Tezava z vodljivostno normalno oz. Luenbergerjevo obliko je, da je prehodna matrika 7" lahko
zelo obcutljiva. Za numeri¢no stabilnost je bolje, ¢e je matrika 1" ortogonalna.

Numeri¢no stabilen test za preverjanje vodljivosti je redukcija para (A, B) v blo¢no Hessen-
bergovo obliko s pomocjo ortogonalnih transformacij. Dobimo ortogonalno matriko P, da je

A = PAPT = H blotna zgornja Hessenbergova matrika in B =PB= [%1} . Tak par imenu-

jemo wvodljivostna Hessenbergova oblika, par (H, E) pa je wodljivostno Hessenbergov par para
(A, B). Redukcijo naredimo s t.i. stopnicastnim algoritmom.

Denimo, da je A velikosti n x n, B pa velikosti n x m in m < n. Algoritem za redukcijo para
(A, B) je sestavljen iz naslednjih $tirih korakov:

Korak 0 Matriko B spremenimo v zgornjo trikotno obliko. Uporabimo lahko QR razcep s
pivotiranjem po stolpcih, da dobimo ortogonalno matriko P; in permutacijsko matriko Ff,
da je _

PBE; = [%] :

kjer je El zgornja trikotna matrika velikosti n; X n, kjer je ny = rang(gl) = rang(B).
B
O )

Korak 2 Matriko Hg) = 0 spravimo s zgornjo trikotno obliko. Uporabimo lahko QR razcep s

Korak 1 Posodobimo A in B. Izra¢unamo produkta

COR=EY _ 5
H, = PLAPL = [HH) Hg)} in B=PB= [Eél} ET
H21 H22

)

kjer je Hﬁ) velikosti 7y x ny. Ce je Hg = 0, koncamo.

pivotiranjem po stolpcih, da dobimo ortogonalno matriko ]32 in permutacijsko matriko Fo,

da je o
Hy, ] ’

PHYE, = [ :

kjer je HQ(? velikosti ny x nq, kjer je no = rang(HQ(?) = rang(HQ(P). Ce je ni +no = n,
kon¢amo.

Sicer pa posodobimo

1 2 2
Hy =
Hy=PRH Pl = |g? 0 HY |,

B 0
0 H32 H33
kjer je
_ I, O

velikost Hg) je ng x ng, velikost Hg(g) je (n—np —ng) xnin Hg) = HS)Eg

Transformacijo P popravimo na P, P;. Ce je Hg) = 0, potem koncamo.
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)

Korak 3 Zgornji postopek ponovimo za Hg in ponavljamo toliko ¢asa, dokler na nek £ < n

ne dobimo
Hyy Hiy Hyy,
Hy -1 Hyg
kjer je

a) Hj —1 polnega ranga ny, od koder sledi, da je par (A, B) vodljiv;
b) Hy -1 =0, od koder sledi, da je par (A, B) ni vodljiv.

Opomba 3.3 V vsakem koraku algoritma dolocamo rang bloka matrike preko QR razcepa s piv-
otiranjem po stolpcih. Namesto tega lahko (kar je natancneje toda tudi drazje) uporabimo tudi
singularni razcep.

Opomba 3.4 Kakor hitro v algoritmu naletimo na nicelni blok na poddiagonali H ali pa B;
nima polnega ranga to pomeni, da par (A, B) ni vodljiv.

Izrek 3.18 Stopnicni algoritem vrne tako ortogonalno matriko P, da je PAPT = H in PB = E,
kjer za H in B velja, da imata obliko (3.10). Ce je par (A, B) vodljiv, je Hy —1 polnega ranga,
¢e pa par (A, B) ni vodljiv, je Hy —1 = 0.

Dokaz.  Par (A, B) je vodljiv natanko tedaj, ko je rang([B A — AI] = n za vse A\. Velja
rang([B A— M]) =rang([B H — AI]) in

By Hyp— ML His Hyy,
[E H- Al = Hoq H22.— Ao ff-%
0 Hy -1 Hpp — M,

Ce je par (A, B) vodljiv, mora imeti [E H — M| poln rang za vsak A, torej mora biti Hy ;1
polnega ranga. Ce pa par (A, B) ni vodljiv, potem [B H — AI'| ne more imeti polnega ranga
in Hj, ,,—1 mora potem biti enak 0.

Algoritem je obratno stabilen. Za izracunani matriki H in B velja, da je H = H+ AH in
B = B+ AB, kjer je |AH|| < ¢||H||pu, ||[AB|| < ¢||Bl|pu in je ¢ majhna konstanta.

Zahtevnost algoritma, je priblizno 6n® + 2n™ operacij.

Opomba 3.5 Indeks k, kjer se konca stopnicasti algoritem, je enak vodljivostnemu indeksu para

(A, B).

V primeru enovhodnega sistema se vodljivostna Hessenbergova oblika za par (A,b) spremeni v
hii hiz -+ hig b1

PAPT — H — ho1 }-L22 h?n

hn,nfl hnn 0
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Izrek 3.19 Par (A,b) je vodljiv, e je pripadajoca vodljivostna Hessenbergova oblika (H,E) taka,
da je by # 0, H pa je ireducilna zgornja Hessenbergova matrika, torej h;;—1 #0 zai=2,...,n.
Ce zgorngi pogoj ni izpolnjen, potem par (A,b) ni vodljiv.

Dokaz.  Velja

rang([b Ab --- A""'b]) =rang([b Hb --- H"1p]).

Matrika [Z Hb ---H”_lg] je zgornja trikotna matrika z diagonalnimi elementi by, hoiby,
hathsaby, ..., ho1 -+ hyp—1b1, ki je polnega ranga, ¢e velja by #0in h;;—1 #0zai=2....,n.

Ce je by = 0, potem sistem ocitno ni vodljiv. Ce velja h;;—1 = 0, potem vodljivostna matrika

C) ni polnega ranga in (A, b) prav tako ni vodljiv. | |

Opomba 3.6 Podobno lahko naredimo pri spoznavnosti. Sedaj par (A,C) spremenimo v H =
QAQT in C=0CQT =[0 --- 0 Oy}, kjer je H blocna zgornja Hessenbergova matrika. Ce
je par (A, C) spoznaven, je H blocno ireducibilna, Cy pa je polnega ranga.

Tukaj manjka Se: kaksen zgled.

3.6 Razporejanje polov

Imamo linearni zvezni kontrolni sistem

z(t) = Ax(t) + Bu(t), x(tg) = xo, t>to,
y(t) = Cx(t) + Du(t).

—~

S povratno zvezo iz stanja zelimo stabilizirati sistem oziroma razporediti pole prenosne funkcije.
Denimo da poznamo stanje z(t). Potem za povratno zvezo lahko vzamemo u(t) = v(t) — Kxz(t),
kjer je v(t) referen¢na vhodna funkcija in K povratnozan¢na matrika velikosti m x n. Dobimo

z(t) = (A— BK)z(t)+ Bo(t), x(to) = xo, t > to,
y(t) = (C —DK)x(t) + Du(t).

Poli prenosne funkcije so sedaj ni¢le zaprtozancnega karakteristi¢nega polinoma det(s/—A+BK).
Denimo, da Zelimo, da so lastne vrednosti matrike A— BK enake podanim vrednostim sq, ..., S;,.
Ker je matrika K realna, morajo morebitne kompleksne nicle nastopati v konjugiranih parih. Iz
zeljenih lastnih vrednosti lahko sestavimo ciljni zaprtozan¢ni karakteristi¢ni polinom

afs)=(s—s51)-(s—sp) =8" + 15" L+ +ais+ ag.
Nas cilj je poiskati tako povratnozancéno matriko K, da bo
det(sI — A+ BK) = «(s).
Tej nalogi pravimo tudi problem razporejanja polov.

Najprej si poglejmo, kako lahko problem resimo kadar je sistem enovhoden.
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3.6.1 Ackermanova formula

V tem primeru je K = k € R'”. Denimo, da je sistem podan v vodljivostni normalni obliki.
Potem je

0 1
0 1
A— bk = : -
0 1
—ag— k1 —a;—ky o0 - —ap_1 — kn
Od tod lahko preberemo, da moramo za elemente k vzeti k; = a1 —ag_1 za k=1,...,n.

Ce par (A,b) ni v vodljivostni normalni obliki, moramo najprej poiskati prehodno nesingularno
matriko 7', da bosta A in b prave oblike. Vemo, da taka matrika 7" obstaja natanko takrat, ko
je par (A,b) vodljiv. Ce je

k=lag—ay a1—a1 -+ Quo1—ap_1]

prava izbira povratne zveze za transformirani par (Z, Z) = (TAT~',Tb), potem je za originalni
par (A,b) prava izbira k = kT.

Ce upostevamo formulo (3.7), potem velja
Sn
~ spA
/-CZkTZ[OéQ—aO o] —ay - an_l—an_l] . s (3.11)
SnAn—l
kjer je s, zadnja vrstica inverza vodljivostne matrike CA_Jl. Ko zmnozimo (3.11), dobimo

kT = sp(aol + 1A+ -+ ap A" — s, (apl + a1 A+ -+ a,_1 A",

Sedaj upostevamo, da je po Cayley-Hamiltonovemu izreku A" = —(agl +ayA+---+a, 1 A" 1).
Od tod sledi
k= spa(A). (3.12)

Izraz (3.12) se imenuje Ackermanova formula za razporejanje polov.



Poglavje 4

Stabilnost

4.1 Uvod
Homogeni sistem #(t) = Ax(t), (0) = xo, je

e asimptoticno stabilen, Ce za vsak xg velja, da gre x(t) proti 0, ko gre ¢ proti oco;
e stabilen, Ce za vsak z( obstaja taka konstanta ¢ > 0, da velja ||z(t)]| < ¢, ko gre t proti oo;

e nestabilen, e obstaja tak xg, pri katerem gre ||z(t)|| proti oo, ko gre ¢ proti oco.

Izrek 4.1 Homogeni sistem @(t) = Ax(t), ©(0) = x¢, je asimptoticno stabilen natanko tedaj, ko
za vse lastne vrednosti A velja Re(\) < 0.

Sistem je stabilen, ¢e velja Re(A) < 0, lastne vrednosti z Re(\) = 0 pa so polenostavne. Ce
vse lastne vrednosti matrike A zados¢ajo pogoju Re(A) < 0, potem pravimo, da je A stabilna
matrika.
Sistem
@(t) = Ax(t)+ Bu(t), (o) =wz0, t=to, (1)
4.1
y(t) = Cux(t) + Du(t).

je BIBO stabilen (bounded input-bounded output), ¢e je za vsak omejen vhod tudi izhod omejen.
BIBO stabilnost je odvisna od polov prenosne funkcije G(s) = C(sI — A)~'B + D.

Izrek 4.2 Sistem (4.1) je BIBO stabilen natanko tedaj, ko imagjo vsi poli prenosne funkcije G(s)
negativni realni del.

Vsak pol G(s) je lastna vrednost matrike A, torej je vsak asimptoti¢no stabilen sistem tudi BIBO
stabilen. Obratno pa ni nujno res.

38
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Zgled 4.1 Ce vzamemo

potem je
_ on-1p s—1 0 0 1
G(s)=C(sI—A) 'B=]|1 1][ 0 5—1—1} [JU_S—}—l'
Od tod sledi, da je sistem BIBO stabilen, ni pa asimptoticno stabilen. O

Izrek 4.3 Sistem (4.1) je BIBO stabilen natanko tedaj, ko

1. wse lastne vrednosti A imajo nepozitivne realne dele,
2. ¢e je Re(\;) = 0, je \; polenostavna,

3. ce je Re(\;) = 0, potem \; ni vodljiva (za levi lastni vektor x velja x7 B = 0).

4.2 Stabilnost po Ljapunovu

S pomodjo kriterija Ljapunova lahko teoreti¢no brez racunanja lastnih vrednosti matrike A ugo-
tovimo, ali je matrika A stabilna ali ne.

Izrek 4.4 Sistem i(t) = Az(t), x(0) = xo, je asimptoticno stabilen natanko tedaj, ko je za
poljubno simetri¢no pozitivno definitno matriko QQ resitev zvezne enacbe Ljapunova

ATP+ PA=-Q (4.2)

enolicna, simetricna in pozitivno definitna.

Dokaz.  (<=:) Naj bo (A, z) lastni par matrike A. Potem iz
ATP+PA=—-Q

sledi
AT Pz 4+ 2*PAz = —2*Qu
in _ _ _
Ae*Px + Ax*Pr = (A+ X)) g" Pz, = — 2" Qu
>0 >0
Od tod sledi, da je A + X < 0, torej Re()\) < 0.
(=) Pokazimo, da za resitev P lahko vzamemo kar
P:/eM@WM (4.3)
0

AP+ PTA ::l/ eA“Qe”Aﬁ4i/ AT ATt Qe gt
0 0

— /00 i (eATthAt> dt = eATthAt‘OO )
o dt 0
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Ker je A stabilna matrika, gre eATt proti 0, ko gre t — co. To pa pomeni, da je AP+ PTA=Q
in P je res resitev (4.2).

Simetrija P sledi iz same konstrukcije (4.3), pokazati pa moramo $e pozitivno definitnost. Za
poljuben vektor u velja

o0 T o0 T
u” Pu :/ uler tQeMudt :/ (eATtu) Qe dt.
0 0

Ker je matrika e nesingularna, Q pa pozitivno definitna, je v Pu > 0.

Pokazimo $e enoli¢nost. Denimo, da sta P; in P, razli¢éni regitvi (4.2). Potem je
AT(Pl — Pg) + (Pl — PQ)A =0,

od tod pa sledi .
6A t (AT(P1 — P2) + (Pl — PQ)A) eAt =0,

kar je ekvivalentno

d

a (BATt(Pl - PQ)@At) =0.
Od tod sledi, da je e *(P; — P;)e* konstantna matrika za vsak t. Ko vstavimo ¢ = 0 in t = oo,
ugotovimo, da mora biti potem P; — P, = 0. |

Opomba 4.1 Iz samega dokaza je razvidno, da matrika P, definirana z (4.3), zadosca enachi
Ljapunova tudi v primeru, ko matrika () ni pozitivno definitna.

Zvezna matri¢na enacba Ljapunova
PA4+ATP=—Q

nastopa tudi v dualni obliki
AP+ PTA=—Q.

Ce je A stabilna matrika in ) simetri¢na pozitivno definitna, potem velja:
1. enolitna resitev PA+ ATP = —Q je P = [ eAtQe dt,

2. enolitna resitev AP + PTA= —Q je P = [ eMQeA  dt.

Enac¢ba Ljapunova nastopa pogoste tudi v obliki, ko @) ni pozitivno definitna, temvec le nenega-
tivno definitna, npr. ko je @ = BBT ali Q = CTC, kjer sta B in C vhodna oz. izhodna matrika.

Izrek 4.5 Naj bo P resitev enache Ljapunova PA 4+ ATP = —CTC. Velja:

1. Ce je P s.p.d. in je par (A,C) spoznaven, potem je A stabilna;
2. Ce A stabilna in je par (A, C) spoznaven, potem je je P s.p.d.;

3. Ce A stabilna in je P s.p.d., potem je par (A,C) spoznaven.
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Dokaz.

1. Naj bo (A, ) lastni par matrike A. Potem iz enacbe Ljapunova sledi
2*PAx + 2" AT Py = —2*CTCu,

od tod pa B
A+ Na* Pz = —||Cx|*.

Ker je par (4, c) spoznaven, je Cx # 0, zato mora veljati A + A < 0 in Aej stabilna.

2. Ker je A stabilna, je resitev podana z
o0 T
P= / e teT e,
0

Ce P ni simetritna pozitivno definitna, potem obstaja z # 0, da je Pz = 0, torej 7 Pz = 0,
od tod pa iz

[o@)
2 Py = /ooxTeATtCTC’eAtt dt = / HCeAtxH dt
0 0
sledi Cet* = 0, to pa pomeni, da par (A,C) ni spoznaven.

3. Denimo, da par (A, C) ni spoznaven. Potem obstaja tak lastni par (A, z) matrike A, da je
Cz = 0. Od tod podobno kot v tocki 1. sledi

(A +N)z*Pz = —||Cz|? = 0.

Ker je A+ X < 0, mora biti * Pz = 0, torej P ni s.p.d..

Soroden izrek lahko pokazemo tudi za vodljivost.

Izrek 4.6 Naj bo P resitev enacbe Ljapunova AP + PAT = —BB”. Velja:

1. Ce je P s.p.d. in je par (A, B) vodljiv, potem je A stabilna;
2. Ce A stabilna in je par (A, B) vodljiv, potem je je P s.p.d.;

3. Ce A stabilna in je P s.p.d., potem je par (A, B) vodljiv.
Definicija 4.7 Matriko
oo
O¢ = / At BBT e dt
0
imenujemo vodljivostna Gramova matrika,
&0 T
Ca = / A tOTCeMdt
0

pa spoznavnostna Gramova matrika.



Bor Plestenjak - Numericne metode za linearne kontrolne sisteme (verzija: 21. april 2006) 42

Izrek 4.8 Naj bo matrika A stabilna.
1. Vodljivostna Gramova matrika Cq resi enacbo Ljapunova
ACq + CaAT = —BBT
in je s.p.d. natanko tedaj, ko je par (A, B) vodljiv.
2. Spoznavnostna Gramova matrika O¢g resi enacbo Ljapunova
OcA+ ATO¢ = -CTC

in je s.p.d. natanko tedaj, ko je par (A,C) spoznaven.
V nekaterih primerih se da stabilnost matrike preveriti tudi na lazji nacin.

Zgled 4.2 Za par

-1 -2 -3
A=10 -2 —-1|, b=]1
0 0 -3 1
dobimo vodljivostno Gramovo matriko
1 7T 1 1
CG - ﬂ 1 4 4 5
1 4 4

ki je ocitno singularna. Ker Cg ni pozitivno definitna, par (A,b) ni vodljiv. To je razvidno tudi
1z vodljivostne matrike, ki je enaka

1 -6 21
Cy=1{1 -3 9
1 -3 9

TIzrek 4.9 Ce je matrika A strogo diagonalno dominantna, torej
n
lazil > lai]
j=1
i

zai=1,...,n in so vsi diagonalni elementi a;; negativni, potem je A stabilna matrika.

Dokaz.  Sklicemo se na Gerschgorinov izrek, ki pravi, da vse lastne vrednosti matrike A lezijo

v uniji krogov
n
K; = {Z eC: |Z—an’| < E |al-j|}
j=1
i
za i =1,...,n. Ker v nasem primeru vsi krogi K; lezijo v levi polravnini kompleksne ravnine,
morajo imeti vse lastne vrednosti negativne realne dele. [ |
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4.3 Diskretni sistemi

Diskretni sistem xp11 = Azy je asimptoticno stabilen, Ce so absolutne vrednosti vseh lastnih
vrednosti matrike A strogo manjse od 1. Podobno kot pri zveznem primeru je sistem stabilen,
Ce za vse lastne vrednosti A\ matrike A velja |A| < 1, tiste z absolutno vrednostjo 1 pa so
polenostavne.

Ce za vse lastne vrednosti A matrike A velja |A| < 1 pravimo, da je A konvergentna matrika.

Podobno kot pri zveznem sistemu je tudi tokrat stabilnost povezana z regitvijo enacbe Ljapunova.
Diskretna enacba Ljapunova nastopa v dualnih oblikah

P—ATPA=Q
n

P—APAT = Q.

Izrek 4.10 Diskretni sistem x 1 = Axy, je asimptoticno stabilen natanko tedag, ko je za poljubno
simetricno pozitivno definitno matriko @ resitev diskretne enacbe Ljapunova

P—-ATPA=Q (4.4)

enolicna, simetricna in pozitivno definitna.

Dokaz.  (<=:) Naj bo (A, x) lastni par matrike A. Potem iz
P—ATPA=Q

sledi
t*Px + 2" AT PAx = 2*Qu
in
z*Px + Max*Pz = (1 — |A\?) 2" Pz, = 2*Qx .

>0 0
Od tod sledi, da je 1 — [A|? > 0, torej |A| < 1.
(=:) Pokazimo, da za resitev P lahko vzamemo kar
o0
P=> (AT QA (4.5)

0

Ker je matrika A konvergentna, je vsota v (4.5) konvergentna in P je v redu definirana. O¢itno
je, da je P simetri¢na pozitivno definitna matrika. Zaradi

AP—ArRA:§§UFﬁQAk—§§UFﬁQAk=Q
k=0 k=1

je P tudi resitev diskretne Ljapunove enatbe (4.4).
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Pokazati moramo ge enolitnost. Denimo, da poleg (4.5) enatbo (4.4) resi e matrika P. Potem
velja

P =Y (ATrQAF = (AT)F(P — ATP)AF =Y (AT)FpAF = "(AT)*PA* = P,
k=0 k=0 k=0 k=1
torej je reSitev enoli¢na. [ |

Podobno kot pri zveznem problemu nas tudi sedaj zanimajo resitve enacbe Ljapunova, kadar je
@ le nenegativno definitna, torej npr. Q@ = BBT ali Q = CTC. Naslednja dva izreka sta diskretni
obliki izrekov 4.5 in 4.6.

Izrek 4.11 Naj bo P resitev diskretne enacbe Ljapunova P — ATPA = CTC. Velja:

1. Ce je P s.p.d. in je par (A,C) spoznaven, potem je A konvergentna;
2. Ce A konvergentna in je par (A,C) spoznaven, potem je je P s.p.d.;

3. Ce A konvergentna in je P s.p.d., potem je par (A,C) spoznaven.

Izrek 4.12 Naj bo P resitev diskretne enacbe Ljapunova P — ATPA = BBT. Velja:

1. Ce je P s.p.d. in je par (A, B) vodljiv, potem je A konvergentna;
2. Ce A konvergentna in je par (A, B) vodljiv, potem je je P s.p.d.;
3. Ce A konvergentna in je P s.p.d., potem je par (A, B) vodljiv.

Definicija 4.13 Matriko

o
0f =) (AT)*BBT AF
k=0
imenujemo diskretna vodljivostna Gramova matrika,

CE =Y (AhrcTcar
k=0

pa diskretna spoznavnostna Gramova matrika.

4.4 Klasi¢na teorija

Tukaj manjka Se: poglavlje o stabilnosti klasi¢nih sistemov (5 strani priprav).
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4.5 (Oddaljenost od nestabilnih sistemov
Naj bo A kompleksna stabilna matrika. Zanima nas, kako moc¢no je matrika stabilna oz. koliko
je blizu nestabilnosti.
Eno merilo naj bi bila t.i. stabilnostna abscisa
a(A) := max{Re(A) : A lastna vrednost A}.
Ce je a(A) < 0 je matrika stabilna in pricakujemo da manjsa ko je vrednost a(A), dalje je A od

nestabilne matrike.

Zgled 4.3 Za maltriko

—0.5 1 1 1 1 1
—-0.5 1 1 1 1
—0.5 1 1 1
A= —-0.5 1 1 ’
—0.5 1
] 0.5
je a(A) = —0.5. Ce pa A zmotimo na mestu (6,1) v 1/324, ima nova matrika lastne vrednosti

—0.8006, —0.7222 + 0.2485:, —0.3775 4 0.4120¢, 0 in je nestabilna. V tem primeru je stabilna
matrika A dosti blizje nestabilni matriki kot kaze a(A).

Boljsa mera za stabilnost je razdalja do mnozice nestabilnih matrik. Definiramo jo kot

B(A) = min{||E|| : A+ E ni stabilna matrika}.

Ekvivalentno bi lahko zapisali

B(A) = min{||E|| : A+ E ima lastno vrednost A, kjer je Re(\) > 0}.

Lema 4.14 Naj bo A stabilna kompleksna matrika. Potem je
B(A) = mi]% Omin(A — iwl), (4.6)
we

kjer je omin najmangsa singularna vrednost.

Preko formule (4.6) lahko izratunamo (3(A) z uporabo kaksne metode za nelinearno optimizacijo.
Za poljuben w € R dobimo zgornjo mejo G(A) < omin(A — iwl).
Van Loan (1985) je predlagal, da za priblizek za 3(A) vzamemo kar
min {omin(A —i-im(A)I) : A lastna vrednost A} .
Ko se A spremeni v najblizjo matriko, ki ni stabilna, ima A 4+ E neko strogo imaginarno lastno

vrednost. Za pricakovati je, da bo imaginarni del te lastne vrednosti ostal nespremenjen ali vsaj
blizu imaginarnemu delu lastne vrednosti matrike A.
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Zgled 4.4 Demmel (1987) je nasel protiprimer za zgornjo domnevo. Ce vzamemo

-1 —-b b
A= -1 —b |, b>1,
-1

potem je

min {omin(A — i -im(A\)I) : X € AM(A)} = omin(A) = O 1),
vendar je B(A) = O(b~2).

Je pa res, da v praksi ocena vraca zadovoljive vrednosti, odpove le v primerih, ko je matrika A
hkrati defektna in derogatorna.

Izrek 4.15 Naj bo A stabilna kompleksna matrika. Za o > 0 velja, da je o > B(A) natanko
tedagj, ko ima matrika

O

¢isto tmaginarno lastno vrednost.

Matrika H (o) je Hamiltonska matrika. V realnem primeru je matrika Hamiltonska, ¢e ima
strukturo

A G
H:|:Q _AT:|a

kjer sta G in @ simetri¢ni. Lastne vrednosti realne Hamiltonske matrike nastopajo v

e parih {\, —\}, kadar je A € R ali A € iR,

e Zetvorkah {\, =\, \, —\}, kadar je A € C\(RU4R).
2nx2n ; : T .. 0 In
HeR je Hamiltonska < (HJ)" = HJ, kjer je J = 1 ol

Byers (1988) je razvil naslednji algoritem, ki oceni $(A) do faktorja 10 natan¢no ali pa ugotovi,
da je B(A) pod predpisano toleranco.

Dana je matrika A in toleranca 7 > 0
a=20
v=z[A+ A",
Dokler je v > 10 max(7, cv)
o = /rmax(7, a)

Ce ima H (o) ¢isto imaginarno lastno vrednost vzemi v = o sicer pa a = 0.

Glavni del algoritma je ugotavljanje, ali ima H (o) imaginarno lastno vrednosti ali ne, saj to
preverjamo numeri¢no. Tu pomagajo algoritmi, ki ohranjajo Hamiltonsko strukturo.
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Sicer pa velja, da lahko pri izra¢unani lastni vrednosti postavimo realni del na 0, ¢e je po absolutni
vrednosti reda O(u'/2||A||r), kjer je u osnovna zaokrozitvena napaka.

Vemo, da je stabilnost povezan z enac¢bo Ljapunova in ta povezava nam da naslednjo oceno za

B(A).

Izrek 4.16 Naj bo A kompleksna stabilna matrika in X enolicna hermitska pozitivno definitna
resitev enacbe Ljapunova
XA+ A X =-M,

kjer je M hermitska pozitivno definitna matrika. Potem je

Amin (M)

A) > o7
s> S,

kjer je Amin(M) najmangsa lastna vrednost M.

Razdalja do nestabilnosti v diskretnem primeru

V primeru konvergentne matrike je ustrezna razdalja do nestabilnosti definirana z

v(A) = min{||E|| : za nek 6 € R je ¢? lastna vrednost A + E}.

Izrek 4.17 Za n x n matriko A obstaja taka vrednost T'(A) € R, da je T'(A) > v(A) in da ima
v primeru I'(A) > o > v(A) Hamiltonski matriéni Sop

Hp(0) = F(0) = AG(0) = [_ZI" }ﬂ - [ e —{:IJ

posploseno lastno vrednost z absolutno vrednostjo 1.

Na podlagi zgornjega izreka lahko tudi v diskretnem primeru ocenimo razdaljo do nestabilnosti
s pomocjo bisekcije.

4.5.1 Robustna stabilnost

V praksi je sistem vedno podvrzen dolo¢enim motnjam. Tako si lahko npr. mislimo, da matrika
A ni znana eksaktno, temve¢ je znana matrika A + F, kjer je E neka motnja.

Zato bi radi vedeli, ali bo sistem, kjer je namesto A v resnici A + F, Se vedno stabilen.
Izrek 4.18 Naj bo A stabilna matrika in naj ima motnja E obliko
T
i=1

kjer matrike E1, ..., E,. dolocajo strukturo same motnje. Ce je X enolicna simetricna pozitivno
definitna resitev enacbe Ljapunova

XA+ ATX = —qQ,
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kjer je Q simetricna pozitivno definitna matrika, potem je matrika A + E stabilna za

- |p‘|2 < U?nin(Q)
2 il > .
= Yo |BF X + X EBi?

Denimo, da je matrika A stabilna. Koli¢ina S(A) meri oddaljenost od najblizje matrike, ki
ni stabilna. V praksi pa imajo motnje F lahko posebno strukturo in potem je bolj smiselno
vpraSanje, koliko je oddaljena najblizja nestabilna matrika z dano strukturo.

[s¢emo motnje oblike BEC, kjer sta matriki B in C fiksni (in sta v praksi ravno matriki iz
predstavitve sistema v prostoru stanj), matrika E pa je spremenljiva.

Za stabilno matriko A velikosti n X n in matriki B in C velikosti n X m in 7 x n definiramo radij
stabilnosti (F =R ali F = C)

re(A, B,C) = inf{||E|ly : E € F™" in A+ BEC ni stabilna}.

Lema 4.19 Velja

re(A,B,C) = it {|E|l2: E€F™" in det(I - EG(i-w)) = 0},
we
Ejer je G(s) = C(sI — A)~'B.

Izrek 4.20 .
re(A, B, C) = (supHG(i-w)H> |

weR

Ce imamo realne matrike in dopui¢amo le realne motnje, dobimo vecje radije stabilnosti, saj
otitno vedno velja rg(A, B,C) > rc(A4, B, C). Razmerje je lahko poljubno veliko.

Izrek 4.21 .
rr(A,B,C) = (supuR(G(i -w))) ;

weR

kjer je pr(M) = (inf{||E|| : E € R™" in det(I — EM)=0})"".

Lema 4.22
Re(M)  —vim(M)

pr(M) = inf o ([rflim(M) Re(M) D '

Ce je A kompleksna matrika, velja B(A) = rc(A,I,I) = minger omin(4 — @ - wl), za realno
matriko pa velja

_ . A —ywl
B(A) =rr(A,I,1I) = glelﬁfél(%ﬁ] Oom—1 ([le[ A D ,

kjer je 09,1 druga najmanjsa singularna vrednost.



Poglavje 5

Numeri¢no reSevanje Sylvestrove
enacbe in enac¢be Ljapunova

5.1 Kroneckerjev produkt

V nadaljevanju bomo potrebovali naslednji dve definiciji. Kroneckerjev produkt matrik W € RP*4
in Z € R**! je matrika velikosti ps x ¢t blo¢ne oblike

w11Z tee wlpZ
W®Z= :
Wp1 4 Wpgl
Vektorizacija matrike W = [wy -+ wq] € RP*? je vektor velikosti pg blo¢ne oblike
w1
vec(W) =
Wyq

Enacba Ljapunova A”X + XA = —Q je poseben primer Sylvestrove enacbe
AX +XB=C, (5.1)

kjer so dane matrike A € R™*™ B € R™ "™ in C' € R™*" igemo pa X € R™*™. Hitro lahko
preverimo, da veljajo naslednje enakosti

vec(AX) (I, ® A)vec(X), (5.2)
vec(XB) = (BT @ I,)vec(X), (5.3)
vec(AX B) (BT ® A)vec(X), (5.4)
[vec(X)ll2 = [ X]p. (5.5)

Iz enakosti (5.2) in (5.3) sledi, da je Sylvestrova enacba (5.1) ekvivalentna linearnemu sistemu

(I, ® A+ BT @ I,,)vec(X) = vec(C) (5.6)

49
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Lema 5.1 Za matriki A € R™*"™ in B € R™™"™ velja

1. lastne vrednosti A ® B so \ijjij,

2. lastne vrednosti I, @ A+ BT ® I,,, so \j + s

kjer so \j za i = 1,...,m lastne vrednosti matrike A, p; za j = 1,...,n pa lastne vrednosti
matrike B.

Dokaz.  Za matriki A in B obstajata unitarni matriki U, V in zgornji trikotni matriki R, S,
da je R=U*AU in S = V*BV. Potem velja
AB=UV)(Re S)(Ux V)",

R ® S pa je zgornja trikotna matrika, ki ima na diagonali vse mozne produkte r;;s;;. To pa so
ravno vsi mozni produkti parov lastnih vrednosti matrik A in B. Podobno je

LoA+BT'@I,=UeV) I, R+ ST I,) (U V)",

I, ® R+ ST ® I, pa je spet zgornja trikotna matrika, ki ima na diagonali vse mozne vsote
Tii + 855 |

Posledica (5.6) in leme 5.1 je naslednji izrek.

Izrek 5.2 Sylvestrova enacba (5.1) ima enolicno resitev natanko tedaj, ko velja
o(A)no(=B) =10,

to je takrat, ko matriki A in —B nimata nobene skupne lastne vrednosti.

Dokaz.  Po lemi 5.1 so lastne vrednosti matrike I, ® A+ BT ® I,,, enake \; + i, kjer sta \; in

5 po vrsti lastni vrednosti matrik Ain Bza¢=1,...,min j =1,...,n. Zaradi tega je sistem
(5.6) enoli¢no resljiv natanko tedaj, ko matriki A in —B nimata nobene skupne lastne vrednosti.
[ |

Posledica 5.3 Ce je matrika A stabilna, je enacba Ljapunova enoliéno resljiva.

Dokaz. Po izreku 5.2 je enacba Ljapunova enoli¢no regljiva takrat, ko matriki A in —A”
nimata nobene skupne lastne vrednosti. Ker so lastne vrednosti A7 enake lastnim vrednostim
A, to pomeni, da mora za poljubni lastni vrednosti A in g matrike A veljati A+ p # 0. To pa je
res, ko je A stabilna matrika, saj takrat velja Re(A + p) = Re(A) + Re(u) < 0. |

Podobne ugotovitve lahko naredimo tudi za diskretne sisteme. Diskretna enacba Ljapunova
ATX A — X = —Q je poseben primer diskretne Sylvestrove enacbe

AXB - X =C,

kjer so dane matrike A € R™*™ B € R™" in C' € R™*", is¢emo pa X € R™*™. Diskretna
Sylvestrova enacha AXB — X = C' je ekvivalentna linearnemu sistemu

(BT ® A — I, ® I,,)vec(X) = vec(C).
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Izrek 5.4 Diskretna Sylvestrova enacba AXB — X = C ima enolicno resitev natanko tedaj, ko
za vse lastne vrednosti A matrike A in p matrike B velja A\ # 1.

Dokaz.  Po lemi 5.1 so lastne vrednosti matrike BT @ A — I,, ® I,,, enake Aip; — 1, kjer sta \;
in p1; po vrsti lastni vrednosti matrik Ain Bzai=1,...,minj=1,...,n. [ |

Posledica 5.5 Ce je A konvergentna, je diskretna enacba Ljapunova enoliéno resljiva.

Dokaz.  Ker so lastne vrednosti A7 in A enake, mora za poljubni lastni vrednosti A in y matrike
A veljati Au # 1. Ce je A konvergentna matrika, velja [Ap| = |A| - |p] < 1. |

5.2 Obcutljivost Sylvestrove enacbe

Za kvadratni matriki A € R™*™ B € R™*" lahko definiramo loc¢enost matrik kot

. ||AX — XB|r
sep(A4,B) =min ———.
P B) = X

V nadaljevanju bomo pokazali, da je lo¢enost matrik A in B povezana z ob¢utljivostjo Sylvestrove
enatbe AX + BX = C.

Kot nam pove naslednji izrek, je locenost sep(A, B) tudi merilo za obc¢utljivost invariantnega
podprostora.

Ty The
0 Tx
torej stolpci Uy razpenjajo invariantni podprostor matrike A. Matriko A zmotimo za E, kjer je

E11 Epo o
* _
UEU_[E21 EQJ. Ce je

Izrek 5.6 ([5, Izrek 7.2.4]) Naj bo U*AU = Schurov razcep A in U = [U; U],

sep(TH, ng) >0

m

1B <1+ 5(|Th2]|2 )S Sep(Tn,Tm)’
sep(Th1,Tr2) 5

potem obstaja taka matrika P, ki zadosca

L

—— ||
- Sep(Tn,Tm)H 212

in so stolpci Uy = (Uy + UsP)(I + PEP)=Y2 ortogonalna baza za invariantni podprostor A+ E.

Vemo, da je Sylvestrova enatba AX + X B = C ekvivalentna linearnemu sistemu
(I, ® A+ BT @ I,,,)vec(X) = vec(C).
Oznaéimo P := I, ® A+ BT ® I,,,. Za matriko P velja

L . ||Pz]|2 . |1AX + XB||r
P 1 1:mm” =min————— =S¢ A,—B,
1P =i T, = s s p(4,—5)
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torej
1

P o= ——m—.
1P = e —B)

Poglejmo, kako je Sylvestrova enacba AX + BX = C ob¢utljiva na motnje. Ce zmotimo A, B
in C, se zmoti tudi X in dobimo
(A+AA) (X +AX)+ (X +AX)(B+AB)=C+ AC.
V tenzorskem produktu to ustreza
(P + AP)vec(X + AX) = vec(C + AC),
kjer je AP = I, ® AA+ ABT @ I,.
Iz teorije zaokrozitvenih napak za nesingularni linearni sistem 7'z = y poznamo oceno

152 Tl ( ||6y||)
< 5T|| + 101 5.7
= < T O 5.7

za refitev (T + 6T)(z + 62) = (y + 0y), ki velja v primeru ||[T~|||6T| < 1.

Predpostavimo, da v nasem primeru velja ||[P~!|]2||AP|2 < 1. Potem lahko uporabimo (5.7) in

dobimo [[vec(AX)] | P~ [[vec(AC)]|

vec(AX)|[o P, ( vec 2)

< AP|y + A2 ) (5.8)
[vec(X)ll2 = 1= |IP7L[2]|AP]2 IAP] [[vec(X)]|2

Ce velja [AA|lF < [|Alre, |AB|r < |BlFre, |[AC|F < |IC]lFe in

|AllFr + ||1B|lF
= 1
0 sep(4, —B) £<5
potem iz ocen
1Pl < llAllr + | BllF,
[AP2 < [[AA|F + |AB]F,
[vec(O)l2 < [ICllF < ([[AllFr + I Bl X F,
[vec(AC)[l2 = [[AC]F.
dobimo
|AX]|[F 1 ( ||CHF>
< ellAllp +¢||Bllp +¢
Xl = (= opep(a,—5) \ 1Al +elBlr e

< T e + 1Bl

Ce vzamemo 8 < %, smo dokazali naslednji izrek.

Izrek 5.7 Sylvestrova enacba AX + XB = C naj ima enolicno resitev X za C # 0. Ce velja

[Allr +[|Bllr

1
sep(A, —B) Sy
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potem za resitev zmotene Sylvestrove enacbe (A+AA)(X+AX)+(X+AX)(B+AB) = C+AC,

kjer je
« = e {1241 1281 2l )
IAllr " IIBllr " ICIF S

velja
1AX]r _ , [1AllF +[I1B]r
IXllr —  sep(4,—-B)
Obcutljivost Sylvestrove enacbe je torej enaka
[Allr + | Bllr
sep(4,—B)

Ce izrek 5.7 uporabimo za enatbo Ljapunova ATX + XA = —Q, ugotovimo, da je obcutljivost

odvisna od
|AllF

Sep(ATa _A) .

Ce velja

¢ = {101 120l
[ TQlle

in je izpolnjen pogoj ) 1
lAle 1
sep(AT, —A) 4

potem za reditev (A + AA)T (X + AX) + (X + AX)(A+ AA) = —(Q + AQ) velja

IAX]lr _ Al
[XTr =" sep(A”, —4)

V oceni iz izreka 5.7 nismo upogtevali, da ima P posebno strukturo, temve¢ smo se sklicali na
teorijo, ki velja za poljubno polno matriko. Lahko pa dobimo Se boljso oceno. Ce vzamemo
(A+ AA)(X + AX) + (X + AX)(B + AB) = C + AC in zanemarimo kvadratne popravke,
dobimo novo Sylvestrovo enacbo

AAX + AXB = AC — AAX — XAB,

ki jo lahko zapisemo v obliki

vec(AA)
Pvec(AX)=—[XT® I, 1,®X —Iu] | vec(AB)
vec(AC)

Naj bo

¢ = e (12 1851 1401 )
a ) ﬂ 9 ’7/ )
kjer so «, B in 7 tolerance (ponavadi o = ||A||r, 6 = ||B||r, 7 = ||C||r). Dobimo

[AX]F

< \/31,1)5,
1 X1
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kjer je
NP (X" ®In) BUL®X) —vImn]l2
Y= e (5.9)
X1 7
natancnejSe pogojenostno stevilo Sylvestrove enacbe.
Zgled 5.1 Ce vzamemo Sylvestrovo enacbo z matrikamsi
1 11 —0.9888 0 0 0.0112 1.0112 2.0112
A=10 1 1|, B= 0 —0.9777 0 , C=10.0223 1.0223 2.0223 |,
0 0 1 0 0 —0.9666 0.0334 1.0334 2.0334
potem je tocna resitev
1 1 1
X=11 11
1 1 1

Ce spremenimo a1 v 1 — 1075, se resitev spremeni v

R 1.0001 0.9920 1.7039
X = | 1.0000 0.9980 1.0882
1.0000 0.9991 1.0259

Vidimo, da je majhna relativna motnja v matriki A povzrocila veliko motnjo v resitvi X . Izracun
nam da

IAA|7/IAllF = 24107
m
JAX 6 /IX[lp =41 -107.
Velika sprememba je v skladu z izrekom 5.7 posledica majhne locenosti matrik A in B, saj velja

sep(A,—B) = 1.4-1075.

]

Locenost matrik sep(A, —B) ni direktno povezana z razdaljami med spektrom matrik A in B.
V zgledu 5.1 je tako sep(A, —B) mo¢no manjsa od minimalne razdalje med lastnimi vrednosti A
in —B.

V nekaterih primerih lahko Ze vnaprej iz lastnosti matrik A in B sklepamo, da bo Sylvestrova
enacba slabo pogojena.

Izrek 5.8 Sylvestrova enacba XA + X B = C je zelo obcutljiva, ce sta obe matriki A in B zelo
obcutljivi.

Obratno ni nujno res in lahko imamo zelo obcutljivo Sylvestrovo enacbo, a zelo dobro pogojeni
matriki A in B. To se zgodi npr. tudi v zgledu 5.1.

Posledica 5.9 Ce je matrika A skoraj singularna, je enacba Ljapunova zelo obcutljiva.
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Racunanje ||P~ || = sep(A4, —B)~! je zahtevno, saj je dimenzija matrike P lahko zelo velika.

Na voljo so cenilke, s katerimi lahko ocenimo sep(A, —B) ceneje kot pa ¢e bi ra¢unali najmanjso
singularno vrednost matrike P. Uporabljajo se podobne ocene kot jih imamo za ocenjevanje
|A~1||. Poskusamo poiskati tak z, da bo ||y||/||z|, kjer je Py = z, ¢&im boljsa ocena za opin(P).
V vsakem koraku cenilke moramo re$iti eno Sylvestrovo enac¢bo. Ve¢ podrobnosti je na voljo v

2]

Natan¢nejSo oceno (5.9) lahko izpeljemo tudi za enafbo Ljapunova. Naj bo ||AA|r < ae,
AQ = AQT in ||AQ||F < ve. Za enabo Ljapunova AT X + XA = —Q potem dobimo

[AX |
1X1[r

1Pt [a((XT @ L) + (1o @ X)TIT)  —v1e ] l2
1X1[F

<V3ye, Kkjerje o=

zZa
P=I,0AT + AT w1,

in permutacijo
n
M= (eie]) @ (eje]),
ij=

za katero velja
vec(AT) = I vec(A).

Obcutljivost enac¢be Ljapunova, kjer je A stabilna matrika, je povezana z 2-normo simetri¢ne
pozitivno definitne resitve enactbe ATX + XA = —1.

TIzrek 5.10 Naj bo A stabilna matrika in X resitev ATX + XA = —Q. Ce je
(A+AADT(X + AX) + (X + AX)(A+ AA) = —(Q + AQ), (5.10)

potem velja

|ax| CYTRTE -

e +
X +AX]| [A+AAll - [|Q +AQ|
kjer je H resitev enacbe Ljapunova ATH + HA = —1.

SMA+Awwww(

Dokaz.  Ker je matrika A stabilna, iz enacbe (4.3) sledi, da lahko zapiSemo
oo
H= / eATteAl gy
0

Iz zveze (5.10) lahko izrazimo
ATAX + AXA = —(AQ + AAT(X + AX) + (X + AX)AA).

To je enacba Ljapunova za AX in spet, ker je A stabilna, velja

AX = / eAUAQ + AAT(X + AX) + (X + AX)AA)e™ dt.
0
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Naj bosta u in v levi in desni singularni vektor matrike A X, ki pripadata njeni najvedcji singularni
vrednosti. Potem velja

IAX] = |u'AXv|= / AN AQ + AAT(X + AX) + (X + AX)AA)eAto|dt
0

< \|AQ+AAT(X+AX)+(X+AX)AA||/ lleAtul||eAtv]|dt
0

IN

(A Jr2HAAIIHX+AXII)/0 le ull||e*lldt

0o 1/2 00 1/2
(aQl+21aapx +axi ([ peupa) ([T eroppa)
0 0

kjer smo za zadnjo neenakost uporabili Cauchy-Schwarzevo neenakost. Zaradi

o0 o T
/ eAtul|?dt = / uwre teAly dt
0 0
oo
= u* (/ ATt dt) u=u"Hu < | H|

IN

0

lahko ||AX]|| kon¢no ocenimo z
[AX]] < (|AQ[l + 2[|AAJllX + AXD HI|
Sedaj upostevamo Se oceno
1Q +AQ[ < 2|4+ AAJ||X + AX],

ki sledi iz (5.10), in dobimo (5.11). |

Posledica 5.11 Naj bo ||AA| < [|A]le, |AQ] < ||Q| € in

1—¢
e|lAll - [|H]| < .
ellAl- 121 < 77—
Potem je
[AX]] 2
< 8ellAll - [|H[| + O(7).
X
Zgled 5.2
-1 2 3 -2 0.9999 2
A=10 —=0.0001 3 |, C= 109999 3.9998 4.9999
0 0 -3 2 4.9999 6
Tocéna resitev je
11 1
X=11 11
1 1 1

Resitev enacbe Ljapunova ATH + HA = —1 je

0.0001  0.0001 0.0001
H =10%.{0.0001 2.4998 2.4999
0.0001 2.4999 2.5000
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Ce spremenimo ajq v —1 + 1077, dobimo

1 1 1

1 1.006 1.006 |,
1 1.006 1.006

X =
|AX/|| X =4-1073, |AA|/||A|| = 1.9 1078, |H|| = 5.00 - 10*, sep(AT, —A) = 2.00 - 10~°.

Pri diskretni enac¢bi Ljapunova AT XA — X = —(Q nastopa koli¢ina

ATXA-X
sepy(AT, A) = ?;é% H XIr I = omin(AT @ AT — 1,2).

Ce je A konvergentna imajo vse lastne vrednosti matrike A absolutne vrednosti strogo pod 1 in
velja 0 < sep, (AT, A) < 1.

Izrek 5.12 Naj bo X + AX resitev zmotene diskretne enacbe Ljapunova z A+ AA in Q + AQ,
kjer je [AAllr <[|Allre, |AQ|F < |QllFe in

Al? 1
A1
sepg(AT,A) 4

Potem je

IAXF _ ) 3IAJ%+1
X =~ sep,(AT, 4)

TIzrek 5.13 Ce je A konvergentna matrika in je H resitev diskretne enacbe Ljapunova AT HA —
H = —1I, potem je

Jn
sepy(AT, Ay > YU
ol ) | H |2

5.3 Algoritmi za Sylvestrovo enac¢bo in enac¢bo Ljapunova
Prvi mo7ni nagin je uporaba sistema (I,, ® A + BT ® I,,)vec(X) = vec(C). V tem primeru (¢e
ne upostevamo posebne strukture) potrebujemo O(m3n3) operacij in O(m?n?) prostora.
A in B lahko transformiramo v lepso obliko. Ce sta U in V nesingularni matriki in
R =U'AU, S =V~'BV, D=Vv~lcu,
se XA+ BX =C spremeni v YR+ SY = D, kjer je Y = V-IXU.

Denimo, da lahko A in B diagonaliziramo. Potem sta R in S diagonalni in velja

d..
Yij = -

=————— za t1=1,....m, 3=1,...,n.
T + Sii

To pride v postev le, ko sta npr. A in B simetri¢ni matriki, sicer pa imamo lahko velike tezave,
¢e U in V nista ortogonalni.

Da ohranimo stabilnost se omejimo na ortogonalne transformacije, saj so matrike realne.
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5.3.1 Bartels-Stewartov algoritem za Sylvestrovo enac¢bo

Resujemo Sylvestrovo enacbo AX 4+ BX = C. Pri tem algoritmu A reduciramo na spodnjo
realno Schurovo formo, B pa na zgornjo realno Schurovo formo:

R=UTAU, S=VvTBV,

kjer sta U in V ortogonalni, R kvazi spodnja trikotna in S kvazi zgornja trikotna. Transformirana
enacba je RY +YS =D, kjer sta D =UTCV inY =UTXV.

V bloc¢ni obliki lahko zapisemo R in S kot

R11 -Sll Sl2 T Slq
R— Ro1 R 5 Sy :
Ry -+ - Ry, I Suq
kjer so diagonalni bloki velikosti 1 x 1 in 2 x 2. Ce skladno bloéno zapisemo D in Y v obliki
Dyp -+ Dy (Vi - Yig
D = ) Y = )
Dy,1 -+ Dpg | Y1 - Ypg
dobimo enacbe
k—1 -1
RipYit + YiSu = D — > Rij¥jr = > YiuSi (5.12)
j=1 i=1

zak=1,...,pinl=1,...,q.

Enactba (5.12) je Sylvestrova enatba z matrikami velikosti 1 x 1 ali 2 x 2. Ce zelimo iz (5.12)
izracunati Y, potem moramo poznati bloke Y7;,..., Y, _1;in Yp1,..., Y, ;1. Za to lahko poskr-
bimo, ¢e bloke ra¢unamo v pravilnem vrstnem redu, npr. po vrsticah ali po stolpcih.

Algoritem 5.1 Bartels-Stewartov algoritem za reSevanje Sylvestrove enacbe AX + BX = ('

R =UTAU, R spodnja realna Schurova forma, UTU = I
S =VTBV, S zgornja realna Schurova forma, VIV = I
D=UTcv
l=1,...,q
k=1,...,p

Dy = Dy — Zf;ll Ry Y — S YiaSa

reSi Rix Yy + Y Sy = Dy za Yy
X=vyv?

Znotraj algoritma resujemo sisteme Ry Y + Y Sy = Ekl, kjer sta Ry in Sy velikosti 1 x 1 ali
2 x 2. Maksimalno imamo tako opravka s sistemom velikosti 4 x 4, ki ima obliko

T11 + S11 12 521 0 yn dyy
21 T2 + S11 0 521 ya1 | _ | da
512 0 r11 + 822 12 Y12 dy2

0 512 21 To2 + S22 | | Y22 da2

Stevilo operacij:
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1. redukcija na Schurovi obliki: 26m?3 + 26n3,

2. izracun D = UTCV: 2m?n + 2mn?,
3. izracun Y: m?n + mn?,

4. izracun X = UYVT: 2m2n + 2mn2.

Skupaj: 26(m3 + n3) + 5(mn? + mn?).

Poraba pomnilnika: 2n? + 2m? + mn.

Izrek 5.14 Ce je
|Allr + [ Bllr

<
sep(A, —B) “=

1
Z)
potem za izracunani X velja

I = X|lr _ JIAllr + 1Bl
XTI = sep(4,-B)

5.3.2 Bartels-Stewartov algoritem za enac¢bo Ljapunova

Prejinji algoritem lahko uporabimo tudi za ena¢bo Ljapunova ATX + XA = C. V primeru
C = O7 pa lahko dodatno izkoristimo dejstvo, da je tudi resitev X simetri¢na. Tako dobimo Se
ekonomicnejsi algoritem.

Matriko A najprej reduciramo na realno Schurovo formo R = UT AU, kjer je U ortogonalna
in R kvazi zgornja trikotna. Potem izra¢unamo D = UTCU, kjer z upoitevanjem simetrije
spet lahko prihranimo pri Stevilu operacij. Ce ozna¢imo e Y = UTXU , reSujemo sedaj enacbo
RTY +YR=D.

Naj bo

Ry R12] [Dn D12] [Yn Y12:|
R = , D= , Y = ,
[ 0  Ro Dy1 Do Yor Yoo

kjer je R1; matrika 1 x 1 ali 2 x 2, velikosti blokov v matrikah D in Y pa so skladne z velikostmi
blokov v R. Dobimo:
R{Yi1 + Yi1Ri1 = Duy,
in
R3yYas + Yoo Ry = Doz — R{yYo1 — Yai Rua,
kar pomeni, da se problem, ko izra¢unamo Yj; in Y5 = Y2T1, reducira na manjsi problem. Pri

tem omenimo, da Yjo izracunamo s podobnim postopkom kot racunamo izvendiagonalne bloke
v algoritmu 5.1.

Algoritem 5.2 porabi 26n? + 7n3 operacij in 3n? pomnilnika.
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Algoritem 5.2 Bartels-Stewartov algoritem za resevanje enacbe Ljapunova A”X + XA =C

R =UTAU, R zgornja realna Schurova forma, UTU =T
D=UTCcU
l=1,...,p
k=1....p
Dy =Dy — Y17 R} Ya
resi ngykl + Y Ry = Dy 7a Yy
j=l+1...,p
Y=Y}

5.3.3 ResSevanje Sylvestrove enacbe preko Hessenberg-Schurove oblike

Pri reSevanju Sylvestrove enache AX + XB = (' lahko prihranimo, ¢e namesto v Schurovo
obliko vecjo izmed matrik reduciramo le v Hessenbergovo obliko. Denimo, da je m > n. Potem
A reduciramo v zgornjo Hessenbergovo obliko, B pa v Schurovo:

H=UTAU, S =VTBV.
V primeru m < n delamo na transponiranem sistemu BT X7 + X7TAT = CT.
Dobljeno enac¢bo HY + Y S = D resujemo po stolpcih. Naj bo
D=UTCV=[dy dy - dy], Y=U'XV=[yi w2 -~ unl.

Denimo, da smo Ze izracunali stolpce ygi1, ..., Yn.

a) Ce je sy r—1 = 0, reSimo zgornji Hessenbergov sistem

n
(H+ sil)ye = dr — Y sk,
j=k+1
b) ¢ce je sir—1 # 0, resimo sistem za stolpca y;_; in y; hkrati:
HA+sp_1 511 sp—1] ] [%1} _ [dk1:| _ i [skl,jyj]
Spk—1d H + syl Yk dg S LSkl

To je sedaj sistem velikosti 2m x 2m, a se ga da preurediti tako, da bo imel v spod-
njem trikotniku nenicelni le dve glavni poddiagonali, kar pomeni, da ga lahko z Gaussovo
eliminacijo z delnim pivotiranjem regimo v O(m?) operacijah.

Stevilo operacij:

1. redukcija na Hessenbergovo in Schurovo obliko: %m:” + 26n3,
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2. izracun D = UTCV: 2m?n + 2mn?,

3. izracun Y: 6m?n + mn?,

4. izracun X = UYVT: 2m2n + 2mn2.

Skupayj: 1—30m3 +26n3 + 10m2n + 5mn?. To je dosti ceneje od algoritma 5.1 e je m > n. Poraba
pomnilnika je 2n? + 3m? 4+ mn, kar je za m? ve¢ kot pri algoritmu 5.1, a imamo zato manj
operacij.

Numericna stabilnost Hessenberg-Schurovega algoritma je skoraj identi¢na stabilnosti Bartels-
Stewartovega algoritma. Velja

Izrek 5.15 Ce je
|Allr + [ Bllr

<
sep(A, —B) U=

1
Za
potem za izracunani X velja

IX — Xllr _ glAllr + [IBllr
IXI[F = sep(A,—B)

Pri enacbi Ljapunova tega algoritma ne moremo uporabiti, saj imamo le eno matriko, to pa
reduciramo na Schurovo obliko.

Obstaja tudi Hessenberg-Hessenbergov algoritem, kjer A in B reduciramo na Hessenbergovo
obliko, a njegova stabilnost 8e ni raziskana [2]. Iz tega algoritma lahko potem izpeljemo tudi
algoritem za reSevanje enacbe Ljapunova, kjer matriko A reduciramo le v Hessenbergovo obliko.

Resevanje diskretne enac¢be Ljapunova preko Schurove oblike

Resujemo ATXA — X = C. Matriko A reduciramo v realno Schurovo formo. Tako se enacba
spremeni v RYRT —Y = D, kjerje D=UTCU in Y =UTXU.

Podobno kot prej enacbo resujemo po stolpcih. Naj bo
D=[d dy -+ dn], Y=[y1 y2 - wynl.

Denimo, da smo Ze izracunali stolpce yxi1, ..., Yn.

a) Ce je ryr—1 = 0, reSimo zgornji kvazi trikotni sistem

(renR = Dyp =dp = R > iy,
j=h+1

b) ¢ce je ryx—1 # 0, reSimo sistem za stolpca yi_1 in y; hkrati:

ruR—1  ripR ykl] [%1] . |:7"k1 -y-]
= ~R Y|
roiR - rooR — I} [ Yk dy; jzk;rl TkjYj
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5.3.4 ResSevanje diskretne enac¢be Ljapunova s simetri¢nim C
Resujemo AT XA — X = C, kjer je C = CT. Matriko A reduciramo v realno Schurovo formo in
zapiSemo v blo¢ni obliki
Rii Ria -+ Ry
R=UTAU = Har
Ryp
kjer so diagonalni bloki velikosti 1 x 1 ali 2 x 2. Skladno blo¢no zapiSemo tudi

Dy - Dy, Yip - Yy
D=UTCU=| : | Y = UTXU = :

l)p1 A Dpp szl A Ypp

Za Ykl velja enacba ngyklRll — Ykl = ﬁk‘lv kjer je

Dy = Dy — RkaYk] il — ZR ZngRﬂ

Bloke lahko po vrsti izra¢unamo z algoritmom 5.3.

Algoritem 5.3 ReSevanje diskretne enacbe Ljapunova s simetri¢cnim C'

R =UTAU, R zgornja realna Schurova forma, UTU =T
D=UTCcU
l=1,...,p
k=1,...,p
D1 = Dy — ng J 1 Yy Rji — Zf 11 R Z] 1 Yij R
resi RZkYklRll Ykl = Dkl Za Ykl
Yip = Yig

Algoritem 5.3 porabi 26n? + 7n3 operacij in 3n? pomnilnika.

5.3.5 Hammarlingov algoritem

Imamo enac¢bo Ljapunova XA+ ATX = —CTC, kjer je A € R™ ™ stabilna matrika in C' € R"*".

Taksna reSitev ima simetri¢no pozitivno semidefinitno resitev X, za katero obstaja razcep Choleskega,
X =YTY, kjer je Y zgornja trikotna matrika.

Zelimo izracunati Y direktno iz C brez ekplicitnega racunanja CTC ali X:

e v Stevilnih aplikacijah v resnici potrebujemo Y in ne X,

e pri ekplicitnem izrac¢unu C7'C lahko pride do izgube natan¢nosti,

o ka(X) = ra(Y)2
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Zgled 5.3 Pri redukciji modela potrebujemo faktorja Choleskega za vodljivostno in spoznavnos-
tno Gramovo matriko. Zanju vemo, da sta resitvi enacb Ljapunova

ACq + CeAT = —BBT,
OcA+ATos = —-C'c.

Zgled 5.4 Ce vzamemo
-1 0 1 0
=l A) e=li )

potem za resitev enacbe Ljapunova XA + ATX = —CTC dobimo

11 1
X_5[1 1+u2}

Ce je |p| < w2, kjer je u osnovna zaokroZitvena napaka, dobimo
11 1
A(X) =3 [1 1] '
Tocen faktor Choleskega je
1 71 0
Y =— .
V2 [1 u]
Ce je pu < 1, velja k(X) = 4/p? in ro(Y) = 2/p.

Ce pisemo X = YTY, potem zelimo iz
YIVA+ AT YY) =-CTC
izracunati Y.

Najprej reduciramo A na realno Schurovo formo A = USUT, kjer je U ortogonalna, S pa kvazi
zgornja trikotna. Tako dobimo

vrytvyus + sTut vy = -vtcteu.

Sedaj izra¢unamo QR razcep matrike CU. Ce je CU = QR, potem je
(coHf(cu)=R'R
in imamo razcep Choleskega za UTCTCU. Ce oznatimo ge Z = YU , smo problem prevedli na
ST (zTz)+(z*2)S = —RTR.

Matrika Z ni zgornja trikotna, ker pa ni enoli¢na, lahko v nadaljevanju predpostavimo, da ima
enako obliko kot S.

Matrike Z, R, S blo¢no zapisemo kot

T A
o 1Y C
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kjer je o blok velikosti 1 x 1 ali 2 x 2. Dobimo naslednje enacbe

STzl z))+(2f )81 = -RIR (5.13)
Stzlz+ (ztz))s+ zt 20 = —RIr (5.14)
STZ 4+ 6T (24O + 27 Zis+ (L2 + (P00 = — (rTr + pr) (5.15)

Enacba (5.13) je enacba Ljapunova za vodilne podmatrike S, R,Z. Denimo, da Ze poznamo
resitev Z; iz enacbe (5.13). Potem je Z; obrnljiva matrika in (5.14) lahko pomnozimo z Z; 7
leve. Tako dobimo enacbo

(27781282 + 20 = —Zys — Z7TRTr

iz katere lahko izra¢unamo z.

a) Ce je o velikosti 1 x 1, je z vektor velikosti n — 1, za katerega resimo sistem

(Z7781 28 +ol)z = ~Zys — Z7 T RY .

b) Ce je o velikosti 2 x 2, potem ima z dva stolpca velikosti n — 2. Ce ozna¢imo

g g -
J:[ 11 12]’ z:[Z1 ZQ], _le_ZlTRlTr:[m 92],
021 022

potem resimo sistem

[ZlT,SHZi‘Fﬂ-JnI ol ] [31] _ [91]
o911 Z;Tslzir—i-dggf 29 g2 ’

Iz enatbe (5.15) lahko sedaj izratunamo (. Enacbo lahko preuredimo tako, da je razvidno, da
gre za enacbo Ljapunova

(O + ("o = - (rTr + ol p+sTZ 2 v ot (2T 2) + 27 Zys + (sz)a>

za (, ki je velikosti 1 x 1 ali 2 x 2.
Sedaj se ne moremo izogniti temu, da najprej izra¢unamo ¢7'¢ in nato iz tega C.

S prej navedenim postopkom lahko izra¢unamo matriko Z, da je
ST (zTz)+(z"2)S = —RTR.

ZaY = ZUT velja
YIV)A+ AT (YY) = -C"cC,

a ker Y ni zgornja trikotna, moramo resitev Se popraviti.

Za matriko ZU” izra¢unamo QR razcep

zUT = Qv
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kjer je é ortogonalna, Y pa zgornja trikotna. Ker je Y = QTZUT7 je
YTy =vz27QQ"zuT =vzTzUu =YY,
inYy je resitev, ki jo iS¢emo.

Pri QR razcepu moramo paziti Se na to, da so diagonalni elementi Y pozitivni. Ce to ni res, na
koncu ustrezne stolpce Y pomnozimo z —1.

Vse skupaj lahko zdruzimo v algoritmu 5.4. za regevanje (YTY)A + AT(YTY) = —CTC.

Algoritem 5.4 Racunanje faktorja Choleskega iz enacbe (YTY)A + AT (YTY) = -CTC.
1) A=USUT, UTU = I, S kvazi zgornja trikotna

2) CU = QR, Q z ON stolpci, R zgornja trikotna

3) Vzemi 1. diagonalni blok S7 (1 x 1 ali 2 x 2) in izrac¢unaj Z; iz

STz z)) + (2T Z))S, = —RTRy.

4) Ponavljaj:

Sl s X Z1 z X Ry r X
4a) S=|0 o x|, Z=|10 ¢ x|,R=|0 p x|,
0 0 x 0 0 x 0 0 x

ojelx1ali?2x2, Z; ze poznamo.
4b) Izracunaj z iz
(27782102 + 20 = —Z15s — Z7TRTy.

4c) Izracunaj iz
o(¢TC) + (T = — (1T JTp+ 82T 2 4+ 07 (72) + 2 Zus + (7 2)o).

5) ZUT = @Y, @ z ON stolpci, Y zgornja trikotna.

5.3.6 Hammarlingov algoritem za diskretno ena¢bo Ljapunova

Podobno lahko poig¢emo faktor Choleskega tudi v diskretnem primeru, ¢e je na desni simetri¢na
semidefinitna matrika.

Resujemo AT XA — X = —CTC. Podobno kot prej

1. pisemo X =YY,
2. A reduciramo v realno Schurovo formo A = USUT,

3. QR razcep CU = QR.

Dobimo sistem STZ12S — 7 = —RTR.

Blo¢no zapisemo S = 51 j_] , R= [Rl ;} , 4= [Zl ﬂ , kjer je o blok velikosti 1 x 1

ali 2 x 2. Dobimo enacbe

Stzlz)s,—ztz, = —RTRy,
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Zl2— STzl 20 = STzTZis+ RTr,
ol T¢o—cT¢ = —(pTp+rir+ (Zis+20)" (Zis + z0) — 212)

Na koncu spet naredimo QR razcep ZUT in za Y vzamemo zgornji trikotni faktor.
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Poglavje 6

Realizacija in identifikacija

6.1 Uvod

Ce poznamo prenosno funkcijo G(s) ali pa matrike (A, B, C, D) iz predstavitve v prostoru stanj,
potem lahko iz danega vhoda wu(t) izracunamo izhod y(t) in vrednosti spremenljivk stanja x(t).

Obratni problem, s katerim se bomo ukvarjali v tem poglavju je, kako iz danih podatkov, ki jih
dobimo iz sistema, razbrati prenosno funkcijo oz. predstavitev v prostoru stanj.

Tokrat se bomo v glavnem ukvarjali z diskretnimi sistemi, tudi zvezne se ponavadi resuje z
vzorcenjem.

Poznamo torej:

e impulzni odziv sistema,
e mnozico vhodno-izhodnih parov wu;, y;,

e kovariance izhodnih vektorjev sistema, ki je vzbujen z belim Sumom,

is¢emo pa prenosno funkcijo oz. matrike (A, B,C, D).

6.2 Realizacija SISO sistema iz impulznega odziva

Denimo, da se da SISO sistem predstaviti s prenosno funkcijo

p(2) _ P 2™ 4 Pm_12™ + -+ po
42) A gu e+ q

H(z) =

kjer sta polinoma p in ¢ tuja, m < n (to je pogoj za vzro¢nost) in g, # 0.

V tem primeru je n red sistema. To ustreza diskretnemu sistemu

AnYk+1 + qn—1Yk + - + QOYk—n = PmUk+1 + Pm—1Uk + -+ - + DoUL—m-

67
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Po Z-transformaciji dobimo Y (2) = H(2)U(2). Ce je (u;)22, = (1,0,0,...) enotski impulz in je
impulzni odziv enak (y;)2, = (ho, k1, ha,...), potem so h; koeficienti razvoja

Koeficiente h; imenujemo Markouvski koeficienti.

Pri identifikaciji je na§ cilj iz neskon¢no (v praksi jih seveda poznamo le konéno) Markovskih
koeficientov h; dolociti koeficiente pg, ..., pm 10 qo, - - ., ¢, ki dolo¢ajo prenosno funkcijo.

Iz neskon¢no (v praksi seveda kon¢no) Markovskih koeficientov h; Zelimo dolo¢iti koeficiente

DOy -+ -y Pm 10 G0, - - -, qpn, ki dolo¢ajo prenosno funkcijo. 1z zveze H(z)q(z) = p(z) s primerjanjem
koeficientov pri 2™, 2™, ... dobimo:
[ ho | o[ e ]
ho M 0 Pn—1
. . : e :
. ' : = ' 6.1
ho M - ha - P (6-1)
hi hy -+ hpgt Gn—1 0
S . | .
Pri tem je pp, =+ = pmy1 =0, e je m < n. Ce upostevamo Se normalizacijo ¢, = 1, potem se

nam spodnje enacbe iz (6.1) spremenijo v

ho hl v hn hn+1
hi he - hpga % Py
: N : q :
= — 6.2
hn thrl e h2n71 h2n ( )
b1 hngo cor 0 hop Gn1 hon+1
Sistem je resljiv, ¢e ima matrika poln rang. Ko poznamo koeficiente qq, ..., gn—1, lahko iz prvih
n+ 1 enacb (6.1) izratunamo 8e koeficiente po, ..., pp.
Pri tem se lahko zgodi, da je v primeru hg = --- = hy = 0 tudi pg = - - - = py = 0 (zamik odziva).
Matriko z obliko
al a2 .. an
a2 az R T |
Qp  Apy1 -0 G2p—1

imenujemo Hanklova matrika.

Strukturo Hanklove matrike se da uporabiti za ucinkovitejSe algoritme za reSevanje linearnih
sistemov, mnozenje z matriko, itd.
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V nadaljevanju si bomo pomagali z oznako

hi hy o Iy

hy  hs - hy
M; ;= .2 .3 ].H

hi hiyr -+ hivj—

Izrek 6.1 Ce je red sistema z impulznim odzivom (hg, hy,ha,...) enak n, potem ima matrika

hl h2 .. hn

ho hg -+ hpy

’ hn hn—l—l e h2n—1
hn-l—l hn+2 e h2n

z meskoncno vrsticami in 1 stolpci v primeru @ > n rang n.

Dokaz. Ker je red sistema n, obstaja nenicelna resitev (6.2). Iz nje sledi, da je vsak j-ti
stolpcec My, ; za j > n linearna kombinacija prvih n stolpcev, torej rang ne more biti vecji kot
n. V primeru ¢ = n mora biti rang enak n, saj bi sicer iz (6.2) lahko dobili model nizjega reda.

V primeru, ko je red sistema enak n, je Hanklova matrika

hi hy - hy,
M, = h-z h-3 . hn.+1
hn hn+1 T h2n71

nesingularna. Od tod iz (6.1) in (6.2) dobimo prvi algoritem

1. Resi My, g =0, kjerjeb=—[hpi1 -+ hon) ing=[q - qu1]’.
2. Izraéunajp:S[ﬂ,kjerjep:[pn pO]T in
ho
o ho hy
ho by o

Ce imamo na voljo ve¢ kot n merjenj impulznega odziva, lahko reSevanje linearnega sistema
My, nqg="> (6.3)
nadomestimo z reSevanjem predolo¢enega sistema

MN,nq = bN7 (64)
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kjer je N >n, by = — [hpy1 -+ hn+N]Tin
hi  hy - h,,
e | B
h‘N hN‘—f—l o hANgn—1

Eksaktno gledano sta metodi enaki, a ker so pri meritvah vedno prisotne napake, je stabilneje
reSevati predoloceni sistem. Velikokrat ima predoloceni sistem celo manjse pogojenostno stevilo
kot pa linearni sistem.

Analiza zaokrozitvenih napak za linearni sistem (6.3) pravi, da v primeru, ko malo zmotimo
matriko M, ,, in desno stran b, lahko pricakujemo, da za spremembo resitve velja

1501 <MMmM H%D
— <K Mn,n : + C1,
Tal < *en) Uzl T o

kjer je ¢ konstanta blizu 1. Za predoloceni sistem (6.4) velja

150 <MMMH MW)( ww
—S/‘QMN,n : + C‘f‘CKMN,n— )
Tl < " Mn) Uz er )\ T er@va) g

kjer sta cp in c3 konstanti blizu 1 in je r ostanek predolocenega sistema Hy ,,q — by. Ker pa je
desna stran (6.4) v sliki matrike, je v naSem primeru ostanek r enak 0 in dobimo oceno, ki je
zelo podoba oceni za obc¢utljivost linearnega sistema.

Velja se ve¢, obcutljivost matrike je enaka razmerju med najvecjo in najmanjso singularno vred-
nostjo. Ker je M, , podmatrika My ,, od tod sledi o, (M, ) < op(Mn,y,). Ker se po drugi
strani najvecji singularni vrednosti M,, ,, in My , obicajno ne razlikujeta dosti, najmanjsi pa se,
je lahko linearni sistem (6.3) veliko bolj numeri¢no ob¢utljiv kot pa predoloceni sistem (6.4).

Ponavadi red sistema ni vnaprej znan in ga moramo prav tako dolociti iz impulznega odziva. To
moramo narediti §e preden za¢nemo racunati koeficiente polinomov p in gq.

Kot bomo pokazali v nadaljevanju pri MIMO sistemih, je red sistema enak maksimalnemu rangu
My za k =1,2,.... Ce je red sistema n, potem je n = rang(M, ).

Rang sistema torej razberemo iz ranga matrike My ;, kjer sta N,i > n. Rang lahko ugotovimo
npr. z uporabo QR razcepa s pivotiranjem ali pa s pomocjo singularnega razcepa.

Ce uporabimo SVD in je N > i, potem se spaca najprej narediti QR razcep
R
imal]
potem pa uporabimo SVD na R. Dobimo R = UXVT| torej je
_ U by H
el | 5] v

Tako delamo singularni razcep na manjsi matriki in prihranimo veliko operacij.
Koncéni algoritem ima obliko Algoritma 6.1.

Opombe:
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Algoritem 6.1 Identifikacija prenosne funkcije iz Markovskih koeficientov

1. Oceni rang n Hanklove matrike My ; za narascajoce i iz

n = max{7 : rang(My;) = i}.

2. Resi predoloceni sistem

MN,n'q:bN7
kier je by = — [hny1 - hn+N]Tinq=[q0 Qn—l]T-

. L q A . T .
3. Izracunajp—S[J,k‘]er‘]ep—[pn ~++ po] in

ho

ho h

g — . 0 1

ho hi P

e QR razcep v tocki 1. lahko ucinkovito izra¢unamo s posodabljanjem razcepa za matriko
brez zadnjega stolpca.

e V tocki 2. se da izkoristiti Hanklovo strukturo in zmanjgati zahtevnost iz O(Nn?) v O(Nn).

6.3 Realizacija MIMO sistema v prostoru stanj

Imamo MIMO sistem, kjer je na vhodu m parametrov, na izhodu pa r, torej u; € R™ in y; € R"
za vsak 7. Prenosna funkcija G(s) je potem matrika velikosti 7 x m, kjer je vsak element g;;(2)
prenosna funkcija, ki predstavlja impulzni odziv i-te komponente izhoda y(7) na enotski impulz
v j-ti komponenti vhoda y(7).

Po formulah iz prejSnjega razdelka bi lahko izracunali vsako funkcijo g;; posebej, a to ni ne
prakti¢no ne stabilno. Zaradi numeri¢nega racunanja bi se npr. hitro zgodilo, da bi bil najvecji
skupni delitelj imenovalcev g;; enak 1.

Zaradi tega raje direktno ra¢unamo matrike A, B, C, D.

Naj bo G(z) prenosna funkcija dimenzije 7 x n, kjer za vsak element g;;(2) velja, da sta si Stevec
in imenovalec tuja in stopnja Stevca ni vecja od stopnje imenovalca. Ce za matrike (A,B,C,D)
velja

G(s)=C(2I — A 'B+ D,

potem pravimo, da matrike (A, B, C, D) predstavljajo realizacijo G(z) v prostoru stanj.

Razvoj prenosne funkcije ima sedaj obliko

G(2) = Hy+ Hiz™ ' + Hyz 2 4 Hzz 2 + - -,
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kjer za Markovske koeficiente prenosne funkcije G(z) velja
Hy = lim G(s)
S§— 00
H, = lim s(G(s) — Ho)
S§— 00
Hy, = lim s*(G(s) — Hy — H;s)

S§—00

Ce je (A, B, C, D) realizacija G(z), potem velja
G(z)=C(z:I —A) ' B+D=C(z"'T+22A+23A+-.)B+ D,
torej Hp=D in H, =CA* 'Bzak=1,2,....

Moznih realizacij je veé, zato iS¢emo Se kaksne uporabne lastnosti.

6.3.1 Vodljiva realizacija

Prenosno funkcijo G(z) zapiSemo v obliki
P(z)
q(2)’

kjer je q(2) = 2 gp_12"" 1+ - -+qp polinom stopnje n (najmanjsi skupni veckratnik imenovalcev
gij(2)) in P(2) = Po+ Piz+ -+ + P,_12" L.

G(z) = Hy + (6.5)

Ce vzamemo A, B, C, D v blo¢nem zapisu

0 I

0 In 8
A = ° ., s B = . s
0 I, I-
_QOIm _q1Im o _Qn—ZIm _Qn—ljm "
C:[PO Pl Pnfl]a D:HO)

lahko preverimo, da velja G(z) = C(zI — A)~!B + D. Dobljena realizacija je reda mn in je
ocitno vodljiva.

Pokazimo, da zgornje matrike (A, B, C, D) res predstavljajo realizacijo prenosne funkcije G(z).
Ker je D = Hp, nam ostane e pokazati, da velja C(z] — A)"'B = s((j)).
(2I — A)~!. Z mnozenjem (21 — A)X lahko hitro preverimo, da ima X obliko
I
zI

Oznac¢imo X =

1
X=—
q(2) :

Py

Od tod sledi

C(zI —A)'B=CX = L(PO + 2P 4+ 2"P ) =
q(z) q()

in pokazali smo, da je realizacija pravilna.
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6.3.2 Spoznavna realizacija

Prenosno funkcijo G(z) zapiSemo v obliki
G(z) =Ho+ Hyz '+ Hyz > + H3z 3 + .-,

upostevamo Se (6.5) in vzamemo

’ g I Hy
5 r | oy
A= : - , B = . ,
0 I, '
H
_QOIT _q1Ir o _Qn72Ir _anllr "
C=I[I, 0 --- 0], D=H,.

Spet lahko preverimo, da velja G(z) = é(zI — g)*lé + D. Dobljena realizacija je reda rn in je
oCitno spoznavna.

Pokazimo, da matrike (Z,E,é,f)) res realizirajo prenosno funkcijo G(z). Pokazati moramo,

da _dobimo Markovske parametre Ho, Hi,.... Ker velja D = Hp, moramo preveriti Se, da je
CA™'B =H;zai=1,2,.... Poglejmo, kako zgleda produkt AB. Dobimo
Hy
B = :
H

n
—(goH1+q1Ho+ -+ qu—1Hy)

V zadnjem bloku v zgornjem izrazu lahko matrike H; nadomestimo z H; = C A" B, kjer za
matrike A, B, C' vzamemo matrike iz vodljive realizacije, za katero smo Zze prej dokazali, da je
dobra. Potem dobimo

—(goH1 + qiHo + -+ qu_1Hy) = —Clgol + 1A+ + g1 A" )B=CA"B = Hy 41,
saj je ¢(A) = 0. Od tod z indukcijo lahko pokazemo, da je
H;
15 .
Hitn

in CA-'B=H;zai=1,2,....

6.3.3 Minimalna realizacija

Realizacij je neomejeno, saj iz vsake lahko z nesingularno transformacijo 1" dobimo novo.
A|B T'AT | T'B
N )
C|D CT | D

Videli smo tudi, da imamo lahko realizacije razli¢nih redov.

Pravimo, da je (A, B, C, D) minimalna realizacija prenosne funkcije G(z), ce za vsako realizacijo
(A, B,C, D) iste prenosne funkcije velja, da je velikost matrike A ve&ja ali enaka velikosti matrike
A. Velikost matrike A v minimalni realizaciji je McMillanova stopnja.
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Izrek 6.2 Realizacija (A, B,C, D) prenosne funkcije G(z) je minimalna natanko takrat, ko je
par (A, B) vodljiv in par (A, C) spoznaven.

Dokaz.  (=): Denimo, da par (A, B) ni vodljiv ali pa par (A,C) ni spoznaven. Potem iz
Kalmanovega razcepa sledi, da obstaja realizacija Se manjse stopnje, ki je vodljiva in spoznavna.

(«<): Denimo, da imamo poleg (A, B, C, D) e minimalno realizacijo (ﬁ, B,C, 15), ki ima stopnjo
n < n. Ker imata obe realizaciji enako prenosno funkcijo se morajo ujemati tudi Markovski
koeficienti, torej

CA™'B=CA"'B

zai=1,2,.... Od tod sledi o
OMCM :OMCM7

kjer sta Ops in Cjs spoznavnostna in vodljivostna matrika. Ker je sistem vodljiv in spoz-
naven, je rang(Oy) = rang(Cy) = n, torej je tudi rang(OpCy) = n, po drugi strani pa je
rang(OpChr) = n < n, kar je protislovje. [ |

Pravimo, da je A = LR razcep polnega ranga, ¢e za matriki L in R velja, da imata enak rang in
da sta obe polnega ranga. Od tod sledi, da je rang matrike A enak rangu matrike L oziroma R.

Zgled za taksen razcep dobimo npr. iz singularnega razcepa. Ce je
A=UxsvT =yxl/2nl2yT

in vzamemo L = UXY? in R = XY2VT je LR razcep polnega ranga za matriko A.
Razcep, ki ga dobimo iz singularnega razcepa, je stabilno izra¢unan.
Lema 6.3 Naj bosta A = LR in A = LR dva razcepa matrike A € R™", kjer je m > r in
so L, R, LinR polnega ranga. Potem obstaja taka nesingularna matrika T, da je L = LT in
R=T"'R.
Dokaz.  Ker je L polnega ranga je njegov pseudoinverz enak

Lt ="y~ 'rr.
Podobno pri R dobimo B o

R* = R(RRT)™!
Iz LR = LR sledi L*L = RR* in to vzamemo za T. Potem dobimo

LR=LR, = L'LR=LYLR, = R=TR

n
LR=LR, = LRR"=LRR", = LT=1L.
]

Posledica 6.4 Ce sta (A, B,C,D) in (A,B,C D) minimalni realizaciji iste_prenosne funkcije,
potem obstaja enolicna obrnljiva matrika T, da je A =T 'AT, B=T"'B, C=CT inD=D.

Velja se T = OL@M = CMéj\'Z.
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Dokaz. =0yCy = OMCM je razcep polnega ranga, po lemi 6.3 je potem T = O+ OM =

CMC]\JZI nesmgularna in Oy = TCM in OyT = OM

Iz prve blo¢ne vrstice Cy; = TCyy sledi C = C'T, iz prvega blo¢nega stolpca Oy T = Ou pa

TB

= B.

Pokazati moramo Se A = T 'AT. Ker gre za realizaciji iste prenosne funkcije, se morajo
Markovski koeficienti ujemati, torej CA*~1B = CA™'Bzai= 1,2,.... Potem pa velja tudi

Oy ACy = Oy ACyy,

od koder sledi

ACy = O]J\r/léMAvéM, = ACMGRZ = OL@MAV, = K =T LAT.

Izrek 6.5 Za Hanklovo matriko Markovskih koeficientov velja

1. rang(My) < rang(Mpy11) za vsak k,
2. ¢e je (A, B,C, D) realizacija reda n, je rang(My) = rang(M,) za k > n,
3. ¢e sta (A, B,C,D) in (A, B,C, D) realizaciji reda n in 7, je rang(M,) = rang(Mz),
4. ¢e je d McMillanova stopnja, je d = maxy(rang(My))
5. ¢e je (A, B,C, D) realizacija reda n je
d = rang(M,,) = rang(OxChr).
Dokaz.
1. Ocitno.
2. Hanklovo matriko M} lahko zapiSemo kot
C
M, = C:A [B AB --. AF1B].
O Ak

V primeru k > n za faktorja na desni velja, da sta njuna ranga enaka rangu spoznavnos-

tne matrike Oy oziroma vodljivostne matrike Cyy, zato je rang(My) = rang(M,) =

rang(OnrChr).
3. li‘imj bo r = max(n,n). Ker imata obe realizaciji enake Markovske koeficiente, mora veljati

M, = M,. Po tocki 2. je potem

rang(M,) = rang(M,) = rang(Mr) = rang(Mﬁ).

4. Denimo, da obstaja minimalna realizacija (A, B,C, D) reda d < d. Potem bi moralo biti

max (rang(My,)) = d < d, kar je protislovje.
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5. Uporabimo tocki 3. in 4.

Iz vsakega razcepa polnega ranga Hanklove matrike lahko dobimo realizacijo.

Naj bo M;; = O;C; tak razcep, da sta O; in C; polnega ranga, pri Cemer sta 4,j > n. Sedaj
blo¢no zapisemo

0-[C]-[%] a-ip cmle arm

Potem A dobimo iz enacbe

OfA — O+
ali

C, = AC_,

torej
A=0"0, =C,C*.

Najbolj stabilno lahko razcep polnega ranga in s tem tudi realizacijo dobimo preko singularnega
razcepa. Ce za razcep uporabimo ekonomi¢ni singularni razcep, dobimo

M;; =UxVT,
Potem vzamemo O; = UXY/? in C; = ¥Y/2VT. Dobimo
ofo;=cfc; =%,

kar pomeni, da je ta realizacija uravnoteZena. To pravimo takrat, kadar za kon¢ni Gramovi
matriki, vodljivostno in spoznavnostno, velja, da sta enaki in diagonalni.

i—1
CE0,j—1)=C;cf =3 AKBBT(AT)F =%,
k=1
i—1
08(0,j —1)=0]0; =Y (AT)FcTC(A%) = 3.
k=1
Vidimo, da ima v primeru, ko do minimalne realizacije pridemo preko singularnega razcepa,
dobljena realizacija lepe lastnosti.

6.4 Identifikacija iz vhodno-izhodnih parov (SISO primer)

Pogosto nimamo na voljo impulznega odziva, npr. , mozno je, da sistem ze deluje in ga ni moc¢
zaustaviti in pogledati impulzni odziv. V tem primeru moramo uporabiti tiste podatke, ki jih
lahko dobimo, to pa pomeni, poznavanje vzhodno-izhodnih parov (u;)%, in (y;)52,. -

Iz teh parov Zelimo poiskati prenosno funkcijo ali pa matrike (A, B, C, D) za matriko sistema, s
katerim so bili podatki generirani.
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Denimo, da ima SISO sistem red n in se da predstaviti s prenosno funkcijo

P2 P12 4 po
ann + anlznil +---+qo '

kjer sta polinoma p in ¢ tuja, m <n in ¢, # 0.

To ustreza diskretnemu sistemu

AnYk+1 + qn—1Yk + - - + QOYk—n = PmUk+1 + Pm—1Uk + -+ - + DoUL—m-

Iz vhodno-izhodnih parov lahko sestavimo sistem za koeficiente p in ¢:

Yo Uug
1 ul
q0 Po
2 U U
Yo y q1 0 ° b1
Yo Y1 S T U U1 :
1 Y2 ' up U '
Y y dn Pn
Y2 u2
Ce upostevamo Se normalizacijo ¢, = 1, se sistem spremeni v
_ " 0
U Yo| r
Po
U )
2 U1 mn
uo Yo -7 Y2 Pn |
uy Uy Yo Y1 b 0 y_2
Uy U2 Y1 Y2 :
u9 Y1 : | —dn—1 |
— —
n+1 n

7

(6.6)

(6.7)

Izrek 6.6 Naj bo red sistema, ki je zgeneriral vhodno izhodne podatke u; in y;, enak n. Potem
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matrika
uo Yo
Uy Y1
uy - U Yo Y2
[ Usont1 | Yoot1 | = [0 w Yo Y1 :
up U2 Yy Y2
u2 Y2
———— ————
n+1 n+1
ni polnega ranga, matrika
uo 07
Uy Yo
uz Y1
- U Yo Y2
|: Uoo,n+1 ‘ Yoo,n+1 ] = .
up U1 Yo W
up U2 Yy Y2
U2 U1
| ~—_——
n+1 n

pa je.
Dokaz.  Po predpostavkah izreka velja (6.6). Potem iz (6.7) vidimo, da [ Usopt1 | Yoont1 |
ni polnega ranga, saj ima v jedru nenicelni vektor [pg -+ pn —qo —qn]T.

Za drugi del izreka predpostavimo, da matrika [ Usont1 ‘ Yoo } ni polnega ranga. Potem
ima v jedru nenicelni vektor [pg -+ p, —qo —Qn_1 ]T. Zaradi vzroc¢nosti lahko pred-
postavimo, da je ug # 0, saj sicer iz ug = --- = u; = 0 sledi yg = - -+ = y; = 0 in lahko vse skupaj
premaknemo za indeks i. Prva enacba v (6.7) nam potem da ugp, = 0, od tod pa sledi p, = 0.
Potem pa velja

qo0 Po
q1 b1
Yoo,n Uoo,n .
qn—1 Pn—1
in red sistema je manjsi od n, kar je protislovje. [ |

Koeficiente p in ¢ lahko izra¢unamo iz prvih 2n + 1 vrstic [ Usont1 ‘ Yoo ], stabilnejse pa je,
¢e vzamemo veC podatkov in reSimo sistem po metodi najmanjsih kvadratov.
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6.5 Identifikacija iz vhodno-izhodnih parov (MIMO primer)

Sedaj imamo podane

e vhode ug, u1,..., kjer je u; € R™ in

e izhode yo,y1, ..., kjer je y; € R".

[s¢emo realizacijo sistema, ki bo imel ustrezni odziv.
Ce bi imeli na voljo 8e stanja x; € R™, bi se zadeva mo¢no poenostavila, saj iz

Tyl = Axy, + Buy,
yr = Cxp+ Duy
sledi, da iS¢emo reSitev sistema
Tro X3 - .%'N:|_[A B][ml ro -+ ITN-1
Y1 Y2 o YN-1 C D] |ur wug - un-1]’
[z tega sistema lahko izrac¢unamo A, B, C, D ali direktno ali pa po metodi najmanjsih kvadratov,

¢e seveda poznamo vektorje stanja x;.

Za razliko od vhoda in izhoda vektorji stanja niso enoli¢ni. S poljubno nesingularno transfor-
macijo T dobimo A = T7'AT, B=T"'B,C =CT, D = D in z; = T7'X;. V nadaljevanju
bomo videli, kako lahko kljub temu izrac¢unamo vektorje stanja v neki bazi in potem izracunamo
matrike A, B,C, D.

Iz
Tr+1 = A$k+Buk . Th42 = Axk+1+Buk+1
n
yp = Cap+ Duy Ukr1 = Cxpyr+ Dugy

dobimo

Thye = Alzp+[AB B][u:il}

B I A RS Fa I T

Ce nadaljujemo, dobimo

T [ A ATIB AT2B AY3B - B[ a ]
Yk C D Uk
Yk+1 CA CB D Ugt1
Y42 - CA? CAB CB D Uk 42
| Ykrio1 | | CATL | CATEB oo D || upgion |

Zgornji sistem lahko zapiSemo v kompaktnejsi obliki

Tppi = Almp+BUk,
Yii = Cizp + DUy,
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kjer je
D
4 CB D
Bi:[AzilB B], D; = . )
CA—2B D
C Yk U
Ci — 5 Yk‘,i - ) Uk,’i =
cAt Yk+i-1 Ukgi—1
Ce sedaj definiramo
Yk Ye+1 - Yk+j-1
Yiij = [Yei Yerri - Yerj-14]= : : )
Yk+i—1  Yk+i - Yk+itj—2
Uk Ug+1 - Uk+5—1
Ukij = [Uki Ukyri -+ Ukrjori]l= : : ;
Uk+i—1  Uk+q ~ Uk4it+j—2
Xk = [z o1 - Tegjo1],
sledi
Xhvij A' Xy j + BiU,ij (6.8)
Yiij = CiXpj+Dilk;.

Iz Yy, ; ; in Uk j sestavimo matriko Hy ; ; = [Uk’z’j } velikosti (m + r)i X j.
kt,j

Izrek 6.7 Naj bo odziv nenehno vzbujen in naj velja i > n in j > (m-+r)i, kjer je n red sistema.
Potem je
rang(Hy,; ;) = rang(Uy,; ;) + rang(Xy ;) = mi + n.

Dokaz.  Predpostavimo lahko, da je realizacija spoznavna. Zaradi tega je za ¢ > n, matrika C;
polnega ranga.

V primeru j > (m + r)i imajo matrike (U ;), Yis; in Xy ; vec stolpcev kot vrstic. Iz (6.9)
sledi, da so vrstice Y}, ; ; linearne kombinacije vrstic (Uy; ;) in X}, jx. Zaradi tega lahko pisemo

rang(Hpi ;) < rang(Uy,i;) + rang(Xy, ;).
Ker pa so vrstice Uy ; j in X}, ; linearno neodvisne (to sledi iz nenehne vzujenosti), mora biti

rang(Hy, ; ;) = rang(Uy; ;) + rang(Xy ;).

Vse skupaj lahko premaknemo za ¢ in zapisemo

rang(Hy; ;) = rang(Uy,; ;) + rang(Xy, ;). (6.10)
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Izrek 6.8
Lin(X[\;;) = Lin(H, ;) NLin(H] ;).

Dokaz. Matrika

Y5 2ij
Hy 25 = I:Uk;2z;:|

ima po izreku 6.7 rang 2mi + n. Hitro lahko vidimo, da obstaja taka permutacijska matrika P,
da je

Hy;

s =P 11
Od tod sledi, da je
dim (Lin(H}; ;) NLin(H[,,;, ;) = n,

) + rang(H[

saj je rang(H ktiig) = 2mi+2n.

k“7i7j

Sedaj moramo pokazati Se, da je Lin(X} . )  Lin(H}, ) nLin(H. ;. ). To bi ze pomenilo

kyti,3 kyi,g k+i,i,5
enakost, saj vemo, da je rang(XgHj) =n.
Iz zveze (6.10) sledi, da je Lin(XkTHj) C Lin(HkTHij). Ostalo nam le Se dokazati, da je

Lin(X}

kovig) C Lin(H]

kij)- Ker je matrika C; polnega ranga, iz enacbe (6.9) sledi
Xij = C{Ukij— CfYiij,
kar vstavimo v (6.8) in dobimo

Xiij = (A'CIBy)Ukij — A'CH V.

Torej so vrstice X,Z tij linearne kombinacije vrstic Yy ; ; in Uy ; ;, ki skupaj sestavljajo vrstice
Hy, ; ; in dokaz je koncan. [ |

S pomocjo zveze
Lin(X[y, ;) = Lin(Hj; ;) O Lin(H ;)

lahko X}, 1; ; izratunamo iz Hy ; j in Hy;; ;, ko pa enkrat poznamo vektorje stanja, lahko izracu-
namo matrike A, B, C, D iz sistema,

Thtitl  Thtit2 0 Thtitj-1| _ A B | Th+i Th4i+l 0 Thtitj—2
Yit+k Yi+k+1  ~ Yitk+j-2 ¢ D Uk+i  Uk4i+1 - Uk+titj—2

Najboljsi priblizek za Lin(H}, ;) N Lin(H;

’ ktisd, j) dobimo preko singularnega razcepa. Pois¢emo
lahko ortogonalni matriki @ in V, da je

H: My My 0 (m+r)i
QT |:Hk 7%77 :| V= X X M23 mi
+iyi, My, 0 0 i (6.11)

n mi j—mi—n

Ker imata matriki M71 in M3; linearno neodvisne stolpce, presek

T
Lin([ M1 Mz oT]mLinq]\;gl 0 A{fi”] ) (6.12)
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ocitno vsebuje vse vrstice oblike w = [z 0], kjer je w € R/ in z € R™. Ker pa je dimenzija
podprostora takih vektorjev n, to pa je tudi dimenzija preseka (6.12), so to vsi vektorji iz preseka.

Iz (6.11) potem sledi, da prvih n vrstic matrike V7 razpenja podprostor Lin(XZ+ij).

Poglejmo, kako lahko s tremi singularnimi razcepi pridemo do ortogonalnih matrik @ in V', ki
zadoscata (6.11).

Naj bo
H= [ s ] :
Hiti5
Najprej izracunamo singularni razcep Hy;; = UlSlvlT, kjer sta U; in V; ortogonalni matriki
velikosti (m+r)i x (m-+7)i oziroma j X j, S1 pa je diagonalna matrika reda (m+r)i x j, ki ima le
prvih p = rang(H}; ;) diagonalnih elementov nenicelnih. Ker vemo, da je rang(Hy ; ;) = mi+n,
od tod lahko izracunamo red kontrolnega sistema n = p — mi. Od tod sledi

HY, = [X O:| (m+r)i .
X Ho| (m4r)i

p  Jj-p

Sedaj izracunamo singularni razcep Hy = UsSoVyl, kjer je Us ortogonalna matrika dimenzije
(m +r) x (m + r)i, Sy je matrika velikosti (m + 7)i X (j — p), ki ima prvih mi singularnih
vrednosti nenicelnih, V5 pa je ortogonalna matrika velikosti (j — p) x (j — p). Tako dobimo

) X 0 (m4r)i
()t . 2 . H3 0 i
(m+r)i  (m+r)i .
p J=p

Za konec izrac¢unamo Se singularni razcep H3z = U3,5'3V3T, kjer sta Us in V3 ortogonalni matriki
velikosti 77 X ri oziroma p X p, S; pa je diagonalna matrika reda ri x p, ki ima le prvih n
diagonalnih elementov nenicelnih. Potem je

M M j
(m—+r)i I 0 Jj—p I 0 1 12 0 (m+?")z
. T HW = X X M23 mi
(m4+r)i 0 U2 p 0 V3 ]
) ) ) M3y 0 0 i
(mtr)i (o) i-p

n mi j—mi—n

razcep, ki smo ga iskali in iz katerega lahko preberemo matriki @ in V.

Celotni algoritem za izracun realizacije je podan v algoritmu 6.2.
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Algoritem 6.2 Identifikacija MIMO sistema iz vhodno-izhodnih parov

Zaletni podatek je H = [ ki }, i>n,j>(m+r)i.
k+ii,j

1. Hy,;j=US1VT, Sy velikosti p x p, n =p —mi, H= HV.

9 H— [X 0 } Em”;i , Hoy = UsSyVil', Sy velikosti mi x mi, H = [I OT} H.
m+r)t

P Jj-p

X 0 (m+r)i
3. H :[ % X ] mi , H3 = U353V3T, Sg velikosti n x n,

i

4 Vi=[Via V], Xpgij= V4 Vih
5. Resi predoloceni sitem

Thyit1 - xk+i+j1} _ [A

| Tkt Thetitj—2
Yi+k o Yid k-2 C

Uk+i = Uktit+j—2

S W




Poglavje 7

Stabilizacija in razporejanje polov

7.1 Uvod

Imamo linearni zvezni kontrolni sistem

(t) = Ax(t)+ Bu(t), x(tp) = xo, t > to,
y(t) = Cux(t) + Du(t).

Pri vodenju sistema ponavadi uporabljamo povratno zvezo. Ce poznamo stanje z(t), lahko za
povratno zvezo vzamemo

u(t) = v(t) — Kz(t),
kjer je v(t) nova vhodna funkcija. Zaprtozancni sistem je

#(t) = (A—BK)z(t)+ Bu(t),  (to)) =z0, t>to,
y(t) = (C— DEK)z(t)+ Du(t).

Ukvarjali se bomo z dvema nalogama:

o Pri stabilizacigi sistema is¢emo tako matriko povratne zveze K, da bo zaprtozané¢ni sistem
stabilen.

e Pri razporejanju polov oz. EVA problemu (eigenvalue assignment problem) ig¢emo tako
matriko povratne zveze K, da bo zaprtozan¢ni sistem imel to¢no doloc¢ene pole.

Ocitno je, da ¢e lahko poljubno razporedimo lastne vrednosti, potem lahko vse posljemo v levo
polravnino C in tako stabiliziramo sistem. Moramo pa Ze vnaprej dolociti, kje naj bodo nove
lastne vrednosti. Pri problemu stabilizacije ne moremo vplivati na to, kaksni bodo novi poli, bo
pa novi sistem stabilen.

Izrek 7.1 Za realni matriki A in B iz linearnega sistema ©(t) = Ax(t) + Bu(t) obstaja realna
matrika K, da ima A — BK predpisan spekter (zaprt za konjugiranje), natanko tedaj, ko je par
(A, B) vodljiv.

84
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7.2 Stabilizacija s povratno zvezo iz stanja
[s¢emo tako matriko K, da bo zaprtozancni sistem stabilen, ne moremo pa podati, kje naj lezijo
novi poli.

Predpostavka je, da je sistem stabilizabilen oz. ga je mozno stabilizirati. Zadosten pogoj za
stabilizabilnost je, da je par (A, B) vodljiv, ni pa potreben.

Ce par (A, B) ni vodljiv, potem obstaja taka nesingularna matrika 7', da je

Ay A B
-1 _ |[Ann A2 _ | B
T L R

in je par (1111, El) vodljiv. Potreben pogoj za stabilizabilnost je potem stabilnost Ags. Matrika
povratne zveze ima potem blo¢no obliko

[K, 0
= )

kjer je K; taka matrika, da je 1111 — §1K1 stabilna, matrika K9 pa je poljubna.

7.2.1 Stabilizacija preko vodljivostne Gramove matrike
Ce je par (A, B) vodljiv, potem je za poljuben ¢ > 0 Gramova vodljivostna matrika

Wel(t) = /0 LA B BT A g (7.1)
pozitivno definitna. Iz (7.1) dobimo

t
d
AWe(t) + We(t) AT = — / - (e*ASBBTe*ATS) ds=e 4BBTe 4"t + BBT.
0

s
Na obeh straneh prigtejemo —2BBT = W (t)W; ' (t)BBT — BBTW; ' (t)We(t), da dobimo

FWo(t) + Wet)F' = -, (7.2)
kjer je F = A— BBTW;(t) in Q = e 4*BBTe A" + BBT.

F je resitev enacbe Ljapunova (7.2), kjer sta W (t) in @ simetri¢ni pozitivno definitni matriki,
zato je F' stabilna matrika.

Za izratun We(t) lahko uporabimo eno izmed metod za numeri¢no ra¢unanje eksponentne
funkcije matrike. Ce je
A BBT Ei(t) G(t)
(" 2] =M 6]

potem je otitno By (t) = e, By(t) = e A", za G(t) pa preverimo, da velja G(t) = e MW (t).
Res, ¢e upostevamo < (e“t) = Ce®!, potem bi moralo za G(t) veljati

G'(t) = AG(t) + BBTEy(t),
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to pa je tofno to, kar dobimo z odvajanjem izraza G(t) = fot eAlt=9) BBTe=A"sqs.
Sledi, da je We(t) = Eo(t)TG(t), potem pa za K vzamemo BT We ()™t

Denimo, da sistem ni vodljiv, je pa stabilizabilen. Obstaja ortogonalna matrika U, da je

Ay A B
T _ 11 A12 T _ 1
stay = [An e] g [B)

in je par (211, El) vodljiv, matrika Agy pa stabilna.
Potem je

W) =0T [W%l“) 8] v,

kjer je
t
Wi (t) = / e~ As pRTe~Alisgs,
0

Zato je stabilen zaprtozancéni model

Ay — BiBIWE  Apg

T
0 A22 v

A—BBTWg:U[

Tako smo izpeljali algoritem 7.1 za stabilizacijo z Gramovo matriko.

Algoritem 7.1 Stabilizacija sistema preko Gramove spoznavnostne matrike

A BBT
1. H: [O _14f1'v:|7
2. za t > 0 izracunaj efft = [El(t) g((tg)},

3. Wel(t) = EJ (H)G(1),

4. izracunaj lastni razcep

5. matrika povratne zveze je

K=5'Q [Al 0} Q"

V primeru diskretnega sistema xj,1 = Axy + Bug je analogna formula
K =BT [(A"YNWFAN] A= (I +B"VyB) 'B"VyA,

kjer vzamemo N > n in
N

Wy =Y _ A'BBT(ATY,
1=0
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Vy = (AT)NW]J\? + AN.

V primeru, ko je par (A4, B) vodljiv, namesto Wy lahko vzamemo W&l, saj je v tem primetu
W nesingularna matrika.

7.2.2 Stabilizacija preko enac¢be Ljapunova

Izrek 7.2 Naj bo (A, B) vodljiv par in 3 > |Amax|, kjer je Amax lastna vrednost matrike A z
najvecjim absolutnim realnim delom. Ce vzamemo za matriko povratne zeze K = BTZ71 kjer
je Z s.p.d. resitev enacbe Ljapunova

—(A+pDZ + Z(—(A+8I)! = —2BBT, (7.3)

potem je matrika A — BK stabilna.

Dokaz.  Matrika —(A+ 1) je stabilna, saj imajo njene lastne vrednosti o¢itno negativne realne
dele. Iz vodljivosti para (A, B) sledi vodljivost para (—(A + (1), B). Zdaj iz izreka 4.5 sledi, da
je Z, ki resi enacbo Ljapunova (7.3), simetri¢na pozitivno definitna matrika.

Enacbo (7.3) lahko prepisemo v obliki
(A-BBTZYWZ+2(A-BBTZ Y = 2382

oziroma

(A— BK)Z + Z(A - BK)T = —237, (7.4)

kjer je K = BTZ~1. Iz simetri¢ne pozitivne definitnosti Z sedaj sledi, da je matrika A — BK
stabilna, saj ¢e je npr. (A — BK)x = Az lastni par matrike A — BK, potem iz (7.4) dobimo

N+ Nzl Ze = 282 Zz,
od tod pa sledi Re(A) > 0. |

Ce nimamo na voljo boljse ocene, lahko vzamemo 3 > ||A|. Stabilizacija preko enacbe Ljapunova
je predstavljena v algoritmu 7.2.

Podobno kot prej, ¢e par (A, B) ni vodljiv, se pa da stabilizirati, potem se matrika povratne
zveze izraza s pseudoinverzom K = BT Z%, kjer je Z simetri¢na nenegativno definitna matrika,

ki zadosca (7.3).
V primeru diskretnega sistema xy11 = Az + Buy imamo analogni izrek.
Izrek 7.3 Naj bo xy1 = Axy + Buy vodljiv diskretni sistem. Naj bo 0 < 3 < 1, da velja |\ >
za vse lastne vrednosti A matrike A in naj Z zadosScéa diskretni enacbi Ljapunova
AZAT — 3?2 =2BB”.
Ce vzamemo
K =BT (Z+ BBT) !4,

potem je A — BK konvergentna matrika.
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Algoritem 7.2 Stabilizacija sistema preko enacbe Ljapunova

1. izberi B > [|A]],

2. izracunaj Q = 2BBT,
3. refi enacbo Ljapunova

—(A+BNZ+Z(—(A+pD)" =-Q,
4. izracunaj lastni razcep

A
zov[h

|

5. matrika povratne zveze je
-1
K =BV [A 0} VT

7.3 Razporejanje polov

Sistem lahko stabiliziramo tudi tako, da izberemo tako matriko povratne zveze, da ima A — BK
vnaprej izbrane stabilne lastne vrednosti. To lahko naredimo, ¢e je par (A, B) vodljiv. Na voljo
imamo ve¢ algoritmov, osnovni je Ackermanov, ki smo ga Ze opisali v razdelku 3.6.1.

Naj bo
1

a(s) =s"+ap_1s" + - +ars+ap

ciljni karakteristi¢ni polinom. Ce je sistem podan v vodljivostni normalni obliki

0 1
0 1 X
A= ,ob=1| ",
0 1 bo
_ao _al o e e _an—l n
potem moramo vzeti B
kZ[OéQ—a() o] —ay - an_l—an_l].

Ce par (A,b) ni v vodljivostni normalni obliki, moramo najprej poiskati prehodno nesingularno
matriko T', da bosta A in b prave oblike. Ce je

k=lag—ay ai—ai - Qn_i—an_1]

prava izbira povratne zveze za transformirani par (Z, g) = (TAT~',Tb), potem je za originalni
par (A,b) prava izbira k = k1. Vemo

Sn

~ spA
k:kT:[ao—ao [0 e ? 5 R Cvnfl—anfl] : s

SnAn—l
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kjer je s, zadnja vrstica inverza vodljivostne matrike C]\_;. Sledi
kT = sp(apl + oA+ + ozn,lA”_l) — sp(apl +a1A+ -+ an,lA”_l)
in preko Cayley-Hamiltonovega izreka dobimo Ackermanovo formulo

k=elCyla(A).

7.3.1 Zveza med poli in prehodnim obnaSanjem sistema

Ponavadi ni dovoj, da sistem le stabiliziramo, temvec bi radi tudi kontrolirali, kako se odziva na
spremembe, torej kaksno je njegovo prehodno obnasanje.

Za zgled si poglejmo sistem druge stopnje
B(t) 4+ 2Cwi(t) + wia(t) = u(t),
kjer je ¢ faktor dusenja, w pa naravna frekvenca sistema.
Pola sistema sta Ao = (w £ w\/m.
Prehodno obnaSanje sistema je odvisno od ¢ in w.

Pri fiksnem w imamo

e za ( > 1 dobimo pocasen in gladek odziv,

e za 0 < ( < 1 imamo hiter a oscilirajo¢ odziv.

Pri vecjih sistemih ponavadi odziv doloc¢ata dva dominantna pola, ki sta najblizja imaginarni osi.

V primeru, ko pole dosti premaknemo, lahko pricakujemom da bomo potrebovali velike vrednosti
v vhodnem vektorju. Velja namrec

u(t) =v(t) — Kx(t)

in ¢e je norma K velika, lahko pricakujemo, da bo zaprtozanéni sistem potreboval velike vrednosti
na vhodu. Ker so ponavadi maksimalne vrednosti vhoda omejene, to pomeni, da si ne moremo
privosciti povratnih zvez, kjer pride do velikih premikov polov.

7.4 Razporejanje polov enovhodnih sistemov
Imamo linearni zvezni kontrolni sistem

y(t) = Cx(t) + Du(t).

Predpostavimo lahko, da je sistem vodljiv. Potem obstaja ortogonalna matrika U, da je

A=UTAU
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ireducibilna zgornja Hessenbergova matrika in

Zato lahko predpostavimo, da je Ze zacetni sistem v t.i. Hessenbergovi vodljivostni obliki.

[s¢emo povratno zvezo k, da bo A — bk imela predpisane lastne vrednosti A1, ..., \,.

7.4.1 Razporejanje polov preko Hessenbergove forme

Predpostavimo, da so predpisane lastne vrednosti vse enostavne. Potem imamo n lastnih vek-
torjev x1,...,T, in A — bk se da diagonalizirati kot

A—bk=XAX"".
Ce bi poznali X, bi lahko izrac¢unali povratno zvezo k iz

k= %(e{(A —XAXTY).

Izkaze se, da je to izvedljivo, saj lahko lastne vektorje x1,...,x, izraéunamo, ne da bi poznali k.

Ce je z lastni vektor za lastno vrednost A, je (A —bk)z = Az, kjer je

ai1 —bikr aip —bitka - ar, — bk,
ao1 a2 e aop
A — bk = .
an,n—1 Gnn

Ce izberemo 2z, = 0, lahko preostale komponente z izrac¢unamo neodvisno od & kot

1

Af+1,k

n
2k = )\ZkJrl — E Q41,525 | » k :n—l,...,2,1.

j=k+1
Ker je A ireducibilna, so vsi poddiagonalni elementi a;;; nenicelni.

Tako lahko za vsako lastno vrednost Aj izraCunamo lastni vektor xg, potem pa iz formule
k= (elT(A - XAX*l))

dobimo k.

7.4.2 Metoda ortogonalnih transformacij na lastnih vektorjih

Prejsnja metoda ni popolna. Pri racunanju XAX ! lahko pride do velikih napak, ¢e je matrika
lastnih vektorjev zelo obcutljiva, tezava pa je tudi, da smo omejeni na enostavne lastne vrednosti.
Tezavam se bomo poskusili izogniti z ra¢unanjem z ortogonalnimi transformacijami.
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Ce je ||z||l2 = 1 lastni vektor za lastno vrednost A, je (A —bk)z = Az. Naj bo Q taka ortogonalna
matrika, da je z = Qe;. Potem ima QT (A — bk)Q obliko

A X X

0
QUA-Q= | . A

0 x - x

Sedaj bi lahko nadaljevali na preostanku matrike, a bomo pokazali, da lahko to redukcijo
izvedemo tako, da bo reducirani problem spet v Hessenbergovi vodljivostni obliki.

Predpostavimo, da so izbrane lastne vrednosti realne. Naj bo A lastna vrednost in z lastni vektor
za A — bk. Izberemo z, # 0 in iz (A — bk)z = Az izra¢unamo

Zn—1 = (()\ - ann)zn)/an,nfl
Zn—2 = (()\ - an—l,n—l)zn—l - an—l,nzn)/an—l,n—Q
Z rotacijo (1) = Rg_l’nz =[x v X zZp_9o Zp-1 O]T unic¢imo zadnji element v z. Zaradi

zn # 0 je tudi z,_1 # 0.
(A —bk)z = Az se spremeni v RI_| (A —bk)Ry—1,21) = Xz Kjer je

n—1,n

X X
X

X

R | (A—=bk)Ry 1, =

n—1,n

X
+ X X X X
X X X X X
X X X X X

na mestu (n,n — 2) je novi nenicelni element.
Sedaj izrac¢unamo

Zn—3 = (()\ - an72,n71)zn72 - anf2,nflzn71)/anf2,n73a
kjer so a;; elementi matrike Rg_l,nARnfl,n-

Z rotacijo Rj,_2,—1 uni¢imo naslednji element v z:

2(2) = R;leQ,nflz(l) = [ X e X Zn-—3 En—Q 0 0 ]T .
Dobimo
X X X X X
X X X X X
Rl 5 RE | (A=bk)Ry1nRy2p-1= X X X X
+ X X X
0 x X

Na mestu (n—1,n—3) je nov nenicelni element, nenicelni element na mestu (n, n—2) iz prej$njega
koraka pa je spet ni¢. To pa zato, ker iz zadnje vrstice sledi a, ,—22,—2 = 0, za Z,_2 pa vemo,
da ni 0.
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Tako imamo nekaj podobnega preganjanju grbe pri QR algoritmu. Po n — 1 rotacijah ostane

QT(A —bk)Qz""D = X2V Kjer je Q = Ry_1,--- Rz, 2V =[x 0 --- 0] in
a1l X [N X El
ao1 by
QTAQ = 0 AP . QTb={0],
0 0

kjer je gg #% 01in je~A(2) ireducibilna Hessenbergova matrika. Iz zveze Ekl =ai — Ain ggkl = a9
dobimo k1 = ag1/by. Postopek rekurzivno nadaljujemo na A® in p@ = [by O .- O]T.

7.4.3 Modifikacija QR algoritma

Tu bomo uporabili znano dejstvo, da v primeru, ko je matrika H ireducibilna Hessenbergova
matrika in je A njena lastna vrednosti, pri QR algoritmu s premikom A\ v enem koraku izlo¢imo
to lastno vrednost.

En korak QR algoritma s premikom A je

H-M = QR
H = RQ+AI

Ker je A lastna vrednost, ima zgornja trikotna matrika R prvih n—1 stolpcev linearno neodvisnih,
v zadnjem stolpcu pa je ry, = 0. Zaradi tega ima H zadnjo vrstico [0 --- 0 AJ.

Sedaj bomo to obrnili tako, da bomo nastavili vrednost koeficientov povratne zveze k tako, da
bomo po enem koraku QR s premikom A, kjer bo A\ ena izmed predpisanih lastnih vrednosti,
izlocili \.

Na zacetku je A ireducibilna zgornja Hessenbergova in b = [b; 0 --- O]T, is¢emo pa k =
(k1 - kn]T, da bo A — bk imela lastne vrednosti A1,..., \,.

Oznacimo AN = A, bv(l) =bin kO = k. Ce naj bo Ay lastna vrednost je A® — pME@ — X\ T
singularna matrika. Ce sedaj na matriki A — p(ME(1) — X\, T z desne uporabimo Givensove

rotacije Ry,_1y, ..., 12, da jo spravimo v zgornjo trikotno obliko, dobimo
0 X X X X
X X X X
(AW — pM D) MR, 1 Rig = X X X
X X
X
To pomeni
t11 X X X X biki x x X X
X X X X X X X X
(AD -\ DQy = X X X bEDQ) = XXX
X X X X
X X

kjer je Q1 = Ryp—1n -+ Ri2 in EVQ, = [ k1 ) ]. Izbrati moramo ki = t11/b;.
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Po QR koraku dobimo

)\1 X . X bl
0 b2
HA(1) _ (1) (1) - Ty _
Ql (A bk )Ql - A(2) i b(2)k’(2) ) Ql b= 0 )
0 0
kjer je A® ireducibilna Hessenbergova in b2 = [bo O --- O]T. Ponovimo postopek in

dolo¢imo prvi element k2. Na koncu ostane 1 x 1 matrika A™ iz katere dobimo k(™ = k,
iz, zveze

A _pm) ) — )
Potem moramo Se racunati nazaj. Iz k)Q; = [k; kU+D] sledi
L) — [k; KU+ ] QJH

zaj=n—1,...,2,1, vse pa se zatne s k" = k,.

Celotni algoritem je zapisan v algoritmu 7.3.

Algoritem 7.3 Razporejanje polov z modificiranim QR algoritmom

A =4

j=12....n—-1
izraCunaj unitarno matriko Q; = R+ Rp—jn—j+1 velikosti (n —j+1) x (n —j + 1),
da je (AY) — ANDQj = T zgornja trikotna
tjj = (T9);;.

kj = tj;/bj
X b;
o] =t [
X X X
0 — OHTG 4+ ). T
; AG+D =Q; T A
0

kM) = (A — X)) /by,
j=n—-1,...,2,1

L) — [k, k(JJrl)]Qf
k=kD).

7.5 Razporejanje polov ve¢vhodnih sistemov

7.5.1 Razporejanje polov preko Hessenbergove forme

Tukaj manjka Se: Razporejanje polov preko Hessenbergove forme.
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7.5.2 Metoda ortogonalnih transformacij na lastnih vektorjih

Tukaj manjka Se: Metoda ortogonalnih transformacij na lastnih vektorjih.

7.5.3 Razporejanje polov preko Schurove forme

Pri tem algoritmu namesto vodljivostne Hessenbergove forme uporabimo Schurovo formo matrike
A. Naj bo par (A4, B) vodljiv in naj bo

T v | A A ~ | B1
A-qag" = |\ 42| B-as- ||,

kjer sta A11 in Ago kvazi zgornje trikotni matriki.

Denimo, da smo diagonalne elemente (kjer dopus¢amo tudi bloke 2 x 2) v Schurovi formi raz-
poredili tako, da imamo v Aj; Ze dobre lastne vrednosti, ki jih ne bi radi ve¢ spreminjali, v Agg
pa so slabe lastne vrednosti, ki bi jih radi premaknili.

Ceje K=[0 K,], potem dobimo

~ =~ |[An Ap—BiK;

A-BR= 0  Axp—BKs |’

Vidimo, da se je Agp premaknila v Ay — B2Ky, s tem pa so se spremenile tudi tiste lastne
vrednosti A, ki so pripadale bloku Agg. Iz vodljivosti para (A, B) sledi tudi vodljivost para
(Ag2, By). Dovolj je torej resiti le problem razporeditve polov za par (A, By). Od tod dobimo
Ky, potem pa je K =[0 K3]|Q.

Na zacetku moramo lastne vrednosti A razdeliti na dva dela, prvi del bo v A11, drugi del pa v Ags.
Ker pri rac¢unanju Schurove forme matrike A dobimo razporeditev, ki ni pravilno razdeljena na
bloka, moramo najprej ustrezno preurediti lastne vrednosti na diagonali A. PoiS¢emo ortogonalno
matriko U, da ima matrika UAUT pravilno razporeditev.

.. . . . . Lo . AL
Preurejanje izvedemo z zamenjavami sosednjih lastnih vrednosti. Ce imamo matriko [ !

0 Ao

in pois¢emo rotacijo Ris, da je R, " —| = , potem je
Ay — A 0

RI, ARy = [AQ " ]

0 M\

V primeru n x n matrike lahko zamenjamo sosednja 1 x 1 diagonalna bloka:

')\1 X 7] ')\1 X 7]

T ’ _
Ry pi | Bpprr =
Ap+1 : Ap
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Poljubno permutacijo lahko sestavimo iz transpozicij, torej lahko lastne vrednosti poljubno
preuredimo. V primeru kompleksnih lastnih vrednosti imamo Se dodatne algoritme za izmenjavo
diagonalnih blokov velikosti 2 x 1 ali 2 x 2.

Poglejmo si, kako lahko razporedimo lastne vrednosti v primeru matrik 1 x 1 ali 2 x 2.

Naj bo M matrika p x p, kjer je p =1 ali p = 2. Naj bo G matrika p x min A = {\i,..., A},

pri ¢emer velja A = A. Algoritem za matriko povratne zveze F je:

G=U[G 0]VT, kjer je G matrika r x 7 in 7 = rang(G)

M =UTMU

Ce je 7 = p, potem
izberi poljubno p x p matriko T" z lastnimi vrednostmi v A.
F=GYM-T)

sicer (edina moznost je r = 1, p = 2) izratunaj F= [f1 f2]

T mip Mi2 >
M = , G=
[mm m22] 4]

fi=(mi +ma2 — A1 — A2)/0
fo= (m) f1 — (mi1maa — miamar — AiA2)/(ma13)

ma21

_y[Flyr
rov[fo

Sedaj si lahko pogledamo, kako lahko preuredimo lastne vrednosti na matriki 77

Pretvori A v urejeno Schurovo formo: A = QAQT = [AOH ﬁu ] )
22
da so v Aj; dobre lastne vrednosti A1, ..., Ar, v A2o pa Argq,..., An

B=QB, Q=Q

K=0, i=r+1

Dokler je i < n ponavljaj:
Za M vzemi zadnji blok A velikosti p X p, kjer jep=1alip =2
Za G vzemi zadnjih p vrstic B
Izra¢unaj matriko F', ki premakne p lastnih vrednosti
Posodobi Kin A: K=K —[0 F|Q, A=A-B[0 F]
Premakni zadnji blok A na mesto (,1), transformacije shrani v @
Posodobi Bin Q: B=QB, Q=0QQ
t1=1+0p

Pri problemu PEVA (Partial Eigenvalue Assignment) imamo dano matriko A € R™*" matriko
B € R™™ del spektra {A1,...,\,} matrike A, kjer je p < n in pa Zzelene lastne vrednosti
{p1,...,pp}. Cilj je poiskati matriko povratne zveze K, da bo matrika A — BK imela lastne

vrednosti {fe1, ..., fp, Apis - An}
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Problem lahko re§imo s prej$njim algoritmom, kjer smo pole razporejali 8 pomocjo Schurove
forme. To je lepa lastnost tega algoritma, kjer lahko premaknemo le izbrani del spektra, drugi
del pa ostane nespremenjen.

Vseeno pa algoritem ni najbolj ekonomicen, saj moramo najprej pretvoriti A v Schurovo formo,
kar v praksi pomeni, da izraCunamo vse lastne vrednosti matrike A. V primeru, ko je matrika
A velikih dimenzij, so primernejsi algoritmi za reSevanje problema PEVA, kjer izracunamo samo
toliko lastnih vrednosti kot jih je potrebno zamenjati.

Primer uporabe bi npr. bil, da za sistem pois¢emo samo lastne vrednosti s pozitivnim realnim
delom in jih premaknemo v levo polravnino.

7.6 Pogojenost polov zaprtozanc¢nega sistema

Zanima nas, za koliko se bodo poli zaprtozanénega sistema z izracunano matriko povratne zveze
K razlikovali od Zelenih polov A, ki so bili vhodni podatek za izracun K.

Pri ratunanju K lahko v najboljSem primeru pricakujemo, da je algoritem obratno stabilen in
da smo torej izracunali tocen K za bliznji par Ain B. Imamo K = K + AK, A=A + AAin
B = B+ AB, kjer sta ||AA| in |AB|| majhni glede na ||A|| oziroma ||B||, matrika F = A — BK

pa ima predpisane lastne vrednosti A = {A1,..., A\, }.

V zaprtozancénem sistemu imamo potem matriko F = A— BK in zanima nas, za koliko se njene
lastne vrednosti razlikujejo od predpisanih A.

Ce oznatimo F = A— BK, potem velja F—F = BAK. Ce so vse lastne vrednosti F enostavne in
je X matrika lastnih vektorjev za F', potem nam Bauer-Fikeov izrek pove, da za lastne vrednosti
1 matrike F velja

min | — Ai| < m2(X) | BAK] >

V primeru velike obcutljivosti lastnih vektorjev matrike F ali velike norme BAK lahko pri¢aku-
jemo velika odstopanja lastnih vrednosti F' od predpisanih Aq,..., A,.

Na odstopanja lastnih vrednosti Fod predpisanih A1, ..., A, vplivajo Stevilni faktorji, ki so tudi
medsebojno povezani. Prvi faktor je obcutljivost samega problema izra¢una matrike povratne
zveze K.

Samo rac¢unanje K je lahko zelo obc¢utljivo, kar pomeni, da pri danih matrikah A, B in pred-
pisanem spektru A majhne motnje AA, AB ali AA lahko povzrocijo velike motnje AK matrike
K.

Sun je razvil naslednjo teorijo za oceno spremembe K.

Najbo A € R™™ B =[by - by] € R™" K = [k - kp|" € R™™. Vse lastne
vrednosti A — BK naj bodo enostavne, X = [xz; -+ x,] naj bo matrika normiranih lastnih
vektorjev, da je

A— BK = XAX !,

kjer je A = diag(A1,..., ). NajbodoY = [y; -+ wy,] levi lastni vektorji, normirani tako,
da je yZ-ij = 0;; za vse 1,j. Motnje AA, AB in AA naj bodo tako majhne, da ima zmoteni
zaprotzancni sistem Se vedno enostavne lastne vrednosti.
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Wy = [SiXT .. §,XT]eRmxmn, S; = diag(yTbj,...,yTh;),
W, = [Di(X)X ! -+ Dy(X)X ']eR™™  Dy(X) = diag(za,..., ),
W, = diag(hX ..., T, X 1) e Rxmn T; = diag(k]ay,. ...k ),

Z:W;, D =—-ZW,, U = —ZWy,
predpostavimo, da sta para (A, B) in (/Nl,é) vodljiva, mnozici S = {A1,..., A\, } in S = {Xl, e ,Xn} pa
zaprti za konjugiranje.
Ce je K matrika povratne zveze za A, B, S, potem obstaja matrika povratne zveze K za g, E, g, da je

2

_ al [a]|’ il [a
IK — K| <dx+0O bl —1|0 <Ag+0 bl —1|0b ,
A A A A
kjer je
a =vec(A), b=vec(B), =\ AT
= AT

A
@ =vec(A), b=vec(B), X
b = 10 — a) + ¥ - 1) + Z( - V),
Ar = @Il - l[@ = all + [1%[| - I[b = bl + | Z]] - [X = All

Ce oznatimo k4 (K) = ||®|, kp(K) = |¥|, kx(K) = ||Z||, potem lahko definiramo absolutno
pogojenostno stevilo K kot

ki (K) = (sa(K)? + rp(K)? + ra(K)2)'2.

Veljata oceni
ra(K) = @[ < [1Z]l21X |2,
rp(K) = ¥ < m]f.ixH/fjH2HZH2HX_1H2-

V Frobeniusovi normi dobimo relativnho pogojenostno stevilo
1/2
wi () = (69 ()2 + 15 ()2 + 17 (1)2)
kjer je

r A r B T
S = malOTREE () = ma(RUIEE, o000 = ()Tl

N
I
e
o
o
—_
|
w
Sy
I
(lelolNall
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A ={-2.992, -0.8808, -2, —1,7.0032 - 10’14}
dobimo

K =[312 -1.67 745 —-28 0.37].

Ce sedaj spremenimo prvo iskano lastno vrednosti iz -2.992 v -8 dobimo

~

K =1[3.1199 0.0078 7.8345 0.0004 0.3701].

Zgled 7.2 Za podatke

A ={-0.15,-0.20, —0.25, —0.30}
dobimo

K =1[0.013 0.6275 13.325 1.05].

Ce sedaj spremenimo element azy z 0 na —0.001, potem dobimo

~

K =1[0.013 3.01 23.825 1.05].

Zeljem’ poli so lepo separirani, tako da to ni razlog za velike motnje.

98

O

Naslednji faktor, ki vpliva na odstopanje zaprtozanc¢nih polov od predpisanih, je norma matrike

K.

Kadar imajo elementi matrike velike absolutne vrednosti oziroma je norma || K || velika, potem

[AK]]

lahko za izratunano matriko velja, da je relativna napaka “Ft res majhna, ampak IAK] je

lahko velika v primerjavi z |A|. Potem imamo zaradi ocene iz Bauer-Fikeovega izreka lahko velika

odstopanja polov F' od ciljnih.

K ima lahko veliko normo kadar

e je par (A, B) blizu nevodljivemu paru,

e so predpisani poli dale¢ od polov odprtozancnega sistema.

Velja tudi naslednja ocena. Toc¢ne lastne vrednosti

F=A+AA—(B+AB)K =F +AA—ABK

so zelene lastne vrednosti A. Odstopanja lastnih vrednosti F od zelenih je tako odvisno tudi od

razmerja med |[AA — ABK| in ||F.
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Zgled 7.3 Ce vzamemo

A:[An A12}’ b:[bl]’
0 ax H

kjer je par (Ay1,b1) vodljiv in je u maghen, potem za k = [k ko] dobimo

A— bl — [An —biky A — ble] .
—puky aga — puka

Ko gre  — 0, se mangjSa oddaljenost (A,b) od nevodljivih sistemov, po drugi strani pa |ks| raste
prek vseh meja, saj mora v primeru Ag # age veljati ko = (A — a)/p.

Ko se manjsa oddaljenost od nevodljivega sistema, se veca morma matrike povratne zveze K,
toreg, bolj ko je sistem mevodljiv, mocénejsi mora biti vhodni signal, da ga lahko kontroliramo. [

Velika odstopanja lahko pricakujemo tudi v primerih, ko so lastne vrednosti A — BK zelo
obcutljive.
Ce je A; enostavna lastna vrednost A — BK, potem je njeno pogojenostno Stevilo enako

1

PR
Y; Li

kjer sta x; in y; normirana desni in levi lastni vektor za ;.

V primeru, ko so vse lastne vrednosti enostavne, je ocena za odstopanje tudi obcéutljivost matrike
lastnih vektorjev X.

V primeru veckratnih lastnih vrednosti so motnje Se vedje, saj so niso ve¢ proporcionalne O(e),
kjer je € velikost motnje, temve¢ so lahko proporcionalne O(el/ k), kijer je k veckratnost lastne
vrednosti. Tudi zaradi tega ponavadi ni najbolje, ¢e Zelimo imeti v zaprtozan¢nem sistemu
veckratne pole.

V primeru enovhodnega sistema je matrika K enoli¢no doloc¢ena z A, B in A. Pri fiksnem A tako
ne moremo vplivati na ob¢utljivost ra¢unanja K. Edino, na kar lahko vplivamo je, da poskugamo
izbrati novo razporeditev polov tako, da bodo potem ¢imbolj neobcutljivi.

Drugace je pri ve¢vhodnih sistemih, ko matrika K ni enoli¢na. Tu imamo na voljo ve¢ svobode
in lahko pois¢emo tak K, da bo npr. matrika lastnih vektorjev zaprtozanénega sistema imela ¢im
manjso obcutljivost. Druga moznost je, da npr. poskusimo poiskati K s ¢im manjSo normo, saj
nam lahko tudi velika norma K povzroca tezave.

Na koncu moramo upostevati tudi to, da na zacetku iskanja matrike povratne zveze K pon-
avadi matriki A in B transformiramo v enostavnejSo obliko. Ce za to uporabimo neortogonalne
transformacije, kot npr. pri Ackermanovi formuli, potem lahko pricakujemo velika odstopanja.

7.7 Robustno razporejanje polov

V primeru ve¢vhodnega sistema matrika povratne zveze K ni vec enoli¢na. Zato jo poskusimo
pri izbranem spektru A dolo¢iti tako, da bodo poli zaprtozan¢nega sistema ¢im manj obcutljivi.
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Naj se da F' = A — BK diagonalizirati, torej obstaja nesingularna matrika X, da je
X YA - BEK)X = A =diag(\1,..., \).
Vemo, da je v primeru enostavne lastne vrednosti A\; njeno pogojenostno Stevilo enako

1 lzgll2llygll2

syl

kjer sta x; in y; desni in levi lastni vektor za ;. Vemo tudi, da za vsak j velja

-1
¢ < IX 2| X 2.
Tako dobimo nekaj variant za zmanjSanje obcutljivosti:

Lov = |lelloo = ler] + -+ + [enl,
2. vy = || XI| - [IX71,
3. v3 =X pvn = [Cll2v/n.

Velja
1 <3 < <y < nws,

tako da so vse mere med seboj ekvivalentne.
Problem REVA (Robust Eigenvalue Assignment) lahko podamo kot:

Za dani matriki A € R"™™ in B € R™™ m < n, ki je polnega ranga, pois¢i K € R"™*" in
nesingularno matriko X, da bo
(A— BK)X = XA

in bo ena izmed mer obcutljivosti zaprtozan¢nih polov minimalna.

Izrek 7.4 Ce je X nesingularna, potem obstaja nesingularna matrika K, ki zadoséa (A—BK)X =
XA natanko tedaj, ko je
UL (XA - AX) =0,
kjer je
Z
B=[Uy U] [O ]

QR razcep matrike B, matrika Z je nesingularna, Uy in Uy pa imata ortonormirane stolpce.
Potem je K podana eksplicitno z

K=7'0l(A-XAXY).

Sedaj lahko zapiSemo algoritem za problem REVA. Vhodni podatki so A € R™*" B € R"™*"™,
m <n, A = diag(A1,..., A\n), pri Cemer je B polnega ranga, par (A, B) je vodljiv, A pa je zaprta
za konjugiranje.

Izhodni podatki so matrika povratne zveze K € R™*" dolo¢ena tako, da ima A — BK lastne
vrednosti A1,..., A, in je obcutljivost matrike lastnih vektorjev ¢im manjsa.
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1. QR razcep za B, da dobimo B = [Uy Uj] [g} in od tod Uy, U; in Z.

Za podprostor S; = ker(U{ (A — A\;I)) in njegov komplement ‘SA'J skontruiramo ortonormi-

o~

rano bazo, ki sestavlja stolpce S; in Sj, za j =1,...,n.

2. Iz podprostorov S; izberemo normirane vektorje 1,...,z,, daje X =[x --- x,] ¢im
bolje pogojena.

3. Resimo linearni sistem F'X = XA, odtod dobimo F.

4. Izratunamo K = Z'UT (A - F).

Za dobljeni K velja
1

Kl < (||A Ajlro(X))———.
1561l < (1Al mae s (X)) s

V koraku 1. za racunanje S; in §j lahko uporabimo QR razcep ali pa singularni razcep.

a) Ce uporabimo QR razcep, je (UF(A - )\j]))T = [§J 5] []2]} .

~

b) Ce uporabimo singularni razcep, je U] (A — NI)=T;[T; 0][S; S 7.

Opazimo lahko, da veckratnost predpisane lastne vrednosti A; ne more biti vecja of m, saj je to
maksimalno Stevilo linearno neodvisnih vektorjev, ki jih lahko izberemo za ;. Velja namrec

Z UF(A-NI)

Ur'lB A-X\I]= .
[ i1 0 UL'(A-XN\I)

Ker je rang(Z) = m in rang([B A — A\;I]) = n — m, potem je rang(U{ (A — X\;I)) =n —m in
enatba UT (A — A;I)v; = 0 ima lahko najvet¢ m linearno neodvisnih resitev.

Glavni del algoritma je v koraku 2. Tukaj imamo razli¢ne pristope, ki so odvisni od koli¢ine, ki
jo zelimo zmanjSati. Najenostavnejsi primer je, da zelimo minimizirati o (X).

k2(X) bo minimalna, ¢e bodo koti med x; in podprostori 7; = Lin{x1,...,2j_1,Zj41,...,2n}
¢im vedji.

Vektorje z1, ..., , izberemo nakljuéno. V zanki gremo po j = 1,...,n in zamenjamo x; z novim
vektorjem iz 7;, da bo kot med x; in 7; maksimalen.

Izra¢unamo QR razcep X; =[Q; v ] []2]] Jkjerje Xy =[xy -+ xj_1 xjp1 -+ xp),in
vzamemo .
- SjS; Yj
T IST sl
Ta izbira maksimizira —i—. Tako gremo v ciklu skozi j = 1,...,n. Ce je na koncu cikla xy(X)

ly] x|
sprejemljiva, kon¢amo, sicer pa nadaljujemo z novim ciklom. Na dolgi rok proces konvergira
proti optimalni matriki K.
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Zgled 7.4 Za
1 2 3 6 3
A=14 5 6|, B=1|1 2}, A ={9,51}
7 8 9 8 9
dobimo
e —1.8988 0.0269 0.5365

T | 24501  0.5866 —0.1611

in ko(K) = 6.32.

7.8 Optimalno vodenje

Imamo sistem

z(t) = Ax(t)+ Bu(t), z(0) = xo,
y(t) = Cux(t).

Ce je sistem vodljiv, potem lahko dolo¢imo matriko povratne zveze K tako, da (do konjugi-
ranja) poljubno razporedimo lastne vrednosti. Ce vse pole prestavimo v levo polravnino C, bo
zaprtozancni sistem z matriko A — BK stabilen.

Stabilnost pa je le ena izmed Zeljenih lastnosti. Zanima nas, kako naj dolo¢imo dolo¢imo K, da
bo imel zaprtozancni sistem Se druge lastnosti. Dve moznosti sta:

o Ze vnaprej poznamo obmodje, kjer naj lezijo poli zaprtozan¢nega sistema.

e Matriko K dolo¢imo tako, da poiséemo minimum izbranega optimizacijskega kriterija.

Denimo, da si zelimo, da bi bile komponente vektorja stanja ¢im manjse po absolutni vrednosti.
V tem primeru Zelimo minimizirati npr.

L@=Amﬂwww,

obenem pa bi radi, da bo sistem tudi stabilen.

Ce zelimo, da bo izhod majhen, je nas cilj minimizirati
Jo(z) = / o ()t = / T (OCT Ca(t)dt = / T () Qu(t)dt,
0 0 0

kjer je Q = CTC simetri¢na pozitivno semidefinitna matrika.

Podobno lahko zelimo, da vhod ne bo prevelik, zato bi radi minimizirali

@mzlﬂﬂmwﬁ
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oziroma, bolj splosno
[e.e]
Ju(z) = / o () Ru(t)dt,
0
kjer je R simetri¢na pozitivno definitna matrika.

Izkaze se, da istoCasno ne moremo zadostiti vsem kriterijem. Tako npr. ne moremo hkrati
minimizirati J; in Js3, saj za minimizacijo J; potrebujemo mocan, za minimizacijo J3 pa ¢im
sibkejsi vhodni signal. Zato vzamemo neko konveksno kombinacijo J; in Js oziroma J4. Tako
pridemo do problema linearne kvadraticne optimizacije (LQR), kjer za dani matriki @ in R, kjer
je @ simetri¢na pozitivno semidefinitna, R pa simetri¢na pozitivno definitna, is¢emo vhod wu(t),
ki minimizira -
Jo(x) = / (7 (6)Q(t) + u” (1) Ru(t)) dt
0
pr pogoju z(t) = Ax(t) + Bu(t), z(0) = xo.

Tega, kako izberemo @ in R, ne bomo obravnavali, saj je to odvisno od posameznih primerov.
Matrika @) predstavlja utez za stanje, R pa za vhod. Ce izberemo po normi velik R, bomo dobili
majhen vhod. Z matriko @ lahko tudi izlo¢imo nezazeljena stanja, ¢e jih primerno utezimo.

Obstajajo Se drugacne izbire kriterijske funkcije. Ce npr. opazujemo le kon¢no obdobje [0, ], si
lahko Zelimo, da je pri t; kon¢no stanje ¢im blizje 0. V tem primeru vzamemo

J(x) = %xT(tl)TFx(tl) + %/0 1 (27 (#)Qz(t) + u” (t)Ru(t)) dt,

kjer je F' simetri¢na pozitivno definitna matrika.

Druga moznost je, da si zelimo, da se stanje ¢im bolj prilega zeljenemu stanju z4(¢). Sedaj is¢emo
minimum 1
J(2) = 5(z(t1) — za(t)TF(2(t) — za(t))

1

TS / 1 ((2(t) — za(t)" Q(x(t) — x4(t)) + u’ (t)Ruf(t)) dt.
0

Naslednji izrek prevede iskanje optimalnega vodenja na reSevanje algebrai¢ne Riccatijeve enacbe.

Izrek 7.5 Dan je sistem @(t) = Ax(t) + Bu(t), ©(0) = z¢ in matriki Q, R, kjer je Q simetriéna
pozitivno semidefinitna, R pa simetricna pozitivno definitna. Naj bo par (A, B) stabilizabilen,
par (A, Q) pa zaznaven. Potem obstaja enolicen vhod u(t), ki minimizira

Jo(x) = /O T (T (D)0 () + uT () Ru(t)) dt.

Podan je z u(t) = —Kux(t), kjer je K = R™'BTP in je P enolicna simetricna pozitivno semi-
definitna resitev zvezne algebrai¢ne Riccatijeve enatbe (CARE)

PA+ATP+Q—-PBR'BTP=0.
Se ve¢, zaprtozancna matrika A— BK je stabilna, minimalna vrednost Jo(x) pa je enaka ngxo.
To je glavni izrek tega razdelka. Dokazali ga bomo po kosih. Najprej bomo pokazali, da sta-

bilizirajoca simetri¢na pozitivno semidefinitna resitev CARE res minimizira J¢, obstoj in eno-
licnost take resitve pa bomo dokazali kasneje.
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Lema 7.6 Pri predpostavkah izreka o zveznem LQR, naj bo P taka simetricna pozitivno semi-

definitna resitev CARE PA+ ATP + Q — PBR™'BTP = 0, da je zaprtozancni sistem u(t) =

—Kux(t), kjer je K = R™'BT P, stabilen. Potem u(t) minimizira Jo(x), katerega minimum je
T

xg Pxg.

Dokaz.

d
E(xTPx) = i"Px+2"Pi = (Az + Bu)" Pz + 27 P(Az + Bu)

= 27(ATP+ PA)z +u' BT Pz + 2" PBu

= 27 (PBR'B"P - Q)z +v' BT Pz + 2" PBu

= 2#"PBR'BTPz — 27Qz + " BT Pz + " PBu+ uT Ru — " Ru — 27 Qx
= (W' +2TPBR"YR(u+ R 'BTPz) — (27 Qz + u” Ru).

Od tod sledi 27 Qz +u? Ru = — % (27 Pz) + (u+ R~ BT P2)T R(u+ R~ BT Pz). To integriramo
T T
/ (T Qx + uT Ru)dt = 27 (1) Px(7) + xl Pz + / (u+ R'BTPx)' R(u + R BT Px)dt.
0 0
Ko posljemo 7 — oo gre zaradi stabilnosti zaprtozan¢nega sistema x(7) — 0 in ostane
[e.9] o0
/ (T Qx + uT Ru)dt = xf Pxy + / (u+ R'BTPx)T R(u+ R™' BT Pz)dt.
0 0

Ocitno je minimum enak ngxo, dosezen pa je pri u = —R~'BT Px.

V nadaljevanju bomo pokazali, da je resevanje algebrai¢nih Riccatijevih enacb povezano s Hamil-
tonskimi matrikami. Za 2n x 2n matriko

Hyq H12]
H =
I:H21 Hso

pravimo, da je Hamiltonska, ¢e velja Hy; = —H2T27 Hyy, = Hﬂ in Hyy = H2T1

Ekvivalenten pogoj je HJ + JH" = 0, kjer je J = [_OI é]

Iz J-'HJ = —HT sledi, da sta matriki H in —H” podobni. Ce je X lastna vrednost H, je tudi
lastna vrednost —H”. Velja

Lema 7.7 Ce je H Hamiltonska matrika in je \ njena lastna vrednost, potem je —\ tudi lastna
vrednost H z enako algebrajsko in geometrijsko veckratnostjo.

Za spekter tako velja, da nenicelne realne lastne vrednosti nastopajo v parih A\, —\, ¢isto imagi-
narne lastne vrednosti nastopajo v parih A, A, preostale pa v ¢etvorkah A\, —\, A, —A\.

Naslednji izrek povezuje CARE in Hamiltonske matrike.

Izrek 7.8 Dana je CARE
PA+ATP+ Q- PSP =0,
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kjer je S = BR™'BT. Matrika P je resitev CARE natanko tedaj, ko stolpci [;] razpenjajo

n-razsezni ivariantni podprostor 2n x 2n Hamiltonske matrike

A =S
n=|% i)

Dokaz. (=) Denimo, da je P resitev CARE. Potem je

" [11;] B [Pi:igp} = [ﬂ (A-SP),

kar pomeni, da stolpci [P} res razpenjajo invariantni podprostor H.

(«<=) Denimo, da obstaja taka n x n matrika L, da je

nlo=lelr = mlp] = e

od tod pa sledi

ST I

kar pomeni Q + ATP 4+ PA — PSP = 0.

. 5 | P . . , , .
Posledica 7.9 Ce stolpci [Pl] razpenjajo n-razsezni invariantni podprostor 2n x 2n Hamil-
2
A -5
i

ki ustreza CARE PA+ ATP +@Q — PSP = 0 in je P, obrnljiva, potem je P = PgPl_1 resitev
CARE.

tonske matrike

Dokaz.

un([]) =1 (7)) =1n ([ ])

potem pa je po prejSnjem izreku ngl_l reSitev CARE.

Izrek 7.10 Naj bo P simetricna resitev CARFE

PA+ATP+Q— PSP =0,

kjer je S = BR™'B™T. Potem so lastne vrednosti pripadajoce Hamiltonske matrike H = [ 4 =9 }

—Q AT
unija lastnih vrednosti matrik A — BK in —(A — BK)T, kjer je K = R~'BTP.
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Dokaz.  Matrika T = [; ?] je nesingularna. Velja
_ I 0 A -85 I 0
TTHT = P I] [—Q —AT} [P I]
0 A-SP -S ]
- |-(ATP4+PA+Q—-PSP) —(A-SP)T
_[A-sP -S ]
I —(A-spP)T|"

Pravimo, da je P stabilizirajoca resitev CARE, ¢e je A — BR™' BT P stabilna. Pokazali smo Ze,
da ¢e imamo stabilizirajoco reSitev, potem imamo optimalno resitev LQR. Do polnega dokaza
izreka LQR nam manjkata Se obstoj in enoli¢nost stabilizirajoce resitve.

Izrek 7.11 Dan je sistem @(t) = Ax(t) + Bu(t), x(0) = xo in matriki Q, R, kjer je Q # 0
simetricna pozitivno semidefinitna, R pa simetricna pozitivno definitna. Ekvivalentno je

1. CARE
PA+ATP4+Q—-PSP=0

in S = BR™'BT, ima enolicno simetricno pozitivno semidefinitno stabilizirajoco reitev P,
2. Par (A, B) je stabilizabilen in pridruZena Hamiltonska matrika

A —S]

ne[4

nima nobene cisto imaginarne lastne vrednosti.

Dokaz. (1. = 2.) Naj bo P stabilizirajo¢a refitev CARE. Potem je A — BK, kjer je K =
R™!BTP stabilna, torej je (A, B) stabilizabilen par. Zaradi tega imajo vse lastne vrednosti
A — BK negativni realni del. Ker so po izreku 7.10 lastne vrednosti H enake lastnim vrednostim
A— BK in —(A— BK)", potem H ne more imeti nobene ¢isto imaginarne lastne vrednosti.

(2. = 1.) Ker H nima nobenih ¢isto imaginarnih lastnih vrednosti, ima natanko n stabilnih
lastnih vrednosti, ki imajo realni del strogo negativen. Potem obstajajo stabilna matrika E in

matriki Py, P», da je
Py P
#la)-[n]e

Pl ] razpenjajo lastni podprostor H, ki pripada stabilnim lastnim vrednostim. Pokazali
2

bomo, da je P = PQPfl iskana enoli¢na stabilizirajoc¢a s.p.sd. resitev.

in stolpci [

Nadaljevanje dokaza bo sestavljeno iz naslednjih tock:

a) PI'P; je simetricna,
b) P; je obrnljiva,

c) P= PP, ! je simetricna,
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¢)
d)
e)

a)

P je stabilizirajoca resitev,
P je enoli¢na,

P je s.p.sd.

Velja

AP, —SP, = PFE, (7.5)
-QpP,— ATP, = PBFE. (7.6)

Enac¢bi pomnozimo z P4 oz. P{ in dobimo (drugo potem 3e transponiramo)

PIAP — PISP, = PIPE,
—-plQp, —PfAP, = ETPI'P,.

Enacbi sestejemo v
—PISp,— PI'QP, = PIPE+ ETPI'P.

Ker sta S in @ simetri¢ni, je leva stran simetri¢na, torej mora biti tudi desna in velja
PP E+ETPIP = ETPI'P, + PIPE

oziroma
E"(Py PL— P Py) + (P PL — Pl R)E = 0.

Ker je F stabilna, ima zgornja enac¢ba Ljapunova enoli¢no regitev, iz katere sledi Py Py —
PPy = 0 oziroma (P P)T = PL P.

Denimo, da P; ni obrnljiva. Potem obstaja vektor d # 0, da je P;d = 0.

Iz (7.5) dobimo (pomnozimo s Pd in d)

d'PISP,d = —d"EPl Pyd+ d" Pl AT Pyd
—d"ETPY Pid+ d" P AT Pyd = 0.

Ker je S = BR™'BT in je R s.p.d., sledi BT Pod = 0, iz (7.5) pa dobimo PiEd = 0. To

velja za vsak d € ker(Py), zato je ker(Py) invarianten za E. Torej obstaja lastni par (i, d),
d#0,za E, da je N N N
Ed=pud, Pid=0.

Ce pomnozimo (7.6) z d, dobimo

(ul + AT)Pyd = 0.

Skupaj z BT P»d = 0 dobimo

T ~

Ker je par (A, B) stabilizabilen, mora biti Pyd = 0. To pa pomeni, da []P;l] ni polnega
2

ranga, torej mora biti P, obrnljiva.
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c)

Ker je P; nesingularna, je po posledici 7.9 P = PgPl_1 reSitev CARE. P je tudi simetri¢na,
saj velja

Pl —p = PTP] - PP}
= PP PP - PP PP
PrT(P{ P — Pl PP =0.
Ce pomnozimo (7.5) s P!, dobimo
A—-SPP ' =PEP .
Ker je E stabilna, mora biti tudi A — SPgPl_1 = A — SP in P je stabilizirajoca resitev.
Naj bosta P, in P, dve stabilizirajoci resitvi. Potem je

AP, + PLA- PSP, +Q =
ATPb +PA—-PSP+Q =

7 odstevanjem dobimo
AT(P, — P) + (P, — P)A+ P,SP, — P.QP, =0

0ziroma

(A—-SP)' (P, — P) + (P, — P)(A—SP,) = 0.

Dobili smo homogeno Sylvestrovo enacbo. Ker sta matriki A — SP, in A — SP, stabilni,
mora biti P, = P.

Riccatijevo enacbo
PA+ATP4+Q—-PSP=0

lahko zapiSemo v obliki enac¢be Ljapunova
(A— BK)'P+ P(A- BK)=-Q — PSP,
kjer je K = R™'BTX.
Matrika A — BK = A— BR™'BTX = A — SP je stabilna, zato lahko P zapiSemo v obliki

p— /OO (A-BI)TH () 4 pSP)eA-BR)L.
0

Ker sta @ in S pozitivno definitni, je potem P pozitivno semidefinitna.

Zadnji del dokaza izreka LQR je, da pokazemo, da pri pogojih izreka LQR res obstaja resitev
Riccatijeve enacbe oziroma, da pridruzena Hamiltonska matrika nima ¢isto imaginarnih lastnih

vrednosti.

Izrek 7.12 Dan je sistem ©(t) = Ax(t) + Bu(t), (0) = xo, s.p.d. matrika R in s.p.sd. matrika
Q, pri cemer je par (A, B) je stabilizabilen, (A, Q) pa zaznaven. Potem pridruzena Hamiltonska
matrika

A —BR'BT

nima nobene cisto imaginarne lastne vrednosti.
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Dokaz.  Denimo, da imamo lastno vrednost oblike 7, pripadajoci lastni vektor pa je [Z} .z

[s* r*]Hmzm[s* r*]m

(s*Ar — r* ATs) — r*Qr — s*Ss = ia(s*r + r*s),
kjer je S = BR™'B”. Realni del je —1*Qr — s*Ss = 0 in iz definitnosti R in Q sledi
BTs=Qr=0.

dobimo

Iz H [Z] =« [Z] ostane e Ar = iar in —ATs = ias. Dobimo

A—ial| Al +iall
0 r =20, BT s =0.

Zaradi zaznavnosti (4, @) in stabilizabilnosti (A4, B) dobimo protislovje r = s = 0.

Se enkrat zapi§imo celoten izrek.

Izrek 7.13 Dan je sistem &(t) = Ax(t)+ Bu(t), (0) = x¢ in matriki Q, R, kjer je Q simetricna
pozitivno semidefinitna, R pa simetricéna pozitivno definitna. Naj bo par (A, B) stabilizabilen, par
(A, Q) pa zaznaven. Potem obstaja enolicen vhod u(t), ki minimizira

Jo(z) = /000 (27 (#)Qz(t) + u” (t)Ru(t)) dt.

Podan je z u(t) = —Kx(t), kjer je K = R™'BT P in je P enolicna simetricna pozitivno semi-
definitna resitev CARFE
PA+ATP+Q—-PBR'BTP=0.

. . 1. . . P S . .
Resitev P je enaka P = Py P| L Ejer stolpei matrike [Pl] razpenjajo invariantni podprostor sta-
2

A —-BR'BT
—Q _AT
matrika A — BK je stabilna, minimalna vrednost Jo(x) pa je enaka ngxo.

bilnih lastnih vrednosti pridruzZene Hamiltonske matrike H = { . Zaprtozancéna

7.8.1 Diskretni sistemi

Imamo diskretni sistem

Tpp1 = Azp + Buy,
ye = Cuy.
Sedaj zelimo minimizirati

Jp(x) = Z(mf@xk + u} Ruy,).
k=0

Resitev je povezana z diskretno algebraicno Riccatijevo enacbo (DARE)

ATPA-P+Q - AT"PB(R+ BTPB)"'BTPA=0.
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Izrek 7.14 Dan je sistem xpy1 = Axy + Bug, yr = Cxy in matriki Q, R, kjer je Q simetricna
pozitivno semidefinitna, R pa simetricna pozitivno definitna. Naj bo par (A, B) stabilizabilen,
par (A, Q) pa zaznaven. Potem obstaja enolicen vhod w, ki minimizira

(x;;.Fka + ugRuk)

Nk

JD(.%) =

=
Il

0

Podan je z iy = —Kay, kjer je K = (R+BTPB)"'BTPA in je P enolicna simetricéna pozitivno
semidefinitna refitev DARE

ATPA-P+Q - AT"PB(R+ BTPB)"'BTPA=0.

Zaprtozanéna matrika A — BK je konvergentna, minimalna vrednost Jp(x) pa je enaka ngxo.

Vlogo Hamiltonskih matrik imajo sedaj simplekti¢ne matrike. Za 2n x 2n matriko

M- [Mn M12]

My Mao
pravimo, da je simplekticna, ¢e velja
JIMT T ="M =M

Iz J7'MJ = —M7" sledi, da sta matriki M in —M7 podobni. Ce je A lastna vrednost M, je
tudi lastna vrednost —H”. Velja

Lema 7.15 Ce je M simplekticna matrika in je A njena lastna vrednost, potem je 1/X\ tudi
lastna vrednost M z enako algebrajsko in geometrijsko veckratnostjo.
Izrek 7.16 Dana je DARE

ATPA—P+Q—-ATPB(R+B'PB)"'BTPA=0.

Matrika P je reSitev DARFE natanko tedaj, ko stolpci [P] razpenjajo m-razsezni invariantni

podprostor 2n x 2n simplekticne matrike

-T @ yp-T
M:[AJrSA Q —SA ]

—ATQ AT

Izrek 7.17 Naj bo par (A, B) stabilizabilen, par (A, Q) pa zaznaven, Q je simetricno pozitivno
semidefiniten, R pa simetricno pozitivno definitna. Potem simplekticna matrika

T _aA-T
M:[AJrSA Q —SA ]

_AfTQ AfT

nima nobene lastne vrednoti na enotski kroznici.
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Izrek 7.18 Naj bo par (A, B) stabilizabilen, par (A, Q) pa zaznaven, Q je simetricno pozitivno
semidefiniten, R pa simetriéno pozitivno definitna. Potem ima DARE

ATPA-P+ Q- AT"PB(R+BTPB) 'BTPA=0

enolicno simetricno pozitivno semidefinitno stabilizirajoco resitev P, ki je podana z P = Pngl,
kjer stolpci matrike [Pl] razpenjajo n-razsezen invariantni podprostor pridruzene simplekticne
2

matrike
A+ SA_TQ —SAT
_AfTQ AT ’

ki pripada lastnim vrednostim z absolutnimi vrednostmi pod 1.

v



Poglavje 8

Numeric¢no reSevanje Riccatijeve enacbe

8.1 Uvod

Obravnavali bomo numeri¢ne metode za zvezno algebrai¢no Riccatijevo enacbo (CARE)
XA+ ATX +Q - XSX =0,

kjer je S = BR™'BT.

Prav tako se bomo ukvarjali z diskretno algebrai¢no Riccatijevo enac¢bo (DARE)

Q-X+ATX(IT+SX)'A=0.

Riccatijeva enacba je nelinearna in ima lahko mnogo resitev.

Ce Riccatijeva enacba izvira iz LQR problema, potem je @) simetri¢na pozitivno semidefinitna,
R pa simetri¢na pozitivno definitna. Ce je par (A, B) stabilizabilen, par (A, Q) pa zaznaven,
potem obstaja enoli¢na simetri¢na pozitivno semidefinitna resitev X za CARE in zaprtozancna
matrika A — BR™'BT X je stabilna.

8.2 Obcutljivost Riccatijeve enacbe

[s¢emo stabilizirajoco s.p.sp. resitev CARE
XA+ATX +Q - XSX =0.

Zanima nas, kako obcutljiv je problem oziroma kako moc¢no lahko motnje matrik A, @ in §
vplivajo na spremembo X. Pri reSevanju z obratno stabilnim algoritmom lahko pricakujemo, da
za izraCunani X velja

(A+AADTX + X(A+AA) +Q+AQ — X(S +AS)X =0, (8.1)
kjer je [|AA[ < €| All, [AQ| < €l|Ql in JAS]] < €[[S]].

Razlika | X — X||/[| X| je lahko zelo velika, e je sistem obtutljiv.

112
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Naj bo X = X + AX. Ce zanemarimo vse kvadratne A &lene v (8.1), dobimo
(A= SX)TAX + AX(A—SX)+AATX + XAA+AQ — XASX =0. (8.2)

To je enacba Ljapunova za AX. Matrika A — SX = A — BR™'BT X je stabilna, zato je enacba
resljiva. Ce za enacbo Ljapunova uporabimo ocene iz poglavja 4, dobimo:

A
jaxj, 20840 +IRE 1asixis

IXle = sep((4 - 5X)7,~(4 - 5X))

pri Cemer je sep(({l—SX)T, —(A—SX)) minimalna singularna vrednost matrike I ®(A—SX)T +
(A—=SX)T®1. Ce velja ||AA|| < €|lAll, |AQ] < €||Q| in [|AS|| < €||S, potem dobimo

iaxge | 2M4le + fGE -+ isixie

B sep((A —SX)T, —(A— SX)) .

Iz ocene sledi, da je pogojenostno stevilo CARE enako

2 Al + [ HE +IS11X]e

sep((A ~SX)T, (A~ SX)) '

CR —

Riccatijeva enacba je ob¢utljiva, kadar imamo matrike velikih norm (velja za vsako izmed matrik
A, Q, X, S) in pa kadar je sep((4 — SX)T, —(A — SX)) blizu 0.

Podobno lahko za diskretno Riccatijevo enacbo Q@ — X + AT X (I +SX)~' A = 0 izpeljemo oceno

A
ol AlrIaAlr + LALLE Ly 412 A )X

|AX]|F [X1l7
1X][F — sepg(AL, Ac) ’
kjer je
A, =T +SX)'"A=A-B(R+B'XB)"'BTXA
in

ALXAc — X||F
AT AN = mi H C C )
Sepd( co C) ?71&% ||XHF

Pri predpostavkah [ AA|l < e[| A, [AQ] < ¢|Q] in [AS] < €]l S]| je

211 A 2 HQHF A 2 S X
241 + [+ LIRSl X

sepy (AT A,) ’

CD

pogojenostno Stevio DARE in velja || AX ||r/|| X || F < cpe.
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8.3 Newtonova metoda

Kot prvo bomo za resevanje CARE
XA+ ATX +Q—-XSX =0

obravnavali Newtonovo metodo. Naj bo X priblizek za resitev CARE. Ce oznadimo X =
Xo+ AXj in to vstavimo v CARE, dobimo

(A—SX0)'X + X (A~ SXp) +Q+ XoSXo — AXoSAXy = 0.

Ob predpostavki, da imamo dober zacetni priblizek, zanemarimo ¢len AXySAXy. Tako dobimo
enacbo Ljapunova za naslednji priblizek X;.

(A= SX0) "X + X1(A-SXy) = —Q — X,5X,.

Newtonova metoda za CARE

izberi Xy, da je A — SXy stabilna matrika
zak=0,1,...
redi (A — SXp) T X1 + Xpr1(A— SXp) = —Q — XpSX,.

Alternativno lahko Newtonovo metodo izpeljemo tako, da definiramo funkcijo ostanka
R(X)=XA+ATX +Q - XSX.
Fréchetov odvod R(X) je
R\(Z)=(A—-SX)TZ + Z(A - 5X),
od tod pa sledi en korak Newtonove metode za enactbo R(X) = 0:

R, (Ar) = —R(Xy), Xip1 = Xi + Ag.

Izboljsana razli¢ica Newtonove metode je

izberi Xo = X[, da je A — SX, stabilna matrika
zak=0,1,...
A=A —-SX;
R(Xp) = Xp A+ AT X, +Q — X3 SXi
resi AgAk + AR Ay + R(Xk) =0
Xpr1=Xi + Qg

Ker ra¢unamo s popravki, je metoda natanc¢nejsa.

Izrek 8.1 Naj bo X stabilizirajoci priblizek, X pa enolicna s.p.sd. resitev za CARE. Za matrike
A in Xi, k=0,1,..., ki jih dobimo pri Newtonovi metodi, velja

a) vse matrike Ay so stabilne,

D) X << Xppr < X < < X,
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¢) zaporedje matrik Xo, X1, ... konvergira proti enolicni s.p.sd. resitvi CARE X,

d) obstaja taka konstanta c¢ > 0, da je | Xpr1 — Xi|| < c||Xp — X||? za k > 1, konvergenca je
torej kvadraticna.

Ustavitveni kriterij:

e koncamo, ko je || Xi+1 — Xi|lF < | Xk||F € za dovolj majhen e,
e koncamo, ko prekora¢imo maksimalno Stevilo korakov,
e (e imamo na voljo oceno za pogojenostno Stevilo CARE, lahko nehamo takrat, ko je
|1 Xkr1 — Xkllp < || Xk||F KcARE u, kjer je u osnovna zaokroZzitvena napaka.
Metoda je numeri¢no stabilna in v primeru konvergence vrne zelo natancen rezultat.

Za konvergenco je na zacetku potrebno imeti potrebno imeti dober zacetni priblizek Xy, drugace
lahko metoda sploh ne konvergira.

Izrek 8.2 Naj bo R = 1. Naj bo X tak zacetni priblizek, da je A — BBT X stabilna in
IX = Xoll < 1/GIBI* 127,
kjer je
Q(Z)=(A-BB"X)TZ + Z(A - BBTX).

Potem velja

X1 = Xol| < [|X = Xoll

enakost pa je doseZena natanko pri Xog = X.

Ponavadi Newtonovo metodo uporabljamo za iterativno izboljSanje rezultata, ki smo ga dobili s
kaksno drugo metodo.

7Z relaksacijo Newtonove metode lahko pospesimo konvergenco. Namesto, da v vsaakem koraku
vzamemo X1 = Xi + Ag, vzamemo Xiy1 = X + M\eAg, kjer je parameter Ay € [0, 2] izbran
tako, da minimizira | R(Xy + A\zAg)||r. Velja

|R(Xi + MAp)||% = sled(R(X) + MeAg)?)
= az(l — )\k)2 — Qbk(l — )\k))‘% + Ck)\i,

kjer je aj = sled(R(X})?), b, = sled(R(Xx) Vi), cx = sled(V,f) in Vi, = ALSA,.

Relaksirana razli¢ica Newtonove metode je

izberi Xg = X{', da je A — SX, stabilna matrika
zak=0,1,...

A =A—-5Xyg

R(Xp) = XpA+ AT X + Q — XipSX;,
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doloci A\g € [0,2], ki minimizira ||R(Xx + M\eAk)|| F
X1 = Xi + Mg

Podobno lahko izpeljemo tudi Newtonovo metodo za DARE.
Sedaj definiramo

Rp(X)=A"XA-X+Q+ATXB(R+ B"XB) 'BTXA.
Newtonova metoda za DARE:

izberi Xg = X{', da je A — B(R+ BT XoB) !BT XA stabilna matrika
zak=0,1,...
K. = (R+ BTX;B)"'BTX; A
A, = A — BK;,
Rp(Xi) = ATXpA - X+ Q + AT X, B(R+ BT X;;B) "' BT X}, A
resi AgAkAk — A+ RD(Xk) =0
X1 = Xi + Ay,

V vsakem koraku metode moramo resiti diskretno enacbo Ljapunova.

8.4 Uporaba matri¢nega predznaka

116

Naj ima matrika A Jordanovo formo X 'AX = D + N, kjer je X nesingularna matrika, D =

diag(A1, ..., A\n) je diagonalna matrika lastnih vrednosti, N pa je nilpotentna matrika.

Matricni predznak matrike A je matrika
sign(A) = Xdiag(sign(\y), .. .,sign(\,)) X 1,
kjer je
w00 ={ 1" o) 2o

Matri¢ni predznak ni definiran, ¢e ima matrika lastno vrednost 0 ali kaksno strogo imaginarno

lastno vrednost.

Matri¢éni predznak ima naslednje lastnosti:

[a—y

. sign(A)? =1,
2. sign(aA) = sign(«a)sign(4) za a € C,
sign(TAT 1) = T'sign(A)T~ 1,

- w

Asign(A) = sign(A4)A,
5. lastne vrednosti sign(A) so £1,
6. sign(A) ima isti stabilni invariantni podprostor kot A,

7. Lin(sign(A) — I) je stabilni invariantni podprostor A,
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8. lastni vektorji sign(A) so lastni vektorji in korenski vektorji A.

Najbo CARE XA+ ATX +Q — XSX = 0 pridruzena Hamiltonska matrika H = [

N e ]

A -5
-Q -AT |

Vemo

Ker je matrika A — SX stabilna, je matri¢ni predznak matrike sign(H) dobro definiran in velja

. Wi W] [T o0)[-I z][ I o

sentrr) = [t e =120 1T T (5.3)
Iz Hsign(H) = sign(H)H dobimo za Z enatbo Ljapunova (A — SX)Z + Z(A — SX)T = 28.
Dobimo tudi S , ,

11 12 _
s i [x] =[x 54
oziroma
MX = —N,
: | Wi | _ | Wn+I

kjer sta M = |:W22+I:| in N = { War ]

Dobili smo konsistentni sistem 2n? enacb za n? elementov matrike X. Iz (8.3) sledi

W] [ 2 [z - -
[W@}_[XZ+I} — A4_[XZ+2J — (=X M =2r

M je torej polnega ranga in X lahko lahko stabilno izra¢unamo iz M X = —N, npr. s QR
razcepom.

Dokazali smo naslednji izrek.

Izrek 8.3 Naj bo par (A, B) stabilizabilen, (A, Q) pa zaznaven. Naj bo

A -5
= [—Q —AT}

Hamiltonska matrika, pridruzena CARE
XA+ ATX +Q - XSX =0.
Ce je
sien(it) = |1 2]

potem je stabilizirajoca resitev CARE resitev konsistentnega predolodenega sistema

Wi | ¢ |Wu+l
Waoo + 1 War '
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Sedaj moramo samo $e pogledati, kako lahko ekonomi¢no izracunamo matri¢ni predznak matrike
H. Za ratunanje matri¢nega predznaka obstaja ve¢ numeri¢nih metod.

Osnovni algoritem je iteracija

1 _
W1 = §(Wk +Wh
za k =0,1,..., ki se zatne z Wy = H. Ta iteracija temelji na dejstvu, da je sign(H) kvadratni
koren identitete.

Ce je H Hamiltonska matrika, sta to tudi H~! in %(H + H71), kar pomeni, da se v zgornjem
algoritmu ta lastnost matrike ohranja.

Izkaze se, da uporaba matri¢nega predznaka ni numeri¢no stabilna metoda za reSevanje Ric-
catijeve enacbe. Ce pa metodo kombiniramo z iterativnimi izboljsavami po Newtonovi metodi,
potem v praksi dobimo ucinkovito in stabilno metodo.

Osnovni algoritem za racunanje sign(H) je

Wo=H
k=0,1,...
Wi = s(We + W, 1)

Konvergenca osnovnega algoritma je v blizini resitve kvadrati¢na, na zacetku pa je lahko dokaj
pocasna. Pospesimo jo lahko tako, da v vsakem koraku pomnozimo W} s skalarjem, ki poglje
lastne vrednosti W ¢im blizje +1. Idealni koeficient je enak obratni vrednosti geometrijskega
povpredja lastnih vrednosti Wy, ki je | det(W;,)|Y/ 3.

Novi algoritem je

Wy =H
k=0,1,...
cp = | det(Wy,)[Y/ ()
Wit1 = ﬁ(Wk + W

V algoritmu moramo izracunati inverz matrike Wy. Ker je JW} simetriéna matrika, to izracu-
namo kot W~ L= (JW;,)~1J, da lahko izkoristimo simetrijo in je algoritem Se ucinkovitejsi.

Ce na zacetku vzamemo Wy = JH in ra¢unamo Wi = ﬁ(Wk + ciJngj) zak=0,1,...
potem se simetrija ohranja, matrike W}, pa skonvergirajo proti Jsign(H).

Novi algoritem, ki ohranja simetrijo, je

Yy =JH
k=0,1,...

o = | det (V)|

Yirr = 5= (Vi + 2JY, )

Ce je Y =limy_. Yx, potem na koncu velja

[Wn Wia

— — 7Ty |
Way W22:|_Slgn(H)_J Y—[
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in za X re§imo predoloceni sistem
Yoo |x_o|I-Yau|
Yio+1 Y1

ATXA-X+Q—-ATXB(R+BT'XB)"'BTXA=0

DARE

je povezana s simplekti¢no matriko

M= A+8SATQ —sA T
- _AfTQ AfT )
ki ima lastne vrednosti Aq,..., A, in )\1_1, D

Ce uporabimo transformacijo H = (M + I)~'(M — I), dobimo Hamiltonsko matriko, ki ima
lastne vrednosti

zai=1,...,n.

H je povezana z zvezno Riccatijevo enacbo, ki ima isto regitev kot DARE. Ce uporabimo zvezne
algoritme na H, dobimo potem tudi regitev za DARE. Tezava pri DARE je, da imamo v M
inverz matrike A, torej tezave, ¢e je A singularna ali blizu singularni matriki.

Matriko
M= A+ SATTQ —SAT
- —A_TQ A—T
lahko zapigemo kot
M=N"'P,
. I S |. A 0
kJerstaN—[O AT]IHP_[—Q I]'

Matrika N + P je obrnljiva in H lahko potem zapisemo kot
H=(P+N)Y(P-N).

Na ta nacin se izognemo racunanu A~1.

8.5 Metoda lastnih vektorjev

Pri metodi lastnih vektorjev upostevamo dejstvo, da je stabilizirajoca resitev CARE povezana s
stabilnim podprostorom pripadajoc¢e Hamiltonske matrike H.

Naj se da H diagonalizirati in naj bo

_ A 0.,
H_v{o A]v,
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Vit Vi

kje je V =
e |:V21 Voo

k=1,...,n.

] matrika lastnih vektorjev in A = diag(Aq, ..., A\,), kjer je Re(Ax) > 0 za

Potem je X = Vo, V7' stabilizirajoca resitev CARE.

Ta metoda ni numeri¢no stabilna, saj imamo lahko tezave s slabo pogojeno matriko Vi1, prav tako
ni nujno, da se da matriko H diagonalizirati. Sicer bi teoreti¢no lahko uporabili tudi korenske
vektorje, toda numeri¢no to ni najbolj stabilno.

Podobno metodo bi lahko razvili za DARE, tu pa imamo tezave Ze pri formiranju simplekti¢ne
matrike M, ¢e je A singularna ali slabo pogojena.

8.6 Uporaba Schurove forme

Ce namesto lastnega razcepa uporabimo Schurovo formo, se znebimo tezav, ki se pojavijo zaradi
zelo obcutljive matrike lastnih vektorjev oziroma dejstva, da se matrike ne da diagonalizirati.

Schurova forma mora biti urejena tako, da imamo v prvem bloku vse stabilne lastne vrednosti,
torej

Ty, T
_ T _ |41 a2
T=U HU—[0 ng]’

kjer so vse lastne vrednosti z negativnim realnim delom v 77y, tiste s pozitivnim realnim delom
pa v T22.

Ui Uro
Ua1 U

X = UglUﬂl je stabilizirajoca s.p.sp. resitev CARE.

Ce je U = [ ], potem stolpci [gn} razpenjajo stabilni invariantni podprostor H in
21

Lastne vrednosti v Schurovi formo preuredimo tako, kot smo to Ze omenili pri Schurovi metodi
za razporejanje polov, torej z zamenjavami sosednjih 1 x 1 ali 2 x 2 diagonalnih blokov.

Schurov algoritem je sestavljen iz naslednjih korakov:

A —S}

1. zgeneriraj Hamiltonsko matriko H = [_ Q —AT

T Tho

2. H spremeni v urejeno Schurovo formo UTHU = [ 0 T
22

} , kjer so lastne vrednosti z

negativnim realnim delom vse v 7171,

Ui U12}

3. blo¢no zapisi U =
P [U21 Uso

4. resitev je X = UnUp'

Poleg tega, da je Schurov algoritem stabilnejsi od uporabe lastnih vektorjev, je tudi cenejsi, saj
je Schurova forma vmesni korak pri izra¢unu lastnih vektorjev.

Casovna zahtevnost Schurovega algoritem je primerljiva s kombinacijo matri¢nega predznaka in
iterativnega izboljsanja z Newtonovo metodo.
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8.6.1 Analiza zaokrozitvenih napak

Za izracunano T in ortogonalno matriko U velja, da je to to¢na Schurova forma za H + F, kjer
je |E|| < ciul|H|| in je ¢1 je reda n* za majhen k.

Za Uy velja Uyy = (Un + U2 Z)(I + Z72)~Y2, Kjer je || Z|| < 22| H| in

(5 = Sep(Tu,ng) — CIHHHU

X dobimo iz X = U21Uﬁ1 in lahko ocenimo
IX = X|| < con(Un)lI X [lw+ @+ [IXIDIZINT I,
kjer je co konstanta povezana s pivotno rastjo pri ra¢unanju X.

Ce velja § > 0 in
1
x| P+ eru) < 0%,

potem za izra¢unano resitev X po Schurovi metodi velja

2_
HXH

IX - X|| _,cu <
IRl 9

L+ m) CIIA] + 1QI + ISINNTL + cara(Uir)u

Analiza pravi, da je napaka odvisna od sep(711, Th2). Za primerjavo, pogojenostno stevilo CARE
je
2Alle + JGE + ISIXr
T Sep((A— SX)T,—(A— 5X))

Kljub temu, da imata matriki 7 in (A—SX) oziroma Ty in —(A—SX) enake lastne vrednosti,
je lahko sep(Ti1, Tao) dosti manjsa kot sep((4A—SX)T, —(A—SX)) in v teh primerih je Schurova
metoda nestabilna.

To se lahko zgodi v primeru, ko v Riccatijevi enacbi nastopajo matrike z normami zelo razli¢nih
velikosti. Izrac¢unana resitev X je tocna reSitev za malo zmoteno Hamiltonovo matriko H + E.
Sicer vemo, da je razmerje ||E||/||H|| majhno, a v primeru, ko so norme matrik A, @ in S zelo
razline, je katera izmed relativnih motenj ||AA|/||All, [|AQ]/||@Q] ali [|AS||/|S]|| lahko velika.

Tu je problem tudi ta, da uporabljamo algoritme, ki ne upostevajo strukture, zato ne moremo pri
obratni stabilnosti opazovati motenj posameznih blokov matrike E, temvec¢ le matriko v celoti.

Videli smo, da imamo lahko tezave, ¢e so norme matrik A, ) in S preveC neizenacene.

S skaliranjem lahko poskrbimo, da bodo norme bolj izenacene in napake manjse. Namesto CARE
XA+ ATX +Q — XSX = 0 pisemo

T
XpAp+A,X,+Q—X,5,X,=0,
kjer je p pozitivna konstanta in

Ap=pA, A= (pA)T. X, =X,/p, S,=p’S,
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kjer p izberemo kot

H QI > 1151,
p= HAH QI < [IS] in QUS| < [IA]]?,
1 sicer.

Pogojenost CARE se s skaliranjem ne spremeni.

8.6.2 Schurova metoda za DARE

Na podoben nacin lahko pri DARE
ATXA-X+Q—-ATXB(R+BTXB)"'BTXA=0

uporabimo Schurovo metodo na simplekti¢ni matriki
M= A+SATTQ —-SAT
—ATQ AT |-

Sedaj jo moramo preurediti tako, da bodo v prvem bloku vse lastne vrednosti, ki so po absolutni
vrednosti pod 1, ostale pa v drugem bloku.

St 512] in U — [Un Uiz

SINEINaYA _
Ce je U MU = { 0 So Uyt Usy

}, kjer so v bloku S7; vse lastne vrednosti z

absolutnimi vrednostmi pod 1, je resitev

X = Uy U;"

Tudi tu lahko pri¢akujemo velike napake, ¢e je A singularna oz. slabo pogojena. Temu se lahko
izognemo, ¢e problem prevedemo na posploSeni problem lastnih vrednosti.

8.7 Posploseni problem lastnih vrednosti in DARE

DARE ATXA - X +Q - ATXB(R + B"XB)"'BTXA = 0 lahko prevedemo na posplogeni
problem lastnih vrednosti
Px = ANz,

. r s . A 0
kJerstaN—[O AT]IHP_{—Q I]'

Posploseni problem lastnih vrednosti ima tudi simplekti¢ne lastnosti v smislu, da je A # 0 lastna
vrednost natanko tedaj, ko je lastna vrednost tudi A™!. Ko je A singularna, je vsaj ena lastna
vrednost enaka 0. Ce je veckratnost 0 kot lastne vrednosti r, potem imamo tudi lastno vrednost
oo z veckratnostjo r, torej je 2n — r lastnih vrednosti konénih.

Lastne vrednosti so
-1 -1
0, 0, A1, s Ay Ay s A, 00, ..., 00,

kjerje0 < |\;| < 1zai=r+1,...,n. Zaresitev DARE potrebujemo bazo za stabilni podprostor.
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Posploseni problem lastnih vrednosti Pr = ANz re§imo s pomodjo QZ algoritma. Pois¢emo
ortogonalni matriki U in V, da je

N - UNV — [Nn Nm]

0 Ny
n . .
5 | Pu P2
P=UPV = [ 0 Pﬂ} .

Pri tem mora biti Schurova forma preurejena tako, da so lastne vrednosti para (P11, N11) znotraj
enotskega kroga.

CejeV = [V“ VH], potem je X = Vo V1"
Vor Voo
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