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Poglavje 1Uvod
1.1 Kontrolni sistemiKontrolni sistemi nastopajo na najrazli£nej²ih podro£jih. Skupno vsem je, da imamo dinami£nisistem, sestavljen iz razli£nih komponent, ki vplivajo druga na drugo. Primeri tak²nih sistemovso npr. elektri£ni motor, letalo, £love²ko telo, in podobno. Velja:a) komponente sistema so povezane in medsebojno odvisne,b) meje sistema lo£ijo notranje komponente od zunanjih.Lastnost b) pomeni, da lahko sistem obravnavamo kot neko kon£no zaklju£eno eloto. Stanjetakega sistema opisujejo notranje spremenljivke, ki jih imenujemo spremenljivke stanja. To ²ene pomeni, da na sistem ne morejo vplivati zunanji dejavniki oz. vhodi. Ravno to, kako z vhodiod zunaj kontrolirati sistem, ki se sier obna²a po nekih svojih zakonitostih, obravnavamo priteoriji kontrolnih sistemov. Cilj je vplivati na sistem tako, da se bo njegovo obna²anje £im boljujemalo z zastavljenimi ilji. Npr.:

• �e si kot sistem predstavljamo sobo s klimatsko napravo, lahko s priºiganjem in uga²anjemnaprave doseºemo, da bo temperatura v sobi £im bliºje ºeljeni.
• Kot sistem si lahko predstavljamo vse semaforje v mestu. Z ustreznim priºiganjem inuga²anjem lu£i lahko doseºemo, da bo promet £im bolj teko£.
• Na ekonomsko situaijo v drºavi lahko vplivamo npr. z vi²ino davkov in drugimi parametri.
• Na dlani drºimo metlo in se trudimo, da bi stala pokoni. Tudi to je primer kontrolnegasistema.Predstavljamo si lahko, da je dinami£ni sistem sestavljen iz prostora moºnih stanj in pravil, kina podlagi prej²njih stanj in vhodov dolo£ajo trenutno stanje. V praksi ponavadi ne poznamovrednosti vseh spremenljivk stanja, saj jih je ponavadi preve£, da bi lahko spremljali vse hkrati.Tako je npr. v ekonomiji in�aija odvisna od mnogih parametrov, nekatere poznamo, ve£ino pane. Spremljamo le podmnoºio oz. kombinaijo stanj, ki ji pravimo izhod oz. odziv sistema. Karsmo opisali, je sistem v t.i. vhodno-izhodni obliki. V tej obliki ga lahko predstavimo v oblikinaslednjega diagrama: 5
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Pri razli£nih aplikaijah je ilj preko vhoda regulirati sistem tako, da se obna²a po na²ih ºeljah.To doseºemo s pomo£jo regulatorja oz. krmilnika, ki vodi sistem tako, da generira ustrezni vhod.Povezava regulatorja in sistema je na² kontrolni sistem. Pomemben del teorije kontrolnih sistemovse ukvarja s konstrukijo regulatorja, ki bo izpolnjeval te zahteve.Ozna£ili bomo, da sistem reguliramo z vhodom u(t), izhod iz sistema, ki je odvisen od vhoda,pa je y(t). Notranje spremenljivke, ki opisujejo stanje sistema, naj bodo x(t). Pravimo tudi, dasistem vzbujamo z vhodom u(t), odziv sistema pa je izhod y(t). Pri tem je ilj vhod dolo£iti tako,da bo izhod £im bolj zado²£al izbranim kriterijem. Na nekaterih podro£jih (npr. v elektrotehniki)govorimo o signalih in sta tako u(t) in y(t) vhodni oz. izhodni signal.Vodenje sistema ponavadi poteka avtomati£no preko regulatorja ali krmilnika, ki proizvaja vhod
u(t). Pri tem lo£imo sisteme na dve vrsti.Preprostej²a oblika so odprtozan£ni sistemi, kjer delovanje krmilnika ni odvisno od izhoda sis-tema. Npr.:

• Lu£i na semaforjih priºigamo in uga²amo v vnaprej predpisanih £asovnih intervalih, neod-visno od prometne situaije.Shemo odprtozan£nega kontrolnega sistema predstavlja naslednja slika:
Kompleksnej²a oblika so zaprtozan£ni sistemi, kjer imamo povratno zanko med izhodom in reg-ulatorjem. Shema zaprtozan£nega sistema je predstavljena na naslednji sliki:
Primeri zaprtozan£nih sistemov so npr.:

• Sistem, ki odvisno od prometne situaije krmili semaforje v mestu s iljem prepre£evanjazastojev.
• Avtomatska klimatska naprava, kjer sistem glede na temperaturo sobe, ki je v bistvu izhodsistema, samodejno vklaplja in izklaplja napravo.Za modeliranje dinami£nega sistema ponavadi uporabimo kon£ni sistem diferenialnih ena£b vobliki:

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)), x(t0) = x0

y(t) = g(t, x(t), u(t)),
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x(t) = [x1(t) · · · xn(t)]T : notranje spremenljivke stanja sistema,
u(t) = [u1(t) · · · um(t)]T : vhod,
y(t) = [y1(t) · · · yr(t)]

T : izhod.Ponavadi je r ≤ n in m ≤ n. Tako imamo preslikavi f : R×R
n×R

m → R
n in g : R×R

n×R
m →

R
r. Ker je teºko predvideti vse spremenljivke stanja sistema oziroma potem to tudi modelirati,na sistem lahko vplivajo ²e zunanji nepredvidljivi dejavniki. To so npr. mo£ni sunki vetra medpristajanjem letala, zlom na borzi v ekonomskem sistemu, in podobno.Opisali smo zvezni model. Drug pogost model so diferen£ne ena£be v diskretnem primeru

x(k + 1) = f(k, x(k), u(k)), x(0) = x0

y(k) = g(k, x(k), u(k)).Ponavadi diskretne vrednosti predstavljajo vzore zveznega modela v izbranih trenutnih. Pridiskretnih modelih poznamo ponavadi ²e interval vzor£enja ∆t, potem pa so u(k), y(k) in x(t)pribliºki za u(k∆t), y(k∆t) in x(k∆t).1.2 Lastnosti kontrolnih sistemovPo Kalmanu lahko dinami£ni sistem formalno opi²emo tako, da imamo dan prostor stanj X inkon£en £asovni interval T . Poleg tega imamo podan ²e prostor U vseh funkij de�niranih na T ,ki predstavljajo vse moºne vhode v sistem.Za vsak za£etni trenutek t0 ∈ T , za£etno stanje x0 ∈ X in vhod u ∈ U , de�niran za t ≥ t0,
t ∈ T , so prihodnja stanja sistema dolo£ena s prenosno preslikavo

Φ : T × X × U → X ,ki jo zapi²emo kot
Φ(t1; t0, x(t0), u(t)) = x(t1).Za prenosno funkijo veljajo naslednje lastnosti:1. Prenosna preslikava je lahko identiteta: Φ(t0; t0, x(t0), u(t)) = x(t0).2. Lastnost polgrupe:

Φ(t2; t0, x(t0), u(t)) = Φ(t2; t1,Φ(t1; t0, x(t0), u(t)), u(t))).To pomeni, da dobimo isto, £e gremo iz t0 direktno do t2 ali pa £e gremo najprej do t1,potem pa od tam naprej do t2.3. Vzor£nost: £e za za poljuben t0 ∈ T za vse t ≥ t0, t ∈ T , velja
Φ(t1; t0, x(t0), u1(t)) = Φ(t1; t0, x(t0), u2(t)),potem velja u1(t) = u2(t) za t ≥ t0, t ∈ T .Vzor£nost v bistvu pomeni neke vrste injektivnost, saj za razli£ne vhode dobimo razli£neizhode.
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h : T × X × U → Y,kjer je Y prostor izhodnih funkij.5. Φ in h sta zvezni funkiji.De�niija 1.1 �e za poljubna vhoda u1, u2 in skalarja c1, c2 velja

Φ(t1; t0, x(t0), c1u1(t) + c2u2(t)) = c1Φ(t1; t0, x(t0), u1(t)) + c2Φ(t1; t0, x(t0), u2(t)),za vse t ≥ t0 t ∈ T , potem je sistem linearen.De�niija 1.2 �e za poljubna t0, t1 ∈ T in premik τ velja
Φ(t1; t0, x(t0), u(t)) = Φ(t1 + τ ; t0 + τ, x(t0), u(t)),potem je sistem £asovno nespremenljiv oz. £asovno invarianten.Zgled 1.1 Na treh preprostih zgledih lahko demonstiramo pojme vzro£nosti, linearnosti in£asovne nespremenljivosti.a) x(t) = u2(t− 1): vzro£en, nelinearen, £asovno nespremenljiv;b) x(t) = u(−t): ni vzro£en, linearen, £asovno nespremenljiv;) x(t) = 3tu(t− 1): vzro£en, linearen in £asovno spremenljiv.Mi se bomo ukvarjali z vzro£nimi linearnimi £asovno nespremenljivimi sistemi. Za tak²ne sistemeveljajo ²e dodatne uporabne lastnosti:6. �e je sistem linearen, potem je odziv na ni£elni vhod ni£eln, oz.

Φ(t; t0, x(t0), 0) = 0.To sledi iz linearnosti Φ(t; t0, x(t0), αu(t)) = αΦ(t; t0, x(t0), u(t)), £e vzamemo α = 0.7. �e je sistem vzro£en, potem odziv ni odvisen od prihajajo£ih stanj in vhodov.�e to ne bi bilo res, potem bi lahko poiskali dva vhoda u1(t) in u2(t), ki bi se na T ujemala,kasneje pa ne ve£, izhod pa bi bil na intervalu T razli£en.8. �e je sistem linearen, potem je vzro£nost ekvivalentna t.i. pogoju za£etnega mirovanja:
Φ(t; t0, x(t0), u(t)) = 0 za t ≤ t1velja natanko tedaj, ko velja u(t) = 0 za t ≤ t1.�e Φ ne zado²£a pogojem za£etnega mirovanja, potem obstaja tak vhod ũ(t) 6≡ 0, da je

Φ(t; t0, x0(t0), ũ(t)) = 0. Zaradi tega nimamo vzro£nosti, saj bo odziv enak za u in u+ ũ.Za dokaz v drugo smer predpostavimo, da obstajata vhoda u1(t) in u2(t), ki imata enakodziv, ni pa u1(t) ≡ u2(t). Zaradi tega je odziv na u1(t)−u2(t) enak 0, to pa je v protislovjus pogojem za£etnega mirovanja.



Bor Plestenjak - Numeri£ne metode za linearne kontrolne sisteme (verzija: 21. april 2006) 99. �e je sistem £asovno nespremenljiv, potem je odziv na periodi£ni vhod spet periodo£en into z isto periodo.Denimo, da je perioda τ oz. u(t+ τ) = u(t). Potem zaradi £asovne nespremenljivosti velja
y(t) = Φ(t; t0, x0, u(t)) = Φ(t+ τ ; t0 + τ, x0, u(t)) = Φ(t+ τ ; t0 + τ, x0, u(t+ τ)) = y(t+ τ).Zgled 1.2 Dva opisa dinami£nega sistema, ki ju bomo uporabili v nadaljevanju za zveznevzro£ne linearne £asovno nespremenljive sisteme, staa) diferenialna ena£ba n-tega reda
y(n)(t) + k1y

(n−1)(t) + · · · + kn−1y
′(t) + knyn(t) = β0u

(m)(t) + β1u
(m−1) + · · · + βmu(t),b) opis z matrikami v prostoru stanj

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), x(t0) = x0, t ≥ t0,

y(t) = Cx(t) +Du(t),kjer so A ∈ R
n×n , B ∈ R

n×m, C ∈ R
r×n D ∈ R

r×m, x(t) ∈ R
n, u(t) ∈ R

m in y(t) ∈ R
r.Ponavadi velja m ≤ n in r ≤ n.1.3 Ponovitev Laplaeove transformaijeNaj bo f : [0,∞) → R odsekoma zvezna in

∫ ∞

0
|f(t)e−σ0t|dt <∞za nek kon£en σ0 ∈ R. Potem za σ0 ≤ σ velja ∫∞

0 |f(t)e−σt|dt < ∞ in lahko de�niramoLaplaeovo transformaijo f kot
F (s) = L(f(t)) =

∫ ∞

0
f(t)e−stdt,kjer je s = σ + iω in σ0 ≤ σ.Za meje moramo v bistvu privzeti, da so od t = 0− do t = ∞, da pokrijemo tudi primer impulznefunkije, ki ima impulz pri t = 0.Na kratko ponovimo glavne lastnosti Laplaeove transformaije:

• Linearnost: L(α1f1(t) + α2f2(t)) = α1L(f1(t)) + α2L(f2(t)).

• Transformiranka odvoda:
L
[
df(t)

dt

]
= sF (s) − lim

t→0
f(t) = sF (s) − f(0),

L
[
dnf(t)

dtn

]
= snF (s) − lim

t→0

(
sn−1f(t) + sn−2f ′(t) + · · · + fn−1(t)

)

= snF (s) − sn−1f(0) − sn−2f ′(0) + · · · − f (n−1)(0).
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• Transformiranka integrala:

L
[∫ t

0
f(τ)dτ)

]
=
F (s)

s
,

L
[∫ t1

0

∫ t2

0
· · ·
∫ tn

0
f(τ)dt1 . . . dtn−1

]
=
F (s)

s
,

• �asovni premik: L [f(t− T )us(t− T )] = e−TsF (s).

• Frekven£ni premik: L [f(t)e−αt
]

= F (s − α).

• Izrek o za£etni vrednosti: �e £asovna limita obstaja, velja
lim
t→0

f(t) = lim
s→∞

sF (s).

• Izrek o kon£ni vrednosti: �e je sF (s) analiti£na na obmo£ju {s : Re(s) ≥ 0}, oziroma nimapolov, katerih realni del je nenegativen, potem velja
lim
t→∞

f(t) = lim
s→∞

sF (s).

• Konvoluija: f1(t) = f2(t) = 0 za t < 0.
F1(s)F2(s) = L

[∫ t

0
f1(τ)f2(t− τ)dτ)

]
= L

[∫ t

0
f2(τ)f1(t− τ)dτ)

]

= L [f1(t) ∗ f2(t)] .Opomba: F1(s) obstaja za Re(s) ≥ σ1, F2(s) pa za Re(s). Zgornjo konvoluijo potemvzamemo na preseku obeh obmo£ij.V drugo smer velja:
L(f1(t)f2(t)) = F1(s) ∗ F2(s) =

1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
F (ρ)F2(s− ρ)dρ.

• Inverzna Laplaeova transformaija:
f(t) = L−1(F (s)) =

1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
F (s)estds,kjer je σ ve£ji od vseh realnih komponent polov F (s).V teoriji kontrolnih sistemov sta zelo pomembni naslednji vhodni funkiji:a) enotska stopnia us, de�nirana z

us(t) =

{
1 za t ≥ 0,
0 za t < 0.
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−∞ δ(t)dt = 1. To je t.i. Diraova deltafunkija. Lahko si jo predstavljamo kot limito ustreznih funkij z nepraznim nosilem,moºnosti je ve£, npr. δ = limǫ→0 δǫ preko odsekoma konstantne funkije

δǫ(t) =

{
1
2ǫ , |x| ≤ ǫ
0 sicerali pa preko normalne distribuije

δǫ(t) =
1

ǫ
√
π
e−x2/ǫ2.Enotski impulz si lahko predstavljamo tudi kot odvod enotske stopnie. Argument proti je, dastrogo matemati£no gledano odvod enotske stopnie pri t = 0 ne obstaja, argument za pa je, dase Laplaeovi transformiranki enotske stopnie in enotskega impulza obna²ata tako, kot da greza transformiranki funkije in njenega odvoda.Laplaeova transformiranka enotske stopnie je 1/s. Res,

L(us(t)) =

∫ ∞

0
us(t)e

−stdt =

∫ ∞

0
e−stdt = −1

s
e−st

∣∣∣∣
∞

0

=
1

s
.To velja za Re(s) > 0, saj je v tem primeru

∫ ∞

0
|us(t)e

−σt|dt =

∫ ∞

0
|e−σt|dt <∞.Laplaeovo transformiranko za enotski impulz bomo dobili kot limito Laplaeovih transformaijza δǫ, pri £emer bomo tudi spodnjo mejo integrala v limiti poslali proti 0 s spodnje strani.

L(δ(t) = lim
ǫ→0

∫ ǫ

−ǫ
δǫ(t)e

−stdt = lim
ǫ→0

∫ ǫ

−ǫ

1

2ǫ
e−stst

= lim
ǫ→0

1

2ǫ

(−1

s

)
e−st

∣∣∣∣
ǫ

−ǫ

= lim
ǫ→0

1

2ǫs

(
eǫs − e−ǫs

)
= 1.To velja za s > 0.Tukaj manjka ²e: primeri uporabe Laplaeove transformaije.1.4 Prenosna funkijaTukaj manjka ²e: poglavje o prenosni funkiji (8 strani priprav).1.5 Ra£unanje impulznega (stopni£nega) odziva z nastavkiTukaj manjka ²e: poglavje o ra£unanju impulznega (stopni£nega) odziva z nastavki (5 stranipriprav).



Bor Plestenjak - Numeri£ne metode za linearne kontrolne sisteme (verzija: 21. april 2006) 121.6 Diskretni sistemTukaj manjka ²e: poglavje o diskretnem sistemu (Z-transformaija) (8 strani priprav).1.7 Blo£ni diagramiTukaj manjka ²e: poglavje o blo£nih diagramih (3 strani priprav).



Poglavje 2Predstavitev v prostoru stanj
2.1 UvodMedtem, ko klasi£na teorija kontrolnih sistemov temelji na prenosni funkiji, je osnova moderneteorije obravnava v prostoru stanj. Prednosti so naslednje:

• na soroden na£in lahko obravnavamo probleme ene ali ve£ spremenljivk, £asovno nespre-menljive in £asovno spremenljive sisteme, linearne in nelinearne sisteme;
• prenosne funkije so le za linearne £asovno nespremenljive sisteme z enim vhodom in enimizhodom;
• pri povratni zvezi preko stanja imamo na voljo ve£ parametrov s katerimi lahko nastavimoobna²anje sistema in ga stabiliziramo;
• pri prenosni zvezi imamo pri povratni zvezi na voljo le en parameter, to je oja£anje.V prostoru stanj linearni zvezno nespremenljivi kontrolni sistem zapi²emo v obliki

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), x(t0) = x0, t ≥ t0, (2.1)
y(t) = Cx(t) +Du(t), (2.2)kjer je x(t) ∈ R

n vektor stanja, u(t) ∈ R
m vhodni signal in y(t) ∈ R

r izhodni signal. Pri matrikahje A ∈ R
n×n matrika stanja, B ∈ R

n×m vhodna matrika, C ∈ R
r×n izhodna matrika in D ∈ R

r×mmatrika direktnega prenosa, ki je ponavadi kar enaka 0. Matrike A,B,C in D lahko sestavimo vblo£no matriko [
A B
C D

]
.Obi£ajno velja m ≤ n in r ≤ n.Ena£ba (2.1) je ena£ba stanja, (2.2) pa je izhodna ena£ba.Z za£etnim stanjem x(t0) = x0 in vhodom u na £asovnem intervalu (t0, t) je dolo£en izhod za

t ≥ t0. �e je u(t) ≡ 0, imamo nevsiljen sistem.�e jem = 1 imamo enovhodni sistem in lahko pi²emo kar B = b ∈ R
n. Podobno imamo v primeru

r = 1 enoizhodni sistem in lahko pi²emo C = cT za c ∈ R
n. �e je m > 1 imamo ve£vhodni sistem,13



Bor Plestenjak - Numeri£ne metode za linearne kontrolne sisteme (verzija: 21. april 2006) 14pri r > 1 pa ve£izhodni sistem. V primeru m = 1 in r = 1, ko je sistem enovhoden in enoizhoden,imamo univariantni sistem oz. SISO sistem (single-input single-output), v primeru m > 1 in
r > 1 pa imamo multivariantni sistem oz. MIMO sistem (multiple-input multiple-output).

Opis sistema ni enoli£en. Isti sistem lahko opi²emo z razli£nimi modeli v prostoru stanj, odvisnood izbire vhodnih, izhodnih in notranjih spremenljivk. �e npr. z nesingularno transformaijo Sspremenimo spremenljivke stanja v x(t) = Sx̃(t), potem dobimo nov model
˙̃x(t) = Ãx̃(t) + B̃u(t), x̃(t0) = x̃0, t ≥ t0,

y(t) = C̃x̃(t) +Du(t),kjer je Ã = S−1AS, B̃ = S−1B in C̃ = CS. To lahko zapi²emo kot
[
A B
C D

]
S−→
[
S−1AS S−1B
CS D

]
.Pri transformaiji se spremenijo le spremenljivke, ki predstavljajo stanje, vhod in izhod pa os-taneta nespremenjena.

Tukaj manjka ²e: zgled inverzno nihalo (3 strani priprav).2.2 Odziv sistemaBrez ²kode za splo²nost lahko predpostavimo, da je t0 = 0. �e imamo nevsiljeni sistem, kjer je
u(t) ≡ 0, imamo homogeno diferenialno ena£bo

ẋ(t) = Ax(t), x(0) = x0, t ≥ 0.Vemo, da se re²itev izraºa v obliki x(t) = eAtx0, kjer je eAt matri£na eksponentna funkija,de�nirana s konvergentnim razvojem
eAt =

∞∑

k=0

1

k!
(At)k = In +At+

1

2
(At)2 + · · · .Osnovne lastnosti matri£ne eksponentne funkije so:
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dt(e

At) = AeAt = eAtA,5. eP−1APt = P−1eAtP za vsako nesingularno matriko P ,6. e(A+B)t = eAt · eBt natanko tedaj, ko A in B komutirata.Tako dobimo t.i. odziv na ni£elni vhod (zero-input response)
x(t) = eAtx0 =⇒ y(t) = CeAtx0 =: yzi(t). (2.3)Matriko eAt imenujemo tudi zvezna prehodna matrika stanja, saj velja x(t) = eA(t−s)x(s). Zmnoºenjem s prehodno matriko tako v primeru ni£elnega vhoda pridemo iz enega stanja vdrugega.Za splo²no re²itev nehomogene ena£be potrebujemo ²e odziv z ni£elnim stanjem (zero-state re-sponse), kjer predpostavimo x(0) = 0. Na sistemu naredimo Laplaeovo transformaijo, ki namsistem

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t),

y(t) = Cx(t) +Du(t)transformira v
sx̃(s) = Ax̃(s) +Bũ(s),

ỹzs(s) = Cx̃(s) +Dũ(s).Re²itev transformiranega sistema je yzs(s) = G(s)ũ(s), kjer je
G(s) = C(sI −A)−1B +D (2.4)prenosna funkija.Za Laplaeovo transormaijo velja

ỹzs(s) = f̃1(s)f̃2(s) =⇒ yzs(t) =

∫ ∞

0
f1(t− τ)f2(τ)dτ. (2.5)V na²em primeru izberemo f̃1(s) = C(sI − A)−1 in f̃2(s) = Bũ(s), torej f1(t) = CeAt in

f2(t) = Bu(t). Odtod iz (2.5) sledi
yzs(t) = C

∫ ∞

0
eA(t−τ)Bu(τ)dτ +Du(t). (2.6)Splo²na re²itev je potem vsota yzi(t) in yzs(t). Iz (2.3) in (2.6) sledi

y(t) = CeAtx0 + C

∫ ∞

0
eA(t−τ)Bu(τ)dτ +Du(t). (2.7)



Bor Plestenjak - Numeri£ne metode za linearne kontrolne sisteme (verzija: 21. april 2006) 16Trditev 2.1 Prenosna funkija G(s) je neodvisna od izbire baze v prostoru stanj.Dokaz. Denimo, da z nesingularno transformaijo S spremenimo predstavitev sistema z ma-trikami (A,B,C,D) v (Â, B̂, Ĉ, D̂) = (S−1AS,S−1B,CS,D). Potem za prenosno funkijo vnovi bazi velja
Ĝ(s) = Ĉ(sI − Â)B̂ + D̂ = CS(sI − S−1AS)−1S−1B +D = C(sI −A)−1B +D = G(s).Za numeri£no ra£unanje odziva (npr. za potrebe simulaije sistema) potrebujemo numeri£nialgoritem za ra£unanje eAt. To bomo obravnavali kasneje v poglavju 2.5.2.3 Povezava s klasi£no teorijoElementi prenosne funkije (2.4), ki je matrika velikosti r×m, so raionalne funkije. Tako (i, j)-ti element G(s) predstavlja prenosno funkijo med j-to komponento vhoda in i-to komponentoizhoda v smislu klasi£ne teorije. Poli sistema so sedaj lastne vrednosti matrike A.V klasi£ni teoriji je prenosna funkija Laplaeova transformiranka impulznega odziva. Podobnovelja tudi sedaj. �e je δj(t) ∈ R

m vhodna funkija, katere j-ta komponenta je enaka enotskemuimpulzu, ostale komponente pa so identi£no enake 0, potem je Laplaeova transformiranka odzivana δj(t) ravno j-ti stolpe v G(s).Zvezni sistem, ki je predstavljen v klasi£ni teoriji z diferenialne ena£be n-tega reda
y(n)(t) + k1y

(n−1)(t) + · · · + kn−1y
′(t) + kny(t) = β0u

(m)(t) + β1u
(m−1)(t) + · · · + βmu(t), (2.8)lahko zapi²emo tudi v prostoru stanj.V najpreprostej²em primeru na desni strani ena£be (2.8) ni odvodov vhodne funkije u(t) inimamo ena£bo oblike

y(n)(t) + k1y
(n−1)(t) + · · · + kn−1y

′(t) + kny(t) = u(t).V tem primeru lahko diferenialno ena£bo prevedemo na sistem diferenialnih ena£b prvega reda,£e npr. vzamemo za spremenljivke stanja
x1(t) = y(t),

x2(t) = y′(t),...
xn(t) = y(n)(t) = −k1y

(n−1)(t) − · · · − kny(t) + u(t)Dobimo 


ẋ1(t)
ẋ2(t)......
ẋn(t)




=




0 1
0 1. . . . . .

0 1
−kn −kn−1 · · · −k1



·




x1(t)
x2(t)......
xn(t)




+




0......
0
u(t)



. (2.9)



Bor Plestenjak - Numeri£ne metode za linearne kontrolne sisteme (verzija: 21. april 2006) 17Iz (2.9) lahko preberemo A in b, velja pa ²e c = e1 in d = 0.�e imamo na desni strani ena£be (2.8) ²e odvode, moramo ravnati druga£e. �e uredimo £lenepo stopnji odvoda in predpostavimo m = n, dobimo
y(n)(t) = β0u

(n)(t) − k1y
(n−1)(t) + β1u

(n−1)(t) + · · · + [−kny(t) + βnu(t)]. (2.10)Ko ena£bo (2.10) n-krat integriramo dobimo (zaradi preglednosti je izpu²£en argument t)
y = β0u+

∫ (
[−k1y+β1u]+

∫ (
[−k2y+β2u]+ · · ·+

∫
[−kny+βnu]dt1) · · ·

)
dtn−1

)
dt. (2.11)Sedaj lahko uvedemo nove spremenljivke

y = β0u+ x1,

ẋ1 = −k1y + β1u+ x2,...
ẋn−1 = −kn−1y + βn−1u+ xn,

ẋn = −kny + βnu.Od tod dobimo
ẋ1 = −k1x1 + x2 + (β1 − k1β0)u,...

ẋn−1 = −kn−1x1 + xn + (βn−1 − kn−1β0)u,

ẋn = −knx1 + (βn − knβ0)u.V matri£ni obliki lahko sedaj sistem zapi²emo kot
ẋ =




−k1 1
−k2 0 1... . . . . . .... . . . 1
−kn 0



x+




β1 − k1β0

β2 − k2β0......
βn − knβ0


in

y = [ 1 0 · · · 0 ]x+ β0u.Tako smo sistem (2.8) v prostoru stanj predstavili v t.i. spoznavnostni kanoni£ni obliki. Opazimolahko, da se karakteristi£ni polinom matrike A ujema z imenovalem prenosne funkije sistema(2.8). Poli so tako enaki lastnim vrednostim matrike A.Podobno bi lahko sistem (2.8) zapisali v vodljivostni kanoni£ni obliki
ẋ =




0 1
0 1. . . . . .

0 1
−kn −kn−1 · · · −k1



· x+




0......
0
1



u,

y = [βn − knβ0 βn−1 − kn−1β0 · · · β1 − k1β0 ]x+ β0u.



Bor Plestenjak - Numeri£ne metode za linearne kontrolne sisteme (verzija: 21. april 2006) 18Tu smo se sre£ali s pojmoma vodljivosti in spoznavnosti, ki ju bomo podrobneje spoznali vpoglavju 3. V grobem vodljivost pomeni ali lahko sistem vzbudimo v poljubno stanje, spoz-navnost pa ali lahko iz poznavanja vhoda in izhoda razberemo za£etno stanje. V primeru SISOsistema ravno ti dve lastnosti odlo£ata ali se da sistem zapisati v vodljivostni oz. spoznavnostikanoni£ni formi.2.4 Diskretni sistemiVektorji stanja, vhoda in izhoda so lahko de�nirani le ob �ksnih trenutkih tk = k∆t, kjer je
∆t interval vzor£enja. V tem primeru dobimo linearni diskretni £asovno nespremenljivi linearnisistem, ki je namesto z diferenialno ena£bo predstavljen z diferen£no ena£bo

xk+1 = Axk +Buk,

yk+1 = Cxk +Duk.Re²itev homogene ena£be xk+1 = Axk je xk = Akx0, re²itev nehomogene ena£be stanja pa
xk = Akx0 +

k−1∑

i=0

Ak−i−1Bui.Sedaj za numeri£no ra£unanje potrebujemo natan£no in u£inkovito ra£unanje poten matrike A.Podobno kot pri zveznem sistemu lahko tu pridemo do prenosne funkije z uporabo z-transformaije.Prenosna funkija je tako kot pri zveznem sistemu enaka G(s) = C(sI −A)−1B +D.En na£in, kako pridemo do diskretnega sistema je aproksimaija zveznega sistema, ko pred-postavimo, da ima u(t) obliko kosoma konstantne funkije oz. u(t) = u(k∆t) za k∆t ≤ t <
(k + 1)∆t. To velja npr. pri digitalnem vodenju. Pri teh predpostavkah za re²itev zveznegasistema

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t),

y(t) = Cx(t) +Du(t)za t ≥ k∆t velja
x(t) = eA(t−k∆t)x(k∆t) +

∫ t

k∆t
eA(t−s)Bu(s)ds,

y(t) = Cx(t) +Du(t),torej pri t = (k + 1)∆t velja
x((k + 1)∆t) = eA∆tx(k∆t) +

(∫ ∆t

0
eAsds

)
Bu(k∆t)ds.�e ozna£imo xk = x(k∆t), uk = u(k∆t) in yk = y(k∆t), dobimo diskretni sistem

xk+1 = Adxk +Bduk,

yk+1 = Cxk +Duk,kjer sta Ad = eA∆t in Bd =
(∫∆t

0 eAsds
)
B.



Bor Plestenjak - Numeri£ne metode za linearne kontrolne sisteme (verzija: 21. april 2006) 192.5 Numeri£no ra£unanje matri£ne eksponentne funkijeZa n× n matriko A je eksponentna funkija de�nirana z razvojem
eAt =

∞∑

k=0

(At)k

k!
,kjer je t ≥ 0.Pogledali bomo nekaj numeri£nih metod za izra£un eAt in obravnavali ob£utljivost eksponentnefunkije matrike. Lep pregled razli£nih metod za ra£unanje matri£ne eksponentne funkije je v[8℄.2.5.1 Ob£utljivost matri£ne ekponentne funkijePri ob£utljivosti nas zanima, kako velika je lahko relativna sprememba

Φ(t) =
‖e(A+E)t − eAt‖

‖eAt‖ ,kjer je E motnja matrike A. �e matriki A in E komutirata, potem velja
e(A+E)t − eAt = eAt(eEt − I) = eAtEt

∞∑

k=0

(Et)k

(k + 1)!
.Od tod lahko oenimo

Φ(t) ≤ ‖E‖te‖E‖t.�e matriki A in E ne komutirata, potem analiza ni ve£ tako enostavna. �e odvajamo eA(t−s)e(A+E)spo s, dobimo
d

ds
(eA(t−s)e(A+E)s) = −AeA(t−s)e(A+E)s + eA(t−s)(A+ E)e(A+E)s

= eA(t−s)Ee(A+E)sds.Od tod sledi oena
Φ(t) ≤ ‖E‖

‖eAt‖

∫ t

0
‖eA(t−s)‖ · ‖e(A+E)s‖ds.De�niramo lahko tudi pogojenostno ²tevilo za eAt.

ν(A, t) := max
‖E‖=1

∥∥∥∥
∫ t

0
eA(t−s)EeAsds

∥∥∥∥ ·
‖A‖
‖eAt‖ .Velja ν(A, t) ≥ t‖A‖. Enakost velja za vse t ≥ 0, £e je A normalna matrika. Pri matrikah, kiniso normalne, pa lahko ν(A, t) raste kot da gre za polinom visoke stopnje v t. Ve£ o tem lahkonajdemo v [10℄Poglejmo si nekaj moºnosti za oeno ‖eAt‖.



Bor Plestenjak - Numeri£ne metode za linearne kontrolne sisteme (verzija: 21. april 2006) 201. Iz Taylorjeve vrste sledi o£itna oena ‖eAt‖ ≤ e‖A‖t.2. Dahlquistova oena je ‖eAt‖ ≤ eµ(A)t, kjer je
µ(A) = max

{
µ : µ je lastna vrednost

1

2
(A∗ +A)

}
.3. Uporabimo Jordanovo formo. �e je A = XJX−1, kjer je

J =



J1 . . .

Jm


 , Ji =




λi 1. . . . . .. . . 1
λi


in je Ji matrika velikosti ni × ni. Potem je

eJt =



eJ1t . . .

eJmt


 ,kjer je

eJit = eλit




1 t 1
2t

2 · · · 1
(ni−1)! t

ni−1

1 t. . . . . . ...
1 t

1



.Tako dobimo oeno (uporabimo ‖A‖2 ≤ nN∞(A))

‖eJit‖2 ≤ |eλit|ni max
0≤j≤ni−1

tj

j!
.in

‖eAt‖2 ≤ κ(X)nmaxe
α(A)t max

0≤j≤nmax−1

tj

j!
,kjer je

α(A) = max{Re(λ) : λ lastna vrednost A}t.i. spektralna absisa.4. Uporabimo Shurovo formo. �e je Q∗AQ = D +N , kjer je D = diag(λ1, . . . , λn), potemlahko oenimo
‖eAt‖2 ≤ eα(A)tMS(t),kjer je
MS(t) =

n−1∑

k=0

‖Nt‖k
2

k!
.Oeni 1. in 2. sta lahko zelo neprakti£ni v primeru, ko je α(A) < 0, saj z nara²£ajo£im t rastetain ne upo²tevata tega, da je v tem primeru limita eAt enaka 0, ko gre t→ ∞.Za oeno Φ(t) se da v primeru uporabe Shurove forme izpeljati (izpeljava je npr. v [10℄), da je

Φ(t) ≤ t‖E‖2MS(t)2etMS(t)‖E‖2 .Vemo, da je v primeru normalne matrikeMS(t) ≡ 1, torej lahko pri normalnih matrikah pri£aku-jemo dobre rezultate, sier pa je problem lahko zelo ob£utljiv.
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A =

[
−1 M
0 −1

]
,potem je

eAt = e−t

[
1 tM
0 1

]
.Preden eAt skonvergira proti 0, lahko vrednost ‖eAt‖ nekaj £asa nara²£a in graf ‖eAt‖ ima grbo.Spodnja slika prikazuje grbo v primeru M = 5.
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Tukaj manjka ²e: ra£unanje matri£ne ekponentne funkije.Tukaj manjka ²e: ra£unanje integralov z matri£no ekponentno funkijo.2.6 Ra£unanje frekven£nega odzivaTukaj manjka ²e: poglavje o ekonomi£nem ra£unanju frekven£nega odziva (2 strani priprav).



Poglavje 3Vodljivost in spoznavnost
3.1 UvodImamo linearni zvezni kontrolni sistem

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), x(t0) = x0, t ≥ t0,

y(t) = Cx(t) +Du(t).Grobo povedano nam vodljivost pove, v kolik²ni meri lahko z vhodom u(t) vplivamo na stanje
x(t). Spoznavnost pa nam pove, ali lahko iz poznavanja vhoda u(t) in izhoda y(t) razberemostanje x(t).Z obema pojmoma se sre£amo, ko ºelimo s povratno zvezo iz stanja stabilizirati sistem. �epoznamo stanje x(t), lahko za povratno zvezo vzamemo

u(t) = v(t) −Kx(t),kjer je v(t) referen£na vhodna funkija (signal). Dobimo
ẋ(t) = (A−BK)x(t) +Bv(t), x(t0) = x0, t ≥ t0,

y(t) = (C −DK)x(t) +Dv(t).Pri stabilizaiji i²£emo za dani A,B tako matriko K, da bo A − BK stabilna. Izkaºe se, da jeobstoj take matrike povezan z vodljivostjo sistema.Teºava pri zgoraj opisani povratni zvezi je, da ponavadi ne poznamo stanja x(t), temve£ le izhod
y(t). �e ºelimo vseeno uporabiti povratno zvezo s stanjem, moramo z novim sistemom, t.i.opazovalem, iz vhoda in izhoda generirati £im bolj²o sproksimaijo za stanje. Obstoj takegaopazovala pa je povezan s spoznavnostjo sistema.3.2 VodljivostDe�niija 3.1 Za sistem ẋ(t) = Ax(t)+Bu(t), y(t) = Cx(t)+Du(t) pravimo, da je vodljiv, £eza poljubno za£etno stanje x0 in kon£no stanje x1 obstaja kon£ni t1 in vhod u(t), 0 ≤ t ≤ t1, daiz za£etnega stanja x(0) = x0 sistem pride v kon£no stanje x(t1) = x1.22



Bor Plestenjak - Numeri£ne metode za linearne kontrolne sisteme (verzija: 21. april 2006) 23Ker se izkaºe, da je vodljivost odvisna le od matrik A in B, govorimo tudi o tem, da je par (A,B)vodljiv.Izrek 3.2 Za A ∈ R
n×n in B ∈ R

n×m, m ≤ n, je ekvivalentno:1. sistem ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) je vodljiv,2. vodljivostna matrika
CM = [B AB A2B · · · An−1B ] ∈ R

n×(nm)je polnega ranga,3. Matrika
Wc =

∫ t1

0
eAtBBT eA

T tdtje nesingularna za vsak t1 > 0.Dokaz. (1=⇒2): Denimo, da je rang(CM ) < n. Potem obstaja neni£elni vektor w ∈ R
n, ki nilinearna kombinaija stolpev matrike CM . Splo²na re²itev ena£be stanja je

x(t1) = eAt1x0 +

∫ t1

0
eA(t1−t)Bu(t)dt. (3.1)Od tod sledi

x(t1) − eAt1x0 =

∫ t1

0

(
I +A(t1 − t) +

A2(t1 − t)2

2
+ · · ·

)
Bu(t)dt

= B

∫ t1

0
u(t)dt +AB

∫ t1

0
(t1 − t)u(t)dt +A2B

∫ t1

0

(t1 − t)2

2
u(t)dt + · · · .Po Cayley-Hamiltonovemu izreku je An linearna kombinaija I,A, . . . , An−1, to pa pomeni, daje x(t1) linearna kombinaija stolpev B,AB, . . . , An−1B. Sedaj se iz za£etnega stanja x0 = 0ne moremo premakniti v x(t1) = w, saj w 6∈ im(CM ).(2=⇒3): Denimo, da je matrika Wc singularna. Potem obstaja tak neni£elni vektor v, da je

Wcv = 0, torej tudi vTWcv = 0. �e de�niramo c(t) = BT eA
T tv, lahko opazimo, da je

0 =

∫ t1

0
vT eAtBBT eA

T tvdt =

∫ t1

0
c(t)T c(t)dt =

∫ t1

0
‖c(t)‖2

2 ≥ 0.Zgornji izraz je lahko ni£ le v primeru, ko je c(t) ≡ 0, torej vT eAtB = 0 ta 0 ≤ t ≤ t1. Potem sotudi vsi odvodi c(t) enaki 0, z odvajanjem pa dobimo vTAiB = 0 za i = 1, 2, . . ., torej je vektor
v ortogonalen na vse stolpe CM , ki potem ne more biti polnega ranga.(3=⇒1): Za izbrani x1 in i²£emo u(t), da bo x(t1) = x1. Pokaºimo, da je dobra izbira

u(t) = BT eA
T (t1−t)W−1

c (−eAt1x0 + x1). (3.2)
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x(t1) = eAt1x0 +

∫ t1

0
eA(t1−t)BBT eA

T (t1−t)W−1
c (−eAt1x0 + x1)dt

= eAt1x0 +

∫ t1

0
eA(t1−t)BBT eA

T (t1−t)dt

︸ ︷︷ ︸
Wc

·W−1
c (−eAt1x0 + x1)

= eAt1x0 − eAt1x0 + x1 = x1Vodljivost ni odvisna od morebitnih nesingularnih transformaij vhoda in stanja. �e sta S in Tnesingularni matriki in naredimo substituiji x(t) = Sx̃(t) in u(t) = T ũ(t), dobimo
˙̃x(t) = Ãx̃(t) + B̃ũ(t),kjer je Ã = S−1AS in B̃ = S−1BT . Ugotovimo lahko, da velja

rang([ B̃ ÃB̃ · · · Ãn−1B̃ ]) = rang


S−1 [B AB · · · An−1B ]



T . . .

T






= rang([B AB · · · An−1B ]).Denimo, da par (A,B) ni vodljiv in da je rang(CM ) = k < n. Potem lahko sistem razdelimo navodljiv in nevodljiv del.Izrek 3.3 Par (A,B) ni vodljiv natanko tedaj, ko obstaja taka nesingularna matrika T , da je
Ã = TAT−1 =

( k n− k

k Ã11 Ã12

n− k 0 Ã22

)
, B̃ = TB =

(
k B̃1

n− k 0

)
, (3.3)par (Ã11, B̃1) je vodljiv in rang(CM ) = k < n.Dokaz. (=⇒): Naj bo rang(CM ) = k < n in naj bodo v1, . . . , vk linearno neodvisni stolpi iz

CM , ki jih dopolnimo do baze R
n z vk+1, . . . , vn. Sedaj vzamemo T−1 = [ v1 · · · vn ]. Dobimo

T [B AB · · · An−1B ] =

(
k ∗
n− k 0

)
= [TB TAT−1TB · · · TAn−1T−1TB ]od koder sledi

TB = B̃ =

(
k ∗
n− k 0

)
. (3.4)Iz

Ã = TAT−1 =

( k n− k

k Ã11 Ã12

n− k Ã21 Ã22

)
, (TAT−1)(TB) =

(
k Ã11B̃1

n− k Ã21B̃1

)
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Ã2B̃ =

(
k Ã2

11B̃1

n− k Ã21Ã11B̃1

)sledi Ã21Ã11B̃1. �e nadaljujemo na ta na£in, lahko pokaºemo, da velja Ã21Ã
j
11B̃1 = 0 za

j = 0, . . . , n − 1. To pomeni
Ã21 [ B̃1 Ã11B̃1 · · · Ãn−1

11 B̃1 ] = 0,ker pa je zaradi (3.4) matrika
[ B̃1 Ã11B̃1 · · · Ãn−1

11 B̃1 ] (3.5)polnega ranga, mora biti potem Ã21 = 0. Seveda poln rang (3.5) pomeni, da je par (Ã11, B̃1)vodljiv.(⇐=): �e obstaja taka matrika T , potem ima vodljivostna matrika za par (Ã, B̃) obliko
[
B̃1 Ã11B̃1 · · · Ãn−1

11 B̃1

0 0 · · · 0

]
,torej par (Ã, B̃) ni vodljiv, to pa je ekvivalentno temu, da par (A,B) ni vodljiv.Opomba 3.1 Transformaija T je lahko ortogonalna. Tako dobimo, £e npr. uporabimo QRrazep s pivotiranjem na CM .Tukaj manjka ²e: zgled za vodljivost.Naslednja kriterija za vodljivost sta t.i. PBH kriterija (Popov-Belevith-Hautus).Izrek 3.4 Za par (A,B) je ekvivalentno:1. Par (A,B) je vodljiv.2. Za vsak lastni par (λ, x) matrike AT velja xTB 6= 0.3. Za vsako lastno vrednost λ matrike A velja rang([A− λI B ]) = n.Dokaz. (1=⇒2): Naj bo x tak lastni vektor za AT , da je ATx = λx in xTB = 0. Potem je

xTCM = [xTB λxTB · · · λn−1xTB ] = 0,torej CM ni polnega ranga in par (A,B) ni vodljiv.(2⇐⇒3): Naj bo λ taka lastna vrednost matrike A, da je rang([A− λI B ]) < n. To jeekvivalentno temu, da obstaja neni£elni vektor x, da je xT [A− λI B ] = 0, to pa je res natankotedaj, ko je ATx = λx in xTB = 0.



Bor Plestenjak - Numeri£ne metode za linearne kontrolne sisteme (verzija: 21. april 2006) 26(2=⇒1): Denimo, da par (A,B) ni vodljiv, torej je rang(CM ) = k < n. Potem po izreku 3.3obstaja nesingularna matrika T , da je
Ã = TAT−1 =

( k n− k

k Ã11 Ã12

n− k 0 Ã22

)
, B̃ = TB =

(
k B̃1

n− k 0

)
.�e je (λ, z) lastni par za ÃT

22, potem je [ 0
z

] lastni vektor za Ã, saj je Ã [ 0
z

]
= λ

[
0
z

], velja patudi [0 zT ]B̃ = 0.Omenili smo ºe, da vodljivost ni odvisna od nesingularnih transformaij vhoda in stanja. Spomo£jo prave transformaije lahko A in B spravimo v obliko, iz katere se da direktno na zeloenostaven na£in preveriti vodljivost. Dve najpreprostej²i moºni transformaiji sta diagonalizaijamatrike A, kadar je to moºno, in pa transformaija matrike A v Jordanovo obliko. V tem primeruveljajo naslednje trditve.Posledia 3.5 Naj obstaja taka nesingularna matrika X, da je matrika Ã = X−1AX diagonalnain naj bo B̃ = X−1B. Potem je par (A,B) vodljiv natanko tedaj, ko so vse vrstie B̃, ki pripadajoisti lastni vrednosti, linearno neodvisne.Dokaz. Vemo, da je par (A,B) vodljiv natanko tedaj, ko je vodljiv par (Ã, B̃). Zanj uporabimoto£ko 3. iz izreka 3.4. O£itno je, da vrstie B̃, ki pripadajo lastni vrednosti λ, niso linearnoneodvisne (kar v primeru ene same vrstie pomeni, da je ni£elna), natanko tedaj, ko matrika
[ Ã− λI B̃ ] ni polnega ranga.Opomba 3.2 �e ima matrika A v zgornji posledii same enostavne lastne vrednosti, potem jesistem vodljiv natanko tedaj, ko so vse vrstie matrike B̃ neni£elne.Posledia 3.6 �e imamo enovhodni sistem in se da matriko A diagonalizirati, potem je sistemvodljiv natanko tedaj, ko so vse lastne vrednosti matrike A enostavne.Izrek 3.7 Naj bo Ã = S−1AS in B̃ = S−1B, kjer je Ã Jordanova forma matrike A. Par (Ã, B̃)je vodljiv natanko tedaj, ko so vrstie B̃, ki pripadajo zadnjim vrstiam Jordanovih kletk istelastne vrednosti, linearno neodvisne.Posledia 3.8 �e imamo enovhodni sistem, potem je potreben pogoj za vodljivost nederoga-tornost matrike A.Izrek 3.9 Sistem ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) je vodljiv natanko tedaj, ko lahko z ustrezno izbranomatriko K poljubno razporedimo lastne vrednosti A−BK (s to omejitvijo, da morajo kompleksnelastne vrednosti nastopati v konjugiranih parih)Izrek bomo dokazali v nadaljevanju, ko bomo za poljubno razporeditev lastnih vrednosti ekspli-itno skonstruirali ustrezno matriko K.



Bor Plestenjak - Numeri£ne metode za linearne kontrolne sisteme (verzija: 21. april 2006) 27De�niija 3.10 Lastna vrednost λ matrike A ni vodljiva, £e za levi lastni vektor x velja xTB = 0(sier pa je vodljiva).�e λ ni vodljiva lastna vrednosti, potem je λ tudi lastna vrednost matrike A − BK nedovisnood izbire matrike K. Torej lahko sistem stabiliziramo s povratno zvezo preko stanja le, £e so vsenevodljive lastne vrednosti stabilne. V tem primeru je sistem stabilizabilen. �e imamo razep(3.3), potem je sistem stabilizabilen, £e so vse lastne vrednosti iz nevodljivega dela Ã22 stabilne.Iz zgoraj omenjenega lahko zaklju£imo naslednji izrek.Izrek 3.11 Za par (A,B) je ekvivalentno:1. par (A,B) je stabilizabilen,2. obstaja taka matrika K, da je A−BK stabilna,3. rang([A− λI B]) = n za vse Re(λ) ≥ 0,4. za x 6= 0 in λ, da je x∗A = λx∗ in Re(λ) ≥ 0, sledi x∗B 6= 0.�e je par (A,B) vodljiv, je o£itno tudi stabilizabilen.3.2.1 Diskretni sistemiPri diskretnih sistemih je situaija dokaj podobna. Za diskretni sistem
xk+1 = Axk +Buk,

yk+1 = Cxk +Duk.pravimo, da je vodljiv, £e za poljubno za£etno stanje x0 in kon£no stanje x̃ obstaja kon£nozaporedje vhodov {u0, u1, . . . , uN−1}, da je xN = x̃. Kadar je za£etno stanje x0 = 0, govorimo odosegljivem (reahable) sistemu oz. o sistemu vodljivem iz izhodi²£a. Predpostavimo torej x0 = 0.Ker je spet vse odvisno le od matrik A in B, spet govorimo o vodljivosti para (A,B).Izrek 3.12 Par (A,B) je vodljiv natanko tedaj, ko je rang vodljivostne matrike
CM = [B AB · · · An−1B ]enak n.Dokaz. Vemo, da velja

xN =

N−1∑

k=0

AN−k−1Buk = [B AB · · · AN−1B ]




uN−1

uN−2...
u0


 .O£itno lahko poljubno re²itev x̃ doseºemo le, £e je matrika [B AB · · · AN−1B ] polnegaranga. Ker za N ≥ n velja

rang([B AB · · · AN−1B ]) = rang([B AB · · · An−1B ]),mora biti vodljivostna matrika polnega ranga.



Bor Plestenjak - Numeri£ne metode za linearne kontrolne sisteme (verzija: 21. april 2006) 283.3 SpoznavnostDe�niija 3.13 Linearni zvezni kontrolni sistem ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t), y(t) = Cx(t) +Du(t)je spoznaven, £e obstaja tak t− 1 > 0, da iz poznavanja u(t) in y(t) za 0 ≤ t ≤ t1 lahko dolo£imo
x(0).Ker je to odvisno le od para (A,C), govorimo o spoznavnosti para (A,C).Ko poznamo x(0), lahko potem izra£unamo x(t) za poljuben t. Spoznavnost torej ni omejenale na moºnost ugotavljanja x(0), temve£ lahko (£e je sistem spoznaven) ugotovimo stanje vpoljubnem £asu.Vemo, da velja

y(t) = CeAtx0 +

∫ t

0
CeA(t−τ)Bu(τ)dτ +Du(t).Naj bo g(t) = y(t) −

∫ t
0 Ce

A(t−τ)Bu(τ)dτ −Du(t). Potem je
g(t) = CeAtx0, (3.6)kjer poznamo g(t), saj poznamo y(t) in u(τ) za 0 ≤ τ ≤ t. �e obe strani (3.6) pomnoºimo z

eA
T tCT in integriramo, dobimo

∫ t1

0
eA

T tCTCeAtdt x0 =

∫ t1

0
eA

T tCT g(t)dt.Sedaj ozna£imo V (t1) :=
∫ t1
0 eA

T tCTCeAtdt. �e je V (t1) obrnljiva, je
x0 = V (t1)

−1

∫ t1

0
eA

T tCT g(t)dt.To pomeni, da je v primeru, ko je V (t1) obrnljiva, sistem spoznaven.Izrek 3.14 Za linearni zvezni kontrolni sistem ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t), y(t) = Cx(t) +Du(t) jeekvivalentno:1. par (A,C) je spoznaven,2. t.i. spoznavnostna matrika OM =




C
CA...

CAn−1


 ima poln rang n,3. Matrika

WO =

∫ t1

0
eA

T tCTCeAtdtje nesingularna za vse t1 > 0,4. matrika [λI −A
C

] je ranga n za vse lastne vrednosti λ matrike A,



Bor Plestenjak - Numeri£ne metode za linearne kontrolne sisteme (verzija: 21. april 2006) 295. noben lastni vektor matrike A ni pravokoten na vrstie C: £e je (λ, x) lastni par za A je
Cx 6= 0,6. obstaja taka matrika L, da so lastne vrednosti A+LC poljubne (z omejitvijo, da kompleksnelastne vrednosti nastopajo v konjugiranih parih).Dokaz. Dokaz poteka podobno kot dokaz izreka 3.2.Opazimo lahko, da je spoznavnostna matrika ravno transponirana vodljivostna matrika para

(AT , CT ). To pomeni, da sta vodljivost in spoznavnost dualni in zaradi tega lahko za ugotavljanjespoznavnosti uporabimo tudi kak²no izmed metod, ki jih imamo za ugotavljanje vodljivosti.Izrek 3.15 Par (A,C) ni spoznaven natanko tedaj, ko obstaja taka nesingularna matrika T , daje
Ã = TAT−1 =

[
Ã11 Ã12

0 Ã22

]
, C̃ = CT−1 = [ 0 C̃1 ] ,kjer je par (Ã11, C̃1) spoznaven, Ã11 pa je velikosti k × k, kjer je k rang spoznavnostne matrike

OM .Dokaz. Skli£emo se na dualnost vodljivosti in spoznavnosti in uporabimo izrek 3.3.Za linearni kontrolni sistem (2.1, 2.2) oz. za matri£ni par (A,C) pravimo, da je zaznaven, £e separ (AT , CT ) da stabilizirati. Zaznavnost je dualna stabilizabilnosti sistema.Izrek 3.16 Za par (A,C) je ekvivalentno:1. par (A,C) je zaznaven,2. par (AT , CT ) je stabilizabilen,3. obstaja taka matrika L, da je A− LC stabilna matrika,4. rang(

[
A− λI
C

]
) = n za vse Re(λ) ≥ 0,5. za x 6= 0 in λ, da je Ax = λx in Re(λ) ≥ 0, sledi Cx 6= 0.�e je par (A,C) spoznaven, je o£itno tudi zaznaven.Tukaj manjka ²e: zgled za spoznavnost in rekonstrukijo x(0).S kombiniranjem izrekov o razepu na vodljiv in nevodljiv del (izrek 3.3) in na spoznaven innespoznaven del (izrek 3.15), dobimo Kalmanov kanoni£ni razep.Izrek 3.17 Za linearni zvezni kontrolni sistem ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t), y(t) = Cx(t) + Du(t)obstaja nesingularna transformaija T , da je



ẋ1

ẋ2

ẋ3

ẋ4


 =




A11 A12 A13 A14

A22 0 A24

A33 A34

A44







x1

x2

x3

x4


+




B1

B2

0
0


u(t)
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y(t) = [ 0 C2 0 C4 ]




x1

x2

x3

x4


 ,kjer za ²tiri podsisteme velja:

• x1 je vodljiv in ni spoznaven,
• x2 je vodljiv in je spoznaven,
• x3 ni vodljiv in ni spoznaven,
• x4 ni vodljiv in je spoznaven.Prenosna funkija je G(s) = C2(sI −A22)

−1B2 +D.Dokaz. Ta vsebina je povezana s prvimi doma£imi nalogami in bo dodana kasneje.Tukaj manjka ²e: zgled za Kalmanov kanoni£ni razep.3.4 Kanoni£ne oblikeVemo: £e je T nesingularna matrika, potem je par (A,B) vodljiv natanko tedaj, ko je vodljivpar (Ã, B̃), kjer je Ã = TAT−1 in B̃ = TB. Pokazali bomo, da lahko transformaijo T izberemotako, da imata Ã in B̃ obliko, iz katere lahko na preprost na£in ugotovimo vodljivost.3.4.1 Vodljivostna normalna oblikaDenimo, da imamo enovhodni linearni zvezni kontrolni sistem ẋ(t) = Ax(t) + bu(t), kjer je par
(A, b) vodljiv. To pomeni, da je vodljivostna matrika CM = [ b Ab · · · An−1b ] ranga n.Naj bo sn zadnja vrstia C−1

M . Za transformaijsko matriko vzamemo
T =




sn

snA...
snA

n−1


 . (3.7)Matrika T je nesingularna, saj lahko hitro preverimo, da velja

T · CM =




1
1 ×. . . . . . ...

1 × · · · ×


 .Poglejmo, kak²no obliko imata Ã in b̃. Ker je sn zadnja vrstia C−1

M , velja
snb = snAb = · · · = snA

n−2b = 0 in snA
n−1b = 1.
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b̃ = Tb =




snb...
snA

n−2b
snA

n−1b


 =




0...
0
1


 . (3.8)Za Ã = TAT−1 velja

TA = ÃT =



snA...
snA

n


 .Po Cayley-Hamiltonovemu izreku je An = −a0I − a1A − · · · − an−1A

n−1, kjer je a0 + a1x +
· · ·+ an−1x

n−1 + xn karakteristi£ni polinom matrike A. Torej je snA
n = −a0sn − a1snA− · · · −

an−1snA
n−1. S primerjanjem leve in desne strani TA = ÃT dobimo

Ã =




0 1
0 1. . . . . .

0 1
−a0 −a1 · · · · · · −an−1



. (3.9)Matrika Ã ni ni£ drugega kot pridruºena matrika karakteristi£nega polinoma matrike A, kateregakoe�iente lahko preberemo iz zadnje vrstie Ã.�e je sistem v taki obliki, kot sta Ã in b̃ v (3.9) oz. (3.8), potem pravimo, da je v vodljivostninormalni obliki.Tukaj manjka ²e: zgled za vodljivostno normalno obliko (�ak, str. 113).3.4.2 Luenbergerjeva vodljivostna kanoni£na oblikaV prej²njem razdelku smo videli, kako lahko transformiramo enovhodni sistem, £e je vodljiv.Posplo²itev obstaja tudi za primer, ko ima sistem ve£ kot en vhod. Denimo torej, da imamove£vhodni sistem z vodljivim parom (A,B), kjer je A velikosti n×n, B velikosti n×m, m ≤ n in

rang(B) = m. �e matriko B zapi²emo s stolpi kot B = [ b1 · · · bm ] potem lahko vodljivostnomatriko CM zapi²emo kot
CM = [ b1 · · · bm Ab1 · · · Abm A2b1 · · · A2bm · · · An−1b1 · · · An−1bm ] .Ker je CM polnega ranga, lahko iz matrike izberemo n linearno neodvisnih stolpev. Izbiramo jihpo vrsti z leve proti desni, tako da so med njimi vsi stolpi b1, . . . , bm, saj je matrika B polnegaranga. Hitro lahko tudi razmislimo, da v primeru, ko je Akbj vsebovan v tem naboru linearnoneodvisnih stolpev CM , to velja tudi za Ak−1bj , saj jih izbiramo z leve proti desni. Od tod tudisledi, da £e Akbj ni vsebovan v omenjenem naboru, potem tam tudi ni vektorja Ak+1bj .Ko preuiredimo vrstni red n linearno neodvisnih stolpev, ki smo jih pobrali iz matrike CM zleve proti desni, iz njih sestavimo n× n nesingularno matriko L, ki ima obliko

L = [ b1 · · · Ad1−1b1 · · · bm · · · Adm−1bm ] .�tevila d1, . . . , dm so vodljivostni indeksi para (A,B). Za njih velja d1 + · · · + dm = n. Zavodljivostni indeks d para (A,B) vzamemo maksimalnega izmed vodljivostnih indeksov, oziroma
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d = max{di : i = 1, . . . ,m}. De�niramo ²e σk = d1 + · · · + dk za k = 1, . . . ,m, torej σ1 = d1,
σ2 = d1 + d2, . . ., σm = n.Sedaj iz matrike L−1 vzamemo m vrsti na mestih σ1, . . . , σm, ozna£imo jih z q1, . . . , qm. Iz njihsestavimo matriko velikosti n× n oblike

T =




q1
q1A...

q1A
d1−1...
qm
qmA...

qmA
dm−1




,

ki jo bomo uporabili za transformaijsko matriko. Preverimo lahko, da je matrika T nesingularna,saj je det(TL) = ±1. Par (Ã, B̃) = (TAT−1, TB) ima sedaj blo£no obliko
Ã =



Ã11 · · · Ã1m... ...
Ãm1 · · · Ãmm


 , B̃ =



B̃1...̃
Bm


 ,kjer so bloki Ãij velikosti di × dj , bloki B̃i pa velikosti di ×m. Diagonalni bloki matrike Ã imajoobliko pridruºene matrike

Ãii =




0 1
0 1. . . . . .

0 1
× × · · · · · · ×



,izvendiagonalni pa imajo neni£elno le zadnjo vrstio, torej

Ãij =




0 0 · · · 0... ... ...
0 0 · · · 0
× × · · · ×


 .Blok B̃i ima oblko

B̃i =




0 · · · 0 0 0 · · · 0... ... ... ... ...
0 · · · 0 0 0 · · · 0
0 · · · 0 1 × · · · ×


 ,kjer ima zadnja vrstia na prvih i− 1 mestih vrednost 0.Tukaj manjka ²e: zgled za Luenbergerjevo vodljivostno kanoni£no obliko (�ak, str. 116).



Bor Plestenjak - Numeri£ne metode za linearne kontrolne sisteme (verzija: 21. april 2006) 333.4.3 Spoznavnostna normalna oblikaPodobne rezultate kot pri vodljivosti dobimo tudi pri spoznavnosti. V primeru enoizhodnegasistema za spoznaven par (A, c) obstaja nesingularna transformaija P , da je
Ã = PAP−1 =




0 −a0

1 0 −a1. . . . . . ...
1 0 −an−2

1 −an−1




in c̃ = cP−1 = [ 0 · · · 0 1 ] .Zgornji obliki pravimo spoznavnostna normalna oblika.Za ve£izhodne sisteme imamo Luenbergerjevo spoznavnostno kanoni£no obliko. Naj bo par (A,C)spoznaven, kjer jeA velikosti n×n, C velikosti p×n, p ≤ n in rang(C) = p. Potem lahko poi²£emotako nesingularno transformaijo P , da ima par (Ã, C̃) = (PAP−1, CP−1) blo£no obliko
Ã =



Ã11 · · · Ã1p... ...
Ãp1 · · · Ãpp


 , C̃ = [ C̃1 · · · C̃p ] ,kjer so bloki Ãij velikosti d̃i × d̃j , bloki C̃i pa velikosti n× d̃i. Diagonalni bloki matrike Ã imajoobliko pridruºene matrike

Ãii =




0 ×
1 0 ×. . . . . . ...

1 0 ×
1 ×



,izvendiagonalni pa imajo neni£elen le zadnji stolpe, torej

Ãij =




0 · · · 0 ×... ... ...
0 · · · 0 ×


 .Blok C̃i ima oblko

C̃i =




0 · · · 0 0... ... ...
0 · · · 0 0
0 · · · 0 1
0 · · · 0 ×... ... ...
0 · · · 0 ×




,kjer ima zadnji stolpe na prvih i− 1 mestih vrednost 0.Opazimo lahko, da gre za transponirano obliko Luenbergerjeve vodljivostne kanoni£ne oblike, karse spet ujema z dualnostjo med vodljivostjo in spoznavnostjo. Do same transformaije P lahko vobeh zgornjih primerih pridemo tako, da vzamemo transponirano transformaijo v vodljivostnoobliko za par (AT , CT ).�tevila d̃1, . . . , d̃p so spoznavnostni indeksi para (A,C) in se ujemajo z vodljivostnimi indeki para
(AT , CT ). Maksimalni d̃i je spoznavnostni indeks d̃ para (A,C).



Bor Plestenjak - Numeri£ne metode za linearne kontrolne sisteme (verzija: 21. april 2006) 343.5 Vodljivostna Hessenbergova oblikaTeºava z vodljivostno normalno oz. Luenbergerjevo obliko je, da je prehodna matrika T lahkozelo ob£utljiva. Za numeri£no stabilnost je bolje, £e je matrika T ortogonalna.Numeri£no stabilen test za preverjanje vodljivosti je redukija para (A,B) v blo£no Hessen-bergovo obliko s pomo£jo ortogonalnih transformaij. Dobimo ortogonalno matriko P , da je
Ã = PAP T = H blo£na zgornja Hessenbergova matrika in B̃ = PB =

[
B1

0

]
. Tak par imenu-jemo vodljivostna Hessenbergova oblika, par (H, B̃) pa je vodljivostno Hessenbergov par para

(A,B). Redukijo naredimo s t.i. stopni£astnim algoritmom.Denimo, da je A velikosti n × n, B pa velikosti n ×m in m ≤ n. Algoritem za redukijo para
(A,B) je sestavljen iz naslednjih ²tirih korakov:Korak 0 Matriko B spremenimo v zgornjo trikotno obliko. Uporabimo lahko QR razep spivotiranjem po stolpih, da dobimo ortogonalno matriko P1 in permutaijsko matriko E1,da je

P1BE1 =

[
B̃1

0

]
,kjer je B̃1 zgornja trikotna matrika velikosti n1 × n, kjer je n1 = rang(B̃1) = rang(B).Korak 1 Posodobimo A in B. Izra£unamo produkta

H1 = P1AP
T
1 =

[
H

(1)
11 H

(1)
12

H
(1)
21 H

(1)
22

]
in B̃ = P1B =

[
B̃1

0

]
ET ≡

[
B1

0

]
,kjer je H(1)

11 velikosti n1 × n1. �e je H(1)
21 = 0, kon£amo.Korak 2 Matriko H(1)

21 = 0 spravimo s zgornjo trikotno obliko. Uporabimo lahko QR razep spivotiranjem po stolpih, da dobimo ortogonalno matriko P̂2 in permutaijsko matriko E2,da je
P̂2H

(1)
21 E2 =

[
H

(2)
21

0

]
,kjer je H(2)

21 velikosti n2 × n1, kjer je n2 = rang(H
(2)
21 ) = rang(H

(1)
21 ). �e je n1 + n2 = n,kon£amo.Sier pa posodobimo

H2 = P2H1P
T
2 =



H

(1)
11 H

(2)
12 H

(2)
13

H
(2)
21 H

(2)
22 H

(2)
23

0 H
(2)
32 H

(2)
33


 ,kjer je

P2 =

[
In1

0
0 P̂2

]
,velikost H(2)

22 je n2 × n2, velikost H(2)
32 je (n− n1 − n2) × n in H(2)

21 = H
(1
21)E

T
2 .Transformaijo P popravimo na P2P1. �e je H(2)

32 = 0, potem kon£amo.
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32 in ponavljamo toliko £asa, dokler na nek k ≤ nne dobimo

H =




H11 H12 · · · H1k

H21 H22 · · · H2k. . . ...
Hk,k−1 Hkk


 , B̃ =

[
B1

0

]
, (3.10)kjer jea) Hk,k−1 polnega ranga nk, od koder sledi, da je par (A,B) vodljiv;b) Hk,k−1 = 0, od koder sledi, da je par (A,B) ni vodljiv.Opomba 3.3 V vsakem koraku algoritma dolo£amo rang bloka matrike preko QR razepa s piv-otiranjem po stolpih. Namesto tega lahko (kar je natan£neje toda tudi draºje) uporabimo tudisingularni razep.Opomba 3.4 Kakor hitro v algoritmu naletimo na ni£elni blok na poddiagonali H ali pa B1nima polnega ranga to pomeni, da par (A,B) ni vodljiv.Izrek 3.18 Stopni£ni algoritem vrne tako ortogonalno matriko P , da je PAP T = H in PB = B̃,kjer za H in B̃ velja, da imata obliko (3.10). �e je par (A,B) vodljiv, je Hk,k−1 polnega ranga,£e pa par (A,B) ni vodljiv, je Hk,k−1 = 0.Dokaz. Par (A,B) je vodljiv natanko tedaj, ko je rang([B A− λI ] = n za vse λ. Velja

rang([B A− λI ]) = rang([ B̃ H − λI ]) in
[ B̃ H − λI ] =




B1 H11 − λI1 H12 · · · H1k

0 H21 H22 − λI2 · · · H2k... . . . ...
0 Hk,k−1 Hkk − λIk


 .�e je par (A,B) vodljiv, mora imeti [ B̃ H − λI ] poln rang za vsak λ, torej mora biti Hk,k−1polnega ranga. �e pa par (A,B) ni vodljiv, potem [ B̃ H − λI ] ne more imeti polnega rangain Hk,k−1 mora potem biti enak 0.Algoritem je obratno stabilen. Za izra£unani matriki H̃ in B̃ velja, da je H̃ = H + ∆H in

B̃ = B + ∆B, kjer je ‖∆H‖ ≤ c‖H‖Fu, ‖∆B‖ ≤ c‖B‖Fu in je c majhna konstanta.Zahtevnost algoritma je pribliºno 6n3 + 2nm operaij.Opomba 3.5 Indeks k, kjer se kon£a stopni£asti algoritem, je enak vodljivostnemu indeksu para
(A,B).V primeru enovhodnega sistema se vodljivostna Hessenbergova oblika za par (A, b) spremeni v

PAP T = H =




h11 h12 · · · h1n

h21 h22 · · · h2n. . . ...
hn,n−1 hnn


 , b̃ = Pb =




b1
0...
0


 .



Bor Plestenjak - Numeri£ne metode za linearne kontrolne sisteme (verzija: 21. april 2006) 36Izrek 3.19 Par (A, b) je vodljiv, £e je pripadajo£a vodljivostna Hessenbergova oblika (H, b̃) taka,da je b1 6= 0, H pa je ireduilna zgornja Hessenbergova matrika, torej hi,i−1 6= 0 za i = 2, . . . , n.�e zgornji pogoj ni izpolnjen, potem par (A, b) ni vodljiv.Dokaz. Velja
rang([ b Ab · · ·An−1b ]) = rang([ b̃ Hb̃ · · ·Hn−1b̃ ]).Matrika [ b̃ Hb̃ · · ·Hn−1b̃ ] je zgornja trikotna matrika z diagonalnimi elementi b1, h21b1,

h21h32b1, . . . , h21 · · · hn,n−1b1, ki je polnega ranga, £e velja b1 6= 0 in hi,i−1 6= 0 za i = 2. . . . , n.�e je b1 = 0, potem sistem o£itno ni vodljiv. �e velja hi,i−1 = 0, potem vodljivostna matrika
CM ni polnega ranga in (A, b) prav tako ni vodljiv. lOpomba 3.6 Podobno lahko naredimo pri spoznavnosti. Sedaj par (A,C) spremenimo v H =
QAQT in C̃ = CQT = [ 0 · · · 0 C1 ], kjer je H blo£na zgornja Hessenbergova matrika. �eje par (A,C) spoznaven, je H blo£no ireduibilna, C1 pa je polnega ranga.Tukaj manjka ²e: kak²en zgled.3.6 Razporejanje polovImamo linearni zvezni kontrolni sistem

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), x(t0) = x0, t ≥ t0,

y(t) = Cx(t) +Du(t).S povratno zvezo iz stanja ºelimo stabilizirati sistem oziroma razporediti pole prenosne funkije.Denimo da poznamo stanje x(t). Potem za povratno zvezo lahko vzamemo u(t) = v(t)−Kx(t),kjer je v(t) referen£na vhodna funkija in K povratnozan£na matrika velikosti m× n. Dobimo
ẋ(t) = (A−BK)x(t) +Bv(t), x(t0) = x0, t ≥ t0,

y(t) = (C −DK)x(t) +Dv(t).Poli prenosne funkije so sedaj ni£le zaprtozan£nega karakteristi£nega polinoma det(sI−A+BK).Denimo, da ºelimo, da so lastne vrednosti matrike A−BK enake podanim vrednostim s1, . . . , sn.Ker je matrika K realna, morajo morebitne kompleksne ni£le nastopati v konjugiranih parih. Izºeljenih lastnih vrednosti lahko sestavimo iljni zaprtozan£ni karakteristi£ni polinom
α(s) = (s− s1) · · · (s− sn) = sn + αn−1s

n−1 + · · · + α1s+ α0.Na² ilj je poiskati tako povratnozan£no matriko K, da bo
det(sI −A+BK) = α(s).Tej nalogi pravimo tudi problem razporejanja polov.Najprej si poglejmo, kako lahko problem re²imo kadar je sistem enovhoden.
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1×n. Denimo, da je sistem podan v vodljivostni normalni obliki.Potem je

A− bk =




0 1
0 1. . . . . .

0 1
−a0 − k1 −a1 − k2 · · · · · · −an−1 − kn



.Od tod lahko preberemo, da moramo za elemente k vzeti ki = αk−1 − ak−1 za k = 1, . . . , n.�e par (A, b) ni v vodljivostni normalni obliki, moramo najprej poiskati prehodno nesingularnomatriko T , da bosta Ã in b̃ prave oblike. Vemo, da taka matrika T obstaja natanko takrat, koje par (A, b) vodljiv. �e jẽ

k = [α0 − a0 α1 − a1 · · · αn−1 − an−1 ]prava izbira povratne zveze za transformirani par (Ã, b̃) = (TAT−1, T b), potem je za originalnipar (A, b) prava izbira k = k̃T .�e upo²tevamo formulo (3.7), potem velja
k = k̃T = [α0 − a0 α1 − a1 · · · αn−1 − an−1 ]




sn

snA...
snA

n−1


 , (3.11)kjer je sn zadnja vrstia inverza vodljivostne matrike C−1

M . Ko zmnoºimo (3.11), dobimo
k̃T = sn(α0I + α1A+ · · · + αn−1A

n−1) − sn(a0I + a1A+ · · · + an−1A
n−1).Sedaj upo²tevamo, da je po Cayley-Hamiltonovemu izreku An = −(a0I+a1A+ · · ·+an−1A

n−1).Od tod sledi
k = snα(A). (3.12)Izraz (3.12) se imenuje Akermanova formula za razporejanje polov.



Poglavje 4Stabilnost
4.1 UvodHomogeni sistem ẋ(t) = Ax(t), x(0) = x0, je

• asimptoti£no stabilen, £e za vsak x0 velja, da gre x(t) proti 0, ko gre t proti ∞;
• stabilen, £e za vsak x0 obstaja taka konstanta c > 0, da velja ‖x(t)‖ < c, ko gre t proti ∞;
• nestabilen, £e obstaja tak x0, pri katerem gre ‖x(t)‖ proti ∞, ko gre t proti ∞.Izrek 4.1 Homogeni sistem ẋ(t) = Ax(t), x(0) = x0, je asimptoti£no stabilen natanko tedaj, koza vse lastne vrednosti A velja Re(λ) < 0.Sistem je stabilen, £e velja Re(λ) ≤ 0, lastne vrednosti z Re(λ) = 0 pa so polenostavne. �evse lastne vrednosti matrike A zado²£ajo pogoju Re(λ) ≤ 0, potem pravimo, da je A stabilnamatrika.Sistem

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), x(t0) = x0, t ≥ t0, (4.1)
y(t) = Cx(t) +Du(t).je BIBO stabilen (bounded input-bounded output), £e je za vsak omejen vhod tudi izhod omejen.BIBO stabilnost je odvisna od polov prenosne funkije G(s) = C(sI −A)−1B +D.Izrek 4.2 Sistem (4.1) je BIBO stabilen natanko tedaj, ko imajo vsi poli prenosne funkije G(s)negativni realni del.Vsak pol G(s) je lastna vrednost matrike A, torej je vsak asimptoti£no stabilen sistem tudi BIBOstabilen. Obratno pa ni nujno res. 38



Bor Plestenjak - Numeri£ne metode za linearne kontrolne sisteme (verzija: 21. april 2006) 39Zgled 4.1 �e vzamemo
ẋ =

[
1 0
0 −1

]
x+

[
0
1

]
u, y = [ 1 1 ]x,potem je

G(s) = C(sI −A)−1B = [ 1 1 ]

[
s− 1 0

0 s+ 1

] [
0
1

]
u =

1

s+ 1
.Od tod sledi, da je sistem BIBO stabilen, ni pa asimptoti£no stabilen. �Izrek 4.3 Sistem (4.1) je BIBO stabilen natanko tedaj, ko1. vse lastne vrednosti A imajo nepozitivne realne dele,2. £e je Re(λi) = 0, je λi polenostavna,3. £e je Re(λi) = 0, potem λi ni vodljiva (za levi lastni vektor x velja xTB = 0).4.2 Stabilnost po LjapunovuS pomo£jo kriterija Ljapunova lahko teoreti£no brez ra£unanja lastnih vrednosti matrike A ugo-tovimo, ali je matrika A stabilna ali ne.Izrek 4.4 Sistem ẋ(t) = Ax(t), x(0) = x0, je asimptoti£no stabilen natanko tedaj, ko je zapoljubno simetri£no pozitivno de�nitno matriko Q re²itev zvezne ena£be Ljapunova

ATP + PA = −Q (4.2)enoli£na, simetri£na in pozitivno de�nitna.Dokaz. (⇐=:) Naj bo (λ, x) lastni par matrike A. Potem iz
ATP + PA = −Qsledi

x∗ATPx+ x∗PAx = −x∗Qxin
λx∗Px+ λx∗Px = (λ+ λ)x∗Px︸ ︷︷ ︸

>0

= −x∗Qx︸ ︷︷ ︸
>0Od tod sledi, da je λ+ λ < 0, torej Re(λ) < 0.(=⇒:) Pokaºimo, da za re²itev P lahko vzamemo kar

P =

∫ ∞

0
eA

T tQeAtdt. (4.3)
AP + P TA =

∫ ∞

0
eA

T tQeAtAdt +

∫ ∞

0
AT eA

T tQeAtdt

=

∫ ∞

0

d

dt

(
eA

T tQeAt
)
dt = eA

T tQeAt
∣∣∣
∞

0
.



Bor Plestenjak - Numeri£ne metode za linearne kontrolne sisteme (verzija: 21. april 2006) 40Ker je A stabilna matrika, gre eAT t proti 0, ko gre t→ ∞. To pa pomeni, da je AP +P TA = Qin P je res re²itev (4.2).Simetrija P sledi iz same konstrukije (4.3), pokazati pa moramo ²e pozitivno de�nitnost. Zapoljuben vektor u velja
uTPu =

∫ ∞

0
uT eA

T tQeAtu dt =

∫ ∞

0

(
eATtu

)T
QeAtu dt.Ker je matrika eAt nesingularna, Q pa pozitivno de�nitna, je uTPu > 0.Pokaºimo ²e enoli£nost. Denimo, da sta P1 in P2 razli£ni re²itvi (4.2). Potem je

AT (P1 − P2) + (P1 − P2)A = 0,od tod pa sledi
eA

T t
(
AT (P1 − P2) + (P1 − P2)A

)
eAt = 0,kar je ekvivalentno

d

dt

(
eA

T t(P1 − P2)e
At
)

= 0.Od tod sledi, da je eAT t(P1 −P2)e
At konstantna matrika za vsak t. Ko vstavimo t = 0 in t = ∞,ugotovimo, da mora biti potem P1 − P2 = 0.Opomba 4.1 Iz samega dokaza je razvidno, da matrika P , de�nirana z (4.3), zado²£a ena£biLjapunova tudi v primeru, ko matrika Q ni pozitivno de�nitna.Zvezna matri£na ena£ba Ljapunova

PA+ATP = −Qnastopa tudi v dualni obliki
AP + P TA = −Q.�e je A stabilna matrika in Q simetri£na pozitivno de�nitna, potem velja:1. enoli£na re²itev PA+ATP = −Q je P =

∫∞
0 eA

T tQeAtdt,2. enoli£na re²itev AP + P TA = −Q je P =
∫∞
0 eAtQeA

T tdt.Ena£ba Ljapunova nastopa pogoste tudi v obliki, ko Q ni pozitivno de�nitna, temve£ le nenega-tivno de�nitna, npr. ko je Q = BBT ali Q = CTC, kjer sta B in C vhodna oz. izhodna matrika.Izrek 4.5 Naj bo P re²itev ena£be Ljapunova PA+ATP = −CTC. Velja:1. �e je P s.p.d. in je par (A,C) spoznaven, potem je A stabilna;2. �e A stabilna in je par (A,C) spoznaven, potem je je P s.p.d.;3. �e A stabilna in je P s.p.d., potem je par (A,C) spoznaven.
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x∗PAx+ x∗ATPx = −x∗CTCx,od tod pa

(λ+ λ)x∗Px = −‖Cx‖2.Ker je par (A, c) spoznaven, je Cx 6= 0, zato mora veljati λ+ λ < 0 in Aej stabilna.2. Ker je A stabilna, je re²itev podana z
P =

∫ ∞

0
eA

T tCTCeAtdt.�e P ni simetri£na pozitivno de�nitna, potem obstaja x 6= 0, da je Px = 0, torej xTPx = 0,od tod pa iz
xTPx =

∫

0
∞xT eA

T tCTCeAtt dt =

∫ ∞

0

∥∥CeAtx
∥∥ dtsledi CeAt = 0, to pa pomeni, da par (A,C) ni spoznaven.3. Denimo, da par (A,C) ni spoznaven. Potem obstaja tak lastni par (λ, x) matrike A, da je

Cx = 0. Od tod podobno kot v to£ki 1. sledi
(λ+ λ)x∗Px = −‖Cx‖2 = 0.Ker je λ+ λ < 0, mora biti x∗Px = 0, torej P ni s.p.d..Soroden izrek lahko pokaºemo tudi za vodljivost.Izrek 4.6 Naj bo P re²itev ena£be Ljapunova AP + PAT = −BBT . Velja:1. �e je P s.p.d. in je par (A,B) vodljiv, potem je A stabilna;2. �e A stabilna in je par (A,B) vodljiv, potem je je P s.p.d.;3. �e A stabilna in je P s.p.d., potem je par (A,B) vodljiv.De�niija 4.7 Matriko
OG =

∫ ∞

0
eA

T tBBT eAtdtimenujemo vodljivostna Gramova matrika,
CG =

∫ ∞

0
eA

T tCTCeAtdtpa spoznavnostna Gramova matrika.



Bor Plestenjak - Numeri£ne metode za linearne kontrolne sisteme (verzija: 21. april 2006) 42Izrek 4.8 Naj bo matrika A stabilna.1. Vodljivostna Gramova matrika CG re²i ena£bo Ljapunova
ACG + CGA

T = −BBTin je s.p.d. natanko tedaj, ko je par (A,B) vodljiv.2. Spoznavnostna Gramova matrika OG re²i ena£bo Ljapunova
OGA+ATOG = −CTCin je s.p.d. natanko tedaj, ko je par (A,C) spoznaven.V nekaterih primerih se da stabilnost matrike preveriti tudi na laºji na£in.Zgled 4.2 Za par

A =



−1 −2 −3
0 −2 −1
0 0 −3


 , b =




1
1
1


dobimo vodljivostno Gramovo matriko

CG =
1

24




7 1 1
1 4 4
1 4 4


 ,ki je o£itno singularna. Ker CG ni pozitivno de�nitna, par (A, b) ni vodljiv. To je razvidno tudiiz vodljivostne matrike, ki je enaka

CM =




1 −6 21
1 −3 9
1 −3 9


 .

�Izrek 4.9 �e je matrika A strogo diagonalno dominantna, torej
|aii| >

n∑

j=1

j 6=i

|aij |za i = 1, . . . , n in so vsi diagonalni elementi aii negativni, potem je A stabilna matrika.Dokaz. Skli£emo se na Gershgorinov izrek, ki pravi, da vse lastne vrednosti matrike A leºijov uniji krogov
Ki =

{
z ∈ C : |z − aii| <

n∑

j=1

j 6=i

|aij |
}za i = 1, . . . , n. Ker v na²em primeru vsi krogi Ki leºijo v levi polravnini kompleksne ravnine,morajo imeti vse lastne vrednosti negativne realne dele.



Bor Plestenjak - Numeri£ne metode za linearne kontrolne sisteme (verzija: 21. april 2006) 434.3 Diskretni sistemiDiskretni sistem xk+1 = Axk je asimptoti£no stabilen, £e so absolutne vrednosti vseh lastnihvrednosti matrike A strogo manj²e od 1. Podobno kot pri zveznem primeru je sistem stabilen,£e za vse lastne vrednosti λ matrike A velja |λ| ≤ 1, tiste z absolutno vrednostjo 1 pa sopolenostavne.�e za vse lastne vrednosti λ matrike A velja |λ| < 1 pravimo, da je A konvergentna matrika.Podobno kot pri zveznem sistemu je tudi tokrat stabilnost povezana z re²itvijo ena£be Ljapunova.Diskretna ena£ba Ljapunova nastopa v dualnih oblikah
P −ATPA = Qin
P −APAT = Q.Izrek 4.10 Diskretni sistem xk+1 = Axk je asimptoti£no stabilen natanko tedaj, ko je za poljubnosimetri£no pozitivno de�nitno matriko Q re²itev diskretne ena£be Ljapunova
P −ATPA = Q (4.4)enoli£na, simetri£na in pozitivno de�nitna.Dokaz. (⇐=:) Naj bo (λ, x) lastni par matrike A. Potem iz
P −ATPA = Qsledi

x∗Px+ x∗ATPAx = x∗Qxin
x∗Px+ λλx∗Px = (1 − |λ|2)x∗Px︸ ︷︷ ︸

>0

= x∗Qx︸ ︷︷ ︸
>0

.Od tod sledi, da je 1 − |λ|2 > 0, torej |λ| < 1.(=⇒:) Pokaºimo, da za re²itev P lahko vzamemo kar
P =

∞∑

k=0

(AT )kQAk. (4.5)Ker je matrika A konvergentna, je vsota v (4.5) konvergentna in P je v redu de�nirana. O£itnoje, da je P simetri£na pozitivno de�nitna matrika. Zaradi
P −ATPA =

∞∑

k=0

(AT )kQAk −
∞∑

k=1

(AT )kQAk = Qje P tudi re²itev diskretne Ljapunove ena£be (4.4).
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P =

∞∑

k=0

(AT )kQAk =

∞∑

k=0

(AT )k(P̃ −AT P̃ )Ak =

∞∑

k=0

(AT )kP̃Ak −
∞∑

k=1

(AT )kP̃Ak = P̃ ,torej je re²itev enoli£na.Podobno kot pri zveznem problemu nas tudi sedaj zanimajo re²itve ena£be Ljapunova, kadar je
Q le nenegativno de�nitna, torej npr. Q = BBT ali Q = CTC. Naslednja dva izreka sta diskretniobliki izrekov 4.5 in 4.6.Izrek 4.11 Naj bo P re²itev diskretne ena£be Ljapunova P −ATPA = CTC. Velja:1. �e je P s.p.d. in je par (A,C) spoznaven, potem je A konvergentna;2. �e A konvergentna in je par (A,C) spoznaven, potem je je P s.p.d.;3. �e A konvergentna in je P s.p.d., potem je par (A,C) spoznaven.Izrek 4.12 Naj bo P re²itev diskretne ena£be Ljapunova P −ATPA = BBT . Velja:1. �e je P s.p.d. in je par (A,B) vodljiv, potem je A konvergentna;2. �e A konvergentna in je par (A,B) vodljiv, potem je je P s.p.d.;3. �e A konvergentna in je P s.p.d., potem je par (A,B) vodljiv.De�niija 4.13 Matriko

OD
G =

∞∑

k=0

(AT )kBBTAkimenujemo diskretna vodljivostna Gramova matrika,
CD

G =

∞∑

k=0

(AT )kCTCAkpa diskretna spoznavnostna Gramova matrika.4.4 Klasi£na teorijaTukaj manjka ²e: poglavlje o stabilnosti klasi£nih sistemov (5 strani priprav).



Bor Plestenjak - Numeri£ne metode za linearne kontrolne sisteme (verzija: 21. april 2006) 454.5 Oddaljenost od nestabilnih sistemovNaj bo A kompleksna stabilna matrika. Zanima nas, kako mo£no je matrika stabilna oz. kolikoje blizu nestabilnosti.Eno merilo naj bi bila t.i. stabilnostna absisa
α(A) := max{Re(λ) : λ lastna vrednost A}.�e je α(A) < 0 je matrika stabilna in pri£akujemo da manj²a ko je vrednost α(A), dalje je A odnestabilne matrike.Zgled 4.3 Za matriko

A =




−0.5 1 1 1 1 1
−0.5 1 1 1 1

−0.5 1 1 1
−0.5 1 1

−0.5 1
−0.5



,je α(A) = −0.5. �e pa A zmotimo na mestu (6, 1) v 1/324, ima nova matrika lastne vrednosti

−0.8006, −0.7222 ± 0.2485i, −0.3775 ± 0.4120i, 0 in je nestabilna. V tem primeru je stabilnamatrika A dosti bliºje nestabilni matriki kot kaºe α(A).Bolj²a mera za stabilnost je razdalja do mnoºie nestabilnih matrik. De�niramo jo kot
β(A) = min{‖E‖ : A+ E ni stabilna matrika}.Ekvivalentno bi lahko zapisali

β(A) = min{‖E‖ : A+ E ima lastno vrednost λ, kjer je Re(λ) ≥ 0}.Lema 4.14 Naj bo A stabilna kompleksna matrika. Potem je
β(A) = min

ω∈R

σmin(A− iωI), (4.6)kjer je σmin najmanj²a singularna vrednost.Preko formule (4.6) lahko izra£unamo β(A) z uporabo kak²ne metode za nelinearno optimizaijo.Za poljuben ω ∈ R dobimo zgornjo mejo β(A) ≤ σmin(A− iωI).Van Loan (1985) je predlagal, da za pribliºek za β(A) vzamemo kar
min {σmin(A− i · im(λ)I) : λ lastna vrednost A} .Ko se A spremeni v najbliºjo matriko, ki ni stabilna, ima A+ E neko strogo imaginarno lastnovrednost. Za pri£akovati je, da bo imaginarni del te lastne vrednosti ostal nespremenjen ali vsajblizu imaginarnemu delu lastne vrednosti matrike A.
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A =



−1 −b −b2

−1 −b
−1


 , b≫ 1,potem je

min {σmin(A− i · im(λ)I) : λ ∈ λ(A)} = σmin(A) = O(b−1),vendar je β(A) = O(b−2).Je pa res, da v praksi oena vra£a zadovoljive vrednosti, odpove le v primerih, ko je matrika Ahkrati defektna in derogatorna.Izrek 4.15 Naj bo A stabilna kompleksna matrika. Za σ ≥ 0 velja, da je σ ≥ β(A) natankotedaj, ko ima matrika
H(σ) =

[
A −σI
σI −A∗

]£isto imaginarno lastno vrednost.Matrika H(σ) je Hamiltonska matrika. V realnem primeru je matrika Hamiltonska, £e imastrukturo
H =

[
A G
Q −AT

]
,kjer sta G in Q simetri£ni. Lastne vrednosti realne Hamiltonske matrike nastopajo v

• parih {λ,−λ}, kadar je λ ∈ R ali λ ∈ iR,
• £etvorkah {λ,−λ, λ,−λ}, kadar je λ ∈ C\(R ∪ iR).

H ∈ R
2n×2n je Hamiltonska ⇔ (HJ)T = HJ , kjer je J =

[
0 In

−In 0

].Byers (1988) je razvil naslednji algoritem, ki oeni β(A) do faktorja 10 natan£no ali pa ugotovi,da je β(A) pod predpisano tolerano.Dana je matrika A in tolerana τ > 0

α = 0

ν = 1
2‖A+A∗‖2Dokler je ν > 10max(τ, α)

σ =
√
νmax(τ, α)�e ima H(σ) £isto imaginarno lastno vrednost vzemi ν = σ sier pa α = σ.Glavni del algoritma je ugotavljanje, ali ima H(σ) imaginarno lastno vrednosti ali ne, saj topreverjamo numeri£no. Tu pomagajo algoritmi, ki ohranjajo Hamiltonsko strukturo.



Bor Plestenjak - Numeri£ne metode za linearne kontrolne sisteme (verzija: 21. april 2006) 47Sier pa velja, da lahko pri izra£unani lastni vrednosti postavimo realni del na 0, £e je po absolutnivrednosti reda O(u1/2‖A‖F ), kjer je u osnovna zaokroºitvena napaka.Vemo, da je stabilnost povezan z ena£bo Ljapunova in ta povezava nam da naslednjo oeno za
β(A).Izrek 4.16 Naj bo A kompleksna stabilna matrika in X enoli£na hermitska pozitivno de�nitnare²itev ena£be Ljapunova

XA+A∗X = −M,kjer je M hermitska pozitivno de�nitna matrika. Potem je
β(A) ≥ λmin(M)

2‖X‖ ,kjer je λmin(M) najmanj²a lastna vrednost M .Razdalja do nestabilnosti v diskretnem primeruV primeru konvergentne matrike je ustrezna razdalja do nestabilnosti de�nirana z
γ(A) = min{‖E‖ : za nek θ ∈ R je eiθ lastna vrednost A+ E}.Izrek 4.17 Za n× n matriko A obstaja taka vrednost Γ(A) ∈ R, da je Γ(A) ≥ γ(A) in da imav primeru Γ(A) ≥ σ ≥ γ(A) Hamiltonski matri£ni ²op
HD(σ) = F (σ) − λG(σ) =

[
−σIn A
In 0

]
− λ

[
0 In
AT −σIn

]posplo²eno lastno vrednost z absolutno vrednostjo 1.Na podlagi zgornjega izreka lahko tudi v diskretnem primeru oenimo razdaljo do nestabilnostis pomo£jo bisekije.4.5.1 Robustna stabilnostV praksi je sistem vedno podvrºen dolo£enim motnjam. Tako si lahko npr. mislimo, da matrika
A ni znana eksaktno, temve£ je znana matrika A+ E, kjer je E neka motnja.Zato bi radi vedeli, ali bo sistem, kjer je namesto A v resnii A+ E, ²e vedno stabilen.Izrek 4.18 Naj bo A stabilna matrika in naj ima motnja E obliko

E =

r∑

i=1

piEi,kjer matrike E1, . . . , Er dolo£ajo strukturo same motnje. �e je X enoli£na simetri£na pozitivnode�nitna re²itev ena£be Ljapunova
XA+ATX = −Q,
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r∑

i=1

|pi|2 ≤ σ2
min(Q)∑r

i=1 ‖ET
i X +XEi‖2

.Denimo, da je matrika A stabilna. Koli£ina β(A) meri oddaljenost od najbliºje matrike, kini stabilna. V praksi pa imajo motnje E lahko posebno strukturo in potem je bolj smiselnovpra²anje, koliko je oddaljena najbliºja nestabilna matrika z dano strukturo.I²£emo motnje oblike BEC, kjer sta matriki B in C �ksni (in sta v praksi ravno matriki izpredstavitve sistema v prostoru stanj), matrika E pa je spremenljiva.Za stabilno matriko A velikosti n×n in matriki B in C velikosti n×m in r×n de�niramo radijstabilnosti (F = R ali F = C)
rF(A,B,C) = inf{‖E‖2 : E ∈ F

m×r in A+BEC ni stabilna}.Lema 4.19 Velja
rF(A,B,C) = inf

ω∈R

{‖E‖2 : E ∈ F
m×r in det(I − EG(i · ω)) = 0},kjer je G(s) = C(sI −A)−1B.Izrek 4.20

rC(A,B,C) =

(
sup
ω∈R

‖G(i · ω)‖
)−1

.�e imamo realne matrike in dopu²£amo le realne motnje, dobimo ve£je radije stabilnosti, sajo£itno vedno velja rR(A,B,C) ≥ rC(A,B,C). Razmerje je lahko poljubno veliko.Izrek 4.21
rR(A,B,C) =

(
sup
ω∈R

µR(G(i · ω))

)−1

,kjer je µR(M) = (inf{‖E‖ : E ∈ R
m×r in det(I − EM) = 0})−1

.Lema 4.22
µR(M) = inf

γ∈(0,1]
σ2

([
Re(M) −γ im(M)

γ−1 im(M) Re(M)

])
.�e je A kompleksna matrika, velja β(A) = rC(A, I, I) = minω∈R σmin(A − i · ωI), za realnomatriko pa velja

β(A) = rR(A, I, I) = min
ω∈R

max
γ∈(0,1]

σ2n−1

([
A −γωI

γ−1ωI A

])
,kjer je σ2n−1 druga najmanj²a singularna vrednost.



Poglavje 5Numeri£no re²evanje Sylvestroveena£be in ena£be Ljapunova
5.1 Kronekerjev produktV nadaljevanju bomo potrebovali naslednji dve de�niiji. Kronekerjev produkt matrikW ∈ R

p×qin Z ∈ R
s×t je matrika velikosti ps× qt blo£ne oblike

W ⊗ Z =



w11Z · · · w1pZ... ...
wp1Z · · · wpqZ


 .Vektorizaija matrike W = [w1 · · · wq ] ∈ R

p×q je vektor velikosti pq blo£ne oblike
vec(W ) =



w1...
wq


 .Ena£ba Ljapunova ATX +XA = −Q je poseben primer Sylvestrove ena£be

AX +XB = C, (5.1)kjer so dane matrike A ∈ R
m×m, B ∈ R

n×n in C ∈ R
m×n, i²£emo pa X ∈ R

m×n. Hitro lahkopreverimo, da veljajo naslednje enakosti
vec(AX) = (In ⊗A)vec(X), (5.2)
vec(XB) = (BT ⊗ Im)vec(X), (5.3)

vec(AXB) = (BT ⊗A)vec(X), (5.4)
‖vec(X)‖2 = ‖X‖F . (5.5)Iz enakosti (5.2) in (5.3) sledi, da je Sylvestrova ena£ba (5.1) ekvivalentna linearnemu sistemu

(In ⊗A+BT ⊗ Im)vec(X) = vec(C) (5.6)49
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m×m in B ∈ R

n×n velja1. lastne vrednosti A⊗B so λiµj ,2. lastne vrednosti In ⊗A+BT ⊗ Im so λi + µj,kjer so λi za i = 1, . . . ,m lastne vrednosti matrike A, µj za j = 1, . . . , n pa lastne vrednostimatrike B.Dokaz. Za matriki A in B obstajata unitarni matriki U , V in zgornji trikotni matriki R, S,da je R = U∗AU in S = V ∗BV . Potem velja
A⊗B = (U ⊗ V )(R ⊗ S)(U ⊗ V )∗,

R ⊗ S pa je zgornja trikotna matrika, ki ima na diagonali vse moºne produkte riisjj. To pa soravno vsi moºni produkti parov lastnih vrednosti matrik A in B. Podobno je
In ⊗A+BT ⊗ Im = (U ⊗ V )(In ⊗R+ ST ⊗ Im)(U ⊗ V )∗,

In ⊗ R + ST ⊗ Im pa je spet zgornja trikotna matrika, ki ima na diagonali vse moºne vsote
rii + sjj.Posledia (5.6) in leme 5.1 je naslednji izrek.Izrek 5.2 Sylvestrova ena£ba (5.1) ima enoli£no re²itev natanko tedaj, ko velja

σ(A) ∩ σ(−B) = ∅,to je takrat, ko matriki A in −B nimata nobene skupne lastne vrednosti.Dokaz. Po lemi 5.1 so lastne vrednosti matrike In ⊗A+BT ⊗ Im enake λi +µj , kjer sta λi in
µj po vrsti lastni vrednosti matrik A in B za i = 1, . . . ,m in j = 1, . . . , n. Zaradi tega je sistem(5.6) enoli£no re²ljiv natanko tedaj, ko matriki A in −B nimata nobene skupne lastne vrednosti.Posledia 5.3 �e je matrika A stabilna, je ena£ba Ljapunova enoli£no re²ljiva.Dokaz. Po izreku 5.2 je ena£ba Ljapunova enoli£no re²ljiva takrat, ko matriki A in −ATnimata nobene skupne lastne vrednosti. Ker so lastne vrednosti AT enake lastnim vrednostim
A, to pomeni, da mora za poljubni lastni vrednosti λ in µ matrike A veljati λ+ µ 6= 0. To pa jeres, ko je A stabilna matrika, saj takrat velja Re(λ+ µ) = Re(λ) + Re(µ) < 0.Podobne ugotovitve lahko naredimo tudi za diskretne sisteme. Diskretna ena£ba Ljapunova
ATXA−X = −Q je poseben primer diskretne Sylvestrove ena£be

AXB −X = C,kjer so dane matrike A ∈ R
m×m, B ∈ R

n×n in C ∈ R
m×n, i²£emo pa X ∈ R

m×n. DiskretnaSylvestrova ena£ba AXB −X = C je ekvivalentna linearnemu sistemu
(BT ⊗A− In ⊗ Im)vec(X) = vec(C).



Bor Plestenjak - Numeri£ne metode za linearne kontrolne sisteme (verzija: 21. april 2006) 51Izrek 5.4 Diskretna Sylvestrova ena£ba AXB −X = C ima enoli£no re²itev natanko tedaj, koza vse lastne vrednosti λ matrike A in µ matrike B velja λµ 6= 1.Dokaz. Po lemi 5.1 so lastne vrednosti matrike BT ⊗ A− In ⊗ Im enake λiµj − 1, kjer sta λiin µj po vrsti lastni vrednosti matrik A in B za i = 1, . . . ,m in j = 1, . . . , n.Posledia 5.5 �e je A konvergentna, je diskretna ena£ba Ljapunova enoli£no re²ljiva.Dokaz. Ker so lastne vrednosti AT in A enake, mora za poljubni lastni vrednosti λ in µ matrike
A veljati λµ 6= 1. �e je A konvergentna matrika, velja |λµ| = |λ| · |µ| < 1.5.2 Ob£utljivost Sylvestrove ena£beZa kvadratni matriki A ∈ R

m×m, B ∈ R
n×n lahko de�niramo lo£enost matrik kot

sep(A,B) = min
X 6=0

‖AX −XB‖F

‖X‖F
.V nadaljevanju bomo pokazali, da je lo£enost matrik A in B povezana z ob£utljivostjo Sylvestroveena£be AX +BX = C.Kot nam pove naslednji izrek, je lo£enost sep(A,B) tudi merilo za ob£utljivost invariantnegapodprostora.Izrek 5.6 ([5, Izrek 7.2.4℄) Naj bo U∗AU =

[
T11 T12

0 T22

] Shurov razep A in U = [U1 U2 ],torej stolpi U1 razpenjajo invariantni podprostor matrike A. Matriko A zmotimo za E, kjer je
U∗EU =

[
E11 E12

E21 E22

]. �e je
sep(T11, T22) > 0in

‖E‖2

(
1 +

5‖T12‖2

sep(T11, T22)

)
≤ sep(T11, T22)

5
,potem obstaja taka matrika P , ki zado²£a

‖P‖2 ≤ 4‖E21‖2

sep(T11, T22)
‖E21‖2in so stolpi Ũ1 = (U1 +U2P )(I +PHP )−1/2 ortogonalna baza za invariantni podprostor A+E.Vemo, da je Sylvestrova ena£ba AX +XB = C ekvivalentna linearnemu sistemu

(In ⊗A+BT ⊗ Im)vec(X) = vec(C).Ozna£imo P := In ⊗A+BT ⊗ Im. Za matriko P velja
‖P−1‖−1

2 = min
z 6=0

‖Pz‖2

‖z‖2
= min

X 6=0

‖AX +XB‖F

‖X‖F
= sep(A,−B),
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‖P−1‖2 =

1

sep(A,−B)
.Poglejmo, kako je Sylvestrova ena£ba AX + BX = C ob£utljiva na motnje. �e zmotimo A,Bin C, se zmoti tudi X in dobimo

(A+ ∆A)(X + ∆X) + (X + ∆X)(B + ∆B) = C + ∆C.V tenzorskem produktu to ustreza
(P + ∆P )vec(X + ∆X) = vec(C + ∆C),kjer je ∆P = In ⊗ ∆A+ ∆BT ⊗ Im.Iz teorije zaokroºitvenih napak za nesingularni linearni sistem Tz = y poznamo oeno
‖δz‖
‖z‖ ≤ ‖T−1‖

1 − ‖T−1‖‖δT‖

(
‖δT‖ +

‖δy‖
‖z‖

) (5.7)za re²itev (T + δT )(z + δz) = (y + δy), ki velja v primeru ‖T−1‖‖δT‖ < 1.Predpostavimo, da v na²em primeru velja ‖P−1‖2‖∆P‖2 < 1. Potem lahko uporabimo (5.7) indobimo
‖vec(∆X)‖2

‖vec(X)‖2
≤ ‖P−1‖2

1 − ‖P−1‖2‖∆P‖2

(
‖∆P‖2 +

‖vec(∆C)‖2

‖vec(X)‖2

)
. (5.8)�e velja ‖∆A‖F ≤ ‖A‖F ε, ‖∆B‖F ≤ ‖B‖F ε, ‖∆C‖F ≤ ‖C‖F ε in

δ :=
‖A‖F + ‖B‖F

sep(A,−B)
ε < 1,potem iz oen

‖P‖2 ≤ ‖A‖F + ‖B‖F ,

‖∆P‖2 ≤ ‖∆A‖F + ‖∆B‖F ,

‖vec(C)‖2 ≤ ‖C‖F ≤ (‖A‖F + ‖B‖F )‖X‖F ,

‖vec(∆C)‖2 = ‖∆C‖F .dobimo
‖∆X‖F

‖X‖F
≤ 1

(1 − δ)sep(A,−B)

(
ε‖A‖F + ε‖B‖F + ε

‖C‖F

‖X‖F

)

≤ 1

(1 − δ)sep(A,−B)
(‖A‖F + ‖B‖F ) ε.�e vzamemo δ < 1

2 , smo dokazali naslednji izrek.Izrek 5.7 Sylvestrova ena£ba AX +XB = C naj ima enoli£no re²itev X za C 6= 0. �e velja
‖A‖F + ‖B‖F

sep(A,−B)
ε <

1

2
,



Bor Plestenjak - Numeri£ne metode za linearne kontrolne sisteme (verzija: 21. april 2006) 53potem za re²itev zmotene Sylvestrove ena£be (A+∆A)(X+∆X)+(X+∆X)(B+∆B) = C+∆C,kjer je
ε = max

{‖∆A‖F

‖A‖F
,
‖∆B‖F

‖B‖F
,
‖∆C‖F

‖C‖F

}
,velja

‖∆X‖F

‖X‖F
≤ 4

‖A‖F + ‖B‖F

sep(A,−B)
ε.Ob£utljivost Sylvestrove ena£be je torej enaka

‖A‖F + ‖B‖F

sep(A,−B)
.�e izrek 5.7 uporabimo za ena£bo Ljapunova ATX +XA = −Q, ugotovimo, da je ob£utljivostodvisna od

‖A‖F

sep(AT ,−A)
.�e velja

ε = max

{‖∆A‖F

‖A‖F
,
‖∆Q‖F

‖Q‖F

}in je izpolnjen pogoj
‖A‖F

sep(AT ,−A)
ε <

1

4
,potem za re²itev (A+ ∆A)T (X + ∆X) + (X + ∆X)(A+ ∆A) = −(Q+ ∆Q) velja

‖∆X‖F

‖X‖F
≤ 8

‖A‖F

sep(AT ,−A)
ε.V oeni iz izreka 5.7 nismo upo²tevali, da ima P posebno strukturo, temve£ smo se skliali nateorijo, ki velja za poljubno polno matriko. Lahko pa dobimo ²e bolj²o oeno. �e vzamemo

(A + ∆A)(X + ∆X) + (X + ∆X)(B + ∆B) = C + ∆C in zanemarimo kvadratne popravke,dobimo novo Sylvestrovo ena£bo
A∆X + ∆XB = ∆C − ∆AX −X∆B,ki jo lahko zapi²emo v obliki

P vec(∆X) = − [XT ⊗ Im In ⊗X −Imn ]




vec(∆A)
vec(∆B)
vec(∆C)


 .Naj bo

ε = max

(‖∆A‖F

α
,
‖∆B‖F

β
,
‖∆C‖F

γ

)
,kjer so α, β in γ tolerane (ponavadi α = ‖A‖F , β = ‖B‖F , γ = ‖C‖F ). Dobimo

‖∆X‖F

‖X‖F
≤

√
3ψε,
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ψ =

‖P−1 [α(XT ⊗ Im) β(In ⊗X) −γImn ] ‖2

‖X‖F
(5.9)natan£nej²e pogojenostno ²tevilo Sylvestrove ena£be.Zgled 5.1 �e vzamemo Sylvestrovo ena£bo z matrikami

A =




1 1 1
0 1 1
0 0 1


 , B =



−0.9888 0 0

0 −0.9777 0
0 0 −0.9666


 , C =




0.0112 1.0112 2.0112
0.0223 1.0223 2.0223
0.0334 1.0334 2.0334


 ,potem je to£na re²itev

X =




1 1 1
1 1 1
1 1 1


 .�e spremenimo a11 v 1 − 10−6, se re²itev spremeni v

X̂ =




1.0001 0.9920 1.7039
1.0000 0.9980 1.0882
1.0000 0.9991 1.0259


 .Vidimo, da je majhna relativna motnja v matriki A povzro£ila veliko motnjo v re²itvi X. Izra£unnam da

‖∆A‖F /‖A‖F = 2.4 · 10−1in
‖∆X‖F /‖X‖F = 4.1 · 10−7.Velika sprememba je v skladu z izrekom 5.7 posledia majhne lo£enosti matrik A in B, saj velja

sep(A,−B) = 1.4 · 10−6.

�Lo£enost matrik sep(A,−B) ni direktno povezana z razdaljami med spektrom matrik A in B.V zgledu 5.1 je tako sep(A,−B) mo£no manj²a od minimalne razdalje med lastnimi vrednosti Ain −B.V nekaterih primerih lahko ºe vnaprej iz lastnosti matrik A in B sklepamo, da bo Sylvestrovaena£ba slabo pogojena.Izrek 5.8 Sylvestrova ena£ba XA +XB = C je zelo ob£utljiva, £e sta obe matriki A in B zeloob£utljivi.Obratno ni nujno res in lahko imamo zelo ob£utljivo Sylvestrovo ena£bo, a zelo dobro pogojenimatriki A in B. To se zgodi npr. tudi v zgledu 5.1.Posledia 5.9 �e je matrika A skoraj singularna, je ena£ba Ljapunova zelo ob£utljiva.



Bor Plestenjak - Numeri£ne metode za linearne kontrolne sisteme (verzija: 21. april 2006) 55Ra£unanje ‖P−1‖2 = sep(A,−B)−1 je zahtevno, saj je dimenzija matrike P lahko zelo velika.Na voljo so enilke, s katerimi lahko oenimo sep(A,−B) eneje kot pa £e bi ra£unali najmanj²osingularno vrednost matrike P . Uporabljajo se podobne oene kot jih imamo za oenjevanje
‖A−1‖. Posku²amo poiskati tak z, da bo ‖y‖/‖z‖, kjer je Py = z, £im bolj²a oena za σmin(P ).V vsakem koraku enilke moramo re²iti eno Sylvestrovo ena£bo. Ve£ podrobnosti je na voljo v[2℄.Natan£nej²o oeno (5.9) lahko izpeljemo tudi za ena£bo Ljapunova. Naj bo ‖∆A‖F ≤ αǫ,
∆Q = ∆QT in ‖∆Q‖F ≤ γǫ. Za ena£bo Ljapunova ATX +XA = −Q potem dobimo

‖∆X‖F

‖X‖F
≤

√
3ψε, kjer je ψ =

‖P−1 [α((XT ⊗ Im) + (In ⊗X)ΠT ) −γIn2 ] ‖2

‖X‖Fza
P = In ⊗AT +AT ⊗ Inin permutaijo
Π =

n∑

i,j=1

(eie
T
j ) ⊗ (eje

T
i ),za katero velja

vec(AT ) = Πvec(A).Ob£utljivost ena£be Ljapunova, kjer je A stabilna matrika, je povezana z 2-normo simetri£nepozitivno de�nitne re²itve ena£be ATX +XA = −I.Izrek 5.10 Naj bo A stabilna matrika in X re²itev ATX +XA = −Q. �e je
(A+ ∆A)T (X + ∆X) + (X + ∆X)(A+ ∆A) = −(Q+ ∆Q), (5.10)potem velja
‖∆X‖

‖X + ∆X‖ ≤ 2‖A + ∆A‖ · ‖H‖ ·
( ‖∆A‖
‖A+ ∆A‖ +

‖∆Q‖
‖Q+ ∆Q‖

)
, (5.11)kjer je H re²itev ena£be Ljapunova ATH +HA = −I.Dokaz. Ker je matrika A stabilna, iz ena£be (4.3) sledi, da lahko zapi²emo

H =

∫ ∞

0
eA

T teAt dt.Iz zveze (5.10) lahko izrazimo
AT ∆X + ∆XA = −(∆Q+ ∆AT (X + ∆X) + (X + ∆X)∆A).To je ena£ba Ljapunova za ∆X in spet, ker je A stabilna, velja
∆X =

∫ ∞

0
eA

T t(∆Q+ ∆AT (X + ∆X) + (X + ∆X)∆A)eAt dt.
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‖∆X‖ = |u∗∆Xv| =

∫ ∞

0
|u∗eAT t(∆Q+ ∆AT (X + ∆X) + (X + ∆X)∆A)eAtv|dt

≤ ‖∆Q+ ∆AT (X + ∆X) + (X + ∆X)∆A‖
∫ ∞

0
‖eAtu‖‖eAtv‖dt

≤ (‖∆Q‖ + 2‖∆A‖‖X + ∆X‖)
∫ ∞

0
‖eAtu‖‖eAtv‖dt

≤ (‖∆Q‖ + 2‖∆A‖‖X + ∆X‖)
(∫ ∞

0
‖eAtu‖2dt

)1/2(∫ ∞

0
‖eAtv‖2dt

)1/2

,kjer smo za zadnjo neenakost uporabili Cauhy-Shwarzevo neenakost. Zaradi
∫ ∞

0
‖eAtu‖2dt =

∫ ∞

0
u∗eA

T teAtu dt

= u∗
(∫ ∞

0
eA

T teAt dt

)
u = u∗Hu ≤ ‖H‖lahko ‖∆X‖ kon£no oenimo z

‖∆X‖ ≤ (‖∆Q‖ + 2‖∆A‖‖X + ∆X‖)‖H‖.Sedaj upo²tevamo ²e oeno
‖Q+ ∆Q‖ ≤ 2‖A+ ∆A‖‖X + ∆X‖,ki sledi iz (5.10), in dobimo (5.11).Posledia 5.11 Naj bo ‖∆A‖ ≤ ‖A‖ ε, ‖∆Q‖ ≤ ‖Q‖ ε in

8 ε‖A‖ · ‖H‖ ≤ 1 − ε

1 + ε
.Potem je

‖∆X‖
‖X‖ ≤ 8 ε‖A‖ · ‖H‖ + O(ε2).Zgled 5.2

A =



−1 2 3
0 −0.0001 3
0 0 −3


 , C =




−2 0.9999 2
0.9999 3.9998 4.9999

2 4.9999 6


 .To£na re²itev je

X =




1 1 1
1 1 1
1 1 1


 .Re²itev ena£be Ljapunova ATH +HA = −I je

H = 104 ·




0.0001 0.0001 0.0001
0.0001 2.4998 2.4999
0.0001 2.4999 2.5000


 .
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X̂ =




1 1 1
1 1.006 1.006
1 1.006 1.006


 ,

‖∆X‖/‖X‖ = 4 · 10−3, ‖∆A‖/‖A‖ = 1.9 · 10−8, ‖H‖ = 5.00 · 104, sep(AT ,−A) = 2.00 · 10−5.Pri diskretni ena£bi Ljapunova ATXA−X = −Q nastopa koli£ina
sepd(A

T , A) = min
X 6=0

‖ATXA−X‖F

‖X‖F
= σmin(A

T ⊗AT − In2).�e je A konvergentna imajo vse lastne vrednosti matrike A absolutne vrednosti strogo pod 1 invelja 0 < sepd(A
T , A) ≤ 1.Izrek 5.12 Naj bo X + ∆X re²itev zmotene diskretne ena£be Ljapunova z A+ ∆A in Q+ ∆Q,kjer je ‖∆A‖F ≤ ‖A‖F ε, ‖∆Q‖F ≤ ‖Q‖F ε in

ε
‖A‖2

F

sepd(A
T , A)

<
1

4
.Potem je

‖∆X‖F

‖X‖F
≤ 2 ε

3‖A‖2
F + 1

sepd(A
T , A)

.Izrek 5.13 �e je A konvergentna matrika in je H re²itev diskretne ena£be Ljapunova ATHA−
H = −I, potem je

sepd(A
T , A) ≥

√
n

‖H‖2
.5.3 Algoritmi za Sylvestrovo ena£bo in ena£bo LjapunovaPrvi moºni na£in je uporaba sistema (In ⊗ A + BT ⊗ Im)vec(X) = vec(C). V tem primeru (£ene upo²tevamo posebne strukture) potrebujemo O(m3n3) operaij in O(m2n2) prostora.

A in B lahko transformiramo v lep²o obliko. �e sta U in V nesingularni matriki in
R = U−1AU, S = V −1BV, D = V −1CU,se XA+BX = C spremeni v Y R+ SY = D, kjer je Y = V −1XU .Denimo, da lahko A in B diagonaliziramo. Potem sta R in S diagonalni in velja
yij =

dij

rjj + sii
za i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n.To pride v po²tev le, ko sta npr. A in B simetri£ni matriki, sier pa imamo lahko velike teºave,£e U in V nista ortogonalni.Da ohranimo stabilnost se omejimo na ortogonalne transformaije, saj so matrike realne.



Bor Plestenjak - Numeri£ne metode za linearne kontrolne sisteme (verzija: 21. april 2006) 585.3.1 Bartels-Stewartov algoritem za Sylvestrovo ena£boRe²ujemo Sylvestrovo ena£bo AX + BX = C. Pri tem algoritmu A reduiramo na spodnjorealno Shurovo formo, B pa na zgornjo realno Shurovo formo:
R = UTAU, S = V TBV,kjer sta U in V ortogonalni, R kvazi spodnja trikotna in S kvazi zgornja trikotna. Transformiranaena£ba je RY + Y S = D, kjer sta D = UTCV in Y = UTXV .V blo£ni obliki lahko zapi²emo R in S kot

R =




R11

R21 R22... . . .
Rp1 · · · · · · Rpp


 , S =




S11 S12 · · · S1q

S22
.... . . ...
Sqq


 ,kjer so diagonalni bloki velikosti 1 × 1 in 2 × 2. �e skladno blo£no zapi²emo D in Y v obliki

D =



D11 · · · D1q... ...
Dp1 · · · Dpq


 , Y =



Y11 · · · Y1q... ...
Yp1 · · · Y pq


 ,dobimo ena£be

RkkYkl + YklSll = Dkl −
k−1∑

j=1

RkjYjl −
l−1∑

i=1

YklSil (5.12)za k = 1, . . . , p in l = 1, . . . , q.Ena£ba (5.12) je Sylvestrova ena£ba z matrikami velikosti 1 × 1 ali 2 × 2. �e ºelimo iz (5.12)izra£unati Ykl, potem moramo poznati bloke Y1l, . . . , Yk−1,l in Yk1, . . . , Yk,l−1. Za to lahko poskr-bimo, £e bloke ra£unamo v pravilnem vrstnem redu, npr. po vrstiah ali po stolpih.Algoritem 5.1 Bartels-Stewartov algoritem za re²evanje Sylvestrove ena£be AX +BX = C

R = UTAU , R spodnja realna Shurova forma, UTU = I
S = V TBV , S zgornja realna Shurova forma, V TV = I
D = UTCV
l = 1, . . . , q
k = 1, . . . , p
D̃kl = Dkl −

∑k−1
j=1 RkjYjl −

∑l−1
i=1 YklSilre²i RkkYkl + YklSll = D̃kl za Ykl

X = UY V TZnotraj algoritma re²ujemo sisteme RkkYkl + YklSll = D̃kl, kjer sta Rkk in Sll velikosti 1 × 1 ali
2 × 2. Maksimalno imamo tako opravka s sistemom velikosti 4 × 4, ki ima obliko




r11 + s11 r12 s21 0
r21 r22 + s11 0 s21
s12 0 r11 + s22 r12
0 s12 r21 r22 + s22







y11

y21

y12

y22


 =




d̃11

d̃21

d̃12

d̃22


 .�tevilo operaij:



Bor Plestenjak - Numeri£ne metode za linearne kontrolne sisteme (verzija: 21. april 2006) 591. redukija na Shurovi obliki: 26m3 + 26n3,2. izra£un D = UTCV : 2m2n+ 2mn2,3. izra£un Y : m2n+mn2,4. izra£un X = UY V T : 2m2n+ 2mn2.Skupaj: 26(m3 + n3) + 5(mn2 +mn2).Poraba pomnilnika: 2n2 + 2m2 +mn.Izrek 5.14 �e je
‖A‖F + ‖B‖F

sep(A,−B)
u ≤ 1

4
,potem za izra£unani X̂ velja

‖X̂ −X‖F

‖X‖F
≤ 8

‖A‖F + ‖B‖F

sep(A,−B)
u.5.3.2 Bartels-Stewartov algoritem za ena£bo LjapunovaPrej²nji algoritem lahko uporabimo tudi za ena£bo Ljapunova ATX + XA = C. V primeru

C = CT pa lahko dodatno izkoristimo dejstvo, da je tudi re²itev X simetri£na. Tako dobimo ²eekonomi£nej²i algoritem.Matriko A najprej reduiramo na realno Shurovo formo R = UTAU , kjer je U ortogonalnain R kvazi zgornja trikotna. Potem izra£unamo D = UTCU , kjer z upo²tevanjem simetrijespet lahko prihranimo pri ²tevilu operaij. �e ozna£imo ²e Y = UTXU , re²ujemo sedaj ena£bo
RTY + Y R = D.Naj bo

R =

[
R11 R12

0 R22

]
, D =

[
D11 D12

D21 D22

]
, Y =

[
Y11 Y12

Y21 Y22

]
,kjer je R11 matrika 1× 1 ali 2× 2, velikosti blokov v matrikah D in Y pa so skladne z velikostmiblokov v R. Dobimo:

RT
11Y11 + Y11R11 = D11,in

RT
22Y22 + Y22R

T
22 = D22 −RT

12Y21 − Y21R12,kar pomeni, da se problem, ko izra£unamo Y11 in Y12 = Y T
21, reduira na manj²i problem. Pritem omenimo, da Y12 izra£unamo s podobnim postopkom kot ra£unamo izvendiagonalne blokev algoritmu 5.1.Algoritem 5.2 porabi 26n3 + 7n3 operaij in 3n2 pomnilnika.
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R = UTAU , R zgornja realna Shurova forma, UTU = I
D = UTCU
l = 1, . . . , p
k = l, . . . , p
Dkl = Dkl −

∑k−1
i=l R

T
ikYilre²i RT

kkYkl + YklRll = D̃kl za Ykl

j = l + 1, . . . , p
Ylj = Y T

jl

i = j, . . . , p
Dij = Dij − Y T

il Rlj −RT
liYlj

Dji = DT
ij

X = UY UT5.3.3 Re²evanje Sylvestrove ena£be preko Hessenberg-Shurove oblikePri re²evanju Sylvestrove ena£be AX + XB = C lahko prihranimo, £e namesto v Shurovoobliko ve£jo izmed matrik reduiramo le v Hessenbergovo obliko. Denimo, da je m > n. Potem
A reduiramo v zgornjo Hessenbergovo obliko, B pa v Shurovo:

H = UTAU, S = V TBV.V primeru m < n delamo na transponiranem sistemu BTXT +XTAT = CT .Dobljeno ena£bo HY + Y S = D re²ujemo po stolpih. Naj bo
D = UTCV = [ d1 d2 · · · dn ] , Y = UTXV = [ y1 y2 · · · yn ] .Denimo, da smo ºe izra£unali stolpe yk+1, . . . , yn.a) £e je sk,k−1 = 0, re²imo zgornji Hessenbergov sistem

(H + skkI)yk = dk −
n∑

j=k+1

skjyj,b) £e je sk,k−1 6= 0, re²imo sistem za stolpa yk−1 in yk hkrati:
[
H + sk−1,k−1I sk−1,kI

sk,k−1I H + skkI

] [
yk−1

yk

]
=

[
dk−1

dk

]
−

n∑

j=k+1

[
sk−1,jyj

skjyj

]
.To je sedaj sistem velikosti 2m × 2m, a se ga da preurediti tako, da bo imel v spod-njem trikotniku neni£elni le dve glavni poddiagonali, kar pomeni, da ga lahko z Gaussovoeliminaijo z delnim pivotiranjem re²imo v O(m2) operaijah.�tevilo operaij:1. redukija na Hessenbergovo in Shurovo obliko: 10

3 m
3 + 26n3,



Bor Plestenjak - Numeri£ne metode za linearne kontrolne sisteme (verzija: 21. april 2006) 612. izra£un D = UTCV : 2m2n+ 2mn2,3. izra£un Y : 6m2n+mn2,4. izra£un X = UY V T : 2m2n+ 2mn2.Skupaj: 10
3 m

3 +26n3 +10m2n+5mn2. To je dosti eneje od algoritma 5.1 £e je m≫ n. Porabapomnilnika je 2n2 + 3m2 + mn, kar je za m2 ve£ kot pri algoritmu 5.1, a imamo zato manjoperaij.Numeri£na stabilnost Hessenberg-Shurovega algoritma je skoraj identi£na stabilnosti Bartels-Stewartovega algoritma. VeljaIzrek 5.15 �e je
‖A‖F + ‖B‖F

sep(A,−B)
u ≤ 1

4
,potem za izra£unani X̂ velja

‖X̂ −X‖F

‖X‖F
≤ 9

‖A‖F + ‖B‖F

sep(A,−B)
u.Pri ena£bi Ljapunova tega algoritma ne moremo uporabiti, saj imamo le eno matriko, to pareduiramo na Shurovo obliko.Obstaja tudi Hessenberg-Hessenbergov algoritem, kjer A in B reduiramo na Hessenbergovoobliko, a njegova stabilnost ²e ni raziskana [2℄. Iz tega algoritma lahko potem izpeljemo tudialgoritem za re²evanje ena£be Ljapunova, kjer matriko A reduiramo le v Hessenbergovo obliko.Re²evanje diskretne ena£be Ljapunova preko Shurove oblikeRe²ujemo ATXA − X = C. Matriko A reduiramo v realno Shurovo formo. Tako se ena£baspremeni v RYRT − Y = D, kjer je D = UTCU in Y = UTXU .Podobno kot prej ena£bo re²ujemo po stolpih. Naj bo

D = [ d1 d2 · · · dn ] , Y = [ y1 y2 · · · yn ] .Denimo, da smo ºe izra£unali stolpe yk+1, . . . , yn.a) £e je rk,k−1 = 0, re²imo zgornji kvazi trikotni sistem
(rkkR− I)yk = dk −R

n∑

j=k+1

rkjyj,b) £e je rk,k−1 6= 0, re²imo sistem za stolpa yk−1 in yk hkrati:
[
r11R− I r12R
r21R r22R− I

] [
yk−1

yk

]
=

[
dk−1

dk

]
−R

n∑

j=k+1

[
rk−1,jyj

rkjyj

]
.



Bor Plestenjak - Numeri£ne metode za linearne kontrolne sisteme (verzija: 21. april 2006) 625.3.4 Re²evanje diskretne ena£be Ljapunova s simetri£nim CRe²ujemo ATXA−X = C, kjer je C = CT . Matriko A reduiramo v realno Shurovo formo inzapi²emo v blo£ni obliki
R = UTAU =




R11 R12 · · · R1p

R22
.... . . ...

Rpp


 ,kjer so diagonalni bloki velikosti 1 × 1 ali 2 × 2. Skladno blo£no zapi²emo tudi

D = UTCU =



D11 · · · D1p... ...
Dp1 · · · Dpp


 , Y = UTXU =



Y11 · · · Y1p... ...
Yp1 · · · Ypp


 .Za Ykl velja ena£ba RT

kkYklRll − Ykl = D̃kl, kjer je
D̃kl = Dkl −RT

kk

l−1∑

j=1

YkjRjl −
k−1∑

i=1

RT
ik

l∑

j=1

YijRjl.Bloke lahko po vrsti izra£unamo z algoritmom 5.3.Algoritem 5.3 Re²evanje diskretne ena£be Ljapunova s simetri£nim C

R = UTAU , R zgornja realna Shurova forma, UTU = I
D = UTCU
l = 1, . . . , p
k = l, . . . , p
Dkl = Dkl −RT

kk

∑l−1
J=1 YkjRjl −

∑k−1
i=1 R

T
ik

∑l
j=1 YijRjlre²i RT

kkYklRll − Ykl = Dkl za Ykl

Ylk = Y T
klAlgoritem 5.3 porabi 26n3 + 7n3 operaij in 3n2 pomnilnika.5.3.5 Hammarlingov algoritemImamo ena£bo Ljapunova XA+ATX = −CTC, kjer je A ∈ R

n×n stabilna matrika in C ∈ R
r×n.Tak²na re²itev ima simetri£no pozitivno semide�nitno re²itevX, za katero obstaja razep Choleskega

X = Y TY , kjer je Y zgornja trikotna matrika.�elimo izra£unati Y direktno iz C brez ekpliitnega ra£unanja CTC ali X:
• v ²tevilnih aplikaijah v resnii potrebujemo Y in ne X,
• pri ekpliitnem izra£unu CTC lahko pride do izgube natan£nosti,
• κ2(X) = κ2(Y )2.



Bor Plestenjak - Numeri£ne metode za linearne kontrolne sisteme (verzija: 21. april 2006) 63Zgled 5.3 Pri redukiji modela potrebujemo faktorja Choleskega za vodljivostno in spoznavnos-tno Gramovo matriko. Zanju vemo, da sta re²itvi ena£b Ljapunova
ACG + CGA

T = −BBT ,

OGA+ATOG = −CTC.Zgled 5.4 �e vzamemo
A =

[
−1 0
0 −1

]
, C =

[
1 0
1 µ

]
,potem za re²itev ena£be Ljapunova XA+ATX = −CTC dobimo

X =
1

2

[
1 1
1 1 + µ2

]
.�e je |µ| < u1/2, kjer je u osnovna zaokroºitvena napaka, dobimo

fl(X) =
1

2

[
1 1
1 1

]
.To£en faktor Choleskega je

Y =
1√
2

[
1 0
1 µ

]
.�e je µ < 1, velja κ(X) = 4/µ2 in κ2(Y ) = 2/µ.�e pi²emo X = Y TY , potem ºelimo iz

(Y TY )A+AT (Y TY ) = −CTCizra£unati Y .Najprej reduiramo A na realno Shurovo formo A = USUT , kjer je U ortogonalna, S pa kvazizgornja trikotna. Tako dobimo
UT (Y TY )US + STUT (Y TY )U = −UTCTCU.Sedaj izra£unamo QR razep matrike CU . �e je CU = QR, potem je

(CU)T (CU) = RTRin imamo razep Choleskega za UTCTCU . �e ozna£imo ²e Z = Y U , smo problem prevedli na
ST (ZTZ) + (ZTZ)S = −RTR.Matrika Z ni zgornja trikotna, ker pa ni enoli£na, lahko v nadaljevanju predpostavimo, da imaenako obliko kot S.Matrike Z,R, S blo£no zapi²emo kot

S =

[
S1 s

σ

]
, R =

[
R1 r

ρ

]
, Z =

[
Z1 z

ζ

]
,
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ST

1 (ZT
1 Z1) + (ZT

1 Z1)S1 = −RT
1 R1 (5.13)

ST
1 Z

T
1 z + (ZT

1 Z1)s+ ZT
1 zσ = −RT

1 r (5.14)
sTZT

1 z + σT (zT z + ζT ζ) + zTZ1s+ (zT z + ζT ζ)σ = −
(
rT r + ρTρ

) (5.15)Ena£ba (5.13) je ena£ba Ljapunova za vodilne podmatrike S,R,Z. Denimo, da ºe poznamore²itev Z1 iz ena£be (5.13). Potem je Z1 obrnljiva matrika in (5.14) lahko pomnoºimo z Z−T
1 zleve. Tako dobimo ena£bo

(Z−T
1 S1Z

T
1 )z + zσ = −Z1s− Z−T

1 RT
1 riz katere lahko izra£unamo z.a) �e je σ velikosti 1 × 1, je z vektor velikosti n− 1, za katerega re²imo sistem

(Z−T
1 S1Z

T
1 + σI)z = −Z1s− Z−T

1 RT
1 r.b) �e je σ velikosti 2 × 2, potem ima z dva stolpa velikosti n− 2. �e ozna£imo

σ =

[
σ11 σ12

σ21 σ22

]
, z = [ z1 z2 ] , −Z1s− Z−T

1 RT
1 r = [ g1 g2 ] ,potem re²imo sistem

[
Z−T

1 S1Z
T
1 + σ11I σ11I

σ21I Z−T
1 S1Z

T
1 + σ22I

] [
z1
z2

]
=

[
g1
g2

]
.Iz ena£be (5.15) lahko sedaj izra£unamo ζ. Ena£bo lahko preuredimo tako, da je razvidno, dagre za ena£bo Ljapunova

σ(ζT ζ) + (ζT ζ)σ = −
(
rT r + ρTρ+ sTZT

1 z + σT (zT z) + zTZ1s+ (zT z)σ

)za ζ, ki je velikosti 1 × 1 ali 2 × 2.Sedaj se ne moremo izogniti temu, da najprej izra£unamo ζT ζ in nato iz tega ζ.S prej navedenim postopkom lahko izra£unamo matriko Z, da je
ST (ZTZ) + (ZTZ)S = −RTR.Za Y = ZUT velja
(Y TY )A+AT (Y TY ) = −CTC,a ker Y ni zgornja trikotna, moramo re²itev ²e popraviti.Za matriko ZUT izra£unamo QR razep

ZUT = Q̃Ỹ ,
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Ỹ T Ỹ = UZT Q̃Q̃TZUT = UZTZU = Y TY,in Ỹ je re²itev, ki jo i²£emo.Pri QR razepu moramo paziti ²e na to, da so diagonalni elementi Ỹ pozitivni. �e to ni res, nakonu ustrezne stolpe Ỹ pomnoºimo z −1.Vse skupaj lahko zdruºimo v algoritmu 5.4. za re²evanje (Y TY )A+AT (Y TY ) = −CTC.Algoritem 5.4 Ra£unanje faktorja Choleskega iz ena£be (Y TY )A+AT (Y TY ) = −CTC.1) A = USUT , UTU = I, S kvazi zgornja trikotna2) CU = QR, Q z ON stolpi, R zgornja trikotna3) Vzemi 1. diagonalni blok S1 (1 × 1 ali 2 × 2) in izra£unaj Z1 iz

ST
1 (ZT

1 Z1) + (ZT
1 Z1)S1 = −RT

1 R1.4) Ponavljaj:4a) S =



S1 s ×
0 σ ×
0 0 ×


, Z =



Z1 z ×
0 ζ ×
0 0 ×


, R =



R1 r ×
0 ρ ×
0 0 ×


,

σ je 1 × 1 ali 2 × 2, Z1 ºe poznamo.4b) Izra£unaj z iz
(Z−T

1 S1Z
T
1 )z + zσ = −Z1s− Z−T

1 RT
1 r.4) Izra£unaj ζ iz

σ(ζT ζ) + (ζT ζ)σ = −
(
rT r + ρTρ+ sTZT

1 z + σT (zT z) + zTZ1s+ (zT z)σ
)
.5) ZUT = Q̃Y , Q̃ z ON stolpi, Y zgornja trikotna.5.3.6 Hammarlingov algoritem za diskretno ena£bo LjapunovaPodobno lahko poi²£emo faktor Choleskega tudi v diskretnem primeru, £e je na desni simetri£nasemide�nitna matrika.Re²ujemo ATXA−X = −CTC. Podobno kot prej1. pi²emo X = Y TY ,2. A reduiramo v realno Shurovo formo A = USUT ,3. QR razep CU = QR.Dobimo sistem STZTZS − Z = −RTR.Blo£no zapi²emo S =

[
S1 s

σ

]
, R =

[
R1 r

ρ

]
, Z =

[
Z1 z

ζ

], kjer je σ blok velikosti 1×1ali 2 × 2. Dobimo ena£be
ST

1 (ZT
1 Z1)S1 − ZT

1 Z1 = −RT
1R1,
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ZT

1 z − ST
1 Z

T
1 zσ = ST

1 Z
T
1 Z1s+RT

1 r,

σT ζT ζσ − ζT ζ = −
(
ρTρ+ rT r + (Z1s+ zσ)T (Z1s+ zσ) − zT z

)Na konu spet naredimo QR razep ZUT in za Y vzamemo zgornji trikotni faktor.



Poglavje 6Realizaija in identi�kaija
6.1 Uvod�e poznamo prenosno funkijo G(s) ali pa matrike (A,B,C,D) iz predstavitve v prostoru stanj,potem lahko iz danega vhoda u(t) izra£unamo izhod y(t) in vrednosti spremenljivk stanja x(t).Obratni problem, s katerim se bomo ukvarjali v tem poglavju je, kako iz danih podatkov, ki jihdobimo iz sistema, razbrati prenosno funkijo oz. predstavitev v prostoru stanj.Tokrat se bomo v glavnem ukvarjali z diskretnimi sistemi, tudi zvezne se ponavadi re²uje zvzor£enjem.Poznamo torej:

• impulzni odziv sistema,
• mnoºio vhodno-izhodnih parov ui, yi,
• kovariane izhodnih vektorjev sistema, ki je vzbujen z belim ²umom,i²£emo pa prenosno funkijo oz. matrike (A,B,C,D).6.2 Realizaija SISO sistema iz impulznega odzivaDenimo, da se da SISO sistem predstaviti s prenosno funkijo

H(z) =
p(z)

q(z)
=
pmz

m + pm−1z
m−1 + · · · + p0

qnzn + qn−1zn−1 + · · · + q0
,kjer sta polinoma p in q tuja, m ≤ n (to je pogoj za vzro£nost) in qn 6= 0.V tem primeru je n red sistema. To ustreza diskretnemu sistemu

qnyk+1 + qn−1yk + · · · + q0yk−n = pmuk+1 + pm−1uk + · · · + p0uk−m.67
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∞
i=0 = (1, 0, 0, . . .) enotski impulz in jeimpulzni odziv enak (yi)

∞
i=0 = (h0, h1, h2, . . .), potem so hi koe�ienti razvoja

H(z) = h0 +
h1

z
+
h2

z2
+
h3

z3
+ · · · .Koe�iente hi imenujemo Markovski koe�ienti.Pri identi�kaiji je na² ilj iz neskon£no (v praksi jih seveda poznamo le kon£no) Markovskihkoe�ientov hi dolo£iti koe�iente p0, . . . , pm in q0, . . . , qn, ki dolo£ajo prenosno funkijo.Iz neskon£no (v praksi seveda kon£no) Markovskih koe�ientov hi ºelimo dolo£iti koe�iente

p0, . . . , pm in q0, . . . , qn, ki dolo£ajo prenosno funkijo. Iz zveze H(z)q(z) = p(z) s primerjanjemkoe�ientov pri zm, zm−1, . . . dobimo:



h0

h0 h1. . . . . . ...
h0 h1 · · · hn

h1 h2 · · · hn+1... ... ... ...






q0
q1...
qn−1

qn




=




pn

pn−1...
p0

0...



. (6.1)
Pri tem je pn = · · · = pm+1 = 0, £e je m < n. �e upo²tevamo ²e normalizaijo qn = 1, potem senam spodnje ena£be iz (6.1) spremenijo v




h0 h1 · · · hn

h1 h2 · · · hn+1... ... . . . ...
hn hn+1 · · · h2n−1

hn+1 hn+2 · · · h2n... ... ... ...






q0
q1...
qn−1


 = −




hn+1

hn+2...
h2n

h2n+1...



. (6.2)
Sistem je re²ljiv, £e ima matrika poln rang. Ko poznamo koe�iente q0, . . . , qn−1, lahko iz prvih
n+ 1 ena£b (6.1) izra£unamo ²e koe�iente p0, . . . , pn.Pri tem se lahko zgodi, da je v primeru h0 = · · · = hk = 0 tudi p0 = · · · = pk = 0 (zamik odziva).Matriko z obliko 



a1 a2 · · · an

a2 a3 · · · an+1... ... ...
an an+1 · · · a2n−1


imenujemo Hanklova matrika.Strukturo Hanklove matrike se da uporabiti za u£inkovitej²e algoritme za re²evanje linearnihsistemov, mnoºenje z matriko, itd.
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Mi,j =




h1 h2 · · · hj

h2 h3 · · · hj+1... ... ...
hi hi+1 · · · hi+j−1


 .Izrek 6.1 �e je red sistema z impulznim odzivom (h0, h1, h2, . . .) enak n, potem ima matrika

M∞,i =




h1 h2 · · · hn

h2 h3 · · · hn+1... ... . . . ...
hn hn+1 · · · h2n−1

hn+1 hn+2 · · · h2n... ... ... ...

z neskon£no vrstiami in i stolpi v primeru i ≥ n rang n.Dokaz. Ker je red sistema n, obstaja neni£elna re²itev (6.2). Iz nje sledi, da je vsak j-tistolpe M∞,i za j > n linearna kombinaija prvih n stolpev, torej rang ne more biti ve£ji kot

n. V primeru i = n mora biti rang enak n, saj bi sier iz (6.2) lahko dobili model niºjega reda.V primeru, ko je red sistema enak n, je Hanklova matrika
Mn,n =




h1 h2 · · · hn

h2 h3 · · · hn+1... ... . . . ...
hn hn+1 · · · h2n−1


nesingularna. Od tod iz (6.1) in (6.2) dobimo prvi algoritem1. Re²i Mn,nq = b, kjer je b = − [ hn+1 · · · h2n ]T in q = [ q0 · · · qn−1 ]T .2. Izra£unaj p = S

[
q
1

], kjer je p = [ pn · · · p0 ]T in
S =




h0

h0 h1. . . . . . ...
h0 h1 · · · hn


 .�e imamo na voljo ve£ kot n merjenj impulznega odziva, lahko re²evanje linearnega sistema

Mn,nq = b (6.3)nadomestimo z re²evanjem predolo£enega sistema
MN,nq = bN , (6.4)
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MN,n =




h1 h2 · · · hn

h2 h3 · · · hn+1... ... . . . ...
hN hN+1 · · · hN+n−1


 .Eksaktno gledano sta metodi enaki, a ker so pri meritvah vedno prisotne napake, je stabilnejere²evati predolo£eni sistem. Velikokrat ima predolo£eni sistem elo manj²e pogojenostno ²tevilokot pa linearni sistem.Analiza zaokroºitvenih napak za linearni sistem (6.3) pravi, da v primeru, ko malo zmotimomatriko Mn,n in desno stran b, lahko pri£akujemo, da za spremembo re²itve velja

‖δQ‖
‖q‖ ≤ κ(Mn,n)

(‖δMn,n‖
‖Mn,n‖

+
‖δb‖
‖b‖

)
c1,kjer je c1 konstanta blizu 1. Za predolo£eni sistem (6.4) velja

‖δQ‖
‖q‖ ≤ κ(MN,n)

(‖δMn,n‖
‖Mn,n‖

+
‖δb‖
‖b‖

)(
c2 + c3κ(MN,n)

‖r‖
‖b‖

)
,kjer sta c2 in c3 konstanti blizu 1 in je r ostanek predolo£enega sistema HN,nq − bN . Ker pa jedesna stran (6.4) v sliki matrike, je v na²em primeru ostanek r enak 0 in dobimo oeno, ki jezelo podoba oeni za ob£utljivost linearnega sistema.Velja ²e ve£, ob£utljivost matrike je enaka razmerju med najve£jo in najmanj²o singularno vred-nostjo. Ker je Mn,n podmatrika MN,n, od tod sledi σn(Mn,n) ≤ σn(MN,n). Ker se po drugistrani najve£ji singularni vrednosti Mn,n in MN,n obi£ajno ne razlikujeta dosti, najmanj²i pa se,je lahko linearni sistem (6.3) veliko bolj numeri£no ob£utljiv kot pa predolo£eni sistem (6.4).Ponavadi red sistema ni vnaprej znan in ga moramo prav tako dolo£iti iz impulznega odziva. Tomoramo narediti ²e preden za£nemo ra£unati koe�iente polinomov p in q.Kot bomo pokazali v nadaljevanju pri MIMO sistemih, je red sistema enak maksimalnemu rangu

Mk,k za k = 1, 2, . . .. �e je red sistema n, potem je n = rang(Mn,n).Rang sistema torej razberemo iz ranga matrike MN,i, kjer sta N, i ≥ n. Rang lahko ugotovimonpr. z uporabo QR razepa s pivotiranjem ali pa s pomo£jo singularnega razepa.�e uporabimo SVD in je N ≫ i, potem se spa£a najprej narediti QR razep
MN,i = Q

[
R
0

]
,potem pa uporabimo SVD na R. Dobimo R = UΣV T , torej je

MN,i = Q

[
U

I

]
·
[

Σ
0

]
· V H .Tako delamo singularni razep na manj²i matriki in prihranimo veliko operaij.Kon£ni algoritem ima obliko Algoritma 6.1.Opombe:
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n = max{i : rang(MN,i) = i}.2. Re²i predolo£eni sistem

MN,n · q = bN ,kjer je bN = − [hn+1 · · · hn+N ]T in q = [ q0 · · · qn−1 ]T .3. Izra£unaj p = S

[
q
1

], kjer je p = [ pn · · · p0 ]T in
S =




h0

h0 h1. . . . . . ...
h0 h1 · · · hn


 .

• QR razep v to£ki 1. lahko u£inkovito izra£unamo s posodabljanjem razepa za matrikobrez zadnjega stolpa.
• V to£ki 2. se da izkoristiti Hanklovo strukturo in zmanj²ati zahtevnost iz O(Nn2) v O(Nn).6.3 Realizaija MIMO sistema v prostoru stanjImamo MIMO sistem, kjer je na vhodu m parametrov, na izhodu pa r, torej ui ∈ R

m in yi ∈ R
rza vsak i. Prenosna funkija G(s) je potem matrika velikosti r ×m, kjer je vsak element gij(z)prenosna funkija, ki predstavlja impulzni odziv i-te komponente izhoda y(i) na enotski impulzv j-ti komponenti vhoda y(j).Po formulah iz prej²njega razdelka bi lahko izra£unali vsako funkijo gij posebej, a to ni neprakti£no ne stabilno. Zaradi numeri£nega ra£unanja bi se npr. hitro zgodilo, da bi bil najve£jiskupni delitelj imenovalev gij enak 1.Zaradi tega raje direktno ra£unamo matrike A,B,C,D.Naj bo G(z) prenosna funkija dimenzije r×n, kjer za vsak element gij(z) velja, da sta si ²tevein imenovale tuja in stopnja ²teva ni veja od stopnje imenovala. �e za matrike (A,B,C,D)velja

G(s) = C(zI −A)−1B +D,potem pravimo, da matrike (A,B,C,D) predstavljajo realizaijo G(z) v prostoru stanj.Razvoj prenosne funkije ima sedaj obliko
G(z) = H0 +H1z

−1 +H2z
−2 +H3z

−3 + · · · ,
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H0 = lim

s→∞
G(s)

H1 = lim
s→∞

s(G(s) −H0)

H2 = lim
s→∞

s2(G(s) −H0 −H1s)...�e je (A,B,C,D) realizaija G(z), potem velja
G(z) = C(zI −A)−1B +D = C(z−1I + z−2A+ z−3A+ · · ·)B +D,torej H0 = D in Hk = CAk−1B za k = 1, 2, . . ..Moºnih realizaij je ve£, zato i²£emo ²e kak²ne uporabne lastnosti.6.3.1 Vodljiva realizaijaPrenosno funkijo G(z) zapi²emo v obliki

G(z) = H0 +
P (z)

q(z)
, (6.5)kjer je q(z) = zn+qn−1z

n−1+· · ·+q0 polinom stopnje n (najmanj²i skupni ve£kratnik imenovalev
qij(z)) in P (z) = P0 + P1z + · · · + Pn−1z

n−1.�e vzamemo A,B,C,D v blo£nem zapisu
A =




0 Im
0 Im. . . . . .

0 Im
−q0Im −q1Im · · · −qn−2Im −qn−1Im



, B =




0
0...
Im


 ,

C = [P0 P1 · · · Pn−1 ] , D = H0,lahko preverimo, da velja G(z) = C(zI − A)−1B + D. Dobljena realizaija je reda mn in jeo£itno vodljiva.Pokaºimo, da zgornje matrike (A,B,C,D) res predstavljajo realizaijo prenosne funkije G(z).Ker je D = H0, nam ostane ²e pokazati, da velja C(zI − A)−1B = P (z)
q(z) . Ozna£imo X =

(zI −A)−1. Z mnoºenjem (zI −A)X lahko hitro preverimo, da ima X obliko
X =

1

q(z)




I
zI...

zn−1I


 .Od tod sledi

C(zI −A)−1B = CX =
1

q(x)
(P0 + zP1 + · · · + zn−1Pn−1) =

P (z)

q(z)in pokazali smo, da je realizaija pravilna.
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G(z) = H0 +H1z

−1 +H2z
−2 +H3z

−3 + · · · ,upo²tevamo ²e (6.5) in vzamemo
Ã =




0 Ir
0 Ir. . . . . .

0 Ir
−q0Ir −q1Ir · · · −qn−2Ir −qn−1Ir



, B̃ =




H1

H2...
Hn


 ,

C̃ = [ Ir 0 · · · 0 ] , D̃ = H0.Spet lahko preverimo, da velja G(z) = C̃(zI − Ã)−1B̃ + D̃. Dobljena realizaija je reda rn in jeo£itno spoznavna.Pokaºimo, da matrike (Ã, B̃, C̃, D̃) res realizirajo prenosno funkijo G(z). Pokazati moramo,da dobimo Markovske parametre H0,H1, . . .. Ker velja D̃ = H0, moramo preveriti ²e, da je
C̃Ãi−1B̃ = Hi za i = 1, 2, . . .. Poglejmo, kako zgleda produkt ÃB̃. Dobimo

ÃB̃ =




H2...
Hn

−(q0H1 + q1H2 + · · · + qn−1Hn)


 .V zadnjem bloku v zgornjem izrazu lahko matrike Hi nadomestimo z Hi = CAi−1B, kjer zamatrike A,B,C vzamemo matrike iz vodljive realizaije, za katero smo ºe prej dokazali, da jedobra. Potem dobimo

−(q0H1 + q1H2 + · · · + qn−1Hn) = −C(q0I + q1A+ · · · + qn−1A
n−1)B = CAnB = Hn+1,saj je q(A) = 0. Od tod z indukijo lahko pokaºemo, da je

Ãi−1B̃ =




Hi...
Hi+n−1


in C̃Ãi−1B̃ = Hi za i = 1, 2, . . ..6.3.3 Minimalna realizaijaRealizaij je neomejeno, saj iz vsake lahko z nesingularno transformaijo T dobimo novo.

(
A B

C D

)
−→

(
T−1AT T−1B

CT D

)
.Videli smo tudi, da imamo lahko realizaije razli£nih redov.Pravimo, da je (A,B,C,D) minimalna realizaija prenosne funkije G(z), £e za vsako realizaijo

(Ã, B̃, C̃, D̃) iste prenosne funkije velja, da je velikost matrike Ã ve£ja ali enaka velikosti matrike
A. Velikost matrike A v minimalni realizaiji je MMillanova stopnja.



Bor Plestenjak - Numeri£ne metode za linearne kontrolne sisteme (verzija: 21. april 2006) 74Izrek 6.2 Realizaija (A,B,C,D) prenosne funkije G(z) je minimalna natanko takrat, ko jepar (A,B) vodljiv in par (A,C) spoznaven.Dokaz. (⇒): Denimo, da par (A,B) ni vodljiv ali pa par (A,C) ni spoznaven. Potem izKalmanovega razepa sledi, da obstaja realizaija ²e manj²e stopnje, ki je vodljiva in spoznavna.(⇐): Denimo, da imamo poleg (A,B,C,D) ²e minimalno realizaijo (Ã, B̃, C̃, D̃), ki ima stopnjo
ñ < n. Ker imata obe realizaiji enako prenosno funkijo se morajo ujemati tudi Markovskikoe�ienti, torej

CAi−1B = C̃Ãi−1B̃za i = 1, 2, . . .. Od tod sledi
OMCM = ÕM C̃M ,kjer sta OM in CM spoznavnostna in vodljivostna matrika. Ker je sistem vodljiv in spoz-naven, je rang(OM ) = rang(CM ) = n, torej je tudi rang(OMCM ) = n, po drugi strani pa je

rang(ÕM C̃M ) = ñ < n, kar je protislovje.Pravimo, da je A = LR razep polnega ranga, £e za matriki L in R velja, da imata enak rang inda sta obe polnega ranga. Od tod sledi, da je rang matrike A enak rangu matrike L oziroma R.Zgled za tak²en razep dobimo npr. iz singularnega razepa. �e je
A = UΣV T = UΣ1/2Σ1/2V Tin vzamemo L = UΣ1/2 in R = Σ1/2V T , je LR razep polnega ranga za matriko A.Razep, ki ga dobimo iz singularnega razepa, je stabilno izra£unan.Lema 6.3 Naj bosta A = LR in A = L̃R̃ dva razepa matrike A ∈ R

m×r, kjer je m ≥ r inso L,R, L̃ in R̃ polnega ranga. Potem obstaja taka nesingularna matrika T , da je L̃ = LT in
R̃ = T−1R.Dokaz. Ker je L polnega ranga je njegov pseudoinverz enak

L+ = (LTL)−1LT .Podobno pri R̃ dobimo
R̃+ = R̃(R̃R̃T )−1.Iz LR = L̃R̃ sledi L+L̃ = RR̃+ in to vzamemo za T . Potem dobimo

LR = L̃R̃, ⇒ L+LR = L+L̃R̃, ⇒ R = TR̃in
LR = L̃R̃, ⇒ LRR̃+ = L̃R̃R̃+, ⇒ LT = L̃.Posledia 6.4 �e sta (A,B,C,D) in (Ã, B̃, C̃, D̃) minimalni realizaiji iste prenosne funkije,potem obstaja enoli£na obrnljiva matrika T , da je Ã = T−1AT , B̃ = T−1B, C̃ = CT in D̃ = D.Velja ²e T = O+

M ÕM = CM C̃
+
M .
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M ÕM =

CM C̃
+
M nesingularna in CM = T C̃M in OMT = ÕM .Iz prve blo£ne vrstie CM = T C̃M sledi C̃ = CT , iz prvega blo£nega stolpa OMT = ÕM pa

TB̃ = B.Pokazati moramo ²e Ã = T−1AT . Ker gre za realizaiji iste prenosne funkije, se morajoMarkovski koe�ienti ujemati, torej CAi−1B = C̃Ãi−1B̃ za i = 1, 2, . . .. Potem pa velja tudi
OMACM = ÕM ÃC̃M ,od koder sledi

ACM = O+
M ÕM ÃC̃M , ⇒ ACM C̃+

M = O+
M ÕM Ã, ⇒ Ã = T−1AT.Izrek 6.5 Za Hanklovo matriko Markovskih koe�ientov velja1. rang(Mk) ≤ rang(Mk+1) za vsak k,2. £e je (A,B,C,D) realizaija reda n, je rang(Mk) = rang(Mn) za k ≥ n,3. £e sta (A,B,C,D) in (Ã, B̃, C̃, D̃) realizaiji reda n in ñ, je rang(Mn) = rang(Men),4. £e je d MMillanova stopnja, je d = maxk(rang(Mk))5. £e je (A,B,C,D) realizaija reda n je

d = rang(Mn) = rang(OKCM ).Dokaz.1. O£itno.2. Hanklovo matriko Mk lahko zapi²emo kot
Mk =




C
CA...

CAk−1


 [B AB · · · Ak−1B ] .V primeru k ≥ n za faktorja na desni velja, da sta njuna ranga enaka rangu spoznavnos-tne matrike OM oziroma vodljivostne matrike CM , zato je rang(Mk) = rang(Mn) =

rang(OMCM ).3. Naj bo r = max(n, ñ). Ker imata obe realizaiji enake Markovske koe�iente, mora veljati
M̃r = Mr. Po to£ki 2. je potem

rang(Mn) = rang(Mr) = rang(M̃r) = rang(M̃en).4. Denimo, da obstaja minimalna realizaija (A,B,C,D) reda d̃ < d. Potem bi moralo biti
maxk(rang(Mk)) = d̃ < d, kar je protislovje.



Bor Plestenjak - Numeri£ne metode za linearne kontrolne sisteme (verzija: 21. april 2006) 765. Uporabimo to£ki 3. in 4.Iz vsakega razepa polnega ranga Hanklove matrike lahko dobimo realizaijo.Naj bo Mi,j = OiCj tak razep, da sta Oi in Cj polnega ranga, pri £emer sta i, j ≥ n. Sedajblo£no zapi²emo
Oi =

[
C
O+

]
=

[
O−

CAi−1

]
, Cj = [B C+ ] = [C− Aj−1B ] .Potem A dobimo iz ena£be
O−A = O+ali
C+ = AC−,torej

A = O+
−O+ = C+C

+
− .Najbolj stabilno lahko razep polnega ranga in s tem tudi realizaijo dobimo preko singularnegarazepa. �e za razep uporabimo ekonomi£ni singularni razep, dobimo

Mi,j = UΣV T .Potem vzamemo Oi = UΣ1/2 in Cj = Σ1/2V T . Dobimo
OT

i Oi = CT
j Cj = Σ,kar pomeni, da je ta realizaija uravnoteºena. To pravimo takrat, kadar za kon£ni Gramovimatriki, vodljivostno in spoznavnostno, velja, da sta enaki in diagonalni.

CD
G (0, j − 1) = CjC

T
j =

i−1∑

k=1

AKBBT (AT )k = Σ,

OD
G (0, j − 1) = OT

i Oj =

i−1∑

k=1

(AT )kCTC(Ak) = Σ.Vidimo, da ima v primeru, ko do minimalne realizaije pridemo preko singularnega razepa,dobljena realizaija lepe lastnosti.6.4 Identi�kaija iz vhodno-izhodnih parov (SISO primer)Pogosto nimamo na voljo impulznega odziva, npr. , moºno je, da sistem ºe deluje in ga ni mo£zaustaviti in pogledati impulzni odziv. V tem primeru moramo uporabiti tiste podatke, ki jihlahko dobimo, to pa pomeni, poznavanje vzhodno-izhodnih parov (ui)
∞
i=0 in (yi)

∞
i=0. .Iz teh parov ºelimo poiskati prenosno funkijo ali pa matrike (A,B,C,D) za matriko sistema, skaterim so bili podatki generirani.
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H(z) =

p(z)

q(z)
=
pmz

m + pm−1z
m−1 + · · · + p0

qnzn + qn−1zn−1 + · · · + q0
,kjer sta polinoma p in q tuja, m ≤ n in qn 6= 0.To ustreza diskretnemu sistemu

qnyk+1 + qn−1yk + · · · + q0yk−n = pmuk+1 + pm−1uk + · · · + p0uk−m.Iz vhodno-izhodnih parov lahko sestavimo sistem za koe�iente p in q:



y0. . . y1

y0 . . . y2

y0 y1 . . . ...
y1 y2

y2
......







q0
q1...
qn


 =




u0. . . u1

u0 . . . u2

u0 u1 . . . ...
u1 u2

u2
......







p0

p1...
pn


 . (6.6)

�e upo²tevamo ²e normalizaijo qn = 1, se sistem spremeni v






u0 0. . . u1 y0. . . . . . u2 . . . y1

u0 . . . . . . ... y0 . . . y2

u0 u1 . . . y0 y1 . . . ...
u1 u2 y1 y2

u2
... y1

...... ...
︸ ︷︷ ︸

n+1
︸ ︷︷ ︸

n




p0...
pn

−q1...
−qn−1




=




y0

y1

y2...  . (6.7)
Izrek 6.6 Naj bo red sistema, ki je zgeneriral vhodno izhodne podatke ui in yi, enak n. Potem
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[
U∞,n+1 Y∞,n+1

]
=







u0 y0. . . u1 . . . y1

u0 . . . u2 y0 . . . y2

u0 u1 . . . ... y0 y1 . . . ...
u1 u2 y1 y2

u2
... y2

...... ...
︸ ︷︷ ︸

n+1
︸ ︷︷ ︸

n+1ni polnega ranga, matrika
[
U∞,n+1 Ỹ∞,n+1

]
=







u0 0. . . u1 y0. . . . . . u2 . . . y1

u0 . . . . . . ... y0 . . . y2

u0 u1 . . . y0 y1 . . . ...
u1 u2 y1 y2

u2
... y1

...... ...
︸ ︷︷ ︸

n+1
︸ ︷︷ ︸

npa je.Dokaz. Po predpostavkah izreka velja (6.6). Potem iz (6.7) vidimo, da [ U∞,n+1 Y∞,n+1

]ni polnega ranga, saj ima v jedru neni£elni vektor [ p0 · · · pn −q0 · · · −qn ]T .Za drugi del izreka predpostavimo, da matrika [ U∞,n+1 Y∞,n

] ni polnega ranga. Potemima v jedru neni£elni vektor [ p0 · · · pn −q0 · · · −qn−1 ]T . Zaradi vzro£nosti lahko pred-postavimo, da je u0 6= 0, saj sier iz u0 = · · · = ui = 0 sledi y0 = · · · = yi = 0 in lahko vse skupajpremaknemo za indeks i. Prva ena£ba v (6.7) nam potem da u0pn = 0, od tod pa sledi pn = 0.Potem pa velja
Y∞,n




q0
q1...
qn−1


 = U∞,n




p0

p1...
pn−1


 .in red sistema je manj²i od n, kar je protislovje.Koe�iente p in q lahko izra£unamo iz prvih 2n + 1 vrsti [ U∞,n+1 Y∞,n

], stabilnej²e pa je,£e vzamemo ve£ podatkov in re²imo sistem po metodi najmanj²ih kvadratov.
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• vhode u0, u1, . . ., kjer je ui ∈ R

m in
• izhode y0, y1, . . ., kjer je yi ∈ R

r.I²£emo realizaijo sistema, ki bo imel ustrezni odziv.�e bi imeli na voljo ²e stanja xi ∈ R
n, bi se zadeva mo£no poenostavila, saj iz
xk+1 = Axk +Buk

yk = Cxk +Duksledi, da i²£emo re²itev sistema
[
x2 x3 · · · xN

y1 y2 · · · yN−1

]
=

[
A B
C D

]
·
[
x1 x2 · · · xN−1

u1 u2 · · · uN−1

]
.Iz tega sistema lahko izra£unamo A,B,C,D ali direktno ali pa po metodi najmanj²ih kvadratov,£e seveda poznamo vektorje stanja xi.Za razliko od vhoda in izhoda vektorji stanja niso enoli£ni. S poljubno nesingularno transfor-maijo T dobimo Ã = T−1AT , B̃ = T−1B, C̃ = CT , D̃ = D in x̃i = T−1Xi. V nadaljevanjubomo videli, kako lahko kljub temu izra£unamo vektorje stanja v neki bazi in potem izra£unamomatrike A,B,C,D.Iz

xk+1 = Axk +Buk

yk = Cxk +Duk
in

xk+2 = Axk+1 +Buk+1

yk+1 = Cxk+1 +Duk+1dobimo
xk+2 = A2xk + [AB B ]

[
uk

uk+1

]

[
yk

yk+1

]
=

[
C
CA

]
xk +

[
D 0
CB D

] [
uk

uk+1

]
.�e nadaljujemo, dobimo




xk+i

yk

yk+1

yk+2...
yk+i−1




=




Ai Ai−1B Ai−2B Ai−3B · · · B

C D
CA CB D
CA2 CAB CB D... ... . . .
CAi−1 CAi−2B · · · · · · · · · D







xk

uk

uk+1

uk+2...
uk+i−1




.

Zgornji sistem lahko zapi²emo v kompaktnej²i obliki
xk+i = Aixk + BiUk,i

Yk,i = Cixk + DiUk,i,
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Bi =

[
Ai−1B · · · B

]
, Di =




D
CB D... . . .

CAi−2B · · · · · · D


 ,

Ci =




C...
CAi−1


 , Yk,i =




yk...
yk+i−1


 , Uk,i =




uk...
uk+i−1


 .�e sedaj de�niramo

Yk,i,j = [Yk,i Yk+1,i · · · Yk+j−1,i ] =




yk yk+1 · · · yk+j−1... ...
yk+i−1 yk+i · · · yk+i+j−2


 ,

Uk,i,j = [Uk,i Uk+1,i · · · Uk+j−1,i ] =




uk uk+1 · · · uk+j−1... ...
uk+i−1 uk+i · · · uk+i+j−2


 ,

Xk,j = [xk xk+1 · · · xk+j−1 ] ,sledi
Xk+i,j = AiXk,j + BiUk,i,j (6.8)
Yk,i,j = CiXk,j + DiUk,i,j. (6.9)Iz Yk,i,j in Uk,i,j sestavimo matriko Hk,i,j =

[
Yk,i,j

Uk,i,j

] velikosti (m+ r)i× j.Izrek 6.7 Naj bo odziv nenehno vzbujen in naj velja i ≥ n in j ≥ (m+r)i, kjer je n red sistema.Potem je
rang(Hk,i,j) = rang(Uk,i,j) + rang(Xk,j) = mi+ n.Dokaz. Predpostavimo lahko, da je realizaija spoznavna. Zaradi tega je za i ≥ n, matrika CIpolnega ranga.V primeru j ≥ (m + r)i imajo matrike (Uk,i,j), Yk,i,j in Xk,j ve£ stolpev kot vrsti. Iz (6.9)sledi, da so vrstie Yk,i,j linearne kombinaije vrsti (Uk,i,j) in Xk,jx. Zaradi tega lahko pi²emo

rang(Hk,i,j) ≤ rang(Uk,i,j) + rang(Xk,j).Ker pa so vrstie Uk,i,j in Xk,j linearno neodvisne (to sledi iz nenehne vzujenosti), mora biti
rang(Hk,i,j) = rang(Uk,i,j) + rang(Xk,j).Vse skupaj lahko premaknemo za i in zapi²emo
rang(Hk,i,j) = rang(Uk,i,j) + rang(Xk,j). (6.10)



Bor Plestenjak - Numeri£ne metode za linearne kontrolne sisteme (verzija: 21. april 2006) 81Izrek 6.8
Lin(XT

k+i,j) = Lin(HT
k,i,j) ∩ Lin(HT

k+i,i,j).Dokaz. Matrika
Hk,2i,j =

[
Yk,2i,j

Uk,2i,j

]ima po izreku 6.7 rang 2mi + n. Hitro lahko vidimo, da obstaja taka permutaijska matrika P ,da je
Hk,2i,j = P

[
Hk,i,j

Hk+i,i,j

]
.Od tod sledi, da je

dim
(
Lin(HT

k,i,j) ∩ Lin(HT
k+i,i,j)

)
= n,saj je rang(HT

k,i,j) + rang(HT
k+i,i,j) = 2mi+ 2n.Sedaj moramo pokazati ²e, da je Lin(XT

k,+i,j) ⊂ Lin(HT
k,i,j) ∩ Lin(HT

k+i,i,j). To bi ºe pomeniloenakost, saj vemo, da je rang(XT
k,+i,j) = n.Iz zveze (6.10) sledi, da je Lin(XT

k,+i,j) ⊂ Lin(HT
k+i,i,j). Ostalo nam le ²e dokazati, da je

Lin(XT
k,+i,j) ⊂ Lin(HT

k,i,j). Ker je matrika Ci polnega ranga, iz ena£be (6.9) sledi
Xk,j = C

+
i Uk,i,j −C

+
i Yk,i,j,kar vstavimo v (6.8) in dobimo

Xk,i,j = (Ai
C

+
i Bi)Uk,i,j −Ai

C
+
i Yk,i,j.Torej so vrstie XT

k,+i,j linearne kombinaije vrsti Yk,i,j in Uk,i,j, ki skupaj sestavljajo vrstie
Hk,i,j in dokaz je kon£an.S pomo£jo zveze

Lin(XT
k+i,j) = Lin(HT

k,i,j) ∩ Lin(HT
k+i,i,j)lahko Xk+i,j izra£unamo iz Hk,i,j in Hk+i,i,j, ko pa enkrat poznamo vektorje stanja, lahko izra£u-namo matrike A,B,C,D iz sistema

[
xk+i+1 xk+i+2 · · · xk+i+j−1

yi+k yi+k+1 · · · yi+k+j−2

]
=

[
A B
C D

]
·
[
xk+i xk+i+1 · · · xk+i+j−2

uk+i uk+i+1 · · · uk+i+j−2

]
.Najbolj²i pribliºek za Lin(HT

k,i,j) ∩ Lin(HT
k+i,i,j) dobimo preko singularnega razepa. Poi²£emolahko ortogonalni matriki Q in V , da je

QT

[
Hk,i,j

Hk+i,i,j

]
V =

[ ]M11 M12 0 (m+r)i

× × M23 mi

M31 0 0 ri

n mi j−mi−n

. (6.11)Ker imata matriki M11 in M31 linearno neodvisne stolpe, presek
Lin(

[
M11 M12 0 T

]
∩ Lin

([
× × M23

M31 0 0

]T
) (6.12)
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j in z ∈ R

n. Ker pa je dimenzijapodprostora takih vektorjev n, to pa je tudi dimenzija preseka (6.12), so to vsi vektorji iz preseka.Iz (6.11) potem sledi, da prvih n vrsti matrike V T razpenja podprostor Lin(XT
k+i,j).Poglejmo, kako lahko s tremi singularnimi razepi pridemo do ortogonalnih matrik Q in V , kizado²£ata (6.11).Naj bo

H =

[
Hk,i,j

Hk+i,i,j

]
.Najprej izra£unamo singularni razep Hk,i,j = U1S1V

T
1 , kjer sta U1 in V1 ortogonalni matrikivelikosti (m+r)i×(m+r)i oziroma j×j, S1 pa je diagonalna matrika reda (m+r)i×j, ki ima leprvih p = rang(Hk,i,j) diagonalnih elementov neni£elnih. Ker vemo, da je rang(Hk,i,j) = mi+n,od tod lahko izra£unamo red kontrolnega sistema n = p−mi. Od tod sledi

HV1 =

[ ]
× 0 (m+r)i

× H2 (m+r)i

p j−p

.

Sedaj izra£unamo singularni razep H2 = U2S2V
T
2 , kjer je U2 ortogonalna matrika dimenzije

(m + r) × (m + r)i, S2 je matrika velikosti (m + r)i × (j − p), ki ima prvih mi singularnihvrednosti neni£elnih, V2 pa je ortogonalna matrika velikosti (j − p) × (j − p). Tako dobimo
[ ]

(m+r)i I 0
(m+r)i 0 UT

2

(m+r)i (m+r)i

HV1 =

[ ]× 0 (m+r)i

× × mi

H3 0 ri

p j−p

.

Za kone izra£unamo ²e singularni razep H3 = U3S3V
T
3 , kjer sta U3 in V3 ortogonalni matrikivelikosti ri × ri oziroma p × p, S1 pa je diagonalna matrika reda ri × p, ki ima le prvih ndiagonalnih elementov neni£elnih. Potem je

[ ]
(m+r)i I 0
(m+r)i 0 UT

2

(m+r)i (m+r)i

HV1

[ ]
j−p I 0
p 0 V3

j−p p

=

[ ]M11 M12 0 (m+r)i

× × M23 mi

M31 0 0 ri

n mi j−mi−nrazep, ki smo ga iskali in iz katerega lahko preberemo matriki Q in V .Celotni algoritem za izra£un realizaije je podan v algoritmu 6.2.
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Algoritem 6.2 Identi�kaija MIMO sistema iz vhodno-izhodnih parovZa£etni podatek je H =

[
Hk,i,j

Hk+i,i,j

], i ≥ n, j ≥ (m+ r)i.1. Hk,i,j = U1S1V
T
1 , S1 velikosti p× p, n = p−mi, H = HV1.2. H =

[ ]
× 0 (m+r)i

× H2 (m+r)i

p j−p

, H2 = U2S2V
T
2 , S2 velikosti mi×mi, H =

[
I 0
0 UT

2

]
H.

3. H =

[ ]× 0 (m+r)i

× × mi

H3 0 ri

p j−p

, H3 = U3S3V
T
3 , S3 velikosti n× n,

4. V1 = [V1a V1b ], Xk+i,j = V T
3 V

T
1a.5. Re²i predolo£eni sitem

[
xk+i+1 · · · xk+i+j−1

yi+k · · · yi+k+j−2

]
=

[
A B
C D

]
·
[
xk+i · · · xk+i+j−2

uk+i · · · uk+i+j−2

]
.



Poglavje 7Stabilizaija in razporejanje polov
7.1 UvodImamo linearni zvezni kontrolni sistem

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), x(t0) = x0, t ≥ t0,

y(t) = Cx(t) +Du(t).Pri vodenju sistema ponavadi uporabljamo povratno zvezo. �e poznamo stanje x(t), lahko zapovratno zvezo vzamemo
u(t) = v(t) −Kx(t),kjer je v(t) nova vhodna funkija. Zaprtozan£ni sistem je

ẋ(t) = (A−BK)x(t) +Bv(t), x(t0) = x0, t ≥ t0,

y(t) = (C −DK)x(t) +Dv(t).Ukvarjali se bomo z dvema nalogama:
• Pri stabilizaiji sistema i²£emo tako matriko povratne zveze K, da bo zaprtozan£ni sistemstabilen.
• Pri razporejanju polov oz. EVA problemu (eigenvalue assignment problem) i²£emo takomatriko povratne zveze K, da bo zaprtozan£ni sistem imel to£no dolo£ene pole.O£itno je, da £e lahko poljubno razporedimo lastne vrednosti, potem lahko vse po²ljemo v levopolravnino C in tako stabiliziramo sistem. Moramo pa ºe vnaprej dolo£iti, kje naj bodo novelastne vrednosti. Pri problemu stabilizaije ne moremo vplivati na to, kak²ni bodo novi poli, bopa novi sistem stabilen.Izrek 7.1 Za realni matriki A in B iz linearnega sistema ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) obstaja realnamatrika K, da ima A− BK predpisan spekter (zaprt za konjugiranje), natanko tedaj, ko je par

(A,B) vodljiv. 84



Bor Plestenjak - Numeri£ne metode za linearne kontrolne sisteme (verzija: 21. april 2006) 857.2 Stabilizaija s povratno zvezo iz stanjaI²£emo tako matriko K, da bo zaprtozan£ni sistem stabilen, ne moremo pa podati, kje naj leºijonovi poli.Predpostavka je, da je sistem stabilizabilen oz. ga je moºno stabilizirati. Zadosten pogoj zastabilizabilnost je, da je par (A,B) vodljiv, ni pa potreben.�e par (A,B) ni vodljiv, potem obstaja taka nesingularna matrika T , da je
TAT−1 =

[
Ã11 Ã12

0 Ã22

]
, TB =

[
B̃1

0

]in je par (Ã11, B̃1) vodljiv. Potreben pogoj za stabilizabilnost je potem stabilnost Ã22. Matrikapovratne zveze ima potem blo£no obliko
K =

[
K1 0
0 K2

]
,kjer je K1 taka matrika, da je Ã11 − B̃1K1 stabilna, matrika K2 pa je poljubna.7.2.1 Stabilizaija preko vodljivostne Gramove matrike�e je par (A,B) vodljiv, potem je za poljuben t > 0 Gramova vodljivostna matrika

WC(t) =

∫ t

0
e−AsBBT e−AT sds (7.1)pozitivno de�nitna. Iz (7.1) dobimo

AWC(t) +WC(t)AT = −
∫ t

0

d

ds

(
e−AsBBT e−AT s

)
ds = e−AtBBT e−AT t +BBT .Na obeh straneh pri²tejemo −2BBT = WC(t)W−1

C (t)BBT −BBTW−1
C (t)WC(t), da dobimo

FWC(t) +WC(t)F T = −Q, (7.2)kjer je F = A−BBTW−1
C (t) in Q = e−AtBBT e−AT t +BBT .

F je re²itev ena£be Ljapunova (7.2), kjer sta WC(t) in Q simetri£ni pozitivno de�nitni matriki,zato je F stabilna matrika.Za izra£un WC(t) lahko uporabimo eno izmed metod za numeri£no ra£unanje eksponentnefunkije matrike. �e je
exp

([
A BBT

−AT

]
t

)
=

[
E1(t) G(t)

E2(t)

]
,potem je o£itno E1(t) = eAt, E2(t) = e−AT t, za G(t) pa preverimo, da velja G(t) = eAtWC(t).Res, £e upo²tevamo d

dt(e
Ct) = CeCt, potem bi moralo za G(t) veljati

G′(t) = AG(t) +BBTE2(t),
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∫ t
0 e

A(t−s)BBT e−AT sds.Sledi, da je WC(t) = E2(t)
TG(t), potem pa za K vzamemo BTWC(t)−1.Denimo, da sistem ni vodljiv, je pa stabilizabilen. Obstaja ortogonalna matrika U , da je
UTAU =

[
Ã11 Ã12

0 Ã22

]
, UTB =

[
B̃1

0

]in je par (Ã11, B̃1) vodljiv, matrika Ã22 pa stabilna.Potem je
W+

C (t) = UT

[
W−1

11 (t) 0
0 0

]
U,kjer je

W11(t) =

∫ t

0
e−A11sBBT e−AT

11
sds.Zato je stabilen zaprtozan£ni model

A−BBTW+
C = U

[
A11 −B1B

T
1 W

T
11 A12

0 A22

]
UT .Tako smo izpeljali algoritem 7.1 za stabilizaijo z Gramovo matriko.Algoritem 7.1 Stabilizaija sistema preko Gramove spoznavnostne matrike1. H =

[
A BBT

0 −AT

],2. za t > 0 izra£unaj eHt =

[
E1(t) G(t)

E2(t)

],3. WC(t) = ET
2 (t)G(t),4. izra£unaj lastni razep

WC(t) = Q

[
Λ

0

]
QT ,5. matrika povratne zveze je

K = BTQ

[
Λ−1

0

]
QT .V primeru diskretnega sistema xk+1 = Axk +Buk je analogna formula

K = BT
[
(AT )NW+

NA
N
]
A = (I +BTVNB)−1BTVNA,kjer vzamemo N ≥ n in

WN =

N∑

i=0

AiBBT (AT )i,
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VN = (AT )NW+

N +AN .V primeru, ko je par (A,B) vodljiv, namesto W+
N lahko vzamemo W−1

N , saj je v tem primetu
WN nesingularna matrika.7.2.2 Stabilizaija preko ena£be LjapunovaIzrek 7.2 Naj bo (A,B) vodljiv par in β > |λmax|, kjer je λmax lastna vrednost matrike A znajve£jim absolutnim realnim delom. �e vzamemo za matriko povratne zveze K = BTZ−1, kjerje Z s.p.d. re²itev ena£be Ljapunova

−(A+ βI)Z + Z(−(A+ βI))T = −2BBT , (7.3)potem je matrika A−BK stabilna.Dokaz. Matrika −(A+βI) je stabilna, saj imajo njene lastne vrednosti o£itno negativne realnedele. Iz vodljivosti para (A,B) sledi vodljivost para (−(A+ βI), B). Zdaj iz izreka 4.5 sledi, daje Z, ki re²i ena£bo Ljapunova (7.3), simetri£na pozitivno de�nitna matrika.Ena£bo (7.3) lahko prepi²emo v obliki
(A−BBTZ−1)Z + Z(A−BBTZ−1)T = −2βZoziroma

(A−BK)Z + Z(A−BK)T = −2βZ, (7.4)kjer je K = BTZ−1. Iz simetri£ne pozitivne de�nitnosti Z sedaj sledi, da je matrika A − BKstabilna, saj £e je npr. (A−BK)x = λx lastni par matrike A−BK, potem iz (7.4) dobimo
(λ+ λ)xHZx = −2βxHZx,od tod pa sledi Re(λ) > 0.�e nimamo na voljo bolj²e oene, lahko vzamemo β > ‖A‖. Stabilizaija preko ena£be Ljapunovaje predstavljena v algoritmu 7.2.Podobno kot prej, £e par (A,B) ni vodljiv, se pa da stabilizirati, potem se matrika povratnezveze izraºa s pseudoinverzom K = BTZ+, kjer je Z simetri£na nenegativno de�nitna matrika,ki zado²£a (7.3).V primeru diskretnega sistema xk+1 = Axk +Buk imamo analogni izrek.Izrek 7.3 Naj bo xk+1 = Axk +Buk vodljiv diskretni sistem. Naj bo 0 < β ≤ 1, da velja |λ| ≥ βza vse lastne vrednosti λ matrike A in naj Z zado²£a diskretni ena£bi Ljapunova
AZAT − β2z = 2BBT .�e vzamemo
K = BT (Z +BBT )−1A,potem je A−BK konvergentna matrika.
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−(A+ βI)Z + Z(−(A+ βI))T = −Q,4. izra£unaj lastni razep

Z = V

[
Λ

0

]
V T ,5. matrika povratne zveze je

K = BTV

[
Λ−1

0

]
V T .7.3 Razporejanje polovSistem lahko stabiliziramo tudi tako, da izberemo tako matriko povratne zveze, da ima A−BKvnaprej izbrane stabilne lastne vrednosti. To lahko naredimo, £e je par (A,B) vodljiv. Na voljoimamo ve£ algoritmov, osnovni je Akermanov, ki smo ga ºe opisali v razdelku 3.6.1.Naj bo

α(s) = sn + αn−1s
n−1 + · · · + α1s+ α0iljni karakteristi£ni polinom. �e je sistem podan v vodljivostni normalni obliki

A =




0 1
0 1. . . . . .

0 1
−a0 −a1 · · · · · · −an−1



, b =




0...
0
bn


 ,potem moramo vzeti

k̃ = [α0 − a0 α1 − a1 · · · αn−1 − an−1 ] .�e par (A, b) ni v vodljivostni normalni obliki, moramo najprej poiskati prehodno nesingularnomatriko T , da bosta Ã in b̃ prave oblike. �e je
k̃ = [α0 − a0 α1 − a1 · · · αn−1 − an−1 ]prava izbira povratne zveze za transformirani par (Ã, b̃) = (TAT−1, T b), potem je za originalnipar (A, b) prava izbira k = k̃T . Vemo

k = k̃T = [α0 − a0 α1 − a1 · · · αn−1 − an−1 ]




sn

snA...
snA

n−1


 ,
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M . Sledi

k̃T = sn(α0I + α1A+ · · · + αn−1A
n−1) − sn(a0I + a1A+ · · · + an−1A

n−1)in preko Cayley-Hamiltonovega izreka dobimo Akermanovo formulo
k = eTnC

−1
M α(A).7.3.1 Zveza med poli in prehodnim obna²anjem sistemaPonavadi ni dovoj, da sistem le stabiliziramo, temve£ bi radi tudi kontrolirali, kako se odziva naspremembe, torej kak²no je njegovo prehodno obna²anje.Za zgled si poglejmo sistem druge stopnje

ẍ(t) + 2ζωẋ(t) + ω2x(t) = u(t),kjer je ζ faktor du²enja, ω pa naravna frekvena sistema.Pola sistema sta λ1,2 = ζω ± ω
√

1 − ζ2.Prehodno obna²anje sistema je odvisno od ζ in ω.Pri �ksnem ω imamo
• za ζ ≥ 1 dobimo po£asen in gladek odziv,
• za 0 ≤ ζ < 1 imamo hiter a osilirajo£ odziv.Pri ve£jih sistemih ponavadi odziv dolo£ata dva dominantna pola, ki sta najbliºja imaginarni osi.V primeru, ko pole dosti premaknemo, lahko pri£akujemom da bomo potrebovali velike vrednostiv vhodnem vektorju. Velja namre£

u(t) = v(t) −Kx(t)in £e je normaK velika, lahko pri£akujemo, da bo zaprtozan£ni sistem potreboval velike vrednostina vhodu. Ker so ponavadi maksimalne vrednosti vhoda omejene, to pomeni, da si ne moremoprivo²£iti povratnih zvez, kjer pride do velikih premikov polov.7.4 Razporejanje polov enovhodnih sistemovImamo linearni zvezni kontrolni sistem
ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), x(t0) = x0, t ≥ t0,

y(t) = Cx(t) +Du(t).Predpostavimo lahko, da je sistem vodljiv. Potem obstaja ortogonalna matrika U , da je
Ã = UTAU
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b̃ = UT b = [ b1 0 · · · 0 ]T .Zato lahko predpostavimo, da je ºe za£etni sistem v t.i. Hessenbergovi vodljivostni obliki.I²£emo povratno zvezo k, da bo A− bk imela predpisane lastne vrednosti λ1, . . . , λn.7.4.1 Razporejanje polov preko Hessenbergove formePredpostavimo, da so predpisane lastne vrednosti vse enostavne. Potem imamo n lastnih vek-torjev x1, . . . , xn in A− bk se da diagonalizirati kot

A− bk = XΛX−1.�e bi poznali X, bi lahko izra£unali povratno zvezo k iz
k =

1

b1

(
eT1 (A−XΛX−1)

)
.Izkaºe se, da je to izvedljivo, saj lahko lastne vektorje x1, . . . , xn izra£unamo, ne da bi poznali k.�e je z lastni vektor za lastno vrednost λ, je (A− bk)z = λz, kjer je

A− bk =




a11 − b1k1 a12 − b1k2 · · · a1n − b1kn

a21 a22 · · · a2n. . . ...
an,n−1 ann


 .�e izberemo zn 6= 0, lahko preostale komponente z izra£unamo neodvisno od k kot

zk =
1

ak+1,k


λzk+1 −

n∑

j=k+1

ak+1,jzj


 , k = n− 1, . . . , 2, 1.Ker je A ireduibilna, so vsi poddiagonalni elementi ai+1,i neni£elni.Tako lahko za vsako lastno vrednost λk izra£unamo lastni vektor xk, potem pa iz formule

k =
(
eT1 (A−XΛX−1)

)dobimo k.7.4.2 Metoda ortogonalnih transformaij na lastnih vektorjihPrej²nja metoda ni popolna. Pri ra£unanju XΛX−1 lahko pride do velikih napak, £e je matrikalastnih vektorjev zelo ob£utljiva, teºava pa je tudi, da smo omejeni na enostavne lastne vrednosti.Teºavam se bomo poskusili izogniti z ra£unanjem z ortogonalnimi transformaijami.



Bor Plestenjak - Numeri£ne metode za linearne kontrolne sisteme (verzija: 21. april 2006) 91�e je ‖z‖2 = 1 lastni vektor za lastno vrednost λ, je (A− bk)z = λz. Naj bo Q taka ortogonalnamatrika, da je z = Qe1. Potem ima QT (A− bk)Q obliko
QT (A− bk)Q =




λ × · · · ×
0 × · · · ×... ... ...
0 × · · · ×


 .Sedaj bi lahko nadaljevali na preostanku matrike, a bomo pokazali, da lahko to redukijoizvedemo tako, da bo reduirani problem spet v Hessenbergovi vodljivostni obliki.Predpostavimo, da so izbrane lastne vrednosti realne. Naj bo λ lastna vrednost in z lastni vektorza A− bk. Izberemo zn 6= 0 in iz (A− bk)z = λz izra£unamo

zn−1 = ((λ− ann)zn)/an,n−1

zn−2 = ((λ− an−1,n−1)zn−1 − an−1,nzn)/an−1,n−2Z rotaijo z(1) = RT
n−1,nz = [× · · · × zn−2 z̃n−1 0 ]T uni£imo zadnji element v z. Zaradi

zn 6= 0 je tudi z̃n−1 6= 0.
(A− bk)z = λz se spremeni v RT

n−1,n(A− bk)Rn−1,nz
(1) = λz(1), kjer je

RT
n−1,n(A− bk)Rn−1,n =




× × × × ×
× × × × ×

× × × ×
× × ×
+ × ×



,na mestu (n, n− 2) je novi neni£elni element.Sedaj izra£unamo

zn−3 = ((λ− an−2,n−1)zn−2 − an−2,n−1z̃n−1)/an−2,n−3,kjer so aij elementi matrike RT
n−1,nARn−1,n.Z rotaijo Rn−2,n−1 uni£imo naslednji element v z:

z(2) = RT
n−2,n−1z

(1) = [× · · · × zn−3 z̃n−2 0 0 ]T .Dobimo
RT

n−2,n−1R
T
n−1,n(A− bk)Rn−1,nRn−2,n−1 =




× × × × ×
× × × × ×

× × × ×
+ × × ×

0 × ×



.Na mestu (n−1, n−3) je nov neni£elni element, neni£elni element na mestu (n, n−2) iz prej²njegakoraka pa je spet ni£. To pa zato, ker iz zadnje vrstie sledi an,n−2z̃n−2 = 0, za z̃n−2 pa vemo,da ni 0.
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QT (A− bk)Qz(n−1) = λz(n−1), kjer je Q = Rn−1,n · · ·R12, z(n−1) = [× 0 · · · 0 ]T in

QTAQ =




a11 × · · · ×
a21

0 A(2)...
0



, QT b =




b̃1
b̃2
0...
0



,kjer je b̃2 6= 0 in je A(2) ireduibilna Hessenbergova matrika. Iz zveze b̃k1 = a11 −λ in b̃2k1 = a21dobimo k1 = a21/b̃1. Postopek rekurzivno nadaljujemo na A(2) in b(2) = [ b̃2 0 · · · 0 ]T .7.4.3 Modi�kaija QR algoritmaTu bomo uporabili znano dejstvo, da v primeru, ko je matrika H ireduibilna Hessenbergovamatrika in je λ njena lastna vrednosti, pri QR algoritmu s premikom λ v enem koraku izlo£imoto lastno vrednost.En korak QR algoritma s premikom λ je

H − λI = QR
H̃ = RQ+ λIKer je λ lastna vrednost, ima zgornja trikotna matrika R prvih n−1 stolpev linearno neodvisnih,v zadnjem stolpu pa je rnn = 0. Zaradi tega ima H̃ zadnjo vrstio [ 0 · · · 0 λ ].Sedaj bomo to obrnili tako, da bomo nastavili vrednost koe�ientov povratne zveze k tako, dabomo po enem koraku QR s premikom λ, kjer bo λ ena izmed predpisanih lastnih vrednosti,izlo£ili λ.Na za£etku je A ireduibilna zgornja Hessenbergova in b = [ b1 0 · · · 0 ]T , i²£emo pa k =

[ k1 · · · kn ]T , da bo A− bk imela lastne vrednosti λ1, . . . , λn.Ozna£imo A(1) = A, b(1) = b in k(1) = k. �e naj bo λ1 lastna vrednost je A(1) − b(1)k(1) − λ1Isingularna matrika. �e sedaj na matriki A(1) − b(1)k(1) − λ1I z desne uporabimo Givensoverotaije Rn−1,n, . . . , R12, da jo spravimo v zgornjo trikotno obliko, dobimo
(A(1) − b(1)k(1) − λ1I)Rn−1,n · · ·R12 =




0 × × × ×
× × × ×

× × ×
× ×

×



.To pomeni

(A(1) − λ1I)Q1 =




t11 × × × ×
× × × ×

× × ×
× ×

×



, b(1)k(1)Q1 =




b1k1 × × × ×
× × × ×

× × ×
× ×

×



,kjer je Q1 = Rn−1,n · · ·R12 in k(1)Q1 = [ k1 k(2) ]. Izbrati moramo k1 = t11/b1.
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QH

1 (A(1) − b(1)k(1))Q1 =




λ1 × · · · ×
0... A(2) − b(2)k(2)

0


 , QT

1 b =




b̃1
b2
0...
0



,kjer je A(2) ireduibilna Hessenbergova in b(2) = [ b2 0 · · · 0 ]T . Ponovimo postopek indolo£imo prvi element k(2). Na konu ostane 1 × 1 matrika A(n) iz katere dobimo k(n) = kniz zveze

A(n) − b(n)k(n) = λn.Potem moramo ²e ra£unati nazaj. Iz k(j)Qj = [ kj k(j+1) ] sledi
k(j) = [ kj k(j+1) ]QH

jza j = n− 1, . . . , 2, 1, vse pa se za£ne s k(n) = kn.Celotni algoritem je zapisan v algoritmu 7.3.Algoritem 7.3 Razporejanje polov z modi�iranim QR algoritmom
A(1) = A
j = 1, 2, . . . , n− 1izra£unaj unitarno matriko Qj = R12 · · ·Rn−j,n−j+1 velikosti (n− j + 1) × (n − j + 1),da je (A(j) − λjI)Qj = T (j) zgornja trikotna

tjj = (T (j))jj.
kj = tjj/bj[

×
b(j+1)

]
= RH

12

[
bj
0

]




× × · · · ×
0... A(j+1)

0


 = QH

j T
(j) + λjI

k(n) = (A(n) − λn)/bn
j = n− 1, . . . , 2, 1

k(j) = [ kj k(j+1) ]QH
j

k = k(1).7.5 Razporejanje polov ve£vhodnih sistemov7.5.1 Razporejanje polov preko Hessenbergove formeTukaj manjka ²e: Razporejanje polov preko Hessenbergove forme.



Bor Plestenjak - Numeri£ne metode za linearne kontrolne sisteme (verzija: 21. april 2006) 947.5.2 Metoda ortogonalnih transformaij na lastnih vektorjihTukaj manjka ²e: Metoda ortogonalnih transformaij na lastnih vektorjih.7.5.3 Razporejanje polov preko Shurove formePri tem algoritmu namesto vodljivostne Hessenbergove forme uporabimo Shurovo formo matrike
A. Naj bo par (A,B) vodljiv in naj bo

Ã = QAQT =

[
A11 A12

0 A22

]
, B̃ = QB =

[
B1

B2

]
,kjer sta A11 in A22 kvazi zgornje trikotni matriki.Denimo, da smo diagonalne elemente (kjer dopu²£amo tudi bloke 2 × 2) v Shurovi formi raz-poredili tako, da imamo v A11 ºe dobre lastne vrednosti, ki jih ne bi radi ve£ spreminjali, v A22pa so slabe lastne vrednosti, ki bi jih radi premaknili.�e je K̃ = [ 0 K2 ], potem dobimo

Ã− B̃K̃ =

[
A11 A12 −B1K2

0 A22 −B2K2

]
.Vidimo, da se je A22 premaknila v A22 − B2K2, s tem pa so se spremenile tudi tiste lastnevrednosti A, ki so pripadale bloku A22. Iz vodljivosti para (Ã, B̃) sledi tudi vodljivost para

(A22, B2). Dovolj je torej re²iti le problem razporeditve polov za par (A22, B2). Od tod dobimo
K2, potem pa je K = [ 0 K2 ]Q.Na za£etku moramo lastne vrednosti A razdeliti na dva dela, prvi del bo v A11, drugi del pa v A22.Ker pri ra£unanju Shurove forme matrike A dobimo razporeditev, ki ni pravilno razdeljena nabloka, moramo najprej ustrezno preurediti lastne vrednosti na diagonali Ã. Poi²£emo ortogonalnomatriko U , da ima matrika UÃUT pravilno razporeditev.Preurejanje izvedemo z zamenjavami sosednjih lastnih vrednosti. �e imamo matriko [ λ1 r

0 λ2

]in poi²£emo rotaijo R12, da je RT
12

[
r

λ2 − λ1

]
=

[
×
0

], potem je
RT

12AR12 =

[
λ2 r
0 λ1

]
.V primeru n× n matrike lahko zamenjamo sosednja 1 × 1 diagonalna bloka:

RT
p,p+1




λ1 · · · · · · · · · · · · ×. . . ...
λp

...
λp+1

.... . . ...
λn




Rp,p+1 =




λ1 · · · · · · · · · · · · ×. . . ...
λp+1

...
λp

.... . . ...
λn




.



Bor Plestenjak - Numeri£ne metode za linearne kontrolne sisteme (verzija: 21. april 2006) 95Poljubno permutaijo lahko sestavimo iz transpoziij, torej lahko lastne vrednosti poljubnopreuredimo. V primeru kompleksnih lastnih vrednosti imamo ²e dodatne algoritme za izmenjavodiagonalnih blokov velikosti 2 × 1 ali 2 × 2.Poglejmo si, kako lahko razporedimo lastne vrednosti v primeru matrik 1 × 1 ali 2 × 2.Naj bo M matrika p× p, kjer je p = 1 ali p = 2. Naj bo G matrika p ×m in Λ = {λ1, . . . , λp},pri £emer velja Λ = Λ. Algoritem za matriko povratne zveze F je:
G = U [ G̃ 0 ]V T , kjer je G̃ matrika r × r in r = rang(G)

M̃ = UTMU�e je r = p, potemizberi poljubno p× p matriko T z lastnimi vrednostmi v Λ.
F̃ = G̃−1(M̃ − T )sier (edina moºnost je r = 1, p = 2) izra£unaj F̃ = [ f1 f2 ]

M̃ =

[
m11 m12

m21 m22

], G̃ = [β]

f1 = (m11 +m22 − λ1 − λ2)/β

f2 =
(

m22

m21

)
f1 − (m11m22 −m12m21 − λ1λ2)/(m21β)

F = V

[
F̃
0

]
UTSedaj si lahko pogledamo, kako lahko preuredimo lastne vrednosti na matriki ??Pretvori A v urejeno Shurovo formo: A = QAQT =

[
A11 A12

0 A22

],da so v A11 dobre lastne vrednosti λ1, . . . , λr, v A22 pa λr+1, . . . , λn

B = QB, Q̂ = Q

K = 0, i = r + 1Dokler je i ≤ n ponavljaj:Za M vzemi zadnji blok A velikosti p× p, kjer je p = 1 ali p = 2Za G vzemi zadnjih p vrsti BIzra£unaj matriko F , ki premakne p lastnih vrednostiPosodobi K in A: K = K − [ 0 F ] Q̂, A = A−B [ 0 F ]Premakni zadnji blok A na mesto (i, i), transformaije shrani v QPosodobi B in Q̂: B = QB, Q̂ = QQ̂

i = i+ pPri problemu PEVA (Partial Eigenvalue Assignment) imamo dano matriko A ∈ R
n×n, matriko

B ∈ R
n×m, del spektra {λ1, . . . , λp} matrike A, kjer je p < n in pa ºelene lastne vrednosti

{µ1, . . . , µp}. Cilj je poiskati matriko povratne zveze K, da bo matrika A − BK imela lastnevrednosti {µ1, . . . , µp, λp+1, . . . , λn}.



Bor Plestenjak - Numeri£ne metode za linearne kontrolne sisteme (verzija: 21. april 2006) 96Problem lahko re²imo s prej²njim algoritmom, kjer smo pole razporejali s pomo£jo Shuroveforme. To je lepa lastnost tega algoritma, kjer lahko premaknemo le izbrani del spektra, drugidel pa ostane nespremenjen.Vseeno pa algoritem ni najbolj ekonomi£en, saj moramo najprej pretvoriti A v Shurovo formo,kar v praksi pomeni, da izra£unamo vse lastne vrednosti matrike A. V primeru, ko je matrika
A velikih dimenzij, so primernej²i algoritmi za re²evanje problema PEVA, kjer izra£unamo samotoliko lastnih vrednosti kot jih je potrebno zamenjati.Primer uporabe bi npr. bil, da za sistem poi²£emo samo lastne vrednosti s pozitivnim realnimdelom in jih premaknemo v levo polravnino.7.6 Pogojenost polov zaprtozan£nega sistemaZanima nas, za koliko se bodo poli zaprtozan£nega sistema z izra£unano matriko povratne zveze
K̂ razlikovali od ºelenih polov Λ, ki so bili vhodni podatek za izra£un K.Pri ra£unanju K lahko v najbolj²em primeru pri£akujemo, da je algoritem obratno stabilen inda smo torej izra£unali to£en K̂ za bliºnji par Â in B̂. Imamo K̂ = K + ∆K, Â = A + ∆A in
B̂ = B+ ∆B, kjer sta ‖∆A‖ in ‖∆B‖ majhni glede na ‖A‖ oziroma ‖B‖, matrika F̂ = Â− B̂K̂pa ima predpisane lastne vrednosti Λ = {λ1, . . . , λn}.V zaprtozan£nem sistemu imamo potem matriko F̃ = A−BK̂ in zanima nas, za koliko se njenelastne vrednosti razlikujejo od predpisanih Λ.�e ozna£imo F = A−BK, potem velja F−F̃ = B∆K. �e so vse lastne vrednosti F enostavne inje X matrika lastnih vektorjev za F , potem nam Bauer-Fikeov izrek pove, da za lastne vrednosti
µ matrike F̃ velja

min
i

|µ− λi| ≤ κ2(X)‖B∆K‖2.V primeru velike ob£utljivosti lastnih vektorjev matrike F ali velike norme B∆K lahko pri£aku-jemo velika odstopanja lastnih vrednosti F̃ od predpisanih λ1, . . . , λn.Na odstopanja lastnih vrednosti F̃ od predpisanih λ1, . . . , λn vplivajo ²tevilni faktorji, ki so tudimedsebojno povezani. Prvi faktor je ob£utljivost samega problema izra£una matrike povratnezveze K.Samo ra£unanje K je lahko zelo ob£utljivo, kar pomeni, da pri danih matrikah A, B in pred-pisanem spektru Λ majhne motnje ∆A, ∆B ali ∆Λ lahko povzro£ijo velike motnje ∆K matrike
K.Sun je razvil naslednjo teorijo za oeno spremembe K.Naj bo A ∈ R

n×n, B = [ b1 · · · bm ] ∈ R
m×n, K = [ k1 · · · km ]T ∈ R

n×m. Vse lastnevrednosti A − BK naj bodo enostavne, X = [x1 · · · xn ] naj bo matrika normiranih lastnihvektorjev, da je
A−BK = XΛX−1,kjer je Λ = diag(λ1, . . . , λn). Naj bodo Y = [ y1 · · · yn ] levi lastni vektorji, normirani tako,da je yT

i xj = δij za vse i, j. Motnje ∆A, ∆B in ∆Λ naj bodo tako majhne, da ima zmotenizaprotzan£ni sistem ²e vedno enostavne lastne vrednosti.
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Wλ = [S1X

T · · · SmX
T ] ∈ Rn×mn, Sj = diag(yT

1 bj , . . . , y
T
n bj),

Wa = [D1(X)X−1 · · · Dn(X)X−1 ] ∈ Rn×n2

, Di(X) = diag(xi1, . . . , xin),

Wb = diag(T1X
−1, . . . , TmX

−1) ∈ Rn×mn, Tj = diag(kT
j x1, . . . , k

T
j xn),

Z = W+

λ , Φ = −ZWa, Ψ = −ZWb,predpostavimo, da sta para (A,B) in (Ã, B̃) vodljiva, mnoºii S = {λ1, . . . , λn} in S̃ = {λ̃1, . . . , λ̃n} pazaprti za konjugiranje.�e je K matrika povratne zveze za A,B, S, potem obstaja matrika povratne zveze K̃ za Ã, B̃, S̃, da je
‖K̃ −K‖ ≤ δK + O




∥∥∥∥∥∥



ã
b̃
λ̃


−



a
b
λ



∥∥∥∥∥∥

2

 ≤ ∆K + O




∥∥∥∥∥∥



ã
b̃
λ̃


−



a
b
λ



∥∥∥∥∥∥

2

 ,kjer je

a = vec(A), b = vec(B), λ = [λ1 · · · λn]T ,

ã = vec(Ã), b̃ = vec(B̃), λ̃ = [λ̃1 · · · λ̃n]T ,

δk = ‖Φ(ã− a) + Ψ(̃b− b) + Z(λ̃− λ)‖,
∆k = ‖Φ‖ · ‖ã− a‖ + ‖Ψ‖ · ‖b̃− b‖ + ‖Z‖ · ‖λ̃− λ‖.�e ozna£imo κA(K) = ‖Φ‖, κB(K) = ‖Ψ‖, κλ(K) = ‖Z‖, potem lahko de�niramo absolutnopogojenostno ²tevilo K kot
κK(K) =

(
κA(K)2 + κB(K)2 + κλ(K)2

)1/2
.Veljata oeni

κA(K) = ‖Φ‖ ≤ ‖Z‖2‖X−1‖2,

κB(K) = ‖Ψ‖ ≤ max
j

‖kj‖2‖Z‖2‖X−1‖2.V Frobeniusovi normi dobimo relativno pogojenostno ²tevilo
κ

(r)
K (K) =

(
κ

(r)
A (K)2 + κ

(r)
B (K)2 + κ

(r)
λ (K)2

)1/2
,kjer je

κ
(r)
A (K) = κA(K)

‖A‖F

‖K‖F
, κ

(r)
B (K) = κB(K)

‖B‖F

‖K‖F
, κ

(r)
λ (K) = κλ(K)

‖λ‖F

‖K‖F
.Zgled 7.1 Za podatke

A =




−4
0.001 −3

0.001 −3
0.001 −1

0.001 0



, B =




1
0
0
0
0



,
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Λ = {−2.992,−0.8808,−2,−1, 7.0032 · 10−14}dobimo
K = [ 3.12 −1.67 7.45 −2.8 0.37 ] .�e sedaj spremenimo prvo iskano lastno vrednosti iz -2.992 v -3 dobimo

K̂ = [ 3.1199 0.0078 7.8345 0.0004 0.3701 ] .

�Zgled 7.2 Za podatke
A =




0.1
0.01 0.1

0.01 0.1
1 0.1


 , B =




100
0
0
0


 ,

Λ = {−0.15,−0.20,−0.25,−0.30}dobimo
K = [ 0.013 0.6275 13.325 1.05 ] .�e sedaj spremenimo element a31 z 0 na −0.001, potem dobimo
K̂ = [ 0.013 3.01 23.825 1.05 ] .�eljeni poli so lepo separirani, tako da to ni razlog za velike motnje. �Naslednji faktor, ki vpliva na odstopanje zaprtozan£nih polov od predpisanih, je norma matrike

K.Kadar imajo elementi matrike velike absolutne vrednosti oziroma je norma ‖K‖ velika, potemlahko za izra£unano matriko velja, da je relativna napaka ‖∆K‖
‖K‖ res majhna, ampak ‖∆K‖ jelahko velika v primerjavi z |λ|. Potem imamo zaradi oene iz Bauer-Fikeovega izreka lahko velikaodstopanja polov F̃ od iljnih.

K ima lahko veliko normo kadar
• je par (A,B) blizu nevodljivemu paru,
• so predpisani poli dale£ od polov odprtozan£nega sistema.Velja tudi naslednja oena. To£ne lastne vrednosti

F̂ = A+ ∆A− (B + ∆B)K̂ = F̃ + ∆A− ∆BK̂so ºelene lastne vrednosti Λ. Odstopanja lastnih vrednosti F̃ od ºelenih je tako odvisno tudi odrazmerja med ‖∆A− ∆BK̂‖ in ‖F̃‖.
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A =

[
A11 A12

0 a22

]
, b =

[
b1
µ

]
,kjer je par (A11, b1) vodljiv in je µ majhen, potem za k = [ k1 k2 ] dobimo

A− bk =

[
A11 − b1k1 A12 − b1k2

−µk1 a22 − µk2

]
.Ko gre µ→ 0, se manj²a oddaljenost (A, b) od nevodljivih sistemov, po drugi strani pa |k2| rasteprek vseh meja, saj mora v primeru λ2 6= a22 veljati k2 ≈ (λ− a22)/µ.Ko se manj²a oddaljenost od nevodljivega sistema, se ve£a norma matrike povratne zveze K,torej, bolj ko je sistem nevodljiv, mo£nej²i mora biti vhodni signal, da ga lahko kontroliramo. �Velika odstopanja lahko pri£akujemo tudi v primerih, ko so lastne vrednosti A − BK zeloob£utljive.�e je λi enostavna lastna vrednost A−BK, potem je njeno pogojenostno ²tevilo enako

1

y∗i xi
,kjer sta xi in yi normirana desni in levi lastni vektor za λi.V primeru, ko so vse lastne vrednosti enostavne, je oena za odstopanje tudi ob£utljivost matrikelastnih vektorjev X.V primeru ve£kratnih lastnih vrednosti so motnje ²e ve£je, saj so niso ve£ proporionalne O(ǫ),kjer je ǫ velikost motnje, temve£ so lahko proporionalne O(ǫ1/k), kjer je k ve£kratnost lastnevrednosti. Tudi zaradi tega ponavadi ni najbolje, £e ºelimo imeti v zaprtozan£nem sistemuve£kratne pole.V primeru enovhodnega sistema je matrika K enoli£no dolo£ena z A, B in Λ. Pri �ksnem Λ takone moremo vplivati na ob£utljivost ra£unanja K. Edino, na kar lahko vplivamo je, da posku²amoizbrati novo razporeditev polov tako, da bodo potem £imbolj neob£utljivi.Druga£e je pri ve£vhodnih sistemih, ko matrika K ni enoli£na. Tu imamo na voljo ve£ svobodein lahko poi²£emo tak K, da bo npr. matrika lastnih vektorjev zaprtozan£nega sistema imela £immanj²o ob£utljivost. Druga moºnost je, da npr. poskusimo poiskati K s £im manj²o normo, sajnam lahko tudi velika norma K povzro£a teºave.Na konu moramo upo²tevati tudi to, da na za£etku iskanja matrike povratne zveze K pon-avadi matriki A in B transformiramo v enostavnej²o obliko. �e za to uporabimo neortogonalnetransformaije, kot npr. pri Akermanovi formuli, potem lahko pri£akujemo velika odstopanja.7.7 Robustno razporejanje polovV primeru ve£vhodnega sistema matrika povratne zveze K ni ve£ enoli£na. Zato jo poskusimopri izbranem spektru Λ dolo£iti tako, da bodo poli zaprtozan£nega sistema £im manj ob£utljivi.
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X−1(A−BK)X = Λ = diag(λ1, . . . , λn).Vemo, da je v primeru enostavne lastne vrednosti λj njeno pogojenostno ²tevilo enako

cj =
1

sj
=

‖xj‖2‖yj‖2

|y∗jxj|
,kjer sta xj in yj desni in levi lastni vektor za λj . Vemo tudi, da za vsak j velja

cj ≤ ‖X‖2‖X−1‖2.Tako dobimo nekaj variant za zmanj²anje ob£utljivosti:1. ν1 = ‖c‖∞ = |c1| + · · · + |cn|,2. ν2 = ‖X‖ · ‖X−1‖,3. ν3 = ‖X−1‖F
√
n = ‖C‖2

√
n.Velja

1 ≤ ν3 ≤ ν1 ≤ ν2 ≤ nν3,tako da so vse mere med seboj ekvivalentne.Problem REVA (Robust Eigenvalue Assignment) lahko podamo kot:Za dani matriki A ∈ R
n×n in B ∈ R

n×m, m ≤ n, ki je polnega ranga, poi²£i K ∈ R
m×n innesingularno matriko X, da bo

(A−BK)X = XΛin bo ena izmed mer ob£utljivosti zaprtozan£nih polov minimalna.Izrek 7.4 �e je X nesingularna, potem obstaja nesingularna matrika K, ki zado²£a (A−BK)X =
XΛ natanko tedaj, ko je

UT
1 (XΛ −AX) = 0,kjer je
B = [U0 U1 ]

[
Z
0

]QR razep matrike B, matrika Z je nesingularna, U0 in U1 pa imata ortonormirane stolpe.Potem je K podana ekspliitno z
K = Z−1UT

0 (A−XΛX−1).Sedaj lahko zapi²emo algoritem za problem REVA. Vhodni podatki so A ∈ R
n×n, B ∈ R

n×m,
m ≤ n, Λ = diag(λ1, . . . , λn), pri £emer je B polnega ranga, par (A,B) je vodljiv, Λ pa je zaprtaza konjugiranje.Izhodni podatki so matrika povratne zveze K ∈ R

m×n, dolo£ena tako, da ima A − BK lastnevrednosti λ1, . . . , λn in je ob£utljivost matrike lastnih vektorjev £im manj²a.
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[
Z
0

] in od tod U0, U1 in Z.Za podprostor Sj = ker(UT
1 (A − λjI)) in njegov komplement Ŝj skontruiramo ortonormi-rano bazo, ki sestavlja stolpe Sj in Ŝj, za j = 1, . . . , n.2. Iz podprostorov Sj izberemo normirane vektorje x1, . . . , xn, da je X = [x1 · · · xn ] £imbolje pogojena.3. Re²imo linearni sistem FX = XΛ, odtod dobimo F .4. Izra£unamo K = Z−1UT

0 (A− F ).Za dobljeni K velja
‖K‖2 ≤ (‖A‖2 + max

j
|λj |κ2(X))

1

σmin(B)
.V koraku 1. za ra£unanje Sj in Ŝj lahko uporabimo QR razep ali pa singularni razep.a) �e uporabimo QR razep, je (UT

1 (A− λjI))
T = [ Ŝj Sj ]

[
Rj

0

]
.b) �e uporabimo singularni razep, je UT

1 (A− λjI) = Tj [ Γj 0 ] [ Ŝj Sj ]T .Opazimo lahko, da ve£kratnost predpisane lastne vrednosti λj ne more biti ve£ja of m, saj je tomaksimalno ²tevilo linearno neodvisnih vektorjev, ki jih lahko izberemo za λj . Velja namre£
UT [B A− λjI ] =

[
Z UT

0 (A− λjI)
0 UT

1 (A− λjI)

]
.Ker je rang(Z) = m in rang([B A− λjI ]) = n−m, potem je rang(UT

1 (A− λjI)) = n−m inena£ba UT
1 (A− λjI)vj = 0 ima lahko najve£ m linearno neodvisnih re²itev.Glavni del algoritma je v koraku 2. Tukaj imamo razli£ne pristope, ki so odvisni od koli£ine, kijo ºelimo zmanj²ati. Najenostavnej²i primer je, da ºelimo minimizirati κ2(X).

κ2(X) bo minimalna, £e bodo koti med xj in podprostori Tj = Lin{x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn}£im ve£ji.Vektorje x1, . . . , xn izberemo naklju£no. V zanki gremo po j = 1, . . . , n in zamenjamo xj z novimvektorjem iz Tj, da bo kot med xj in Tj maksimalen.Izra£unamo QR razep Xj = [Qj yj ]

[
Rj

0

]
, kjer je Xj = [x1 · · · xj−1 xj+1 · · · xn ], invzamemo

xj =
SjS

T
j yj

‖ST
j yj‖2

.Ta izbira maksimizira 1
|yT

j xj |
. Tako gremo v iklu skozi j = 1, . . . , n. �e je na konu ikla κ2(X)sprejemljiva, kon£amo, sier pa nadaljujemo z novim iklom. Na dolgi rok proes konvergiraproti optimalni matriki K.
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A =




1 2 3
4 5 6
7 8 9


 , B =




6 3
1 2
8 9


 , Λ = {9, 5, 1}dobimo

K =

[
−1.8988 0.0269 0.5365
2.4501 0.5866 −0.1611

]in κ2(K) = 6.32.
�7.8 Optimalno vodenjeImamo sistem

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), x(0) = x0,

y(t) = Cx(t).�e je sistem vodljiv, potem lahko dolo£imo matriko povratne zveze K tako, da (do konjugi-ranja) poljubno razporedimo lastne vrednosti. �e vse pole prestavimo v levo polravnino C, bozaprtozan£ni sistem z matriko A−BK stabilen.Stabilnost pa je le ena izmed ºeljenih lastnosti. Zanima nas, kako naj dolo£imo dolo£imo K, dabo imel zaprtozan£ni sistem ²e druge lastnosti. Dve moºnosti sta:
• �e vnaprej poznamo obmo£je, kjer naj leºijo poli zaprtozan£nega sistema.
• Matriko K dolo£imo tako, da poi²£emo minimum izbranega optimizaijskega kriterija.Denimo, da si ºelimo, da bi bile komponente vektorja stanja £im manj²e po absolutni vrednosti.V tem primeru ºelimo minimizirati npr.

J1(x) =

∫ ∞

0
xT (t)x(t)dt,obenem pa bi radi, da bo sistem tudi stabilen.�e ºelimo, da bo izhod majhen, je na² ilj minimizirati

J2(x) =

∫ ∞

0
yT (t)y(t)dt =

∫ ∞

0
xT (t)CTCx(t)dt =

∫ ∞

0
xT (t)Qx(t)dt,kjer je Q = CTC simetri£na pozitivno semide�nitna matrika.Podobno lahko ºelimo, da vhod ne bo prevelik, zato bi radi minimizirali

J3(x) =

∫ ∞

0
uT (t)u(t)dt,
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J4(x) =

∫ ∞

0
uT (t)Ru(t)dt,kjer je R simetri£na pozitivno de�nitna matrika.Izkaºe se, da isto£asno ne moremo zadostiti vsem kriterijem. Tako npr. ne moremo hkratiminimizirati J1 in J3, saj za minimizaijo J1 potrebujemo mo£an, za minimizaijo J3 pa £im²ibkej²i vhodni signal. Zato vzamemo neko konveksno kombinaijo J1 in J3 oziroma J4. Takopridemo do problema linearne kvadrati£ne optimizaije (LQR), kjer za dani matriki Q in R, kjerje Q simetri£na pozitivno semide�nitna, R pa simetri£na pozitivno de�nitna, i²£emo vhod u(t),ki minimizira

JC(x) =

∫ ∞

0

(
xT (t)Qx(t) + uT (t)Ru(t)

)
dtpr pogoju ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), x(0) = x0.Tega, kako izberemo Q in R, ne bomo obravnavali, saj je to odvisno od posameznih primerov.Matrika Q predstavlja uteº za stanje, R pa za vhod. �e izberemo po normi velik R, bomo dobilimajhen vhod. Z matriko Q lahko tudi izlo£imo nezaºeljena stanja, £e jih primerno uteºimo.Obstajajo ²e druga£ne izbire kriterijske funkije. �e npr. opazujemo le kon£no obdobje [0, t1], silahko ºelimo, da je pri t1 kon£no stanje £im bliºje 0. V tem primeru vzamemo

J(x) =
1

2
xT (t1)

TFx(t1) +
1

2

∫ t1

0

(
xT (t)Qx(t) + uT (t)Ru(t)

)
dt,kjer je F simetri£na pozitivno de�nitna matrika.Druga moºnost je, da si ºelimo, da se stanje £im bolj prilega ºeljenemu stanju xd(t). Sedaj i²£emominimum

J(x) =
1

2
(x(t1) − xd(t1))

TF (x(t1) − xd(t1))

+
1

2

∫ t1

0

(
(x(t) − xd(t))

TQ(x(t) − xd(t)) + uT (t)Ru(t)
)
dt.Naslednji izrek prevede iskanje optimalnega vodenja na re²evanje algebrai£ne Riatijeve ena£be.Izrek 7.5 Dan je sistem ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), x(0) = x0 in matriki Q,R, kjer je Q simetri£napozitivno semide�nitna, R pa simetri£na pozitivno de�nitna. Naj bo par (A,B) stabilizabilen,par (A,Q) pa zaznaven. Potem obstaja enoli£en vhod ũ(t), ki minimizira

JC(x) =

∫ ∞

0

(
xT (t)Qx(t) + uT (t)Ru(t)

)
dt.Podan je z ũ(t) = −Kx(t), kjer je K = R−1BTP in je P enoli£na simetri£na pozitivno semi-de�nitna re²itev zvezne algebrai£ne Riatijeve ena£be (CARE)

PA+ATP +Q− PBR−1BTP = 0.�e ve£, zaprtozan£na matrika A−BK je stabilna, minimalna vrednost JC(x) pa je enaka xT
0 Px0.To je glavni izrek tega razdelka. Dokazali ga bomo po kosih. Najprej bomo pokazali, da sta-bilizirajo£a simetri£na pozitivno semide�nitna re²itev CARE res minimizira JC , obstoj in eno-li£nost take re²itve pa bomo dokazali kasneje.
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−Kx(t), kjer je K = R−1BTP , stabilen. Potem u(t) minimizira JC(x), katerega minimum je
xT

0 Px0.Dokaz.
d

dt
(xTPx) = ẋTPx+ xTPẋ = (Ax+Bu)TPx+ xTP (Ax+Bu)

= xT (ATP + PA)x+ uTBTPx+ xTPBu

= xT (PBR−1BTP −Q)x+ uTBTPx+ xTPBu

= xTPBR−1BTPx− xTQx+ uTBTPx+ xTPBu+ uTRu− uTRu− xTQx

= (uT + xTPBR−1)R(u+R−1BTPx) − (xTQx+ uTRu).Od tod sledi xTQx+uTRu = − d
dt(x

TPx)+ (u+R−1BTPx)TR(u+R−1BTPx). To integriramo
∫ τ

0
(xTQx+ uTRu)dt = xT (τ)Px(τ) + xT

0 Px0 +

∫ τ

0
(u+R−1BTPx)TR(u+R−1BTPx)dt.Ko po²ljemo τ → ∞ gre zaradi stabilnosti zaprtozan£nega sistema x(τ) → 0 in ostane

∫ ∞

0
(xTQx+ uTRu)dt = xT

0 Px0 +

∫ ∞

0
(u+R−1BTPx)TR(u+R−1BTPx)dt.O£itno je minimum enak xT

0 Px0, doseºen pa je pri u = −R−1BTPx.V nadaljevanju bomo pokazali, da je re²evanje algebrai£nih Riatijevih ena£b povezano s Hamil-tonskimi matrikami. Za 2n × 2n matriko
H =

[
H11 H12

H21 H22

]pravimo, da je Hamiltonska, £e velja H11 = −HT
22, H12 = HT

12 in H21 = HT
21.Ekvivalenten pogoj je HJ + JHT = 0, kjer je J =

[
0 I
−I 0

].Iz J−1HJ = −HT sledi, da sta matriki H in −HT podobni. �e je λ lastna vrednost H, je tudilastna vrednost −HT . VeljaLema 7.7 �e je H Hamiltonska matrika in je λ njena lastna vrednost, potem je −λ tudi lastnavrednost H z enako algebrajsko in geometrijsko ve£kratnostjo.Za spekter tako velja, da neni£elne realne lastne vrednosti nastopajo v parih λ,−λ, £isto imagi-narne lastne vrednosti nastopajo v parih λ, λ, preostale pa v £etvorkah λ,−λ, λ,−λ.Naslednji izrek povezuje CARE in Hamiltonske matrike.Izrek 7.8 Dana je CARE
PA+ATP +Q− PSP = 0,
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P

] razpenjajo
n-razseºni invariantni podprostor 2n× 2n Hamiltonske matrike

H =

[
A −S
−Q −AT

]
.Dokaz. (=⇒) Denimo, da je P re²itev CARE. Potem je

H

[
I
P

]
=

[
A− SP

PA− PSP

]
=

[
I
P

]
(A− SP ),kar pomeni, da stolpi [ I

P

] res razpenjajo invariantni podprostor H.(⇐=) Denimo, da obstaja taka n× n matrika L, da je
H

[
I
P

]
=

[
I
P

]
L ⇒ J−1H

[
I
P

]
= J−1

[
I
P

]
L,od tod pa sledi [

Q AT

A −S

] [
I
P

]
=

[
−P
I

]
Lin

[ I P ]

[
Q AT

A −S

] [
I
P

]
= [ I P ]

[
−P
I

]
L = 0,kar pomeni Q+ATP + PA− PSP = 0.Posledia 7.9 �e stolpi [P1

P2

] razpenjajo n-razseºni invariantni podprostor 2n × 2n Hamil-tonske matrike
H =

[
A −S
−Q −AT

]
,ki ustreza CARE PA + ATP + Q − PSP = 0 in je P1 obrnljiva, potem je P = P2P

−1
1 re²itevCARE.Dokaz.

Lin

([
P1

P2

])
= Lin

([
P1

P2

]
P−1

1

)
= Lin

([
I

P2P
−1
1

])
,potem pa je po prej²njem izreku P2P

−1
1 re²itev CARE.Izrek 7.10 Naj bo P simetri£na re²itev CARE

PA+ATP +Q− PSP = 0,kjer je S = BR−1BT . Potem so lastne vrednosti pripadajo£e Hamiltonske matrike H =

[
A −S
−Q −AT

]unija lastnih vrednosti matrik A−BK in −(A−BK)T , kjer je K = R−1BTP.
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[
I 0
P I

] je nesingularna. Velja
T−1HT =

[
I 0

−P I

] [
A −S
−Q −AT

] [
I 0
P I

]

=

[
A− SP −S

−(ATP + PA+Q− PSP ) −(A− SP )T

]

=

[
A− SP −S

0 −(A− SP )T

]
.Pravimo, da je P stabilizirajo£a re²itev CARE, £e je A− BR−1BTP stabilna. Pokazali smo ºe,da £e imamo stabilizirajo£o re²itev, potem imamo optimalno re²itev LQR. Do polnega dokazaizreka LQR nam manjkata ²e obstoj in enoli£nost stabilizirajo£e re²itve.Izrek 7.11 Dan je sistem ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t), x(0) = x0 in matriki Q,R, kjer je Q 6= 0simetri£na pozitivno semide�nitna, R pa simetri£na pozitivno de�nitna. Ekvivalentno je1. CARE

PA+ATP +Q− PSP = 0in S = BR−1BT , ima enoli£no simetri£no pozitivno semide�nitno stabilizirajo£o re²itev P ,2. Par (A,B) je stabilizabilen in pridruºena Hamiltonska matrika
H =

[
A −S
−Q −AT

]nima nobene £isto imaginarne lastne vrednosti.Dokaz. (1. =⇒ 2.) Naj bo P stabilizirajo£a re²itev CARE. Potem je A − BK, kjer je K =
R−1BTP stabilna, torej je (A,B) stabilizabilen par. Zaradi tega imajo vse lastne vrednosti
A−BK negativni realni del. Ker so po izreku 7.10 lastne vrednosti H enake lastnim vrednostim
A−BK in −(A−BK)T , potem H ne more imeti nobene £isto imaginarne lastne vrednosti.
(2. =⇒ 1.) Ker H nima nobenih £isto imaginarnih lastnih vrednosti, ima natanko n stabilnihlastnih vrednosti, ki imajo realni del strogo negativen. Potem obstajajo stabilna matrika E inmatriki P1, P2, da je

H

[
P1

P2

]
=

[
P1

P2

]
Ein stolpi [P1

P2

] razpenjajo lastni podprostorH, ki pripada stabilnim lastnim vrednostim. Pokazalibomo, da je P = P2P
−1
1 iskana enoli£na stabilizirajo£a s.p.sd. re²itev.Nadaljevanje dokaza bo sestavljeno iz naslednjih to£k:a) P T

2 P1 je simetri£na,b) P1 je obrnljiva,) P = P2P
−1
1 je simetri£na,



Bor Plestenjak - Numeri£ne metode za linearne kontrolne sisteme (verzija: 21. april 2006) 107£) P je stabilizirajo£a re²itev,d) P je enoli£na,e) P je s.p.sd.a) Velja
AP1 − SP2 = P1E, (7.5)

−QP1 −ATP2 = P2E. (7.6)Ena£bi pomnoºimo z P T
2 oz. P T

1 in dobimo (drugo potem ²e transponiramo)
P T

2 AP1 − P T
2 SP2 = P T

2 P1E,

−P T
1 QP1 − P T

2 AP1 = ETP T
2 P1.Ena£bi se²tejemo v

−P T
2 SP2 − P T

1 QP1 = P T
2 P1E + ETP T

2 P1.Ker sta S in Q simetri£ni, je leva stran simetri£na, torej mora biti tudi desna in velja
P T

2 P1E + ETP T
2 P1 = ETP T

1 P2 + P T
1 P2Eoziroma

ET (P T
2 P1 − P T

1 P2) + (P T
2 P1 − P T

1 P2)E = 0.Ker je E stabilna, ima zgornja ena£ba Ljapunova enoli£no re²itev, iz katere sledi P T
2 P1 −

P T
1 P2 = 0 oziroma (P T

2 P1)
T = P T

2 P1.b) Denimo, da P1 ni obrnljiva. Potem obstaja vektor d 6= 0, da je P1d = 0.Iz (7.5) dobimo (pomnoºimo s P2d in d)
dTP T

2 SP2d = −dTEP T
1 P2d+ dTP T

1 A
TP2d

= −dTETP T
2 P1d+ dTP T

1 A
TP2d = 0.Ker je S = BR−1BT in je R s.p.d., sledi BTP2d = 0, iz (7.5) pa dobimo P1Ed = 0. Tovelja za vsak d ∈ ker(P1), zato je ker(P1) invarianten za E. Torej obstaja lastni par (µ, d̃),

d̃ 6= 0, za E, da je
Ed̃ = µd̃, P1d̃ = 0.�e pomnoºimo (7.6) z d̃, dobimo
(µI +AT )P2d̃ = 0.Skupaj z BTP2d̃ = 0 dobimo [
µI +AT

BT

]
P2d̃ = 0.Ker je par (A,B) stabilizabilen, mora biti P2d̃ = 0. To pa pomeni, da [P1

P2

] ni polnegaranga, torej mora biti P1 obrnljiva.
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−1
1 re²itev CARE. P je tudi simetri£na,saj velja

P T − P = P−T
1 P T

2 − P2P
−1
1

= P−T
1 (P T

2 P1)P
−1
1 − P−T

1 (P T
1 P2)P

−1
1

= P−T
1 (P T

2 P1 − P T
1 P2)P

−1
1 = 0.£) �e pomnoºimo (7.5) s P−1

1 , dobimo
A− SP2P

−1
1 = P1EP

−1
1 .Ker je E stabilna, mora biti tudi A− SP2P

−1
1 = A− SP in P je stabilizirajo£a re²itev.d) Naj bosta Pa in Pb dve stabilizirajo£i re²itvi. Potem je

ATPa + PaA− PaSPa +Q = 0

ATPb + PbA− PbSPb +Q = 0.Z od²tevanjem dobimo
AT (Pa − Pb) + (Pa − Pb)A+ P2SP2 − P1QP1 = 0oziroma
(A− SPa)

T (Pa − Pb) + (Pa − Pb)(A− SPb) = 0.Dobili smo homogeno Sylvestrovo ena£bo. Ker sta matriki A − SPa in A − SPb stabilni,mora biti Pa = Pb.e) Riatijevo ena£bo
PA+ATP +Q− PSP = 0lahko zapi²emo v obliki ena£be Ljapunova

(A−BK)TP + P (A−BK) = −Q− PSP,kjer je K = R−1BTX.Matrika A−BK = A−BR−1BTX = A− SP je stabilna, zato lahko P zapi²emo v obliki
P =

∫ ∞

0
e(A−BK)T t(Q+ PSP )e(A−BK)t.Ker sta Q in S pozitivno de�nitni, je potem P pozitivno semide�nitna.Zadnji del dokaza izreka LQR je, da pokaºemo, da pri pogojih izreka LQR res obstaja re²itevRiatijeve ena£be oziroma, da pridruºena Hamiltonska matrika nima £isto imaginarnih lastnihvrednosti.Izrek 7.12 Dan je sistem ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), x(0) = x0, s.p.d. matrika R in s.p.sd. matrika

Q, pri £emer je par (A,B) je stabilizabilen, (A,Q) pa zaznaven. Potem pridruºena Hamiltonskamatrika
H =

[
A −BR−1BT

−Q −AT

]nima nobene £isto imaginarne lastne vrednosti.
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s

]. Iz
[ s∗ r∗ ]H

[
r
s

]
= iα [ s∗ r∗ ]

[
r
s

]dobimo
(s∗Ar − r∗AT s) − r∗Qr − s∗Ss = iα(s∗r + r∗s),kjer je S = BR−1BT . Realni del je −r∗Qr − s∗Ss = 0 in iz de�nitnosti R in Q sledi

BT s = Qr = 0.Iz H [ r
s

]
= iα

[
r
s

] ostane ²e Ar = iαr in −AT s = iαs. Dobimo
[
A− iαI

Q

]
r = 0,

[
AT + iαI

BT

]
s = 0.Zaradi zaznavnosti (A,Q) in stabilizabilnosti (A,B) dobimo protislovje r = s = 0.�e enkrat zapi²imo eloten izrek.Izrek 7.13 Dan je sistem ẋ(t) = Ax(t)+Bu(t), x(0) = x0 in matriki Q,R, kjer je Q simetri£napozitivno semide�nitna, R pa simetri£na pozitivno de�nitna. Naj bo par (A,B) stabilizabilen, par

(A,Q) pa zaznaven. Potem obstaja enoli£en vhod ũ(t), ki minimizira
JC(x) =

∫ ∞

0

(
xT (t)Qx(t) + uT (t)Ru(t)

)
dt.Podan je z ũ(t) = −Kx(t), kjer je K = R−1BTP in je P enoli£na simetri£na pozitivno semi-de�nitna re²itev CARE

PA+ATP +Q− PBR−1BTP = 0.Re²itev P je enaka P = P2P
−1
1 , kjer stolpi matrike [P1

P2

] razpenjajo invariantni podprostor sta-bilnih lastnih vrednosti pridruºene Hamiltonske matrike H =

[
A −BR−1BT

−Q −AT

]. Zaprtozan£namatrika A−BK je stabilna, minimalna vrednost JC(x) pa je enaka xT
0 Px0.7.8.1 Diskretni sistemiImamo diskretni sistem

xk+1 = Axk +Buk,

yk = Cxk.Sedaj ºelimo minimizirati
JD(x) =

∞∑

k=0

(xT
kQxk + uT

kRuk).Re²itev je povezana z diskretno algebrai£no Riatijevo ena£bo (DARE)
ATPA− P +Q−ATPB(R+BTPB)−1BTPA = 0.



Bor Plestenjak - Numeri£ne metode za linearne kontrolne sisteme (verzija: 21. april 2006) 110Izrek 7.14 Dan je sistem xk+1 = Axk + Buk, yk = Cxk in matriki Q,R, kjer je Q simetri£napozitivno semide�nitna, R pa simetri£na pozitivno de�nitna. Naj bo par (A,B) stabilizabilen,par (A,Q) pa zaznaven. Potem obstaja enoli£en vhod ũ, ki minimizira
JD(x) =

∞∑

k=0

(xT
kQxk + uT

kRuk).Podan je z ũk = −Kxk, kjer je K = (R+BTPB)−1BTPA in je P enoli£na simetri£na pozitivnosemide�nitna re²itev DARE
ATPA− P +Q−ATPB(R+BTPB)−1BTPA = 0.Zaprtozan£na matrika A−BK je konvergentna, minimalna vrednost JD(x) pa je enaka xT

0 Px0.Vlogo Hamiltonskih matrik imajo sedaj simplekti£ne matrike. Za 2n× 2n matriko
M =

[
M11 M12

M21 M22

]pravimo, da je simplekti£na, £e velja
J−1MTJ = JTMTJ = M−1.Iz J−1MJ = −MT sledi, da sta matriki M in −MT podobni. �e je λ lastna vrednost M , jetudi lastna vrednost −HT . VeljaLema 7.15 �e je M simplekti£na matrika in je λ njena lastna vrednost, potem je 1/λ tudilastna vrednost M z enako algebrajsko in geometrijsko ve£kratnostjo.Izrek 7.16 Dana je DARE

ATPA− P +Q−ATPB(R+BTPB)−1BTPA = 0.Matrika P je re²itev DARE natanko tedaj, ko stolpi [ I
P

] razpenjajo n-razseºni invariantnipodprostor 2n × 2n simplekti£ne matrike
M =

[
A+ SA−TQ −SA−T

−A−TQ A−T

]
.Izrek 7.17 Naj bo par (A,B) stabilizabilen, par (A,Q) pa zaznaven, Q je simetri£no pozitivnosemide�niten, R pa simetri£no pozitivno de�nitna. Potem simplekti£na matrika

M =

[
A+ SA−TQ −SA−T

−A−TQ A−T

]nima nobene lastne vrednoti na enotski kroºnii.



Bor Plestenjak - Numeri£ne metode za linearne kontrolne sisteme (verzija: 21. april 2006) 111Izrek 7.18 Naj bo par (A,B) stabilizabilen, par (A,Q) pa zaznaven, Q je simetri£no pozitivnosemide�niten, R pa simetri£no pozitivno de�nitna. Potem ima DARE
ATPA− P +Q−ATPB(R+BTPB)−1BTPA = 0enoli£no simetri£no pozitivno semide�nitno stabilizirajo£o re²itev P , ki je podana z P = P2P

−1
1 ,kjer stolpi matrike [P1

P2

] razpenjajo n-razseºen invariantni podprostor pridruºene simplekti£nematrike
M =

[
A+ SA−TQ −SA−T

−A−TQ A−T

]
,ki pripada lastnim vrednostim z absolutnimi vrednostmi pod 1.



Poglavje 8Numeri£no re²evanje Riatijeve ena£be
8.1 UvodObravnavali bomo numeri£ne metode za zvezno algebrai£no Riatijevo ena£bo (CARE)

XA+ATX +Q−XSX = 0,kjer je S = BR−1BT .Prav tako se bomo ukvarjali z diskretno algebrai£no Riatijevo ena£bo (DARE)
Q−X +ATX(I + SX)−1A = 0.Riatijeva ena£ba je nelinearna in ima lahko mnogo re²itev.�e Riatijeva ena£ba izvira iz LQR problema, potem je Q simetri£na pozitivno semide�nitna,

R pa simetri£na pozitivno de�nitna. �e je par (A,B) stabilizabilen, par (A,Q) pa zaznaven,potem obstaja enoli£na simetri£na pozitivno semide�nitna re²itev X za CARE in zaprtozan£namatrika A−BR−1BTX je stabilna.8.2 Ob£utljivost Riatijeve ena£beI²£emo stabilizirajo£o s.p.sp. re²itev CARE
XA+ATX +Q−XSX = 0.Zanima nas, kako ob£utljiv je problem oziroma kako mo£no lahko motnje matrik A, Q in Svplivajo na spremembo X. Pri re²evanju z obratno stabilnim algoritmom lahko pri£akujemo, daza izra£unani X̃ velja

(A+ ∆A)T X̃ + X̃(A+ ∆A) +Q+ ∆Q− X̃(S + ∆S)X̃ = 0, (8.1)kjer je ‖∆A‖ ≤ ǫ‖A‖, ‖∆Q‖ ≤ ǫ‖Q‖ in ‖∆S‖ ≤ ǫ‖S‖.Razlika ‖X̃ −X‖/‖X‖ je lahko zelo velika, £e je sistem ob£utljiv.112



Bor Plestenjak - Numeri£ne metode za linearne kontrolne sisteme (verzija: 21. april 2006) 113Naj bo X̃ = X + ∆X. �e zanemarimo vse kvadratne ∆ £lene v (8.1), dobimo
(A− SX)T ∆X + ∆X(A− SX) + ∆ATX +X∆A+ ∆Q−X∆SX = 0. (8.2)To je ena£ba Ljapunova za ∆X. Matrika A− SX = A−BR−1BTX je stabilna, zato je ena£bare²ljiva. �e za ena£bo Ljapunova uporabimo oene iz poglavja 4, dobimo:

‖∆X‖F

‖X‖F
≤

2‖∆A‖F +
‖∆Q‖F

‖X‖F
+ ‖∆S‖‖X‖F

sep
(
(A− SX)T ,−(A− SX)

) ,pri £emer je sep((A−SX)T ,−(A−SX)) minimalna singularna vrednost matrike I⊗(A−SX)T +
(A− SX)T ⊗ I. �e velja ‖∆A‖ ≤ ǫ‖A‖, ‖∆Q‖ ≤ ǫ‖Q‖ in ‖∆S‖ ≤ ǫ‖S‖, potem dobimo

‖∆X‖F

‖X‖F
≤ ǫ

2‖A‖F +
‖Q‖F

‖X‖F
+ ‖S‖‖X‖F

sep
(
(A− SX)T ,−(A− SX)

) .Iz oene sledi, da je pogojenostno ²tevilo CARE enako
cR =

2‖A‖F +
‖Q‖F

‖X‖F
+ ‖S‖‖X‖F

sep
(
(A− SX)T ,−(A− SX)

) .Riatijeva ena£ba je ob£utljiva, kadar imamo matrike velikih norm (velja za vsako izmed matrik
A, Q, X, S) in pa kadar je sep((A − SX)T ,−(A− SX)) blizu 0.Podobno lahko za diskretno Riatijevo ena£bo Q−X +ATX(I +SX)−1A = 0 izpeljemo oeno

‖∆X‖F

‖X‖F
≤

2‖A‖F ‖∆A‖F +
‖∆Q‖F

‖X‖F
+ ‖A‖2

F ‖∆S‖F ‖X‖F

sepd(A
T
c , Ac)

,kjer je
Ac = (I + SX)−1A = A−B(R+BTXB)−1BTXAin

sepd(A
T
c , Ac) = min

X 6=0

‖AT
CXAC −X‖F

‖X‖F
.Pri predpostavkah ‖∆A‖ ≤ ǫ‖A‖, ‖∆Q‖ ≤ ǫ‖Q‖ in ‖∆S‖ ≤ ǫ‖S‖ je

cD =
2‖A‖2

F +
‖Q‖F

‖X‖F
+ ‖A‖2

F ‖S‖F ‖X‖F

sepd(A
T
c , Ac)

,pogojenostno ²tevio DARE in velja ‖∆X‖F /‖X‖F ≤ cDǫ.
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XA+ATX +Q−XSX = 0obravnavali Newtonovo metodo. Naj bo X0 pribliºek za re²itev CARE. �e ozna£imo X =

X0 + ∆X0 in to vstavimo v CARE, dobimo
(A− SX0)

TX +X(A− SX0) +Q+X0SX0 − ∆X0S∆X0 = 0.Ob predpostavki, da imamo dober za£etni pribliºek, zanemarimo £len ∆X0S∆X0. Tako dobimoena£bo Ljapunova za naslednji pribliºek X1.
(A− SX0)

TX1 +X1(A− SX0) = −Q−X0SX0.Newtonova metoda za CAREizberi X0, da je A− SX0 stabilna matrikaza k = 0, 1, . . .re²i (A− SXk)
TXk+1 +Xk+1(A− SXk) = −Q−XkSXk.Alternativno lahko Newtonovo metodo izpeljemo tako, da de�niramo funkijo ostanka

R(X) = XA+ATX +Q−XSX.Fréhetov odvod R(X) je
R′

X(Z) = (A− SX)TZ + Z(A− SX),od tod pa sledi en korak Newtonove metode za ena£bo R(X) = 0:
R′

Xk
(∆k) = −R(Xk), Xk+1 = Xk + ∆k.Izbolj²ana razli£ia Newtonove metode jeizberi X0 = XT

0 , da je A− SX0 stabilna matrikaza k = 0, 1, . . .
Ak = A− SXk

R(Xk) = XkA+ATXk +Q−XkSXkre²i AT
k ∆k + ∆kAk +R(Xk) = 0

Xk+1 = Xk + ∆kKer ra£unamo s popravki, je metoda natan£nej²a.Izrek 8.1 Naj bo X0 stabilizirajo£i pribliºek, X pa enoli£na s.p.sd. re²itev za CARE. Za matrike
Ak in Xk, k = 0, 1, . . ., ki jih dobimo pri Newtonovi metodi, veljaa) vse matrike Ak so stabilne,b) X ≤ · · · ≤ Xk+1 ≤ Xk ≤ · · · ≤ X1,



Bor Plestenjak - Numeri£ne metode za linearne kontrolne sisteme (verzija: 21. april 2006) 115) zaporedje matrik X0,X1, . . . konvergira proti enoli£ni s.p.sd. re²itvi CARE X,d) obstaja taka konstanta c > 0, da je ‖Xk+1 −Xk‖ ≤ c‖Xk −X‖2 za k ≥ 1, konvergena jetorej kvadrati£na.Ustavitveni kriterij:
• kon£amo, ko je ‖Xk+1 −Xk‖F ≤ ‖Xk‖F ǫ za dovolj majhen ǫ,
• kon£amo, ko prekora£imo maksimalno ²tevilo korakov,
• £e imamo na voljo oeno za pogojenostno ²tevilo CARE, lahko nehamo takrat, ko je

‖Xk+1 −Xk‖F ≤ ‖Xk‖F κCARE u, kjer je u osnovna zaokroºitvena napaka.Metoda je numeri£no stabilna in v primeru konvergene vrne zelo natan£en rezultat.Za konvergeno je na za£etku potrebno imeti potrebno imeti dober za£etni pribliºek X0, druga£elahko metoda sploh ne konvergira.Izrek 8.2 Naj bo R = I. Naj bo X0 tak za£etni pribliºek, da je A−BBTX0 stabilna in
‖X −X0‖ ≤ 1/(3‖B‖2‖Ω−1‖),kjer je

Ω(Z) = (A−BBTX)TZ + Z(A−BBTX).Potem velja
‖X1 −X0‖ ≤ ‖X −X0‖,enakost pa je doseºena natanko pri X0 = X.Ponavadi Newtonovo metodo uporabljamo za iterativno izbolj²anje rezultata, ki smo ga dobili skak²no drugo metodo.Z relaksaijo Newtonove metode lahko pospe²imo konvergeno. Namesto, da v vsaakem korakuvzamemo Xk+1 = Xk + ∆k, vzamemo Xk+1 = Xk + λk∆k, kjer je parameter λk ∈ [0, 2] izbrantako, da minimizira ‖R(Xk + λk∆k)‖F . Velja

‖R(Xk + λk∆k)‖2
F = sled(R(Xk + λk∆k)

2)

= a2
k(1 − λk)

2 − 2bk(1 − λk)λ
2
k + ckλ

4
k,kjer je ak = sled(R(Xk)2), bk = sled(R(Xk)Vk), ck = sled(V 2

k ) in Vk = ∆kS∆k.Relaksirana razli£ia Newtonove metode jeizberi X0 = XT
0 , da je A− SX0 stabilna matrikaza k = 0, 1, . . .

Ak = A− SXk

R(Xk) = XkA+ATXk +Q−XkSXkre²i AT
k ∆k + ∆kAk +R(Xk) = 0
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Xk+1 = Xk + λk∆kPodobno lahko izpeljemo tudi Newtonovo metodo za DARE.Sedaj de�niramo
RD(X) = ATXA−X +Q+ATXB(R+BTXB)−1BTXA.Newtonova metoda za DARE:izberi X0 = XT
0 , da je A−B(R+BTX0B)−1BTX0A stabilna matrikaza k = 0, 1, . . .

Kk = (R+BTXkB)−1BTXkA
Ak = A−BKk

RD(Xk) = ATXkA−Xk +Q+ATXkB(R+BTXkB)−1BTXkAre²i AT
k ∆kAk − ∆k +RD(Xk) = 0

Xk+1 = Xk + ∆kV vsakem koraku metode moramo re²iti diskretno ena£bo Ljapunova.8.4 Uporaba matri£nega predznakaNaj ima matrika A Jordanovo formo X−1AX = D + N , kjer je X nesingularna matrika, D =
diag(λ1, . . . , λn) je diagonalna matrika lastnih vrednosti, N pa je nilpotentna matrika.Matri£ni predznak matrike A je matrika

sign(A) = Xdiag(sign(λ1), . . . , sign(λn))X−1,kjer je
sign(λk) =

{
1, Re(λk) > 0,

−1, Re(λk) < 0.Matri£ni predznak ni de�niran, £e ima matrika lastno vrednost 0 ali kak²no strogo imaginarnolastno vrednost.Matri£ni predznak ima naslednje lastnosti:1. sign(A)2 = I,2. sign(αA) = sign(α) sign(A) za α ∈ C,3. sign(TAT−1) = T sign(A)T−1,4. A sign(A) = sign(A)A,5. lastne vrednosti sign(A) so ±1,6. sign(A) ima isti stabilni invariantni podprostor kot A,7. Lin(sign(A) − I) je stabilni invariantni podprostor A,



Bor Plestenjak - Numeri£ne metode za linearne kontrolne sisteme (verzija: 21. april 2006) 1178. lastni vektorji sign(A) so lastni vektorji in korenski vektorji A.Naj bo CARE XA+ATX+Q−XSX = 0 pridruºena Hamiltonska matrika H =

[
A −S
−Q −AT

].Vemo
H =

[
I 0
X I

] [
A− SX −S

0 −(A− SX)T

] [
I 0

−X I

]
.Ker je matrika A− SX stabilna, je matri£ni predznak matrike sign(H) dobro de�niran in velja

sign(H) =

[
W11 W12

W21 W22

]
=

[
I 0
X I

] [
−I Z
0 I

] [
I 0

−X I

]
. (8.3)Iz H sign(H) = sign(H)H dobimo za Z ena£bo Ljapunova (A − SX)Z + Z(A − SX)T = 2S.Dobimo tudi [

W11 W12

W21 W22

] [
I
X

]
= −

[
I
X

] (8.4)oziroma
MX = −N,kjer sta M =

[
W12

W22 + I

] in N =

[
W11 + I
W21

].Dobili smo konsistentni sistem 2n2 ena£b za n2 elementov matrike X. Iz (8.3) sledi
[
W12

W22

]
=

[
Z

XZ + I

]
=⇒ M =

[
Z

XZ + 2I

]
=⇒ [−X I ]M = 2I.

M je torej polnega ranga in X lahko lahko stabilno izra£unamo iz MX = −N , npr. s QRrazepom.Dokazali smo naslednji izrek.Izrek 8.3 Naj bo par (A,B) stabilizabilen, (A,Q) pa zaznaven. Naj bo
H =

[
A −S
−Q −AT

]Hamiltonska matrika, pridruºena CARE
XA+ATX +Q−XSX = 0.�e je

sign(H) =

[
W11 W12

W21 W22

]
,potem je stabilizirajo£a re²itev CARE re²itev konsistentnega predolo£enega sistema

[
W12

W22 + I

]
X = −

[
W11 + I
W21

]
.
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H. Za ra£unanje matri£nega predznaka obstaja ve£ numeri£nih metod.Osnovni algoritem je iteraija

Wk+1 =
1

2
(Wk +W−1

k )za k = 0, 1, . . ., ki se za£ne z W0 = H. Ta iteraija temelji na dejstvu, da je sign(H) kvadratnikoren identitete.�e je H Hamiltonska matrika, sta to tudi H−1 in 1
2 (H +H−1), kar pomeni, da se v zgornjemalgoritmu ta lastnost matrike ohranja.Izkaºe se, da uporaba matri£nega predznaka ni numeri£no stabilna metoda za re²evanje Ri-atijeve ena£be. �e pa metodo kombiniramo z iterativnimi izbolj²avami po Newtonovi metodi,potem v praksi dobimo u£inkovito in stabilno metodo.Osnovni algoritem za ra£unanje sign(H) je

W0 = H
k = 0, 1, . . .

Wk+1 = 1
2(Wk +W−1

k )Konvergena osnovnega algoritma je v bliºini re²itve kvadrati£na, na za£etku pa je lahko dokajpo£asna. Pospe²imo jo lahko tako, da v vsakem koraku pomnoºimo Wk s skalarjem, ki po²ljelastne vrednosti Wk £im bliºje ±1. Idealni koe�ient je enak obratni vrednosti geometrijskegapovpre£ja lastnih vrednosti Wk, ki je |det(Wk)|1/(2n).Novi algoritem je
W0 = H
k = 0, 1, . . .

ck = |det(Wk)|1/(2n)

Wk+1 = 1
2ck

(Wk + c2kW
−1
k )V algoritmu moramo izra£unati inverz matrike Wk. Ker je JWk simetri£na matrika, to izra£u-namo kot W−1

k = (JWk)
−1J , da lahko izkoristimo simetrijo in je algoritem ²e u£inkovitej²i.�e na za£etku vzamemo W0 = JH in ra£unamo Wk+1 = 1

2ck
(Wk + c2kJW

−1
k J) za k = 0, 1, . . .potem se simetrija ohranja, matrike Wk pa skonvergirajo proti J sign(H).Novi algoritem, ki ohranja simetrijo, je

Y0 = JH
k = 0, 1, . . .

ck = |det(Yk)|1/(2n)

Yk+1 = 1
2ck

(Yk + c2kJY
−1
k J)�e je Y = limk→∞ Yk, potem na konu velja

[
W11 W12

W21 W22

]
= sign(H) = JTY =

[
−Y21 −Y22

Y11 Y12

]
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[

Y22

Y12 + I

]
X =

[
I − Y21

−Y11

]
.DARE

ATXA−X +Q−ATXB(R+BTXB)−1BTXA = 0je povezana s simplekti£no matriko
M =

[
A+ SA−TQ −SA−T

−A−TQ A−T

]
,ki ima lastne vrednosti λ1, . . . , λn in λ−1

1 , . . . , λ−1
n .�e uporabimo transformaijo H = (M + I)−1(M − I), dobimo Hamiltonsko matriko, ki imalastne vrednosti

± λi − 1

λi + 1za i = 1, . . . , n.
H je povezana z zvezno Riatijevo ena£bo, ki ima isto re²itev kot DARE. �e uporabimo zveznealgoritme na H, dobimo potem tudi re²itev za DARE. Teºava pri DARE je, da imamo v Minverz matrike A, torej teºave, £e je A singularna ali blizu singularni matriki.Matriko

M =

[
A+ SA−TQ −SA−T

−A−TQ A−T

]lahko zapi²emo kot
M = N−1P,kjer sta N =

[
I S
0 AT

] in P =

[
A 0
−Q I

].Matrika N + P je obrnljiva in H lahko potem zapi²emo kot
H = (P +N)−1(P −N).Na ta na£in se izognemo ra£unanu A−1.8.5 Metoda lastnih vektorjevPri metodi lastnih vektorjev upo²tevamo dejstvo, da je stabilizirajo£a re²itev CARE povezana sstabilnim podprostorom pripadajo£e Hamiltonske matrike H.Naj se da H diagonalizirati in naj bo
H = V

[
−Λ 0
0 Λ

]
V −1,
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[
V11 V12

V21 V22

] matrika lastnih vektorjev in Λ = diag(λ1, . . . , λn), kjer je Re(λk) > 0 za
k = 1, . . . , n.Potem je X = V21V

−1
11 stabilizirajo£a re²itev CARE.Ta metoda ni numeri£no stabilna, saj imamo lahko teºave s slabo pogojeno matriko V11, prav takoni nujno, da se da matriko H diagonalizirati. Sier bi teoreti£no lahko uporabili tudi korenskevektorje, toda numeri£no to ni najbolj stabilno.Podobno metodo bi lahko razvili za DARE, tu pa imamo teºave ºe pri formiranju simplekti£nematrike M , £e je A singularna ali slabo pogojena.8.6 Uporaba Shurove forme�e namesto lastnega razepa uporabimo Shurovo formo, se znebimo teºav, ki se pojavijo zaradizelo ob£utljive matrike lastnih vektorjev oziroma dejstva, da se matrike ne da diagonalizirati.Shurova forma mora biti urejena tako, da imamo v prvem bloku vse stabilne lastne vrednosti,torej

T = UTHU =

[
T11 T12

0 T22

]
,kjer so vse lastne vrednosti z negativnim realnim delom v T11, tiste s pozitivnim realnim delompa v T22.�e je U =

[
U11 U12

U21 U22

], potem stolpi [U11

U21

] razpenjajo stabilni invariantni podprostor H in
X = U21U

−1
11 je stabilizirajo£a s.p.sp. re²itev CARE.Lastne vrednosti v Shurovi formo preuredimo tako, kot smo to ºe omenili pri Shurovi metodiza razporejanje polov, torej z zamenjavami sosednjih 1 × 1 ali 2 × 2 diagonalnih blokov.Shurov algoritem je sestavljen iz naslednjih korakov:1. zgeneriraj Hamiltonsko matriko H =

[
A −S
−Q −AT

],2. H spremeni v urejeno Shurovo formo UTHU =

[
T11 T12

0 T22

]
, kjer so lastne vrednosti znegativnim realnim delom vse v T11,3. blo£no zapi²i U =

[
U11 U12

U21 U22

],4. re²itev je X = U21U
−1
11 .Poleg tega, da je Shurov algoritem stabilnej²i od uporabe lastnih vektorjev, je tudi enej²i, sajje Shurova forma vmesni korak pri izra£unu lastnih vektorjev.�asovna zahtevnost Shurovega algoritem je primerljiva s kombinaijo matri£nega predznaka initerativnega izbolj²anja z Newtonovo metodo.



Bor Plestenjak - Numeri£ne metode za linearne kontrolne sisteme (verzija: 21. april 2006) 1218.6.1 Analiza zaokroºitvenih napakZa izra£unano T̃ in ortogonalno matriko Ũ velja, da je to to£na Shurova forma za H + E, kjerje ‖E‖ ≤ c1u‖H‖ in je c1 je reda nk za majhen k.Za Ũ11 velja Ũ11 = (U11 + U12Z)(I + ZTZ)−1/2, kjer je ‖Z‖ ≤ 2c1u
δ ‖H‖ in

δ = sep(T11, T22) − c1‖H‖u.

X̃ dobimo iz X = U21U
−1
11 in lahko oenimo
‖X̃ −X‖ ≤ c2κ(Ũ11)‖X̃‖u+ (1 + ‖X‖)‖Z‖‖Ũ−1

11 ‖,kjer je c2 konstanta povezana s pivotno rastjo pri ra£unanju X̃ .�e velja δ > 0 in
c1u‖H‖2(1 + c1u) ≤

1

4
δ2,potem za izra£unano re²itev X̃ po Shurovi metodi velja

‖X̃ −X‖
‖X‖ ≤ 2

c1u

δ

(
1 +

1

‖X‖

)
(2‖A‖ + ‖Q‖ + ‖S‖)‖U−1

11 ‖ + c2κ2(U11)u
‖X̃‖
‖X‖ .Analiza pravi, da je napaka odvisna od sep(T11, T22). Za primerjavo, pogojenostno ²tevilo CAREje

cR =
2‖A‖F +

‖Q‖F

‖X‖F
+ ‖S‖‖X‖F

sep((A− SX)T ,−(A− SX))
.Kljub temu, da imata matriki T11 in (A−SX) oziroma T22 in −(A−SX) enake lastne vrednosti,je lahko sep(T11, T22) dosti manj²a kot sep((A−SX)T ,−(A−SX)) in v teh primerih je Shurovametoda nestabilna.To se lahko zgodi v primeru, ko v Riatijevi ena£bi nastopajo matrike z normami zelo razli£nihvelikosti. Izra£unana re²itev X̃ je to£na re²itev za malo zmoteno Hamiltonovo matriko H + E.Sier vemo, da je razmerje ‖E‖/‖H‖ majhno, a v primeru, ko so norme matrik A, Q in S zelorazli£ne, je katera izmed relativnih motenj ‖∆A‖/‖A‖, ‖∆Q‖/‖Q‖ ali ‖∆S‖/‖S‖ lahko velika.Tu je problem tudi ta, da uporabljamo algoritme, ki ne upo²tevajo strukture, zato ne moremo priobratni stabilnosti opazovati motenj posameznih blokov matrike E, temve£ le matriko v eloti.Videli smo, da imamo lahko teºave, £e so norme matrik A, Q in S preve£ neizena£ene.S skaliranjem lahko poskrbimo, da bodo norme bolj izena£ene in napake manj²e. Namesto CARE

XA+ATX +Q−XSX = 0 pi²emo
XρAρ +AT

ρXρ +Q−XρSρXρ = 0,kjer je ρ pozitivna konstanta in
Aρ = ρA, AT

ρ = (ρA)T , Xρ = Xρ/ρ, Sρ = ρ2S,
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ρ =





‖S‖
‖Q‖ , ‖Q‖ > ‖S‖,
‖A‖
‖S‖ , ‖Q‖ ≤ ‖S‖ in ‖Q‖‖S‖ ≤ ‖A‖2,

1 sicer.Pogojenost CARE se s skaliranjem ne spremeni.8.6.2 Shurova metoda za DARENa podoben na£in lahko pri DARE
ATXA−X +Q−ATXB(R+BTXB)−1BTXA = 0uporabimo Shurovo metodo na simplekti£ni matriki

M =

[
A+ SA−TQ −SA−T

−A−TQ A−T

]
.Sedaj jo moramo preurediti tako, da bodo v prvem bloku vse lastne vrednosti, ki so po absolutnivrednosti pod 1, ostale pa v drugem bloku.�e je UTMU =

[
S11 S12

0 S22

] in U =

[
U11 U12

U21 U22

], kjer so v bloku S11 vse lastne vrednosti zabsolutnimi vrednostmi pod 1, je re²itev
X = U21U

−1
11 .Tudi tu lahko pri£akujemo velike napake, £e je A singularna oz. slabo pogojena. Temu se lahkoizognemo, £e problem prevedemo na posplo²eni problem lastnih vrednosti.8.7 Posplo²eni problem lastnih vrednosti in DAREDARE ATXA − X + Q − ATXB(R + BTXB)−1BTXA = 0 lahko prevedemo na posplo²eniproblem lastnih vrednosti

Px = λNx,kjer sta N =

[
I S
0 AT

] in P =

[
A 0
−Q I

].Posplo²eni problem lastnih vrednosti ima tudi simplekti£ne lastnosti v smislu, da je λ 6= 0 lastnavrednost natanko tedaj, ko je lastna vrednost tudi λ−1. Ko je A singularna, je vsaj ena lastnavrednost enaka 0. �e je ve£kratnost 0 kot lastne vrednosti r, potem imamo tudi lastno vrednost
∞ z ve£kratnostjo r, torej je 2n− r lastnih vrednosti kon£nih.Lastne vrednosti so

0, . . . , 0, λr+1, . . . , λn, λ
−1
n , . . . , λ−1

1 ,∞, . . . ,∞,kjer je 0 < |λi| < 1 za i = r+1, . . . , n. Za re²itev DARE potrebujemo bazo za stabilni podprostor.
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Ñ = UNV =

[
N11 N12

0 N22

]in
P̃ = UPV =

[
P11 P12

0 P22

]
.Pri tem mora biti Shurova forma preurejena tako, da so lastne vrednosti para (P11, N11) znotrajenotskega kroga.�e je V =

[
V11 V12

V21 V22

], potem je X = V21V
−1
11 .
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