
Monte Carlo metoda za numeri�cno integiranje

Monte Carlo metode so se pojavile leta 1946 pri na�crtovanju vodikove atomske bombe.Uporabili so jih za simulacijo gibanja nevtronov. Prvi avtorji so bili Stanislaw Ulam, Johnvon Neumann in Nick Metropolis.
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Kratka ponovitev verjetnostiU(0; 1): enakomerna porazdelitev na [0; 1].X1; X2; : : : : neodvisne slu�cajne spremenljivke, SN = X1 + � � �+XNE(X) = Z 1�1 xp(x)dx : matemati�cno upanje, p(x) je gostota porazdelitve

D(X) = Z 1�1(x� E(X))2p(x)dx : varianca oz. disperzija�(X) =pD(X) : standardna deviacijaKrepki zakon velikih �stevil: P  limN!1 1N NXk=1(Xk � E(Xk)) = 0! = 1:

Ocena �Cebi�seva: P jX � E(X)j � �D(x)� �1=2! � �:

Centralni limitni izrek: limN!1P �SN � E(SN)�(Sn) < �� = 1p2� Z ��1 e�t22 dt:
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Monte Carlo metodaNaj bo f Lebesguovo integrabilna na [0; 1] in I[f ] = Z 10 f(x)dx:Za slu�cajno spremenljivko X porazdeljeno po U(0; 1) veljaE[f(X)] = I[f ] (matemati�cno upanje):Za vzorec X1; : : : ; XN neodvisnih slu�cajnih spremenljivk porazdeljenih po U(0; 1) jeIN [f ] = 1N NXi=1 f(Xi)cenilka za matemati�cno upanje. Pri Monte Carlo metodi kot pribli�zek za I[f ] vzamemoIN [f ]. Cenilka IN[f ] je nepristranska, saj jeE[IN[f ]] = I[f ]:Posledica KZV�S je P� limN!1 IN[f ] = I[f ]� = 1: 3



Konvergenca 1

�N [f ] = I[f ]� IN [f ] : napaka metode Monte CarloD[f ] = Z 10 (f(x)� I[f ])2dx : varianca f�[f ] =qD[f ] : standardna deviacija fPokazali bomo, da je za velik N velja�N[f ] � �[f ]N�1=2�;kjer je � slu�cajna spremenljivka porazdeljena po N(0; 1).
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Konvergenca 2

Ocena �Cebi�seva: P jX � E(X)j � �D(x)� �1=2! � �:Za SN = f(X1) + � � �+ f(XN) = NIN [f ] dobimoP jSN � E(SN)j � �D(SN)� �1=2! � �;od tod P jNIN �NI[f ]j � �ND[f ]� �1=2! � �in kon�cno P j�N[f ]j � �D[f ]N� �1=2! � �:

Od tod sledi, da pri �ksnem � napaka pada z O(N�1=2).

5



Konvergenca 3

CLI: limN!1P �SN � E(SN)�(Sn) < �� = 1p2� Z ��1 e�t22 dt:Od tod za SN = f(X1) + � � �+ f(XN) = NIN [f ] dobimolimN!1P  NIN [f ]�NI[f ]pN�[f ] < �! = 1p2� Z ��1 e�t22 dtoziroma limN!1P �IN[f ]� I[f ] < ��[f ]pN � = 1p2� Z ��1 e�t22 dtin kon�cno limN!1P �j�N[f ]j < ��[f ]pN � = 1p2� Z ��� e�t22 dt:
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Izbolj�save

Nekaj vrednosti za a(�) := 1p2� R ��� e�t22 dt:a(0:6745) = 0:5;a(2:576) = 0:99;a(3:291) = 0:999;Pri �ksnem � je z verjetnostjo a(�) napaka integrala pod��[f ]pN :To napako lahko zmanj�samo na razli�cne na�cine, ki jih bomo predstavili v nadaljevanju:� pove�camo N ,� zmanj�samo faktor �,� z druga�cno izbiro to�ck (kvazi Monte Carlo metode) namesto faktorja N�1=2 dobimoN�1(lnN)kza neko konstantno k. 7



Ocena variance

CLI lahko uporabimo za oceno, koliko to�ck potrebujemo, da bo napaka z danoverjetnostjo dovolj majhna. Pri tem uporabimo formulo��[f ]pN ;te�zava pa je, da ne poznamo standardne deviacije �[f ].To lahko ocenimo tako, da iz vzorca MN neodvisnih slu�cajnih spremenljivk sestavimoM cenilk I(1)N ; : : : ; I(M)N :Potem je �N = 0@ 1M MXj=1 �I(j)N � IN�21A1=2 ;kjer je IN = 1M MXj=1 I(j)N ;pribli�zek za �N in za oceno za �[f ] vzamemo � = N1=2�N . 8



Primerjava z mre�znimi metodami

Za integral po obmo�cju Id = [0; 1]d dobimoI[f ] = E[f(X)] = ZId f(X)dX;kjer je X vektor neodvisnih slu�cajnih spremenljivk X1; : : : ; Xd, razporejenih poU(0; 1).Za napako �se vedno velja, da pada z O(N�1=2), neodvisno od d.�Ce iz kvadraturne formule reda k s tenzorskimi produkti izpeljemo mre�zno kvadraturnoformulo za integriranje po Id, potem pri N to�ckah napaka pada z O(N�k=d), saj veljaN = nd, napaka pa pada kot n�k.Ostale razlike:� Mre�za pri mre�znih kvadraturne formule je pri velikem d prevelika.� Monte Carlo metode so tudi v eni dimenziji primernej�se za ra�cunanje Fourierovihkoe�cientov.� Monte Carlo metoda nima te�zav z nezveznostmi, ki sicer zmanj�sajo red kvadraturnihpravil. 9



Generiranje naklju�cnih �stevil

Z ra�cunalnikom ne moremo generirati pravih naklju�cnih �stevil, saj jih vedno generiramoz nekim procesom, ki ga lahko ponovimo. Tako v resnici delamo s psevdonaklju�cnimi�stevili.Ena izmed preprostih metod za generiranje naklju�cnih �stevil je linearni kongruen�cnimodel, kjer ra�cunamo zaporedjexr+1 = axr + c (mod m);kjer sta a in c dolo�ceni pozitivni konstanti, izbiramo pa �stevila med 0 in m � 1. Pritem a, c in m izberemo tako, da je perioda (�stevila se najkasneje po m korakih za�cnejoponavljati) �cim ve�cja.Model ima �se to te�zavo, da �ce generiramo naklju�cne d-dimenzionalne vektorje, potemto�cke le�zijo na (d� 1)-dimenzionalnih ravninah, ki jih je pribli�zno m1=d.Za velike probleme (npr. N = 1013), so potrebni posebni generatorji. Generator vMatlabu se hvali, da naj bi bila perioda velika okrog 21492.Za nadaljevanje predpostavimo, da imamo dober generator naklju�cnih �stevil, ki soporazdeljena po U(0; 1). 10



Neenakomerne porazdelitve

Pri Monte Carlo metodi potrebujemo tudi slu�cajne spremenljivke, ki niso enakomernoporazdeljene. �Ce npr. uporabimo slu�cajno spremenljivko z gostoto p(x), potem seformula za matemati�cno upanje spremeni vE[f ] = I[f ] = Z f(x)p(x)dx:Cenilka �se naprej ostane IN [f ] = 1N NXi=1 f [Xi];za napako �N [f ] = I[f ]� IN [f ]pa tako kot prej velja, da je �N[f ] � N�1=2�[f ]�;kjer je � slu�cajna spremenljivka porazdeljena po N(0; 1) in�2[f ] = Z (f(x)� I[f ])2p(x)dx:
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Generiranje neenakomerno porazdeljenih naklju�cnih �stevil 1

Denimo, da �zelimo zgenerirati naklju�cno spremenljivko X, porazdeljeno z gostoto p(x).Prvi pristop je transformacijska metoda.

Ko zgeneriramo Y iz U(0; 1), moramo poiskati X, pri katerem je F (Y ) = X, kjer jeF (y) = Z y0 p(t)dt:To pomeni, da moramo poznati F�1 ali pa vsaj numeri�cno dovolj hitro re�siti ena�cbo. 12



Generiranje neenakomerno porazdeljenih naklju�cnih �stevil 2

Drugi pristop je metoda sprejemanja in zavra�canja (acceptance-rejection method).Denimo, da poznamo funkcijo f(x) � p(x), za katero se da preprosto izra�cunatiinverzno funkcijo za F (x) = R x0 f(x)dx.

Postopek je naslednji:a) Zgeneriramo y iz U(0; F (1)).b) Izra�cunamo x0 = F�1(y).c) Zgeneriramo z iz U(0; f(x0)). �Ce je 0 < z < p(x0), potem izberemo x = x0,sicer pa se vrnemo na to�cko a). 13



Redukcija variance 1Prva metoda za redukcijo variance je porazdelitev po pomembnosti (importancesampling). Integral zapi�semo kotI[f ] = Z f(x)dx = Z f(x)p(x)p(x)dxin si to predstavljamo kot integral z gostoto p. Sedaj za neodvisne spremenljivkeX1; : : : ; XN , porazdeljene z gostoto p, dobimo Monte Carlo cenilkoIN [f ] = 1N NXk=1 f(Xk)p(Xk)za I[f ]. Za napako �N [f ] = I[f ]� IN [f ] sedaj velja�N [f ] � �pN�1=2;kjer je �2p = Z �f(x)p(x) � I[f ]�2 p(x)dx:�Ce torej dobimo �p � �[f ], smo pomembno zmanj�sali napako. Metoda deluje, �ce jef=p skoraj konstanta. 14



Redukcija variance 2Druga metoda je uporaba kontrolnih vrednosti (control variates). Denimo, da poznamog, ki ima podobno obliko kot f , integral I[g] = R g(x)dx pa znamo analiti�cnoizra�cunati. Potem pi�semoZ f(x)dx = Z (f(x)� g(x))dx+ Z g(x)dxin uporabimo Monte Carlo metodo za izra�cun integrala f � g. DobimoIN [f ] = 1N NXk=1(f(Xk)� g(Xk)) + I[g]:Za napako �N [f ] = I[f ]� IN [f ] sedaj velja�N [f ] � �f�gN�1=2;kjer je �2f�g = Z �f(x)� g(x)�2 dxin f(x) = f(x)� I[f ], g(x) = g(x)� I[g].�Ce torej dobimo �f�g � �[f ], smo pomembno zmanj�sali napako. Metoda deluje, �ce jef � g skoraj konstanta. 15


