Kratka ponovitev Monte Carlo metode

Ce uporabimo slutajno spremenljivko z gostoto p(x), potem je formula za
matemati¢no upanje

E[f] = I[f] = / £ (2)p(z)de.

Cenilka je
| N
Inlf] = % > fIX],
i=1
kjer so X1, ..., Xy neodvisne slu€ajne spremenljivke z gostoto p(x).

Posledica KZV5 je P( lim In[f] = I[f]) — 1.

N —o0
Za napako
enlfl = I[f] — Inlf]
velja, da je
en[f] = N%olf],
kjer je

o2[f] = / (f(2) — I1f])?p(x)dz.



Redukcija variance 1

Prva metoda za redukcijo variance je porazdelitev po pomembnosti (importance
sampling). Integral zapisemo kot

= [ 1)z = i E;”;p(x)daz

in si to predstavljamo kot integral z gostoto p. Sedaj za neodvisne spremenljivke
X1,...,Xn, porazdeljene z gostoto p, dobimo Monte Carlo cenilko

1 = (X%
vl = N kz_:l p(Xk)

za I[f]. Za napako en|[f] = I[f] — In][f] sedaj velja

en|[f] = JpN_l/Q,

1= ] (43 ) e

Ce je 0, < o[f], smo pomembno zmanj$ali napako. Metoda deluje, &e je f/p
skoraj konstanta.

kjer je




Redukcija variance 2

Pri metodi kontrolnih vrednosti (control variates) predpostavimo, da poznamo
g. ki ima podobno obliko kot f, integral I[g] = [ g(«)dx pa znamo analiti¢no
izraCunati. PiSemo

[ t@de = [(1) = 9@z + [ g(a)da

in uporabimo Monte Carlo metodo za izra€un integrala f — g. Dobimo

INlf) = 2 S20(X0) = 9(X0) + Il

Za napako en[f] = I[f] — In|f] sedaj velja
enlf] m ap NTV2,
Kjer je
oy = [ (F@) - g@)) da
in f(z) = f(z) — I[f]. 9(=) = g(z) — I[g].

Ce je o5 4 < o[f], smo pomembno zmanjéali napako. Metoda deluje, &e je
f — g skoraj konstanta.



Redukcija variance 3

Naslednja je metoda nasprotnih spremenljivk (antithetic variables). Tu pois¢emo
dve cenilki, ki sta negativno korelirani in ju se$tejemo.

Denimo, da ratunamo I[f] = fol f(x)dx. Prva cenilka je
N
1
- S ix

X n neodvisne slu€ajne spremenljivke porazdeljene po U (0, 1).

kjer so Xq,...,
Za drugo cenilko vzamemo nasprotne spremenljivke X = 1 — X in dobimo
1N
Il = = FIX)
i=1

Njuno povpregje oznatimo z  C[f] = (In[f] + In[f])/2.

Ce je f monotona sta In[f] in I[f] negativno korelirana in C[f] ima manj%o
varianco kot pa Isn[f] (Rubinstein 1981).

Metodo preprosto posplo$imo za raunanje integralov po [0, 1]d.



Redukcija variance 4

Naslednja metoda je razslojevanje (stratification). V primeru © = [0, 1]

obmogje, po katerem integriramo, razdelimo na M slojev

kE—1 k
M M

o= | | k=1

Sedaj za vsak €2 definiramo

1
E = —— x)dx.
=157/, 5@

Za vsak k izberemo N = N/M neodvisnih nasklju¢nih vrednosti Xj ;
porazdeljenih po U (€2). PribliZek za integral je

Ny

1 M
:NZ f(sz

k=1 =1

Za napako es[f] = I[f] — Is[f] velja es[f] = N~"2os[f], kjer je

oslfP =3 / (f(x) — Eylf])%da.
k=1 Y QK



Ker velja og[f] < o|f], je razslojeno pravilo vedno bolj$e od navadnega.

Dokaz: Za vsak k je minimum
: A2
mcln/Qk(f(ac) c) dx
doseZen pri ¢ = F[f]. Zato za vsak k velja
(f(z) = Bx[f)’de < [ (f(2) = E[f])’da
Qg Qg

In potem

S U@ =Bl <32 [ (1@ - Bl e = ol

Nadaljne izboljSave razslojevanja so:

uporabimo sloje razli¢nih mer in N tock razporedimo po slojih glede na €2,
na vsakem sloju €25 uporabimo drugacno porazdelitev,
ve¢ totk uporabimo na delih, kjer je f bolj Zivahna,

kon&ni rezultat je adaptivha metoda za razslojevanje.



Redukcija variance 5

Pri metodi prilagojenih momentov (matching moments) upo¥tevamo, da je
napaka Monte Carlo metode delno tudi posledica tega, da porazdelitev vzorca
X1,...,Xy odstopa od porazdelitve z gostoto p. To vidimo tako, da
primerjamo prva in druga momenta:

mi= [ ep)de £ = Zxk,

N
1
2 2
meo = | x p(x)dx = — X .
2 / p(x) 7 2 N kz_:l k
S korekcijo lahko dosezemo, da bosta momenta enaka. Ce vzamemo
Yk:(Xk—,ul)—le, kzl,...,N,

se ujemata prva momenta, pri

mg—m1
Yi = (Xr — p1) 22 +my, k=1,...,N,
K2 — Hy

pa prva in druga. Pri uporabi moramo biti pozorni, saj sedaj cenilke niso vel
nepristranske in ne moremo ve¢ uporabiti CLI.
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Nedoslednost

Merilo za enakomernost zaporedja tolk je nedoslednost (discrepancy). Za
zaporedje N totk X1, ..., Xy znotraj [0, 1]% in J C [0, 1]% definiramo

Stevilo X; € J
N

Ry(J) = — |J].

Sedaj se omejimo le na pravokotnike J = J(=x,y), kjer sta « in y antipodni
oglis¢i. Definiramo oo in Lo nedoslednost:

Dy = sup |Ryx(J(x,y))|,
x,yeo,1]d

T2 = / R (J (2, ) dedy.
(w’y)e[oal]zda z;<Y;

Za neskon&no zaporedje to¢k { X;} pravimo, da je enakomerno porazdeljeno, &e
je imy_ oo Dy = 0 in kvazi nakljuno, Ce je

Dy < c(log N)*N %,

kjer sta konstanti ¢, k neodvisni od N (lahko pa odvisni od dimenzije d).



Ce se omejimo na pravokotnike z enim oglis¢em v O, dobimo

Dy = sup |Ryn(J(0,2))],
xclo,1]d

T = Ry (J(0, ) de.
[0,1]¢

Velja ocena (Koksma-Hlawka)

en[f] < V[f]Dxy,
kjer je V[f] variacija f (v eni dimenziji je to kar [ | f'(z)|dx).

IzkaZe se, da je ocena zelo slaba (V' [f] je lahko tudi co), nedoslednost pa je
dobro merilo za napako integrala.

e Kljub imenu kvazi naklju¢na 3tevila sploh niso naklju¢na.

e Nadrtovana so tako, da so po obmod&ju razporejena enakomernejSe od
naklju¢nih Stevil.

e Primerna so za numeri¢no integriranje, ne pa tudi za simulacijo in optimizacijo.

e Ce uporabimo kvazi naklju¢na %tevila, dobimo kvazi Monte Carlo metodo.

e Z njimi lahko doseZemo red konvergence O((log N)*N 1) za nek k.
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Generiranje kvazi nakljucnih stevil

Najpreprosteji primer je Van der Corputovo enodimenzionalno zaporedje. Xy
dobimo tako, da k zapisemo v dvojiski bazi, potem pa cifre prezrcalimo ez
decimalno piko.
k == (amam_l R alao)g,
Xk = (O.a0a1 s am_lam)g.

Nekaj prvih Stevil je:
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PosploSitev za d dimenzij je Haltonovo zaporedje, kjer za j-to komponento X
namesto 2 uporabimo j-to praStevilo. Za nedoslednost Haltonovega zaporedja

velja

—_

Dy < cq(log N)'N ™",

kjer je konstanta c4 odvisna od d.
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Omejitve kvazi Monte Carlo metod

Ne obstaja nobena teorija za oceno natan&nosti Ix[f] kot npr. CLI pri MC
metodah.

Metode so uporabne le za integriranje, ne tudi za simulacijo kak3nega
naklju¢nega procesa.

Ce je d velik, KMC metode niso vet tako utinkovite. Razlog za to je, da &len
(log N)< ni vet tako zanemarljiv v primerjavi z N ~*. Veljati mora

N > 2%,

KMC metode niso tako ucinkovite za funkcije, ki niso gladke.

Neucinkovitost KMC pomeni v praksi le, da se ne obnasa bolje od standardne
MC metode.

12



