
Kratka ponovitev Monte Carlo metode�Ce uporabimo slu�cajno spremenljivko z gostoto p(x), potem je formula zamatemati�cno upanje E[f ] = I[f ] = Z f(x)p(x)dx:

Cenilka je IN[f ] = 1N NXi=1 f [Xi];kjer so X1; : : : ; XN neodvisne slu�cajne spremenljivke z gostoto p(x).Posledica KZV�S je P� limN!1 IN [f ] = I[f ]� = 1:Za napako �N[f ] = I[f ]� IN [f ]velja, da je �N [f ] � N�1=2�[f ];kjer je �2[f ] = Z (f(x)� I[f ])2p(x)dx: 1



Redukcija variance 1Prva metoda za redukcijo variance je porazdelitev po pomembnosti (importancesampling). Integral zapi�semo kotI[f ] = Z f(x)dx = Z f(x)p(x)p(x)dxin si to predstavljamo kot integral z gostoto p. Sedaj za neodvisne spremenljivkeX1; : : : ; XN , porazdeljene z gostoto p, dobimo Monte Carlo cenilkoIN [f ] = 1N NXk=1 f(Xk)p(Xk)za I[f ]. Za napako �N[f ] = I[f ]� IN [f ] sedaj velja�N [f ] � �pN�1=2;kjer je �2p = Z �f(x)p(x) � I[f ]�2 p(x)dx:�Ce je �p � �[f ], smo pomembno zmanj�sali napako. Metoda deluje, �ce je f=pskoraj konstanta. 2



Redukcija variance 2Pri metodi kontrolnih vrednosti (control variates) predpostavimo, da poznamog, ki ima podobno obliko kot f , integral I[g] = R g(x)dx pa znamo analiti�cnoizra�cunati. Pi�semoZ f(x)dx = Z (f(x)� g(x))dx+ Z g(x)dxin uporabimo Monte Carlo metodo za izra�cun integrala f � g. DobimoIN [f ] = 1N NXk=1(f(Xk)� g(Xk)) + I[g]:Za napako �N[f ] = I[f ]� IN [f ] sedaj velja�N[f ] � �f�gN�1=2;kjer je �2f�g = Z �f(x)� g(x)�2 dxin f(x) = f(x)� I[f ], g(x) = g(x)� I[g].�Ce je �f�g � �[f ], smo pomembno zmanj�sali napako. Metoda deluje, �ce jef � g skoraj konstanta. 3



Redukcija variance 3Naslednja je metoda nasprotnih spremenljivk (antithetic variables). Tu poi�s�cemodve cenilki, ki sta negativno korelirani in ju se�stejemo.Denimo, da ra�cunamo I[f ] = R 10 f(x)dx. Prva cenilka jeIN[f ] = 1N NXi=1 f [Xi];kjer so X1; : : : ; XN neodvisne slu�cajne spremenljivke porazdeljene po U(0; 1).Za drugo cenilko vzamemo nasprotne spremenljivke X 0i = 1�Xi in dobimoI 0N [f ] = 1N NXi=1 f [X 0i]:

Njuno povpre�cje ozna�cimo z C[f ] = (IN[f ] + I 0N [f ])=2.�Ce je f monotona sta IN [f ] in I 0N [f ] negativno korelirana in C[f ] ima manj�sovarianco kot pa I2N [f ] (Rubinstein 1981).Metodo preprosto posplo�simo za ra�cunanje integralov po [0; 1]d. 4



Redukcija variance 4Naslednja metoda je razslojevanje (strati�cation). V primeru 
 = [0; 1]obmo�cje, po katerem integriramo, razdelimo na M slojev
k = �k � 1M ; kM� ; k = 1; : : : ;M:Sedaj za vsak 
k de�niramoEk[f ] = 1j
kj Z
k f(x)dx:Za vsak k izberemo Nk = N=M neodvisnih nasklju�cnih vrednosti Xk;iporazdeljenih po U(
k). Pribli�zek za integral jeIS[f ] = 1N MXk=1 NkXi=1 f(Xk;i):Za napako �S[f ] = I[f ]� IS[f ] velja �S[f ] � N�1=2�S[f ], kjer je�S[f ]2 = MXk=1 Z
k(f(x)� Ek[f ])2dx: 5



Ker velja �S[f ] � �[f ], je razslojeno pravilo vedno bolj�se od navadnega.Dokaz: Za vsak k je minimumminc Z
k(f(x)� c)2dxdose�zen pri c = Ek[f ]. Zato za vsak k veljaZ
k(f(x)� Ek[f ])2dx � Z
k(f(x)� E[f ])2dxin potemMXk=1 Z
k(f(x)� Ek[f ])2dx � MXk=1 Z
k(f(x)� E[f ])2dx = �[f ]2:

Nadaljne izbolj�save razslojevanja so:� uporabimo sloje razli�cnih mer in N to�ck razporedimo po slojih glede na 
k,� na vsakem sloju 
k uporabimo druga�cno porazdelitev,� ve�c to�ck uporabimo na delih, kjer je f bolj �zivahna,� kon�cni rezultat je adaptivna metoda za razslojevanje. 6



Redukcija variance 5Pri metodi prilagojenih momentov (matching moments) upo�stevamo, da jenapaka Monte Carlo metode delno tudi posledica tega, da porazdelitev vzorcaX1; : : : ; XN odstopa od porazdelitve z gostoto p. To vidimo tako, daprimerjamo prva in druga momenta:m1 = Z xp(x)dx 6= �1 = 1N NXk=1 Xk;

m2 = Z x2p(x)dx 6= �2 = 1N NXk=1 X2k:S korekcijo lahko dose�zemo, da bosta momenta enaka. �Ce vzamemoYk = (Xk � �1) +m1; k = 1; : : : ; N;se ujemata prva momenta, priYk = (Xk � �1)sm2 �m21�2 � �21 +m1; k = 1; : : : ; N;pa prva in druga. Pri uporabi moramo biti pozorni, saj sedaj cenilke niso ve�cnepristranske in ne moremo ve�c uporabiti CLI. 7



Kvazi naklju�cna �stevila

Zgornje slike predstavljajo zaporedje to�ck Sobol'a v [0; 1]2. 8



NedoslednostMerilo za enakomernost zaporedja to�ck je nedoslednost (discrepancy). Zazaporedje N to�ck X1; : : : ; XN znotraj [0; 1]d in J � [0; 1]d de�niramoRN(J) = �stevilo Xi 2 JN � jJj:

Sedaj se omejimo le na pravokotnike J = J(x;y), kjer sta x in y antipodniogli�s�ci. De�niramo 1 in L2 nedoslednost:DN = supx;y2[0;1]d jRN(J(x;y))j;

T 2N = Z(x;y)2[0;1]2d; xi<yiRN(J(x;y))2dxdy:Za neskon�cno zaporedje to�ck fXig pravimo, da je enakomerno porazdeljeno, �ceje limN!1DN = 0 in kvazi naklju�cno, �ce jeDN � c(logN)kN�1;kjer sta konstanti c; k neodvisni od N (lahko pa odvisni od dimenzije d). 9



�Ce se omejimo na pravokotnike z enim ogli�s�cem v 0, dobimoD�N = supx2[0;1]d jRN(J(0;x))j;

T �N2 = Z[0;1]d RN(J(0;x))2dx:Velja ocena (Koksma-Hlawka)�N[f ] � V [f ]D�N;kjer je V [f ] variacija f (v eni dimenziji je to kar R jf 0(x)jdx).Izka�ze se, da je ocena zelo slaba (V [f ] je lahko tudi 1), nedoslednost pa jedobro merilo za napako integrala.� Kljub imenu kvazi naklju�cna �stevila sploh niso naklju�cna.� Na�crtovana so tako, da so po obmo�cju razporejena enakomernej�se odnaklju�cnih �stevil.� Primerna so za numeri�cno integriranje, ne pa tudi za simulacijo in optimizacijo.� �Ce uporabimo kvazi naklju�cna �stevila, dobimo kvazi Monte Carlo metodo.� Z njimi lahko dose�zemo red konvergence O((logN)kN�1) za nek k. 10



Generiranje kvazi naklju�cnih �stevilNajpreprostej�si primer je Van der Corputovo enodimenzionalno zaporedje. Xkdobimo tako, da k zapi�semo v dvoji�ski bazi, potem pa cifre prezrcalimo �cezdecimalno piko. k = (amam�1 � � � a1a0)2;Xk = (0:a0a1 � � � am�1am)2:Nekaj prvih �stevil je: 12;14; 34;18; 58; 38; 78;116; 916; 516; 1316; 316; 1116; 716; 1516:Posplo�sitev za d dimenzij je Haltonovo zaporedje, kjer za j-to komponento Xknamesto 2 uporabimo j-to pra�stevilo. Za nedoslednost Haltonovega zaporedjavelja DN � cd(logN)dN�1;kjer je konstanta cd odvisna od d. 11



Omejitve kvazi Monte Carlo metod

� Ne obstaja nobena teorija za oceno natan�cnosti IN [f ] kot npr. CLI pri MCmetodah.� Metode so uporabne le za integriranje, ne tudi za simulacijo kak�sneganaklju�cnega procesa.� �Ce je d velik, KMC metode niso ve�c tako u�cinkovite. Razlog za to je, da �clen(logN)d ni ve�c tako zanemarljiv v primerjavi z N�1. Veljati moraN > 2d:� KMC metode niso tako u�cinkovite za funkcije, ki niso gladke.� Neu�cinkovitost KMC pomeni v praksi le, da se ne obna�sa bolje od standardneMC metode.

12


