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Predgovor
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Poglavije 1

Uvod

Pri predmetu bomo obravnavali iterativne numeri¢ne metode za reSevanje sistemov linearnih
enacb in ra¢unanje lastnih vrednosti in vektorjev. Gre za nadgradnjo metod, ki smo jih spoznali
na prvostopenjskem studiju. Vse potrebno predznanje s podro¢ja numeri¢nega ra¢unanja in Se
posebno numeri¢ne linearne algebre, ki ga npr. Studenti prve stopnje Studijskega programa
Matematika lahko pridobijo pri izbirnem predmetu Numericna linearna algebra v 3. letniku,
lahko najdete v u¢beniku [9].

Glede na to, da se bomo ukvarjali z iterativnimi metodami, za zacetek definirajmo, kaj bomo
privzeli za direktne metode.

a)

b)

Ce gre za re$evanje sistema linearnih enatb, potem z metodami, kot so npr. LU razcep,
QR razcep ali razcep Choleskega, ki smo jih spoznali na prvi stopnji, sistem iste velikosti
in oblike vedno reSimo z istim Stevilom in vrstnim redom operacij. Npr., za sistem ve-
likosti  x 1 re$evanje s pomo¢jo LU razcepa porabi 2/3n° + O(n?) osnovnih ra¢unskih
operacij. Zato so to ocitno direktni algoritmi. Dokler se direktna metoda ne izvede do
konca, nimamo Se nobenega pribliZka za resitev sistema.

Za razliko od direktnih metod bomo pri iterativnih metodah tvorili zaporedje vektorjev
Xo,X1, ..., ki konvergira proti to¢ni re$itvi sistema Ax = b. Pri iterativnih metodah je
natanénost priblizka odvisna od $tevila porabljenih korakov. Ce naredimo ve¢ korakov,
porabimo ve¢ racunskih operacij, a je zato tudi natan¢nost priblizka boljsa.

Pri ra¢unanju lastnih vrednosti so v resnici vsi algoritmi iterativni. Vemo namre¢, da se
lastnih vrednosti matrike velikosti 5 x 5 ali ve¢ ne da izraziti z zaklju¢enimi formulami.
Kljub temu npr. za QR iteracijo, s katero izra¢unamo vse lastne vrednosti, pravimo, da je
direktna metoda. Sedaj to¢no $tevilo operacij, ki jih potrebujemo za izra¢un vseh lastnih
vrednosti, ni ve¢ odvisno le od velikosti matrike temvec¢ tudi od razporeditve lastnih vre-
dnosti in drugih lastnosti matrike. Vseeno pa se da dobiti oceno za sploSen primer. Tako
npr. QR iteracija ob predpostavki, da v povpre¢ju potrebujemo dva koraka QR iteracije
z dvojnimi premiki, da izlo¢imo eno lastno vrednost, potrebuje 101> + O(n?) osnovnih
operacij za izraéun vseh lastnih vektorjev oziroma 251n° + O (n?) ¢e raéunamo tako lastne
vrednosti kot tudi lastne vektorje. Zaradi tega QR iteracijo obravnavamo kot direktno
metodo.

V grobem bi lahko pri ra¢unanju lastnih vrednosti dejali, da je direktna metoda vsaka, ki
izracuna vse lastne vrednosti, vse lastne pare ali Schurovo formo dane matrike. Za razliko

5



od tega pri iterativnih metodah ra¢unamo samo nekaj lastnih vrednosti, ponavadi tiste,
ki so najbliZje izbrani tocki.

Dve taksni metodi Ze poznamo. Pri poten¢ni metodi ([9, razdelek 6.4]) racunamo domi-
nantno lastno vrednost, pri ortogonalni iteraciji ([9, razdelek 6.7]) pa k < n dominantnih
lastnih vrednosti.

Iterativne metode obicajno uporabljamo v primeru velikih razprSenih matrik, ko reSevanje z
direktnimi metodi ni moZno, saj bi za to porabili preve¢ pomnilnika ali ra¢unskih operacij.



Poglavje 2

Klasi¢ne iterativne metode za linearne
sisteme

2.1 Uvod

Imamo sistem linearnih enacb
Ax = b,

kjer je A € R™" in x,b € R". Poleg direktnih metod kot so npr. LU razcep, QR razcep ali
razcep Choleskega, poznamo tudi iterativne metode za reSevanje sistemov linearnih enacb. Pri
redevanju z iterativnimi metodami dobimo zaporedje priblizkov {x(")}, katerega limita naj bi
bila reSitev sistema Ax = b.

Resevanja se lahko npr. lotimo na naslednji nac¢in. Naj bo M tak priblizek za matriko A, da
znamo sistem z matriko M resiti bolj u¢inkovito kot sistem z matriko A. Re$imo sistem

MX():I?

in tako dobimo pribliZek x(. Ker to ni to¢na resitev, i8¢emo popravek zg, da bo A(xg +z9) = b
oziroma Azg = b — Axg. Namesto tega reSimo sistem

M]/o =b— AXO,

kjer smo spet A zamenjali s priblizkom M. Tako smo dobili pribliZek yq za z in za nov pribliZzek
za reSitev sistema Ax = b izberemo x; = xo + yo. Postopek iterativno ponavljamo in tako
pridemo do metode, ki je opisana v algoritmu 2.1.

Algoritem 2.1 Algoritem za iterativno reSevanje sistema linearnih ena¢b Ax = b, kjer matriko
A nadomestimo z matriko M.

reSi Mxg=0b
k=0,1,...
re$i Myy = b — Axy
X1 = Xk + Yk

Z iterativnim reSevanjem sistemov linearnih enacb se je ukvarjal Ze Gauss. Leta 1823 je predla-
gal iterativno metodo za reSevanje sistema Ax = b $tirih enacb s Stirimi neznankami, ki je bil
strogo diagonalno dominanten.



Definicija 2.1 Pravimo, da je n x n matrika A strogo diagonalno dominantna po vrsticah, ce velja

n
|ai| > Z laj| za i=1,...,n.
=Lt

Podobno je AT strogo diagonalno dominantna po stolpcih, ¢e je A strogo diagonalno dominantna
po vrsticah.

Ce velja
n
ai] > Y layl za i=1,...,n,
j=Lj#i

pri Cemer vsaj v eni vrstici velja stroga neenakost, potem pravimo, da je matrika Sibko diagonalno
dominantna po vrsticah. Podobno definiramo Sibko diagonalno dominantnost po stolpcih.

Zaradi stroge diagonalne dominantnosti je Gauss za M vzel diagonalno matriko, katere diago-
nala je enaka diagonali matrike A. Ce matriko A razdelimo na

A=L+D+ U,

kjer je L spodnja trikotna matrika brez diagonale, D diagonalna matrika in U zgornja trikotna
matrika brez diagonale, potem je M = D. Tako dobimo Gauss—Jacobijevo metodo, ki jo je
uporabljal tudi nemski matematik in astronom Jacobi za ra¢unanje tirov planetov. Algoritem je
zapisan v algoritmu 2.2.

Algoritem 2.2 Originalna Gauss—Jacobijeva metoda za iterativno reSevanje sistema linearnih
enacb Ax = b.
re$i Dxg = b
k=0,1,...
resi D]/k =b— Axk
Xk+1 = Xk + Yk

Kot eno izmed prednosti iterativnega reSevanja je Gauss izpostavil, da za reSevanje ne po-
trebujes tako mocne koncentracije kot pri reSevanju z eliminacijami. V pismu prijatelju se je
navduSeno pohvalil, da te racune lahko opravljas tudi, ko Ze napol spi$ ali, ko razmisljas o
drugih problemih. Poleg tega direktne metode omogocajo tudi lazje odkrivanje napak med
ratunanjem. Ce se npr. zmotimo pri uporabi LU razcepa, bomo to sicer odkrili na koncu, ko
Ax ne bo enako b, a ne bomo imeli nobene druge resitve, kot da gremo ponovno ¢ez vse ra-
¢une. Pri iterativnih metodah se da hitro ugotoviti, da je en korak narobe izra¢unan, zato lahko
ponovimo le ra¢unanje zadnjega koraka.

Ker sedaj racune za nas opravljajo racunalniki, ki se naj ne bi motili, zgornje prednosti niso
odlocilne. A imajo iterativne metode pred direktnimi naslednje pomembne prednosti:

a) Kadar je matrika A velika in razprSena, kar pomeni, da je veliko elementov enakih 0,
nenicelni elementi pa nimajo kaksne posebne oblike, potem se pri direktnih metodah
razprsenost ponavadi izgubi. Zaradi tega nam lahko npr. pri uporabi LU razcepa za
zapis matrik L in U zmanjka pomnilnika. V takih primerih je lahko iterativna metoda
edina moZnost, da sploh lahko pridemo do reSitve oziroma dovolj dobrega pribliZka.
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b) Pri iterativnih metodah lahko vplivamo na natan¢nost izracunanega rezultata. Vec itera-
cij ko izvedemo, vec¢ dela porabimo, a pridemo zato do natancnejSega priblizka. Kadar
nam zados$ca, da reSitev izra¢unamo le na nekaj decimalk natan¢no, lahko naredimo le
toliko korakov iterativne metode, kot jih je potrebno, da doseZemo to natan¢nost. Pri di-
rektnih metodah te izbire nimamo, saj vedno porabimo isto Stevilo operacij, da pridemo
do rezultata.

Gauss—Jacobijeva (v nadaljevanju jo bomo imenovali samo Jacobijeva) metoda ne konvergira
vedno. Pokazali bomo, da npr. vedno konvergira za strogo diagonalno dominantne matrike,
za splodne pa ne vedno.

Gauss je vpeljal tudi razlicico, kjer je za M izbral L + D (cel spodnji trikotnik matrike A). To je
Gauss-Seidelova metoda, ki se je izkazala primerna za simetri¢ne pozitivno definitne matrike.
Pokazali bomo, da za tak$ne matrike vedno konvergira. Simetri¢ne pozitivno definitne ma-
trike srecamo v normalnih sistemih pri reSevanju predolocenih sistemov po metodi najmanjsih
kvadratov, s ¢imer se je prvi ukvarjal ravno Gauss. Algoritem je zapisan v algoritmu 2.3.

Algoritem 2.3 Originalna Gauss—Seidelova metoda za iterativno reSevanje sistema linearnih
enacb Ax = b.
resi (L + D)XQ =b
k=0,1,...
redi (L + D)yx = b — Axi
Xk+1 = Xk + Yk

2.2 Iteracijska matrika

V tem razdelku bomo razvili splosno teorijo, ki bo pokrila klasi¢ne iterativne metode za re-
Sevanje sistemov linearnih enac¢b. Tako bomo lahko ugotovili, kdaj kaksna iterativna metoda
konvergira in kako hitro.

Iteracija pri klasi¢nih iteracijskih metodah je podobna navadni iteraciji za reSevanje sistemov
nelinearnih enacb. Linearni sistem Ax = b zapiSemo v ekvivalentni obliki x = Rx + c in ga
reSujemo iterativno

x D) = Rx() 4 ¢,

Matriko R imenujemo iteracijska matrika. Upamo, da bo pri &im blaZjih pogojih zaporedje {x(")}
konvergiralo proti resitvi sistema Ax = b. Vedeti moramo:

a) kdaj zakljuéiti z iteracijami,
b) pri kaksnih pogojih zaporedje konvergira,

c) kakoiz Ax = b pridemo do ekvivalentne oblike x = Rx + c.
Najprej si poglejmo dva kriterija, ki ju uporabljamo za zakljucek iteracije:

o [lxTV — 2O < eflx]),
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o [[AxUTD — bl < e([|A[[[lx"V] + [[o])).

Pri drugem kriteriju res testiramo, kako dober priblizek je x("*!), a moramo zato mnoziti z
matriko A. Prvi kriterij je cenejsi, a je pri pocasni konvergenci lahko izpolnjen tudi, ko smo Se
dale¢ od prave resitve.

Izrek 2.2 Zaporedje x"+1) = Rx") 4-¢, v = 0,1,..., za poljuben zacetni vektor x*) konvergira na-
tanko tedaj, ko za spektralni radij matrike R velja p(R) < 1 (kar pomeni, da za vse lastne vrednosti A
matrike R velja |A| < 1).

Dokaz. Naj bo ¥ to¢na resitev. Potem iz ¥ = RX + c in x("+1) = Rx(") 4 ¢ sledi
% —x0) = R(z — ()

in naprej
T—xUt) = R2(z — 1y = ... = R — x(0)),

Otitno je potreben in zadosten pogoj za konvergenco za poljuben x(9), da velja limy_,o, R = 0.
Matriko R lahko zapi§emo v Jordanovi formi v obliki R = XJX !, kjer je | = diag(Jy,-- -, Ji)-
Za vsak Jordanov blok J; velja, da je

(AR AT QA ]
k A f
Ji = : (’5))\?*2 ’
AR (At
AK
torej je limy_, J© = 0 natanko tedaj, ko je |A;| < 1. [ |

Posledica 2.3 Zadosten pogoj za konvergenco zaporedja x'+1) = Rx") +¢,r = 0,1,. .., za poljuben
zacetni vektor x©) je, da v neki matricni normi velja ||R|| < 1.

Opazimo lahko, da konvergenca ni odvisna od izbire zacetnega priblizka. To je drugace kot pri
splosnem sistemu nelinearnih enacb, kjer ponavadi metoda konvergira le, ¢e je zacetni pribli-
Zek dovolj dober. V primeru, ko so izpolnjene predpostavke izreka 2.2, bo iterativha metoda
v primeru dobrega zaletnega vektorja x(*) skonvergirala v manj korakih, a skonvergirala bo
tudi, &e za zaletni priblizek vzamemo kar x(?) = 0.

Kako pridemo do iteracijske matrike R? En nacin je, da matriko A zapiSemo kot A = M + N,
potem pa sistem Ax = b zapi§emo kot Mx = —Nx + b in dobimo R := —M™!N. Iteracije
seveda izvajamo tako, da reSujemo sisteme linearnih enacb oblike

MU+ — Ny +b, r=0,1,...,

matriko M pa izberemo tako, da znamo sistem z matriko M resiti hitreje od polnega sistema z
matriko A. Temu pogoju npr. zadostimo, e za M izberemo diagonalno ali trikotno matriko.
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2.3 Jacobijeva in Gauss—Seidelova metoda
Izpeljimo Jacobijevo in Gauss-Seidelovo metodo $e na drug nacin. Sistem Ax = b lahko, pri

pogojua;; #0zai=1,...,n, zapiSemo kot

1

x1 = —(by —anxy —ai3xz — - — aA1Xy)
a1
1
Xo = —(by—anx1 —apxz— - — ayXp)
a2
1
Xp = 7(bn —Apn1X1 — Ap2Xpy — =+ — an,nflxnfl)
Ann

V zgornje enatbe na desno stran vstavimo elemente vektorja x(") in iz njih izra¢unamo elemente
novega priblizka x("+1). Tako pridemo do Jacobijeve metode

(r+1) . _
X ﬂkk (b Z AkiX; ), k=1,...,n.

i=1, i#k

Ce zapisemo A = L+ D + U, Kjer je L spodniji trikotnik matrike A brez diagonale, D diagonala,
U pa zgornji trikotnik matrike A brez diagonale, potemje M = D in N = L 4 U. Jacobijeva
iteracijska matrika je R; = —D~}(L + U).

(r+1) (r+1) (r+1)

Ko po vrsti ratunamo x; ...,Xy ’, bilahko pri ratunanju x; uporabili Ze izratunane
1 1
vrednosti x( +1) Lo, X ,EH ) . Tako dobimo Gauss—Seidelovo metodo

(r+1) _ () _ v (") _
X - ( Za x - Y aux; >, k=1,...,n.

i=k+1

Pri Gauss-Seidelovi metodije M = L+ D, N = Uin Rgs = —(L + D)~ 'U.

Pri Jacobijevi metodi lahko vse elemente vektorja x("+1) ratunamo hkrati in je zato zelo pri-
merna za paralelizacijo. Pri Gauss-Seidelovi metodi to za splosno matriko ni moZno.

Izrek 2.4 Ce je A strogo diagonalno dominantna po vrsticah, kar pomeni

n
|ai| > Z lajj| za i=1,...,n,
=L

potem Jacobijeva in Gauss—Seidelova metoda konvergirata za poljuben zacetni pribliZek.

Dokaz. Pri Jacobijevi metodi iz diagonalne dominantnosti ocitno sledi || Rj|| < 1.

Za dokaz konvergence Gauss-Seidelove metode naj bo (A, x) lastni par za Rgg, torej

Rcsx = Ax
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in x # 0. Od tod sledi

Z a;jxj = A Zal}x}

j=i+1
in
—Aajix; = )\Zazjx] + Z ajxj.
j=1 j=i+1
Vzemimo indeks k, pri katerem je |x;| = ||x]|«. Sedaj lahko ocenimo
JTR = 5
AMlage] < | ’Z\%H + Z ‘k]”x’
j=k+1 k
< |A| Z‘ak]|+ Z |ak]
j=k+1
Sledi
Al Yik+1 ’“kj‘
gl =X gl
saj je zaradi stroge diagonalne dominantnosti
k-1 n
lael > Y lai| + ) Jagl. ]

j=1 j=k+1

Izrek 2.5 Gauss—Seidelova metoda konvergira za hermitsko pozitivno definitno matriko A za poljuben
zacetni pribliZek.

Dokaz. A = AH, torej L = U™ in Rgs = —(U™ + D)~'U. Najbo (A, x) lastni par za Rgs, torej
x # 0in
—~Ux = (U" + D)Ax.
Enacbo pomnoZimo z x in dobimo
xHUx

A= .
xHUHx + xHDx

Sedaj definiramo

n
o:=x"Dx = Zaii\xi\z >0
i=1

in
o+ Bi := xHUx,
torej x"UHx = a — Bi. Dobimo
x + Bi
- o+a-—pi
in s
M=t
(c+a)2+p

Ker je A pozitivno definitna, je x? Ax = xHU"x + xHDx + xUx =20 + ¢ > 0in
(0 +a)? =0c(c+20) +a® > a?,
kar pomeni, daje |A| < 1. |
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Zgled 2.1 Za sistem

12x1 —3xp+x3 = 10
—Xx1+ 9% +2x3 = 10
x1—x+10x3 = 10

in zacetni priblizek x(©) = [101]7T izracunajmo dva koraka po Jacobijevi in Gauss—Seidelovi metodi. Pri
Jacobijevi metodi dobimo

0.75 1.00833...
W =111, x@=1099444..],
0.9 1.025

pri Gauss—Seidelovi metodi pa

0.75 0.991203...
xW = 109722... |, x@ = {0.994084... | .
1.022... 1.0002881

Tocen rezultat je ¥ = [111]7. O

Izrek 2.6 (GerSgorin) Vse lastne vrednosti n x n matrike A leZijo v uniji krogov
n
Kl‘Z:{ZZ|Z—€ll’1’§Z|ai}'}, i:1,...,n.
j=1
j#i

Dokaz. Najbo Ax = Ax za x # 0 innajbo |x;| = ||x||«. Potem velja

n
ai]-x]- = /\xi.
j=1

Od tod sledi

n x]
A=Yy
j=1

j#i
in dobimo oceno
n
A —ai| <Y ag]
=1
j#i
iz katere sledi A € K;. [ |

Krogom iz zgornjega izreka pravimo Gersgorinovi krogi. Velja tudi, da v primeru, ¢e unija
krogov ni povezana, potem vsaka povezana komponenta k krogov vsebuje natanko k lastnih
vrednosti.

Izrek 2.7 Ce je A strogo diagonalno dominantna matrika, potem je A nesingularna.

Dokaz. To je o¢itno, saj v tem primeru 0 ne more biti vsebovana v nobenem Gersgorinovemu
krogu. |
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Definicija 2.8 Matrika A je nerazcepna, e ne obstaja taka permutacijska matrika P, da je

T | A A
PAP —[ 0 A

in sta matriki A1y in Ay kvadratni.

Nerazcepnost matrike A je ekvivalentna temu, da je graf G(A), ki pripada matriki (tocke so
1,...,n, povezave pa ij, kjer je a;; # 0), krepko povezan, kar pomeni, da med poljubnima
dvema to¢kama v grafu obstaja usmerjena pot.

Izrek 2.9 Naj bo A nerazcepna matrika. Ce njena lastna vrednost A lezi na robu unije Gersgorinovih
krogov, potem A lezi na robu vsakega Gersgorinovega kroga.

Dokaz. Privzemimo, da je x lastni vektor za A, ki je normiran tako, da je ||x[l» = 1. Ceje
|x;| =1, potem lahko podobno kot pri prej$njem izreku pokazemo, da je

n n
A —ai] <Y lagi| x| < Y |l 2.1)
j=1 j=1
j#i j#i
torej A lezi v krogu K;. Ker A lezZi na robu unije vseh Gersgorinovih krogov, ne more lezati v
notranjosti K;. Zato morajo v (2.1) veljati same enakosti, kar pomeni, da iz a;; # 0 sledi |x;| = 1.

Ker je A nerazcepna, obstaja pot od i do poljubne druge tocke k # i, to naj bo npr. pot i =
i1,12,...,im = k. Zato mora biti a;;, # 0in zato |x1-2| =1.Ceza ip ponovimo zgornje argumente,
mora potem A lezati tudi na robu kroga K;,. To ponavljamo in ker je A nerazcepna, lahko tako
s potmi pokrijemo vse tocke in pokaZzemo, da A leZi na robu vsakega kroga. |

Izrek 2.10 Ce je A $ibko diagonalno dominantna matrika in nerazcepna, potem je nesingularna.

Dokaz. Denimo, da je 0 lastna vrednost matrike A. Zaradi Sibke diagonalne dominantnosti bi
morala potem 0 leZati na robu unije Gersgorinovih krogov. Toda, ker je matrika nerazcepna,
potem po prejSnjem izreku 0 leZi na robu vsakega kroga. Tako smo prisli do protislovja, saj bi

potem za vsak i veljalo
n

|aii| =) |aj|

j=1
j#i
in matrika ni Sibko diagonalno dominantna. |

Izrek 2.11 Ce je A $ibko diagonalno dominantna matrika in nerazcepna, potem Jacobijeva in Gauss—
Seidelova metoda konvergirata za vsak zacetni vektor.

Dokaz. Ce ponovimo dokaz izreka 2.4 za $ibko diagonalno dominantno matriko, potem sledi,
da velja p(Rj) < 1in p(Rgs) < 1. Pokazati moramo tako le, da ni mozno, da bi bil spektralni
radij ene ali druge matrike enak 1.

Denimo, da je |A| = 1 lastna vrednost iteracijske matrike R = —M~!N, kjer je bodisi M =
D,N=L+UaliM=L+D,N = U. Potemiz M 'Nx = —Ax sledi Nx = —AMx in N + AM
je singularna matrika. Toda, ker je zaradi |A| = 1 matrika N + AM $e vedno $ibko diagonalno
dominantna in nerazcepna, to po zadnjem izreku ni mozno in prisli smo do protislovija. n
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24 SOR metoda

Pri metodi SOR! raéunamo

x,((rH)SOR = x,((r) +w (x](crH)GS — x,(:)) za k=1,...,n,

kjer je w relaksacijski parameter, za katerega se izkaZe, da mora veljati 0 < w < 2. Priw = 1je
SOR kar Gauss-Seidelova metoda.

Dobimo

) _ ), 1 Sy S
¥ =x o be— Y awx; =Y agx za k=1,...,n.
kk i=1 i=k

Gre za pospesitev Gauss-Seidelove metode, ideja pa je, da bo, ¢e je zaporedje monotono, za pri-
merni parameter w > 1 priblizek x("*1)SOR blizje resitvi kot x" 1G5, ¢e pa zaporedje alternira,
bo boljsi priblizek pri 0 < w < 1. Optimalni w je tezko oceniti.

V matri¢ni obliki velja
XD = ¢ 4 D1 (b — LxU) — (U + D)x(r)>

oziroma
(wL+ D)x"* ) = (D — w(D + U)) x") + wb,

kar pomeni
Rsor = (wL+D)7Y((1 - w)D — wl). (2.2)

Izrek 2.12 Metoda SOR ne more konvergirati za poljuben zacetni vektor v primeru w ¢ (0,2).

Dokaz. Matrika (wL + D)~! je spodnja trikotna in ima na diagonali elemente a;' za i =

1,...,n, matrika (1 — w)D — wU pa je zgornja trikotna in ima na diagonali elemente (1 — w)a;;
zai=1,...,n. Od tod iz enakosti (2.2) sledi

det Rsor = (1 — (U)n.
Ker je determinanta enaka produktu lastnih vrednosti, velja p(Rsor) > |1 — w| in potreben

pogoj za konvergenco je w € (0,2).

Izrek 2.13 Ce je A hermitska pozitivno definitna matrika, potem metoda SOR v primeru w € (0,2)
konvergira za poljuben zacetni vektor.

Dokaz. Dokaz je posplositev dokaza izreka 2.5, ki je le poseben primer za w = 1. |

Izrek 2.14 Ce je n x n matrika A nerazcepna in $ibko diagonalno dominantna po vrsticah, kar pomeni
|aii| > Yg_1kzilai|l zai =1,...,n, pri Cemer je vsaj v eni vrstici stroga neenakost, potem Jacobijeva
in Gauss—Seidelova metoda konvergirata in velja p(Rgs) < p(Rj) < 1. |

ISOR je angleska kratica za Successive Over-Relaxation.
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Definicija 2.15 Matrika A = L + D + U je konsistentno urejena, e so lastne vrednosti matrike

Rj(a) = -D7! (zxL + iu)

neodvisne od « # 0.

Trditev 2.16 Ce ima matrika obliko

D1 Ap ]
A= ,
[ Ay Do

kjer sta Dy in Dy nesingularni diagonalni matriki, potem je A konsistentno urejena.

Dokaz. Ce A razdelimo, dobimo A = L+ D + U, Kjer je

Axn 0 0 D 0 0
Tako je
1 0 —1p A
R =-DYaL+-U) = 1
]((X) <DC + o U> [ —aDElAzl 0 :|

Ker je

o r@ |t =k

r ™ al A

so lastne vrednosti Rj(«) res neodvisne od . |

Definicija 2.17 Matrika A ima lastnost A, Ce obstaja taka permutacijska matrika P, da je

A A
PAPT — 11 12:| ,
[A21 Ao

kjer sta A11 in Ago diagonalni matriki.
Matrika A ima lastnost A natanko tedaj, ko je graf G(A) dvodelen (bipartiten), pri ¢emer do-

puscamo zanke. Tocke v takem grafu lahko razdelimo na taka dva dela V; in V5, da so potem
vse povezave oblike ik za i # k take, dajebodisii € V1,k € Vyalii € V,, k € V.

Vsako matriko z lastnostjo A lahko torej s permutacijsko matriko P spremenimo v konsistentno
matriko. Ce npr. uporabljamo Jacobijevo ali Gauss-Seidelovo metoda, lahko torej vrstni red
spremenljivk izberemo tako, da je matrika konsistentno urejena.

Izrek 2.18 Naj bo matrika A = L 4 D + U konsistentno urejena matrika z nesingularno diagonalno
matriko. Potem za w # 0 velja:

a) Ce je y lastna vrednost R;, je tudi —y lastna vrednost R;.
b) Ceje A # 0 lastna vrednost Rsor(w), je vsak y ki zadosta
A+ w—1)2 = Miw? (2.3)

lastna vrednost Rj.
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c) Ce je y lastna vrednost R; in A zadosta (2.3), je A lastna vrednost Rsor (w).
Dokaz. Tocka a) sledi iz dejstva, da ima zaradi konsistentne urejenosti A matrika R; = Rj(1)
iste lastne vrednosti kot matrika R;(—1) = —R;.
Naj bo A # 0 lastna vrednost Rgor (w). To pomeni, da je
0 =det ((wL+ D) *((1 —w)D — wl) — Al).
Ker je wL + D nesingularna, je to ekvivalentno
0 =det((1—-w)D —wlU — A(wL + D))

in dalje ekvivalentno

0 = det((1-w)l—wD'U—-AwD 'L+1))

= det((1-w—-A)I-w(D'U+AD'L)).

To pomeni, da je (A + w — 1)/w lastna vrednost v/AR;(v/A), oziroma lastna vrednost v/AR],
saj se lastne vrednosti Rj(A) in Rj ujemajo. To je ekvivalentno zvezi

A -1
+Z :\/Xi,[/

od koder sledi (2.3).

Ceje A # 0, lahko gremo tudi v drugo smer in tako pokaZemo, da je v primeru, ko je y lastna
vrednost Ry in A # 0 resi (2.3), potem A lastna vrednost Rgor (w).

Ce je p lastna vrednost R;, potem enakost (2.3) lahko velja tudi za A = 0. V tem primeru mora
potem veljati w = 1 in ker je Rsor(1) = Rgs, je A = 0 res lastna vrednost Rsor(w). Hitro lahko
namrec preverimo, da je matrika Rgs vedno singularna, saj je njen prvi stolpec enak 0. n

Izrek 2.19 Ce je A konsistentno urejena in yu = p(Rj), potem velja:

1) p(Rgs) = p?,
2

2) Wopt = ———
P /12

p(RSOR (wopt)) = Wopt — 1,

3)
w—1, Za Wopt < w < 2

p(Rsor(w)) = {

1_w+%w2y2+wy\/1—w+%wz;ﬂ, za 0 < w < wWopt-

Dokaz. Ce iz (2.3) izrazimo A, dobimo

1 1
Mo=1-w+ Zyzwzj:wy\/l —w+ iyza)z. (24)

Sedaj lo¢imo dve moznosti glede na predznak izraza pod kvadratnim korenom. Vemo, daje 0 < w < 2

in0 < u < 1. Od tod lahko ugotovimo, da je mejni w € (0,2), pri katerem 1 — w + }p*w? spremeni

predznak, enak
2

Wy = ———.
14+ 1 —p?
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Ce je wy < w < 2, sta resitvi (2.4) konjugirani kompleksni $tevili. Za absolutno vrednost velja
A]2 = (1 —w+ 1w2y2>2 + w?u? (w —1- 1yzwz) = (1-w)%
2 4

Ker je 1 < wy, sledi p(Rsor(w)) = w — 1. Opazimo Se, da je na intervalu wy < w < 2 spektralni
radij metode SOR naras¢ajoca funkcija parametra w.

Ce je 0 < w < wy, sta obe resitvi (2.4) realni. Po absolutni vrednosti vecjo dobimo, ce v (2.4) izberemo
+, kar da

1 1
p(Reon(@)) =1~ -+ 2t + oy 1w+ Lape

Z odvajanjem zgornjega izraza bi ugotovili, da je na intervalu 0 < w < wy spektralni radij padajoca
funkcija parametra w. Zaradi tega je minimum doseZen ravno pri wq in Wept = Wo.

Zgled 2.2 Matrika blo¢ne oblike

T -1 i

.. .. —1

-1 T |

kjer je T tridiagonalna matrika
4 -1 i
T_ -1 4 ’

‘. .. -1
-1 4 |

ima lastnost A. Tak$ne matrike srecamo pri reSevanju Poissonove parcialne diferencialne enacbe. De-
nimo, da reSujemo parcialno diferencialno enacbo

uxx + Myy —= O (2.6)

na obmocju Q) = [0,1] x [0,1] z robnim pogojem u = f na dQ). Pri diferencni metodi obmocje ()
prekrijemo z mreZo, kjer intervala [0, 1] ekvidistantno razdelimo s tockami xo = 0,x1,...,Xp, Xpt1 = 1
inyo = 0,y1,...,Yn,Yni1 = 1. Ce oznacimo h = 1/(n + 1), potem je x; = ih in yj = jh za
i,j=0,...,n+1

Ce v tocki (x;, y;) enacbo (2.6) aproksimiramo tako, da druga parcialna odvoda funkcije u po x in y
aproksimiramo s simetricnima diferencama, dobimo pettockovno shemo, ki je predstavljena z enacbo

i1, — 2uji + Uit L i T 2uj + Uij 1

12 12 =0

od koder sledi

1
Ujj = Zl(ui—l,j + Uit + wijo1 + i)

zai,j=1,...,n. Vrednost v vsaki tocki mreZe mora biti torej enaka povprecju vrednosti njenih Stirih
sosed in tako vrednosti na robu mreze dolocajo vrednosti v notranjosti.

Ce enacbe za vse vrednosti u;j znotraj mreZe v pravem vrstnem redu sestavimo v sistem linearnih enacb
Au = b velikosti n*> x n?, potem ima matrika obliko (2.5). V nadaljevanju bomo sistem s taksno matriko
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g
L ]
@
L ]
L ]
L ]
L ]

3dt @ o ------- o ------- Qe o -------- o -------- o ------- .

2dt ¢

PR R S S - —"

t0 * & & & & &

0 dx 2dx 3dx Id Id xn 1

Slika 2.1: Mreza diferen¢ne metode za Poissonov problem na [0, 1] x [0, 1] z Dirichletovim rob-
nim pogojem. Vrednosti v ¢rnih to¢kah so znane iz robnih pogojev, druge dobimo iz sistema
linearnih enacb.

imenovali modelni problem, saj bomo na njem testirali konvergenco klasicnih iterativnih metod. V praksi
sploh ni potrebno, da je matrika A eksplicitno zapisana v pomnilniku, saj lahko en korak Jacobijeve
ali Gauss—Seidelove metode izvedemo tako, da gremo v zanki skozi vse tocke mreZe in posodabljamo
njihove vrednosti. Pri Jacobijevi metodi potrebujemo dve mreZi, saj moramo imeti shranjene nove in
stare vrednosti, pri Gauss—Seidelovi metodi in SOR pa eno samo mreZo.

Jacobi Gauss—Seidel SOR
n p(R;) | korakov | p(Rgs) | korakov | p(Rsor) | korakov
5 | 0.866054 160 | 0.750000 80 | 0.333333 21
10 | 0.959493 557 | 0.920628 278 | 0.560388 40
100 | 0.999516 47590 | 0.999033 23795 | 0.939676 370
1000 | 0.999995 | 4.68 - 10° | 0.999990 | 2.34 - 10° | 0.993743 3668

Tabela 2.1: Primerjava Jacobijeve, Gauss-Seidelove in SOR metode (pri optimalnem w) na ma-
trikah n2 x n? oblike (2.5). Stolpci prikazujejo spektralne radije iteracijskih matrik p(R) in po-
trebno stevilo korakov k, da velja p(R¥) < 10719

Ce je T velikosti n x n in A velikosti n> x n?, potem tabela 2.1 prikazuje spektralne radije iteracijskih
matrik in $tevilo potrebnih korakov, da velja p(R¥) < 10710, & za iterativno metodo izberemo Jacobijevo
metodo, Gauss—Seidelovo metodo in metodo SOR (pri optimalnem w). Ko n narasca, gredo vsi spektralni
radiji proti 1. Zaradi tega so vecji problemi podobne oblike zelo zahtevni za reSevanje. Pri vecjem n
porabimo ve¢ operacij v vsakem koraku, poveca pa se tudi Stevilo iteracij, ki jih potrebuje iteracijska
metoda. Glede na to, da je casovna zahtevnost enega koraka vseh treh metod enaka, vidimo, da metoda

SOR daje neprimerno boljse rezultate. U

Zgled 2.3 Za matriko

4 1 -1
-1 4 -1 -1
-1 4 -1
A=1_, 4 (2.7)
-1 -1 4 -1
-1 -1 4

velja p(Ry) = 0.6036, p(Rgs) = 0.3634, wopt = 1.1128, graf spektralnega radija p(Rsor(w)) za
w € [0,2] pa je prikazan na sliki 2.2. Opazimo lahko, da Ze v bliZini optimalnega w spektralni radij na
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obeh straneh hitro narasca. Pri vecjih matrikah je to Se bolj ocitno in, e ne izberemo dobrega priblizka
za optimalno vrednost w, se Stevilo iteracij lahko mocno poveca. 0

11
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Slika 2.2: Graf spektralnega radija matrike SOR za matriko (2.7) in w € [0, 2].

Ce tocke v mrezi uredimo kot pri $ahovnici na &rne in bele, vidimo, da je graf G(A) dvodelen, saj so bele
tocke povezane le s Ernimi in obratno. Ce izberemo tako permutacijsko matriko P, da bodo v prvem delu
samo bele, v drugem pa same ¢rne tocke, vidimo, da ima matrika lastnost A. Ta tako imenovana ¢rno-bela
ureditev nam omogoca, da tudi pri Gauss—Seidelovi metodi lahko uporabljamo paralelno racunanje, saj
lahko vrednosti vseh belih tock oziroma vseh ¢rnih tock izracunamo naenkrat.

2.5 Pospesitev Cebiseva in simetri¢ni SOR

Pri iterativnem reSevanju linearnega sistema Ax = b sistem prevedemo v ekvivalentno obliko
x = Rx + ¢, izberemo xj in tvorimo zaporedje x,,+1 = Rx,, + ¢. Denimo, da je p(R) < 1, kar
pomeni da, ko gre m proti neskon¢nosti, priblizki x,, konvergirajo proti to¢ni resitvi x.

Vektor x,, je priblizek za X, Se boljsi priblizek pa bi lahko dobili z linearno kombinacijo vseh do
sedaj izra¢unanih priblizkov xy, ..., x,, v obliki

m
Ym = Z YmiXi,
i=0
kjer so Ymo, - - ., Ymm primerno izbrani koeficienti. V primeru xo = x; = - - - = x,, = X pri¢aku-

jemo, da bo tudi y,, = X, kar pomeni, da mora za vsoto koeficientov veljati };" ;, v,,; = 1. Sedaj
lahko zapiSemo

—xX= Z YmiXi — X = Z’Ymi(xi - 55\) = Z’)’miRi(xO - 55\) = Pm(R>(xO - 55\)1

i=0 i=0

kjer je pm(t) = Yo Ymit' polinom stopnje m, za katerega velja p,, (1) = 1.
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Ker Zelimo, da bo y,, ¢im boljsi priblizek za to¢no resitev x, is¢emo tak polinom p,,, da bo
spektralni radij matrike p,,(R) &im manjsi, obenem pa bo p;,(1) = 1. Denimo, da za iteracijsko
matriko R vemo:

a) ima same realne lastne vrednosti,
b) p(R) <p <1
Potem is¢emo polinom p,,, ki bo minimalen na [—p, p] in p,(1) = 1. Do primernih polino-

mov pridemo s pomocjo polinomov CebiSeva, ki so zelo pomembni na podroc¢ju enakomerne
aproksimacije. Definirani so z rekurzivno zvezo

TO(X) = 1,
Ti(x) = x,
Tm1(x) = 2xTp(x) — Tp—1(x) za m > 1.

Izrek 2.20 Za polinome Cebigeva velja:

a) Tu(1) = 1.
b) Tp(x) =2""1x" + O(x™1).

[ cos(marccosx), |x| <1,
) Tn(x) = {cosh(m arccoshx), |x| > 1.

&) |Tm(x)| <lzal|x| <1

d) Izmed vseh polinomov stopnje m z vodilnim koeficientom 2"~ ima T,, najmanjso co-normo na
[—1,1].

e) Tu(l1+€)>1+m’czae >0

Dokaz. Pokazali bomo le tocko d), ostale pustimo za vajo.

Uporabili bomo dokaz s protislovjem. Denimo, da obstaja polinom p stopnje m z vodilnim ko-
eficientom 2" !, ki ima na intervalu [—1,1] manj$o co—normo od T},. Vemo, da T, na intervalu
[—1,1] zavzame absolutno vrednost 1 v m + 1 totkah &1 < {» < -+ < {41 in da v teh to¢kah
alternira predznak, torej T, (Cx) T (k1) = —1zak = 1,...,m. Za polinom p mora potem
veljati ||pllo < ||Tw|| = 1, torej v vseh tockah & velja |p(&x)| < |Tm(Ck)| = 1. Od tod sledi,
da se predznak polinoma T;, — p v to¢kah x; ujema s predznakom T,,. To pa pomeni, da ima
polinom T;,, — p, ki je stopnje m — 1, najmanj m nicel, kar je moZzno le, ¢e je T), identi¢no enak p
in prisli smo do protislovja. |

Izven intervala [—1, 1] vrednosti |T,(x)| zelo hitro naras¢ajo, tako da za x = 1 4 € dobimo

m\e| 107*  10°? 102
10| 1.0 1.1 2.2
100 | 22 44 6.9 -10°
1000 | 6.9-10° 1.3-10 1.2-10°!
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Polinom p,,, ki ustreza nasim zahtevam, je

_ Tu(t/p)
Velja pu(1) =1,zax € [—p,p] paje
1
Pm(x) < Tm(l/P).

Cejep =1/(1+¢€), to pomeni py, (x) < m

Ce definiramo pi,, = T,u(1/p), potem je p(t) = ﬁTm(t/p). Za iy velja zveza

2
Hm+1 = Eﬂm — Hm—1- (2.8)

Zaradi tri¢lenske rekurzivne formule za izra¢un y,,41 ne potrebujemo vseh prejsnjih priblizkov,
temvec zado$cata le y,, in y,,—1. Velja namrec

Yme1 = X+ pus1(R)(xo —x)

2 m—

= x+ P Rp(R)(x0 — ) = B g 1 (R) (20 — )
Pm1 Fmt1
zlflm ‘um—l

= x+ R(ym —x) — m-1—%
PHm+1 (ym ) Hm+1 (y ! )

e 7R m — m— + m - mR+ m— X. 2.9

P Y plm+1y 1 lmet (P‘ +1 pV H 1) 2.9)

Iz (2.9) lahko izlo¢imo x, saj se zaradi Rx = x — c in (2.8) zadnji ¢len poenostavi v

1 2 1 2 2ty
m - — R + m—1]1X = m - = + Um-1 )X+ ¢
Mm+1(” T pmE TR 1) ym+1<” T phmTH 1) Ot
_ 2w
p.um—&-l

Tako pridemo do konéne formule za naslednji vektor:

2

(Rym +c) — ym_l]/mfl-

Sm1 = OUm+1 Hm+1

Pri tem opazimo, da je Ry, + c v bistvu pribliZek, ki bi ga dobili z izbrano iterativnho metodo iz
zacetnega priblizka y,,. Na tem mestu torej uporabimo iterativno metodo. Celoten algoritem
je zapisan v algoritmu 2.4.

Pospesitev Cebieva lahko uporabimo za vsako iterativno metodo, katere iteracijska matrika
ima realne lastne vrednosti, saj kompleksnih lastnih vrednosti polinomi Cebiseva ne unicijo.
Iteracijska matrika za SOR ima lahko kompleksne lastne vrednosti, zato SOR ni primerna me-
toda. Pomagamo pa si lahko s simetri¢cnim SOR (SSOR), kjer v bistvu naredimo dva koraka
metode SOR enega za drugim, pri ¢emer pri drugem koraku obrnemo vrstni red ra¢unanja:

Xiy1/2 = (wL —+ D)il((l - CL))D — wU)xi + C1/2
¥is1 = (wU+D) (1 -w)D —wL)xij1/2+c1.
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Algoritem 2.4 Tterativna metoda s pospesitvijo Cebieva. Dani so iterativna metoda, podana
z iteracijsko matriko R in vektorjem c, tak p < 1, da vse lastne vrednosti matrike R leZijo na
intervalu [—p, p|, in zaZetni priblizek xo.

mo=1,u1=1/p
Yo = X0, y1 = Rxp+¢
m=1,2,...

Um+1 = %,um — Um—1
Zm+1 = Rym +c

_ zﬂm _ Hm-1
ym+1 o pym+12m+1 Flanrlym_l

Iteracijska matrika je sedaj
Rssor = (wl + D)~ ((1 —w)D — wL) (wL+ D)~} ((1 —w)D — wu). (2.10)
Zanjo lahko pokazemo, da je v primeru, ko je matrika A simetri¢na, podobna simetri¢ni matriki

in ima zato same realne lastne vrednosti.

Lema 2.21 Ce je matrika A simetricna, potem ima iteracijska matrika za metodo SSOR same realne
lastne vrednosti.

Dokaz.  Ce upostevamo simetrijo matrike A in oznatimo L = LD~!, potem lahko matriko
Rssor iz (2.10) zapiSemo kot

Rssor = (I+wL)™T ((z —w)—(I+ wZ)) (I+wl)™? ((z W) —(I +wi)T) .
Ce ozna¢imo M = I + wL, dobimo
Rssor = M*T<(2 —w)l — M)M’1 ((2 —w)l— MT>
= I+Q2-o)M MM - 2-w)M T+ (2-w)?*M M,
od koder sledi
M'RssorM T =T+ 22— w) M '+ M )+ 2-w)*M M T.
Ker je zgornja matrika simetri¢na, je Rssor podobna simetri¢ni matriki in ima zato le realne

lastne vrednosti. |

Zgled 2.4 Na matrikah iste oblike, kot v zgledu 2.2, bomo primerjali metodi SOR in SSOR. Medtem,
ko optimalni w pri metodi SOR lahko izracunamo po izreku 2.19, podobna formula za metodo SSOR ne
obstaja. Uporabili bomo vrednosti, ki jih je za tovrstne probleme predlagal Young [16]:

w—; V2= 2u=1+4p 2.11)
1+v2-2n T iy '

kjer je u = p(Ry). Ker se da pokazati, da za matriko A iz zgleda 2.2 velja p(Rj) = cos(rt/(n+1)),
lahko tako izracunamo w in p tudi za velik n.
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SOR SSOR s pospesitvijo Cebiseva
n Wopt korakov w 0 korakov
50 1.88401814 169 1.88396630 0.94024989 53
100 1.93967633 324 1.93966926 0.96937269 73
200 1.96922267 622 1.96922174 0.98449154 104
400 1.98445317 1184 1.98445305 0.99219619 145
800 1.99218649 2294 1.99218647 0.99608559 205

Tabela 2.2: Primerjava SOR (pri optimalnem w) in SSOR s pospesitvijo Cebigeva (pri Youngovih
priblizkih (2.11) za optimalni w in p) na n% x n? matrikah oblike (2.5)

Optimalne vrednosti za w lahko dobimo s poskusanjem, potem pa iz izracunanega spektralnega radija
matrike Rgsor doloCimo p. V praksi si tega seveda ne moremo privosCiti in moramo poiskati druge
nacine, kako dolociti ¢im boljsi vrednosti parametrov w in p.

Primerjava je v tabeli 2.2. Tokrat smo za razliko od prej izracunali dejansko stevilo korakov, ki jih je
metoda potrebovala za nakljuc¢no izbrani vektor b, da je norma ostanka padla pod 10~1°. Upostevati
moramo, da je metoda SSOR racunsko dvakrat zahtevnejsa od metode SOR, saj v bistou v enem koraku
naredimo dva koraka metode SOR (pri Cemer je en v obratnem vrstnem redu). Kljub temu stevilo korakov
pri metodi SSOR naras¢a s pocasnejsim redom kot pri SOR in pri vecjih n se SSOR (pri predpostavki,
da znamo oceniti optimalna w in p) obnese bolje kot SOR. g

PokaZimo Se teoreti¢no, da je na modelnem primeru, ko gre n proti neskon¢no, SSOR s pospe-
Sitvijo CebiSeva res obc¢utno hitrejsi od metode SOR, ta pa je hitrejSa od Jacobijeve in Gauss—
Seidelove metode.

Potrebovali bomo naslednjo lemo, katere dokaz pustimo za vaje.

Lema 2.22 Tridiagonalna n X n matrika A oblike

ima lastne vrednosti

kr
)\k—a+2\/%cos <n—|—1)' k=1,...,n.

Prav tako bomo v nadaljevanju potrebovali naslednji definiciji.
W € RP*7in Z € R®*! je matrika velikosti ps x gt blo¢ne oblike

Kroneckerjev produkt matrik

wuZ
W®Z=
me

wlPZ

wqu
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Vektorizacija matrike W = [ w;

vec(W)

w, | € RP*4 je vektor velikosti pg blo¢ne oblike

Hi

Hitro lahko preverimo, da veljajo naslednje enakosti

(A B)H AH @ B,

(A® B)(C® D) (AC) ® (BD),
vec(AX) (I, ® A)vec(X),
vec(XB) (BT @ Iy)vec(X),

vec(AXB) (BT @ A)vec(X),
[vec(X)l = IXr.

Lema 2.23 Za matriki A € R™ ™ in B € R™*" velja

a) lastne vrednosti A @ B so Ajpj,

b) lastne vrednosti I, @ A + B ® Iy s0 A + i,

kjier so Ajzai=1,...,m lastne vrednosti matrike Ain pjzaj=1,...,n lastne vrednosti matrike B.

Dokaz.  Za matriki A in B obstajata unitarni matriki U, V in zgornji trikotni matriki R, S, da je
R =U"AUin S = VHBV. Potem velja

A®B=(U®V)(RxS) (U V)H,

R ® S pa je zgornja trikotna matrika, ki ima na diagonali vse mozne produkte r;;s;;. To pa so
ravno vsi moZzni produkti parov lastnih vrednosti matrik A in B. Podobno je

LiRA+B® L= U V), ®R+S® L) (Ue V)H,

kjerje I, ® R + S ® I, zgornja trikotna matrika, katere diagonalni elementi so vse mozZne vsote
tii + Sjj- [ |
Lema 2.24 Ce je A matrika oblike (2.5) modelnega problema velikosti n> x n?, potem je

)

Dokaz. Matriko A lahko zapiSemo kot A = M ® [ + I ® M, Kkjer je M tridiagonalna matrika
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Po lemi 2.22 in tocki b) leme 2.23 so potem lastne vrednosti matrike A enake

jm krm
r=4+2 — 2 —_—
Ak + 2 cos <n+1>+ COS(n 1)

zajk=1,...,n.

Ker ima matrika A diagonalo D = 4], ima v tem konkretnem primeru Jacobijeva iteracijska
matrika R obliko

Rj=-DYA-D)= —E(A —-D)=1- }LA,

zato so lastne vrednosti R; enake

2 n+1 2 n+1
za j,k =1,...,n. Najvegjo absolutno vrednost lastne vrednosti dobimo pri j = k = 1, zato je
P(R;) = cos (;57)- n

Ker nas zanima, kaj se dogaja, ko n naras¢a proti neskon¢no, lahko uporabimo razvoj v vrsto
in aproksimiramo

2
T T
R;) = — Rl - .
P(R;) = cos <n+1> 2(n+1)2
Vidimo, da je p(Rj) = 1 — O(n~2), zato hitro naras¢a proti 1. V primeru ve¢je mreZe lahko
tako pri Jacobijevi metodi poleg vec¢ dela za en korak pri¢akujemo tudi vecje stevilo korakov.
Napaka se bo zanesljivo zmanjsala za faktor e v m korakih, ¢e velja p(R;)" < e~ 1. Ce oznadimo
5§ = m®/(2(n + 1)?), nas tako zanima, kdaj je (1 — )™ = e~ !. Z logaritmiranjem dobimo

mIn(1 — ) = —1, od koder dobimo (uporabimo razvoj logaritma v vrsto)
I -1 BRI
S In(1-6) —6-062/2-6%/3—--- 5 2 12 24 ’

torej m = 2(n + 1)?/7%. Vidimo, da Jacobijeva metoda potrebuje O(n?) korakov, da napaka
pade za izbrani faktor (namesto e bi lahko izbrali poljubno konstanto, izbrali smo jo le zaradi
preprostejSega logaritmiranja).

En korak Jacobijeve metode ima zahtevnost O(n?), saj za vsako to¢ko v mreZi opravimo kon-
stantno mnogo osnovnih operacij. Ce oznatimo N = n? za stevilo neznank, potem Jacobijeva
metoda za modelni sistem potrebuje O(N?) operacij, da napaka pade za izbrani faktor. To je
bolje kot O(N?) operacij, kar potrebujemo za splosni sistem linearnih enacb velikosti N x N, a
bomo v nadaljevanju videli, da lahko modelni sistem reSimo $e obcutno hitreje.

Za Gauss-Seidelovo metodo velja enako kot za Jacobijevo metodo. Je sicer dvakrat hitrejsa,
a e vedno potrebuje O(N?) operacij, da napaka pade za izbrani faktor. Vemo, da za Gauss-
Seidelovo metodo velja

plRes) = p(R)? = cost (717 ).

Ce oznatimo p = p(R;), je pri metodi SOR optimalni w enak

2 2
w = = - .
opt 14+ 1—u2  1+sin(fy)
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Za spektralni radij pri wopt dobimo

~

1+sin(;75) ~ n+1

n

1 —sin(-Z%) 27
P(RSOR(wopt)) - wopt —-1= n;{rl
+
Torej velja p(Rsor (Wopt)) = 1 — O(n~1), kar je za red bolje kot pri Jacobijevi in Gauss—Seidelovi
metodi. Podobno kot prej lahko sklepamo, da metoda SOR potrebuje O(n) korakov, da napaka
pade za izbrani faktor. Ker je zahtevnost enega koraka tako kot pri Jacobijevi metodi O(nz),
tako skupno potrebujemo O(N 3/ 2) operacij, da napaka pade za izbrani faktor.

Za metodo SSOR s pospesitvijo Cebiseva so pokazali, da pri Youngovi izbiri

2

1++/2—-2u

w =

dobimo
7T

2n2’

S pospesevanjem Cebiseva se tako napaka na koraku 7 mnozi s faktorjem

p(Rssor) =1 —

1 1 1

i T+ 7/ (22) = n2n/(2m2)"

Ocenimo lahko, da potrebujemo O(n'/?) iteracij, da napaka pade za faktor e. Ker je zahtevnost
enega koraka $e vedno O(n?), tako skupno potrebujemo O(N5°/4) operacij, da napaka pade za
izbrani faktor.

Modelni primer z matriko oblike (2.5) lahko re$imo Se hitreje. V [3] lahko najdete opis metode,
ki s pomogjo hitre Fourierove transformacije (FFT) sistem re$i z zahtevnostjo O(Nlog N), in
opis veémreZne metode, ki sistem resi z zahtevnostjo O(N).



Poglavje 3

Metode podprostorov Krilova

Gre za razred metod za reSevanje sistema Ax = b ali za rac¢unanje lastnih vrednosti A, kjer
namesto direktnega dostopa do matrike potrebujemo le podprogram, ki zna za poljuben vektor
x izratunati Ax (v€asih pa tudi ATx). Tako lahko npr. v primeru, ko je matrika A razprsena,
produkta z A in AT obi¢ajno izratunamo ekonomi¢no.

3.1 Podprostor Krilova

Definicija 3.1 Za dano matriko A in vektor b je podprostor Krilova

Ki(A,b) := Lin(b, Ab, ..., A*1b).

Hitro lahko ugotovimo, da podprostor Krilova Ky (A, b) sestavljajo vsi vektorji oblike py_1(A)b,
kjer gre px_1 po vseh polinomih stopnje manjse ali enake k — 1, torej

Ki(A,b) = {pr-1(A)b : px_1 € Pr_1}.

Naj bo xg zacetni pribliZek. Potem kot pribliZek za reSitev sistema Ax = b iS¢emo reSitev oblike
xi € xo0 + Kr(A, r0), Kjer je ro = b — Axg zacetni ostanek. Poznamo §tiri pristope, kako lahko v
podprostoru Krilova pridemo do ustreznega priblizka.

1. Ritz-Galerkin: Izberemo xj, pri katerem je ostanek pravokoten na podprostor Krilova,
oziroma b — Axy L Ky(A,ry). Za splo$no matriko pridemo tako do metode FOM, za si-
metri¢no matriko do Lanczoseve metode, ¢e pa je matrika simetri¢na pozitivno definitna,
je to metoda konjugiranih gradientov oz. CG.

2. Minimalni ostanek: Izberemo xj, ki minimizira normo ostanka || — Axg|[2. V primeru
splosne matrike je to metoda GMRES, ¢e je matrika simetri¢na pa metoda MINRES.

3. Petrov-Galerkin: 1zberemo xy, pri katerem je b — Ax; L Wy za nek testni podprostor W,
za katerega ponavadi izberemo podprostor Krilova za matriko AT. Tako pridemo do
bikonjugiranih gradientov oz. Bi-CG.

4. Minimalna napaka: Izberemo x; € ATK (AT, ), ki minimizira ||x — x¢||2. Za simetri¢no
matriko je to metoda SYMMLQ.

28
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3.2 Arnoldijev algoritem

Vektorji ro, Ary, . .. , A¥=1ry so nestabilna baza za Kx(A,r9), saj iz potentne metode vemo, da
se z narascajocim k vektorji vedno bolj priblizujejo lastnemu vektorju za dominantno lastno
vrednost. Namesto tega za stabilnost potrebujemo ortonormirano bazo za Ky (A, rp).

Denimo, da stolpci V; = [v; --- v;] sestavljajo ortonormirano bazo za KCj(A,r9) zaj =1,...,k.
Potem je Kyy1(A,79) = Lin(vy,..., v, Avg) in naslednji bazni vektor dobimo tako, da Avy
ortogonaliziramo glede na vektorje vy, ..., vf.

Arnoldijev algoritem (1951) za ortogonalizacijo uporablja modificirano Gram-Schmidtovo me-
todo oz. MGS. Predstavljen je v algoritmu 3.1.

Algoritem 3.1 Arnoldijev algoritem. Vhodni podatki so matrika A, vektor ry in dimenzija k.
Algoritem vrne ortonormirane stolpce vy, ..., v, ki tvorijo ortonormirano bazo za podprostor
Krilova ICx (A, ro).

v1 = 1o/ |70l
j=1,...,k
Z:ATJ]'
i=1,...,j
hi]':UiTZ

zZ=2ZzZ— h,‘jvi
hi+1 = |zl
e je hj1,; = 0, potem prekini ratunanje
vj+1 = 2/hj1,

Algoritem se konca pri izbranem k ali pa, ko je hj,1,; = 0.

Trditev 3.2 Arnoldijev algoritem se lahko izvaja do j = k, kjer je k = dim(/C, (A, 10)). Zaj=1,...,k
velja

AV; = ViHj + hj1,[0 -+ 00j44] = ViHj + by jvjaef,

kjer je H; zgornja Hessenbergova matrika velikosti j x j, stolpci V; = [vq - - - v}] pa so ortonormirana
baza za podprostor Krilova K;(A, o).

Dokaz.  Uporabimo indukcijo po j. Denimo, da je Lin(vy, ..., v;) = K;(A,b) in V]TV] = I;.

V primeru ki1 # 0je vj;1 L v1,...,0;invjq € Lin(vy,...,0j, Av;) C Kj11(A,70). Ker paje
dim(Lin(vy,...,v},vj41)) = j+ 1, imamo enakost.

Cejeh i+1,j = 0, potem je AV; = V;H; in V; je baza za invariantni podprostor. V tem primeru iz
Lin(vy,...,v;) = Kj(A, o) sledi K, (A, r9) = K;(A, r9). |

Zahtevnost Arnoldijevega algoritma je k mnoZenj z matriko in O(k?n) za ortogonalizacijo.
MnoZenje z matriko je za polno matriko zahtevnosti O(n?), za razprieno matriko pa je lahko
tudi samo O(n).

Arnoldijev algoritem vrne delno ortogonalno podobnostno transformacijo matrike A v zgornjo
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Hessenbergovo matriko. Po k korakih Arnoldijevega algoritma iz

He VTAY — VI AV, VkTAVu] _ [Hk Hku}

VIAV, VIAV,| — |Hx H,
poznamo Hy in Hy, ki ima same ni¢le in v zgornjem desnem kotu element /1 x.
Pisemo lahko AV; = V]-Hﬁ i Kjer ITI]- dobimo tako, da H; dodamo 8e vrstico [0 - - 0 fj 11 j].

Ce se Arnoldijev algoritem izvede do konca (torej do k = n), potem je VIAV =H ortogonalna
redukcije matrike A na zgornjo Hessenbergovo matriko. To lahko uporabimo za alternativno
izpeljavo Arnoldijevega algoritma.

Ce je prvi stolpec matrike V dologen, potem lahko naslednje stolpce izra¢unamo rekurzivno.
Iz zveze AV = VH dobimo za j-ti stolpec enakost

j+1
AZ)]' = Zhijvi-
i=1

S skalarnim mnoZenjem s v;, kjerjei =1, ..., ], dobimo hz-]- = UZTAU]'. Vektor Vi1 dobimo iz
j
hj+1,jvj+1 = AZ)]' — Zhi]-v,-.
i=1

S tem smo pokazali, da so vsi stolpci matrike V' do predznaka to¢no doloceni s prvim stolpcem
oz. dokazali naslednji izrek.

Izrek 3.3 (Implicitni Q) Ceje Q = [q1 - - - qy] taka ortogonalna matrika, da je QT AQ = H neraz-
cepna Hessenbergova matrika, potem so stolpci qo, . . ., q, do predznaka natancno doloceni s q.

Ceprav bi vektorji vy, ..., vk, ki jih vrne Arnoldijev algoritem, morali biti ortogonalni, se v pra-
ksi zaradi zaokroZitvenih napak lahko zgodi, da ortogonalnost prevet pade, ko k naras¢a. Ce
Zelimo ohraniti numeri¢no stabilnost in ortogonalnost baze, se izkaZe, da moramo po potrebi
Gram-Schmidtov postopek ponoviti in uporabiti RGS (repeated Gram-Schmidt). Ortogonali-
zacijo ponovimo na vektorjih, ki se jim s tem, ko odStejemo komponente v smeri Ze ortonormi-
ranih vektorjev iz baze, norma preve¢ zmanjsa. Majhna norma vektorja z je namre¢ lahko znak
potencialnih velikih relativnih napak. Postopek je predstavljen v algoritmu 3.2.

Casovna zahtevnost algoritma 3.2 je k mnoZenj vektorja z matriko in v najslabsem primeru 4k*n
operacij za ortogonalizacijo. Prostorska zahtevnost je (k + 1)n.

3.2.1 Arnoldijev algoritem s Householderjevimi zrcaljenji

Walker je leta 1980 predstavil Arnoldijev algoritem, ki namesto MGS uporablja Householder-
jeva zrcaljenja. Za lazjo izpeljavo poglejmo, kaksna je povezava med Arnoldijevim algoritmom
in ra¢unanjem QR razcepa z uporabo MGS.

Ce bi vzeli matriko
M = [7’0 AT)l AUz Avk],
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Algoritem 3.2 Arnoldijev algoritem s ponovljeno ortogonalizacijo. Vhodni podatki so matrika
A, vektor rg in dimenzija k. Algoritem vrne ortonormirane stolpce vy, . . ., v, ki tvorijo ortonor-
mirano bazo za podprostor Krilova Ci (A, rg).

o1 =10/ |70l
i=1,2,...k
z=Avj, ¢ = |z
i=1,...,]
hi]' :UITZ
z:z—hijvi
Ceje ||z|| < 0.7¢, potem
i=1,...,j
hi]' :UlTZ
hij = hij + hij
Z:Z—hijl)i
hivj = |z

e je hj;1,; = 0, potem prekini ratunanje

V1 =2/

kjer so vektorji Av; zai = 1,...,k pobrani iz Arnoldijevega algoritma 3.1 (predpostavimo, da
racunamo to¢no), potem lahko hitro vidimo, da ima QR razcep matrike M, ki ga izra¢unamo z
metodo MGS, obliko

M = Viey1Riq1,

kjer je Riy1 zgornja trikotna matrika velikosti (k + 1) x (k + 1). Iz zveze AV} = Vi1 Hy sledi,
da se zadnjih k stolpcev Ry 1 ujema z matriko Hy, medtem ko za prvi stolpec Ry velja, da ima
obliko ||ro|les.

Na podlagi zgornje ugotovitve lahko za ra¢unanje ortonormirane baze za Ky (A, r9) uporabimo
tudi metode za ra¢unanje QR razcepa, ki temeljijo na Givensovih rotacijah ali Householderjevih
zrcaljenjih. Pri tem moramo paziti na to, da na zacetku poznamo le prvi stolpec matrike M za
katero ratunamo QR razcep. Ko izra¢unamo j-ti stolpec v, dobimo (j + 1)-vi stolpec M, ki ima
obliko Av;.

Na kratko ponovimo osnovne lastnosti Householderjevih zrcaljenj. Naj bo
P=1-2ww',

kjer je w normiran vektor. Potem P imenujemo Householderjevo zrcaljenje in predstavlja zrca-

lienje preko hiperravnine, ki je pravokotna na w. Poljuben vektor z prezrcalimo v
Pz =z -2(w'z)w,

iz ¢esar vidimo, da matrike P ne potrebujemo eksplicitno zapisane, potrebujemo le vektor w,
ki doloca P.

Izbran nenilelni vektor x lahko prezrcalimo v +||x||e;. Ustrezna izbira je w = w/||@||, kjer je
w = x + sign(xq)||x||2€1.

Pri tem mora za funkcijo sign veljati, da je sign(t) = 1zat > 0 insign(f) = —1zat <O0.
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Poglejmo, kako bi uporabili Householderjeva zrcaljenja v primeru k = 2, ¢e ima matrika A
velikost 5 x 5. Za¢nemo z rj in pois¢emo wy, da P = P} = I5 — 2w1w1T preslika ro v %||7o]|e1,
torej

Pirg =

oS O o X

0

Vektor v; je potem enak prvemu stolpcu P; oziroma v; = Pje;. V nadaljevanju izra¢unamo
produkt z; = Av; in pois¢emo P, = Iy — wzsz ,da za

~ 1
pell g
velja
X X
L 0 x
P2P1 [To ZZ] = 0 0
0 O
0 0
Nadaljujemo z v3 = Py Does in za z3 = Avs pois¢emo Pz = I3 — ZU3ZU:]; ,da za
=~ [L
= [ PB]
velja
X X X
o 0 x x N
P3P2P1 [1’0 Z Z3] = 0 0 X = R3.
0 0 O
0 0 O

Na koncu dobimo H, tako, da iz ﬁg odreZemo spodnji dve vrstici in prvi stolpec.

Algoritem za poljuben k je zapisan v algoritmu 3.3. Casovna zahtevnost algoritma je pribliZzno
dvakrat toliksna kot pri algoritmu 3.1 in primerljiva z algorotmom 3.2 s ponovno ortogonali-
zacijo, saj to ponavadi izvedemo v ve¢ini korakov. Natan¢nost je primerljiva z algoritmom 3.2
s ponovno ortogonalizacijo.

3.3 Metoda FOM

Poglejmo, kako lahko s pomocjo Arnodijevega algoritma pridemo do priblizka za resitev sis-
tema Ax = b. Ce je xo zacetni pribliZzek, potem pri Ritz—Galerkinovemu pogoju is¢emo x; €
xo + K (A, 1), daje ry L ICk(A, 1o). To je ekvivalentno pogoju

VI(b— Ax;) = 0.
Vektor x; lahko zapisemo v obliki x; = xo + Viyy, Kjer je yx € RE. Ker je rg = ||ro/|v1, sledi
VI (b — Axg) = ||ro||e1 in resiti moramo sistem

VkTAkak = HroHel.
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Algoritem 3.3 Arnoldijev algoritem s Householderjevimi zrcaljenji. Vhodni podatki so ma-
trika A, vektor rp in dimenzija k. Algoritem vrne ortonormirane stolpce vy, ..., v, ki tvorijo
ortonormirano bazo za podprostor Krilova i (A, o).

Z1 =19
j=1,...,k+1

dolo¢i tak normiran w; € R" 7+ da za 13] = {Ij_l } , Kjer je P]- =1- ijwr,
P; j
velja, da ima ijzj zadnjih n — j elementov enakih 0.
M =Dz
Z)]' = P1P2 cee P]€]
Zjy1 = 13] ny ﬁlAvj (zaj<k)
Iz matrike H vzemi le prvih k + 1 vrstic.

Matriko VT AVy = Hj smo Ze izra¢unali med konstrukcijo ortonormirane baze podprostora
Krilova, kar pomeni, da moramo resiti sistem z zgornjo Hessenbergovo matriko

Hyyr = ||roller,
potem pa vzamemo x; = xo + Viyk. To je metoda FOM (full orthogonal method).

V grobem lahko metodo FOM zapiSemo v algoritmu 3.4.

Algoritem 3.4 Metoda FOM za reSevanje sistema Ax = b. Vhodni podatki so matrika A, desna
stran b, zacetni pribliZek xj in dimenzija k. Algoritem vrne priblizek x; po metodi FOM.

ro = b— AXO

Arnoldi(A, rg, k) = AV, = V. H + hk+1,kvk+1e,f
yi = H lrolles

X = Xo + kak

V praksi dimenzije k ne dolo¢imo vnaprej, temvec sproti povecujemo podprostor Krilova in
naredimo toliko korakov, kolikor je potrebnih, da pridemo do dovolj natan¢nega pribliZka.
IzkaZe se, da pri tem ni potrebno za vsak k racunati priblizka xj in norme napake r, = b — Ax,
saj velja naslednji izrek.

Izrek 3.4 Ce se je Arnoldijev algoritem izvedel do koraka k (kar pomeni hij1j#0zaj=1,...,k=1),
potem za ostanek ry, ki ga dobimo pri metodi FOM, velja

T
re =b— Axg = —hgy1 e YkUkit

n zato
7kl = hesiklef vil-

Dokaz.  Vemo, daje x; = xo + Viyx = xo + ViH, *||ro/|e1. Ce poleg tega upostevamo e zvezo
AV, = V.H + ]/lk+1,kvk+1€,{T, dobimo
b—Axy = b— Axo— AViH|rollex
= 10— Vellroller — s ivrsaeg yx

T
= 10 — 10 — Mg k€ YiVk41-
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Ce je matrika A simetri¢na, se postopek poenostavi, saj je matrika Hy tridiagonalna in dobimo
Lanczosevo metodo. Se bolj se poenostavi v primeru, ko je A simetri¢na in pozitivno definitna,
kjer dobimo metodo konjugiranih gradientov.

Ce se Arnoldijev algoritem konéa pred¢asno, je hji1,; = 0. Izkaze se, da je to sre¢ni dogodek,
saj je potem r; = 0 in x; je to¢na resitev.

Pri velikem k postane metoda neucinkovita, saj potrebuje veliko spomina za V, podraZzi pa se
tudi ortogonalizacija novih vektorjev. Ena od moznih resitev je, da naredimo samo m korakov
metode FOM, potem pa kon¢ni pribliZek vzamemo za nov zacetni pribliZek. Ce naredimo
naenkrat m korakov, to imenujemo FOM(m). Konvergenca je sicer poc¢asnejsa kot pri metodi
FOM, a skupni ¢as racunanja je lahko manjsi.

Algoritem 3.5 Metoda FOM(m) za reSevanje sistema Ax = b. Vhodni podatki so matrika A,
desna stran b, zacetni priblizek x( in dimenzija m.

ro = b— Axo

Arnoldi(A, ro, m) = AV = ViuHy + hyi 1 mOms 1€,
ym = H,'[[rolex

Xm = Xo + mem

¢e ni konvergence, vzemi xo = x;, in se vrni na zacetek

3.4 Lanczosev algoritem

Ce je matrika A simetri¢na, je potem tudi matrika H simetri¢na, torej tridiagonalna. V tem
primeru se Arnoldijev algoritem obcutno poenostavi. PiSemo H = T in ozna¢imo

a1 B1
1 a P2

,Bn—Z Xp—1 ﬁnfl
L 571—1 Kyp |

Sedajiz AV = VT dobimo
AU]' = ﬂ]’_lvj_l +ajvj + ,3]'0]'_1,
kjer je aj = U]TAZ)]'.
Vse skupaj lahko zapiSemo v obliki Lanczosevega algoritma, ki je predstavljen v algoritmu 3.6.
Ce se algoritem ne kon¢a pred korakom k, potem velja
AVi = ViTx + Brvksef -

Sicer pa, tako kot pri Arnoldijevemu algoritmu, tudi tu v primeru, ko je dim K, (A,b) = k,
dobimo By = 0.

Po k korakih Lanczosevega algoritma iz

T, T}
T=vTav=|_F uk]
[ Tuk Tu
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Algoritem 3.6 Lanczosev algoritem. Vhodni podatki so simetri¢na matrika A, vektor b in di-
menzija k. Algoritem vrne ortonormirane stolpce vy, ..., vy, ki tvorijo ortonormirano bazo za
podprostor Krilova ICx (A, D).

v1 =b/||bll2, Bo = 0,00 = 0

i=12,...k
z = Av;
aj = vaz
z=2z—wjvj— Bj 10j1
Bi = Izl
Prekini, ¢e je §; = 0.
vj+1 =2/B;

poznamo matriki Ty in T, pri ¢emer ima T, same nicle in zgoraj desno By.

V primeru simetri¢ne matrike bi morala Arnoldijev in Lanczosev algoritem vrniti iste bazne
vektorje in moralo bi veljati Hy = Tj. Ker pa pri Lanczosu novi vektor ortogonaliziramo le na
zadnja dva vektorja, se v praksi izkaze, da imamo zaradi tega lahko teZave z ortogonalnostjo.

Podobno kot pri metodi FOM bi lahko priblizek za simetri¢ni sistem dobili z Lanczosevo me-
todo, zapisano v algoritmu 3.7.

Algoritem 3.7 Lanczoseva metoda za reSevanje sistema Ax = b, kjer je A = AT. Vhodni
podatki so matrika A, desna stran b, zacetni priblizek xy in dimenzija k.

ro = b— Axo

Lanczos(A, rg, k) = AV, = Vi T + ’Bkvk+1e}{
vk = T Hlrollen

X = Xo + kak

Med samim ra¢unanjem vektorjev matrike Vj in elementov matrike Tj res potrebujemo le za-
dnja dva vektorja. Vendar, ko Zelimo v algoritmu 3.7 v zadnjem koraku izracunati vektor xj,
potrebujemo za izra¢un vse stolpce matrike Vi. Temu se lahko izognemo in algoritem preure-
dimo tako, da za izra¢un konc¢nega x; ne potrebujemo vec vseh stolpcev matrike Vj.

Predpostavimo, da za tridiagonalno matriko T obstaja LU razcep brez pivotiranja. Ta ima
potem obliko Ty = LU, kjer je
a P 1 m P
Ty = Proaa _ A 2

.. ’kal .'. ". '.. ﬁkfl
Br-1 &k A 1 1k

za ustrezne vrednosti Ay, ..., Ay inyy, ..., 1.
Za resitev x; velja

Xp = X9+ Vka’lHroHel = X9 + Vkul:llelHi"oHel.

Ce definiramo P, = Vi, Linz, = L1:1 |70 |e1, dobimo x; = xq + Pezg. Ce zapiSemo matriko Py
po stolpcih kot Py = [py - py] in vektor zx = [{1 -+ {k]T po elementih, potem pridemo do
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zveze
Xp = Xg—1+ CkPks

kjer je xx_1 = x0 + Pr_12x_1.

Ce znamo torej ekonomi¢no izratunati zadnji vektor matrike Py iz prejsnjih in zadnji element
vektorja zx iz prejsnjih, potem lahko po zgornji formuli enostavno iz zadnjega priblizka xj_;
dobimo nov priblizek.

Iz P.U, = V; sledi ,Bk—l Pk—1 + NPk = Uk oziroma

1
pr = — (Vk — Br—1Pk-1) -
Nk

Podobno iz Lizx = ||70||e1 sledi
Ok = —Melr-1-

Iz tega lahko sestavimo tako imenovano direktno Lanczosevo metodo, ki je zapisana v algo-
ritmu 3.8. Za razliko od navadne Lanczoseve metode imamo lahko sedaj teZave, kadar izra-
¢unamo 77; = 0. V tem primeru pravimo, da je prislo do kriticne ustavitve. To pomeni, da nasa
predpostavka, da za Ty obstaja LU razcep brez pivotiranja, ni bila dobra. Temu se lahko iz-
ognemo, ¢e uporabljamo LU razcep z delnim pivotiranjem ali pa QR razcep. V tem primeru
potem za izra¢un novega pribliZka potrebujemo dva zadnja priblizka namesto le enega.

Algoritem 3.8 Direktna Lanczoseva metoda za reSevanje sistema Ax = b, kjer je A = AT.
Vhodni podatki so matrika A, desna stran b, zacetni priblizek x in dimenzija k.

v1 =ro/||roll, Bo=0, vo =0, {1 = ||ro]|

i=1,2,...,k
zZ = AZ)]‘
= U]TZ
zZ=Z— (X]'ZJ]' — ‘B]‘,ﬂ)]',l
R

Gejej>1: Aj=Bj_1/1j1

i = aj — Bj—1Aj, Ceje nj = 0, koncaj
Ce ]e] > 1: C] = —)ngj,l

pi = (1/n;) (v = Bj-1pi-1)

Xj = Xj-1+C;pj.

Ceje Bj = 0, prekini ra¢unanje

Vi1 =2/

En korak direktne Lanczoseve metode ima zahtevnost 1 MV (kjer MV oznacuje produkt vek-
torja z matriko) in 14n + O(1) za operacije z vektorji.

Pri direktni Lanczosevi metodi nov pribliZzek x; dobimo tako, da prej$nji pribliZzek x;_; popra-
vimo v smeri py. Za ostanke in smeri py, . . ., px velja naslednji izrek.

Izrek 3.5 Za vektorje, dobljene pri direktni Lanczosevi metodi, velja:

1) Ostankirg,r1, ..., so paroma pravokotni.
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2) Smeripy,..., pi so A-konjugirane, kar pomeni p] Ap; = 0za i # j.

Dokaz.

1) Iz zveze
re = —Bke{ YkVk+1 (3.1)

sledi da sta vektorja ry in vy 1 kolinearna. Zato so vektorji rg, 1, . . ., r, paroma pravokotni
(saj to velja za vektorje vy, ..., Vg41).

2) Iz definicije P, = ViU, * sledi
pPlAP. = U VAV Ut = Ut Tut = U L
Matrika U, TLi je spodnja trikotna, obenem pa simetri¢na, saj je Pl AP, simetri¢na. To pa
je mozno le, &e je P AP diagonalna matrika, kar pomeni p] Ap; = 0za i # j. n
Omenimo Se, da toc¢ka a) zgornjega izreka velja tudi za metodo FOM in tako ortogonalnost
ostankov ni odvisna od simetri¢nosti matrike A.

Ce zelimo pri direktni Lanczosevi metodi izracunati velikost ostanka iz enacbe (3.1), naletimo
na teZavo, saj vektorja yx ne poznamo. Vemo pa, da je

ve = T, Hrolloer = U L Y[ rol2en = Uy z
Velja torej Ugyx = z, pri Cemer za izratun velikosti ostanka potrebujemo le el yy, torej zadnji

element vektorja y. Ker je matrika U zgornja trikotna, je el yx = (i /1. Od tod sledi

Ck
e = =Bk Vk41
Mk

. ‘ ‘
ék

3.5 Konjugirani gradienti

Predpostavimo, da je matrika A simetri¢na in pozitivno definitna. V takem primeru vemo, da
je matrika Ty = V;T AVj iz Lanczosevega algoritma tudi simetri¢na in pozitivno definitna, torej
zanjo vedno obstaja LU razcep brez pivotiranja.

To dejstvo lahko izkoristimo, da v primeru simetri¢ne pozitivno definitne matrike pridemo do
Se enostavnejSega algoritma.

Iz direktnega Lanczosa lahko razberemo:

1) Vektorja r;_1 in v; sta kolinearna.
2) Vektor p; dobimo tako, da r;_; pristejemo vektor v smeri p;_1.

3) Vektor x; dobimo tako, da x; 1 pristejemo vektor v smeri p;.
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Ker dolZina nove smeri p; ni pomembna, velja

pi = ri-1tBjipj—
Xj = Xj-1tap;
= rj-1—ajAp;

za primerne skalarje «;, B; (niso enaki kot pri Lanczosu). Skalarje dolo¢imo tako, da velja

a) Vektorjirg,r1,..., 7 SO paroma pravokotni.

b) Smeri py, ..., px so A-konjugirane, torej piTAp]- =0zai#]j.

Koeficient «; dobimo iz enakosti ”]‘Tfl”j = r]-Tfl(r]-_l — ochpj) = 0. Tako dobimo

7]‘T717’j—1 = zx]'roflAp]'
aj(pj — Bj-1pj-1)" Ap;
= ajp] Apj,
kjer smo upostevali, da je sta smeri p;_1 in p; A-konjugirani in je zato pijlAp]- = 0. Od tod

sledi .
Tl

N = .
" plAp;

Koeficient §; 1 dobimo iz A-konjugiranosti p; 1 in p;. Iz

pl1Ap;j = pl1(Arj 1+ Bj1pl1Apj1) =0

sledi
0 = (Apj—1)"rjm1 + Bj—1(rj2 + Bj—2pj—2) " Apj
1 T r 1
= 70‘;‘—1 (ri2—rj-1) rj1 + ,Bj—lfj—zrj_l (rj—2—rj-1)
_ 1 7 :Bj—l T
= —E j—17j-1+ Erjfzrj—z,
od koder dobimo
I
Bia=
! ro—er'*Z

Tako pridemo do metode konjugiranih gradientov (CG), ki je zapisana v algoritmu 3.9.

Zahtevnost enega koraka metode konjugiranih gradientov je 1 MV in 10n + O(1) za operacije
z vektorji. Ker direktno ra¢tunamo konjugirane smeri in nove vektorje, smo v primerjavi z
direktno Lanczosevo metodo prihranili 4n + O(1) operacij na korak.

Resevanje linearnega sistema Ax = b, kjer je matrika A simetri¢na in pozitivno definitna, lahko
prevedemo na iskanje minimuma funkcije n spremenljivk, definirane kot

f(x):= %xTAx —xTb. (3.2)
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Algoritem 3.9 Metoda konjugiranih gradientov za reSevanje sistema Ax = b, kjer je A sime-
tri¢na pozitivno definitna. Vhodni podatki so matrika A, desna stran b, zacetni priblizek xj in
dimenzija k.

YQ:b—AxO, p1:1’0

i=12,...k
Il
" plAp;

Lema 3.6 Ce je A simetricna pozitivno definitna matrika, potem funkcija f, definirana s predpisom
(3.2), doseZe svoj minimum pri x = A~'b.
Dokaz. Velja

(Ax —b)TA Y (Ax —b) = xTAx — 2xTb +bTA" 0 = 2f (x) + bT A 'D.
Ker je A s.p.d, to velja tudi za A~ in ogitno je minimum doseZen pri Ax = b. |
Oznatimo napako priblizka z d; = X — x;. Opazimo, da je

Ad, = AX — Axy = b — Axy = 1.

Velja

ldella = d{Ady = (¥ — x)TA(X — xi)
= x] Axg — 2x] AX + xT Ax
= 2f(x;) +xTAX.

Ker je xT A% konstanta, smo tako pokazali naslednjo lemo.

Lema 3.7 Naj bo A simetri¢na pozitivno definitna matrika in AX = b. Potem je ekvivalentno

1) minimizirati f(xg) = 3xF Ax — x1b,
2) minimizirati ||b — Axg|| 41,

3) minimizirati | X — xi|| .
Pokazimo, da po k korakih metode konjugiranih gradientov res dobimo optimalni priblizek xy.

Izrek 3.8 Naj bo A simetricna pozitivno definitna matrika. Ce po k korakih metode konjugiranih gra-
dientov za sistem Ax = bvelja r; # 0 za j < k, potem je x tisti vektor iz Ky(A, ro), ki minimizira
|| X — xk|| 4. Konvergenca je monotona, kar pomeni ||dy|| a4 < ||dx—_1]|a, in velja d,, = 0 za nek m < n.
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Dokaz. Vzemimo poljuben x € ICr(A,r9), x = xy — Ax ind = X — x = di + Ax. Dobimo

ldIZ = (di + Ax)TA(dy + Ax)
= dl Ady + AxT AAx +2AxT Ad,
= dl Ady + AxT AAx +2AxTr,
= dl Ady + AxT AAx,

sajje re L Kx(A,ro). Ker je A s.p.d., je izraz o¢itno minimalen pri Ax = 0, to pa pomeni pri
X = Xg.

Konvergenca je o¢itno monotona zaradi Kx_1(A,r9) C Ki(A,rp). Ker je ostanek r; vedno
pravokoten na K (A, rp), se najkasneje po n korakih zgodi, da ostanek postane 0 in pridemo do
tocne resitve. [ |

3.6 Konvergenca konjugiranih gradientov

Na zacetku so metodo CG obravnavali kot direktno metodo, saj pri eksaktnem rac¢unanju ve-
dno skonvergira v n korakih. Zaradi numeri¢nih napak pa se v praksi pogosto zgodi, da me-
toda CG tudi po n korakih ne skonvergira, ¢eprav bi po teoriji v eksaktni aritmetiki morala.
Zaradi tega so na metodo za nekaj ¢asa pozabili. Cez &as pa so ugotovili, da za mnogo matrik
metoda vrne dovolj majhen ostanek v k < n korakih in jo lahko uporabljamo kot iterativno
metodo.

Za lazji $tudij konvergence si pomagamo s polinomi. Ce je dg = X — xo, potem i$¢emo tak
polinom stopnje k, ki minimizira noramo ||di||4 = ||px(A)do| 4, pri emer velja pi(0) = 1.

Velja namre¢ X — x; = X — x9 — qx—1(A)ro za nek polinom g;_; stopnje k — 1. Ker je rop =
A(X — xp), dobimo
de =X —xp = (I — Agi—1(A))do = px(A)do,

kjer je px polinom stopnje k, za katerega velja pi(0) = 1.

Izrek 3.9 Ce metoda konjugiranih gradientov ne skonvergira do k-tega koraka ( rj # 0za j < k), potem
velja dy = px(A)do, kjer px minimizira ||pi(A)do|| 4. Velja

||dk||A _ inf M S inf max |Pk()\)‘
lldolla  pistopnjek  [|do||a pr stopnje k Aea(A)

pr(0)=1 pe(0)=1

Dokaz. Naj bodo uj,...,u, ortonormirani lastni vektorji matrike A, pripadajoce lastne vre-
dnostipa Ay, ..., A,. Cejedo = Y7, a;u; razvoj zaletne napake po lastnih vektorjih, je p(A)dy =
1 aip(Ai)u;. Od tod sledi

lp(A)dol% =} afdip(A:)?.
i=1

Ker je
n
ldoll% =} a?A,
i=1
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sledi

lp(A)doll%

< 2
g, = A2 PO "

IzkaZe se, da je za konvergenco dovolj obravnavati le diagonalne matrike A. Namre¢, e je Q
ortogonalna matrika in A =QTAQ, ¥ = QTx, b= QTb in vzamemo ¥y = QT xo, potem CG
na sistemu Ax = b z zacetnim priblizkom xj vrne iste konstante «; in §; kot CG na sistemu
A% = b z zatetnim priblizkom X). Za ustrezna ostanka velja 1751 = llrill-

Hitrost konvergence metode konjugiranih gradientov je o¢itno odvisna od razporeditve lastnih
vrednosti matrike A. Ce ima matrika le k razli¢nih lastnih vrednosti, potem metoda ocitno
skonvergira v k korakih, saj obstaja polinom pj stopnje k, ki ima ni¢le v vseh lastnih vrednostih

inje pr(0) = 1.

Posledica 3.10 Ce ima simetricna pozitiono definitna matrika A le k razli¢nih lastnih vrednosti, potem
metoda konjugiranih gradientov skonvergira v najve¢ k korakih.

Dokaz. Polinom

jestopnjek, p(0) =1inp(A;) =0zai=1,...,k. |

Ker za oceno konvergence potrebujemo polinom stopnje k, ki bo imel v tocki 0 vrednost 1, sicer
pa bo imel v lastnih vrednostih matrike A ¢im manjse absolutne vrednosti, si v ocenah lahko
spet pomagamo s polinomi CebiSeva.

Izpeljemo lahko naslednji oceni.

Izrek 3.11 Naj bodo 0 < A, < --- < Ay lastne vrednosti s.p.d. matrike A. Za pribliZek xy € xo +
KCe(A, ro), dobljen z metodo CG, velja ocena

1% — x¢]la <

{1

Dokaz. Najbodo0 < A, < --- < A lastne vrednosti matrike A. Za polinom

T, (7%;\?") )

QE(/\) - T, (_%)
1= Au

lahko hitro preverimo, da je Q;(0) = 1in
1
’Qé(/\)’ < W
) (Aata

)‘1 —An

zad, <A <Ap [ |
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Posledica 3.12 Za priblizek x; € xo + K¢ (A, ro), dobljen z metodo CG, velja ocena

i
VrE—1 -
Ver1) 1wl

|W—xMA§z(

kjer je

spektralna obcutljivost matrike A.

Dokaz. Pomagamo si z naslednjo oceno za polinome CebiSeva:

l
¢
Te%g)‘ §2<§+\/1§2—1> =2e-ye-).

Ce vzamemo ¢ = H, tako dobimo
n

RS 2 (GR) (E)

Iz zgornjega dokaza sledi, da je konvergenca metode konjugiranih gradientov vsaj linearna. V
praksi pa je konvergenca (pri predpostavki, da ra¢unamo v eksaktni aritmetiki) superlinearna,
saj se hitrost konvergence z iteracijami povecuje. To lahko razloZimo s povezavo med konver-
genco in s tem, kako se lastne vrednosti matrike A ujemajo s pribliZki za lastne vrednosti, ki
pripadajo ustreznemu podprostoru Krilova.

!QAM!§2<

Denimo, da stolpci matrike Vj tvorijo ortonomirano bazo za podprostor Krilova Ky (A, rg). Pri-
blizke za lastne vrednosti in vektorje iz podprostora K dobimo iz Galerkinovega pogoja

Av—pv L K, v € K.

V tem primeru pravimo, da je yu Ritzeva vrednost, v pa pripadajoci Ritzev vektor. Ko se povecuje
razseznost podprostora Krilova, Ritzeve vrednosti in vektorji konvergirajo proti lastnim parom
matrike A, ve¢ o Ritzevih vrednostih in konvergenci pa lahko najdete v razdelku 4.2.

Ker stolpci matrike Vi tvorijo ortonormirano bazo za Ky, to pomeni, da je y lastna vrednost
k x k matrike T, = VkTAVk, vektor v pa ima obliko v = Vjw, kjer je w, ||w||» = 1, lastni vektor
matrike Ty, ki pripada p.

Matrika Ty pri metodi konjugiranih gradientov se ujema z matriko Tj, ki jo vrne Lanczoseva
metoda. Zaradi tega je nerazcepna, kar pomeni, da so pripadajoce Ritzeve vrednosti vse eno-
stavne. Matrika Tj je tudi simetri¢na in pozitivno definitna, torej so v tem primeru vse Ritzeve
vrednosti strogo pozitivne. Vemo celo ve¢, Ritzeve vrednosti v koraku k se prepletajo z Ritze-
vimi vrednostmi iz koraka k + 1, saj se lastne vrednosti T prepletajo z lastnimi vrednostmi

Tir1. Ce so Glgk) < -0 < ng) Ritzeve vrednosti, ki jih dobimo v k-tem koraku Lanczosevega
algoritma, potem velja strogo prepletanje

Y <ol <t << oY <o) < gl
O¢itno velja tudi A, < 9,((k) in 9§k) < Ay. Zaradi tega Ritzeve vrednosti monotono konvergirajo
proti lastnim vrednostim matrike A, pri ¢emer najprej skonvergirajo k zunanjim (najve¢jim in
najmanjsim) lastnim vrednostim.
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Lema 3.13 Za polinom py stopnje k, ki nastopa v metodi konjugiranih gradientov, velja

pk(t) _ (91 — t)(gfg;t)gk (9k — t)’

kjer so 04, ..., 0 Ritzeve vrednosti za VI AVy, pri cemer stolpci Vi tvorijo ortonormirano bazo za pod-
prostor Krilova Ky (A, 1o).

Dokaz.  Vemo, da velja
AV, =V, T, + 'ykvkﬂe,f,

kjer smo z 7y, oznacili ustrezni element iz Lanczoseve metode. Ce to enacbo pomnoZzimo s
prvim enotskim vektorjem e;, dobimo

AU1 = Vkael.
Pokazimo, da za i < k velja A'v; = Vi T}e;. Res, indukcijski korak pravi
Aoy = AViTier = (VT + nvineg) Trer = Vi T ley,

saj je eZT]iel = 0zai < k. Podobno pokazemo, da pri i = k dobimo Aky, = VkT,fel + YUk11 za
neko konstanto 1. 1z vsega skupaj lahko zaklju¢imo, da velja

VI pr(A)vr = p(Ti)er =0, (3.3)

saj vemo, da je ostanek ry = p(A)ry po eni strani kolinearen z vektorjem py(A)v;, po drugi
strani pa pravokoten na Ky (A, ).

Vidimo, da je matrika pi(Ty) singularna, pokazali pa bomo, da je kar enaka 0. Naj bodo
ui, ..., U ortonormirani lastni vektorji matrike Tj, ki po vrsti pripadajo Ritzevim vrednostim
01,...,0 ki so lastne vrednosti matrike Ty. Ker je Ty nerazcepna tridiagonalna matrika, velja
elT uj #0zaj=1,...,k sajlastni vektorji tridiagonalnih nerazcepnih matrik ne morejo imeti
prvega ali zadnjega elementa enakega 0. Ce vektor ¢; razvijemo po u, ..., uy, tako velja

k
e =) Tiui
i=1

kjerje 7; = eifui #0zai=1,...,k 1z (3.3) lahko sedaj izpeljemo

k
pr(Te)er = ) tipr(oi)u; = 0,
i=1

to pa je zaradi linearne neodvisnosti vektorjev uy, ..., u; in neni¢elnosti koeficientov 7y, ..., T
mozno le, e je px(0;) =0zai=1,..., k. To pomeni, da so Ritzeve vrednosti 07, . . ., 0y natanko
vse nille polinoma py, ki je stopnje k. Ker mora veljati Se px(0) = 1, polinom ne more imeti
drugacne oblike od tiste, ki je navedena v lemi. |

Ce npr. v nekem koraku Ritzeva vrednost ; dobro aproksimira lastno vrednost A;, potem od
tega koraka dalje metoda konjugiranih gradientov konvergira tako, kot da lastne vrednosti A4
ne bi bilo. Namesto od ¥ = A;1/A, je sedaj v nadaljevanju konvergenca odvisna od razmerja
A2/ Ay oziroma od razmerja med najvecjo in najman;jSo lastno vrednostjo matrike A, za kateri
Ritzeve vrednosti Se niso skonvergirale.
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3.7 Predpogojevanje

Ko reSujemo sistem Ax = b z iterativno metodo, je konvergenca v veliki meri odvisna od
lastnosti matrike A. Tako je npr. pri metodi konjugiranih gradientov konvergenca odvisna od
razporeda lastnih vrednosti matrike A. Ce lastne vrednosti nastopajo v grucah, potem lahko
obstaja polinom nizke stopnje, ki bo imel v vseh lastnih vrednostih majhno absolutno vrednost
in konvergenca je hitra. V najslabSem primeru, ko so lastne vrednosti dobro separirane, lahko
pri eksaktnem ra¢unanju potrebujemo tudi n korakov, pri numeri¢nem ra¢unanju pa zaradi
zaokrozitvenih napak in izgube ortogonalnosti metoda lahko potrebuje tudi dosti ve¢ kot n
korakov.

Kadar je konvergenca pocasna, si lahko pomagamo s predpogojevanjem. Pri t.i. levem predpogoje-
vanju namesto sistema Ax = b reSujemo sistem

K 'Ax =K 'p,

kjer za nesingularno matriko K, ki ji pravimo (leva) predpogojenka, velja:

a) matrika K je dobra aproksimacija matrike A,
b) konstrukcija matrike K ni preve¢ zahtevna,

c) sistem z matriko K lahko resimo dosti enostavneje kot sistem z matriko A.

Pri uporabi izbrane metode na predpogojenem sistemu moramo v vsakem koraku izracunati
produkt vektorja z matriko K~! A. Te matrike razen izjemoma ne izra¢unamo eksplicitno. Tako
kot matrika A je ponavadi tudi matrika K razprSena, matrika K 1A pa ima lahko dosti vec
nenicelnih elementov oz. je lahko celo polna. Namesto tega v vsakem koraku najprej mnozimo
vektor z matriko A, potem pa re$imo sistem z matriko K. Pri levem predpogojevanju moramo
biti pozorni tudi na to, da sedaj delamo z ostankom K~'b — K~'Ax. Ce je norma tega ostanka
majhna, to Se ne pomeni nujno, da je tudi norma ostanka b — Ax dovolj majhna.

Pri desnem predpogojevanju namesto Ax = b reSujemo sistem AK 'z = b, kjer je x = K~'z. Ma-
trika K je sedaj desna predpogojenka. Prednost desnega predpogojevanja je, da ne vpliva na de-
sno stran b. Seveda lahko predpogojujemo tudi z obeh strani in re$ujemo sistem K; ' AK; 'z =
K;'b, Kjer je x = K 'z. Obojestransko predpogojevanje je uporabno v primeru, ko imamo levo
predpogojenko podano v obliki razcepa K = K;Kj.

Za izbiro primerne predpogojenke K obstaja mnogo nacinov. V praksi je dostikrat prav izbira
ustrezne predpogojenke odlocilna za to, da je velik razprSen sistem sploh moZno numeri¢no
reSiti. Za razli¢ne vrste linearnih sistemov, ki izvirajo iz problemov, kot so npr. parcialne di-
ferencialne enacbe, obstaja ve¢ razli¢nih konstrukcij predpogojenk, raziskave na tem podrocju
pa so zelo obseZne.

Prva moZnost je uporaba katere izmed t.i. klasi¢nih iterativnih metod, ki smo jih obdelali v
drugem poglavju. Pri teh pri reSevanju sistema Ax = b matriko A razdelimona A = M+ N,
potem pa sistem Mx = —Nx + b reSujemo iterativno kot

Mxk+1 — —N.Xk + b.
Tako dobimo iteracijo x;, 1 = Rxy + f, kjerje f = M~ 1bin
R=-MIN=-MYA-M)=1-M1A
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To je v bistvu reSevanje predpogojenega sistema M~ Ax = M~!b. Vsako matriko M iz klasi¢ne
iteracijske metode lahko tako uporabimo za predpogojevanje iterativne metode podprostorov.
Ce matriko A razdelimo kot A = L+ D + U, Kjer je L spodnji trikotnik brez diagonale, D
diagonala in U zgornji trikotnik brez diagonale, potem poznamo npr. naslednje variante:

¢ Jacobijevo predpogojevanje: Mj; = D,

* Gauss-Seidelovo predpogojevanje: Mgs = L+ D,

1
(D +wL),

* SOR predpogojevanje: Mgor = -

* SSOR predpogojevanje: Mssor = 5 (D + wL)D™YD + wU).

v
(2 -w)

Druga moznost za konstrukcijo predpogojenke so nepopolni razcepi. V primeru splos$ne ma-
trike uporabimo nepopolni LU razcep, v primeru simetri¢ne pozitivno definitne matrike pa
nepopolni razcep Choleskega.

Predpostavimo lahko, da je LU razcep matrike A tak, da imata matriki L in U tako zelo veliko
nenicelnih elementov, da nam bodisi zmanjka pomnilnika ali pa je ra¢unanje ¢asovno zelo po-
tratno. Ce bi namre¢ za re$evanje sistema lahko uporabili kar LU razcep, bi najbr to Ze naredili
in ne bi potrebovali iterativnih metod. Resnici na ljubo je potrebno priznati, da se v praksi Ste-
vilne sisteme z razprSenimi matrikami da u¢inkovito resiti kar z uporabo direktnih razprSenih
LU razcepov oziroma razcepov Choleskega.

Pri nepopolnem LU razcepu dopustimo nenicelne elemente v matrikah L in U le na izbranih
mestih. Zato ne velja A = LU temve¢ A = LU + E. Ce lahko najdemo taki matriki L in U,
da sta Se vedno dovolj razprseni, hkrati pa produkt LU dobro aproksimira A, lahko z njima
pospesimo konvergenco.

Najbo P C {(i,j): i #j, i,j =1,...,n} mnoZica indeksov, kjer naj bodo elementi iz matrik
L in U enaki 0. Preprosta razli¢ica nepopolnega LU razcepa, ki ima nenicelne elemente le na
mestih, ki niso v P, je predstavljen v naslednjem algoritmu.

Algoritem 3.10 Nepopolni LU razcep. Zacetna podatka sta matrika A in mnozica indeksov P,
kjer naj imata L in U nicelne elemente. Na koncu v spodnjem trikotniku A dobimo matriko L
(brez enic na diagonali), v zgornjem trikotniku A pa matriko U, kjer L in U tvorita nepopolni
LU razcep matrike A.

zavsak (i,j) € P nastavia;; =0

j=1,...,n-1
i=j+1,...,n
e (i,j) ¢ P:
ajj = a;/ aj;
k=j+1,...,n

Ce (i, k) & P: ay = a — a;jap

Ponavadi za mnoZico P velja, da je podmnoZica indeksov, na katerih ima matrika A nicle. Ce
za mnoZzico P izberemo ravno

P = {(Z,]), al‘]‘ = O, i,j = 1,...,1/1},
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potem je to t.i. razcep ILU(0), pri katerem ne nastanejo novi nenicelni elementi. Elemente ma-
trike P lahko dolo¢amo tudi dinami¢no med algoritmom. Ponavadi izberemo dolocen prag
€ > 0, potem pa dopus¢amo le nenicelne elemente v matrikah L in U, ki so dovolj relativho
veliki glede na norme ustreznih stolpcev ali vrstic v matriki A. Manjsi ko je €, ve¢ nenicelnih
elementov bosta imeli matriki L in U in boljSe bosta aproksimirali matriko A. Konvergenca bo
glede na stevilo korakov hitrejSa, po drugi strani pa bo izra¢un matrik L in U terjal vec Casa,
prav tako bo pocasnejSe tudi reSevanje sistemov z matrikama L in U. Pri € = 0 bi dobili kar
poln LU razcep, ki nam vrne re$itev Ze v zatetnem koraku. Zato je optimalna izbira ponavadi
ne premajhen in ne prevelik €.

Pri racunanju L in U se lahko uporabljajo Se dodatni triki, ki pri dolo¢enih vrstah problemov
izboljsajo konvergenco. Tako si lahko npr. zapomnimo elemente, ki so bili v dolo¢enem stolpcu
ali vrstici matrike L oziroma U premajhni, da bi obdrZali neni¢elne vrednosti, potem pa te
vrednosti upostevamo pri ra¢unanju naslednjih elementov matrik L in U. Ve¢ podrobnosti o
predpogojevanju lahko najdete npr. v [7, 11].

3.7.1 Predpogojevanje konjugiranih gradientov

Pri metodi konjugiranih gradientov je matrika A simetri¢na in pozitivno definitna. Smiselno je,
da ima to lastnost tudi predpogojenka K, ki naj bi dobro aproksimirala matriko A. Pri uporabi
levega predpogojevanja potem nastopi teZava, saj matrika K~! A ni ve¢ simetri¢na.

Pomagamo si lahko na dva nacina. Prva varianta je, da si pomagamo z razcepom Choleskega
K = VVT matrike K. Ce poznamo matriko V, lahko uporabimo obojestransko predpogojevanje
in reSujemo sistem

V3AV Tz =V,
kjerje x = V~Tz. Ker je matrika V-1 AV T simetri¢na in pozitivno definitna, lahko za ta sistem
uporabimo metodo konjugiranih gradientov. Ce ozna¢imo A = V1AV -Tinb = V—1p, potem
lahko hitro preverimo, da za napako tekocega priblizka v predpogojenem sistemu velja

12 =zl z = ¥ = x[la,
kjer je X resitev originalnega, z pa reSitev predpogojenega sistema.

Druga varianta je, da definiramo skalarni produkt [x,y] := yTKx, ki je dobro definiran zaradi

pozitivne definitnosti matrike K. V tem skalarnem produktu je matrika K~! A sebiadjungirana,

o [K'Ax,y] = yTKK'Ax = yTAx = (K1 Ay)TKx = [x, K 1 Ay].

V skalarnem produktu [.,.] je matrika K~!A tudi pozitivno definitna, saj za x # 0 velja
[K'Ax,x] = xTKK1Ax = xTAx > 0.

Metoda konjugiranih gradientov s skalarnim produktom [.,.] je zapisana v algoritmu 3.11.

Ce primerjamo zahtevnosti standardne metode konjugiranih gradientov v algoritmu 3.9 in
predpogojene razli¢ice v algoritmu 3.11, imamo pri predpogojenem algoritmu dodatno Se eno
reSevanje sistema z matriko K in en pomozni vektor, kamor shranimo K‘lr]-.

Izkaze se, da je algoritem 3.11 ekvivalenten uporabi navadne metode konjugiranih gradientov
za sistem
K~Y2AK"V2y = K~1/2p x =K 2
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Algoritem 3.11 Predpogojena metoda konjugiranih gradientov za resevanje sistema Ax = b,
kjer je A simetri¢na pozitivno definitna. Vhodni podatki so matrika A, predpogojenka K, desna
stran b, zacetni pribliZek xj in dimenzija k.

ro = b— AXO, p1 = Kili’o

i=12...k
- roflelr]'_l
ch - TA .
P;j APj

Xj = Xj-1+ &;pj
1’]' = 1’]‘,1T— (leAp]

] = T p—1,.
r]._lK ri-1
|

pi+1 = K"rj 4 Bp;

Ce oznatimo A = K~V2AK-Y2, b = K~1/2p in za sistem Ay =b uporabimo metodo konju-
giranih gradientov z zafetnim priblizkom yo = K1/2x(, potem veljajo enakosti y; = K'/2x,
7r = b — Ayp = K~V2ry, by = K2 py, koeficienti ay in By pri obeh metodah pa se ujemajo.

Za predpogojevanje lahko pri konjugiranih gradientih od klasi¢nih metod uporabimo Jacobi-
jevo metodo ali SSOR, saj matrika M pri Gauss-Seidelovi metodi in SOR ni simetri¢na. Za
matriko Mgsor se da pokazati, da je v primeru, ko je A simetri¢na in pozitivno definitna, taka
tudi Mgsor za0 < w < 2.

Druga moznost za konstrukcijo predpogojenke je nepopoln razcep Choleskega, ki ga izvedemo
na podoben naéin kot nepopoln LU razcep. Tudi tu lahko dopus¢amo nenicelne elemente le na
istih mestih kot v matriki A ali pa vpeljemo prag € > 0 in v matriki V iz razcepa Choleskega
pustimo nenicelne le tiste elemente, ki so med rac¢unanjem razcepa dovolj veliki.

3.8 GMRES

Naj bo xg zacetni priblizek za reSitev linearnega sistema Ax = b, iS¢emo pa priblizek x; v pro-
storu xo + K (A, r0), kjer je ro = b — Axp. Denimo, da smo s pomocjo Arnoldijevega algoritma
zgradili ortonormirano bazo za KCi (A, rp), torej

AVi = ViHy + hiy1 k04 16f = Vier1 Hye

Pri metodi FOM (in posledi¢no tudi pri D-Lanczosu in konjugiranih gradientih) za priblizek x;
vzamemo tak vektor, da je ostanek ry = b — Axy pravokoten na podprostor Krilova (A, r9).
Resitev je x; = xo + Viyx, Kjer je yx € R* regitev sistema Hyyy = ||r0/le1-

Namesto tega pri metodah, ki temeljijo na minimalnem ostanku, vzamemo x; € xo + (A, r9),
ki minimizira normo ostanka ||rx|| = ||b — Axk||. Kerje v1 = ro/||r0]|, velja

16— A(xo + Vi) | = |Iro — AViwll = |lro — Vi Hiwiell = [[|70ller — Hieyl|-

Sedaj za y; vzamemo resitev predolotenega sistema velikosti (k + 1) x k z matriko Hy. Tako
dobimo metodo posploSenega minimalnega ostanka oz. GMRES.
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Algoritem 3.12 Metoda GMRES za reSevanje sistema Ax = b. Vhodni podatki so matrika
A, desna stran b, zacetni priblizek xp in dimenzija k. Algoritem vrne priblizek x; po metodi
GMRES.

ro = b— Axo

Arnoldi(A, ro, k) = AVi = Viy 1 Hy

yx = H ||ro||e1 (resi predoloten sistem Hyyy = |70 e1)

X = X + kak

V praksi se seveda ne odlo¢imo vnaprej za dimenzijo k, temve¢ sproti za vsak k pois¢emo xy,
z iteracijo pa kon¢amo, ko je ostanek r, dovolj majhen. Ker se, ko gremo iz k v k + 1, matrika
predolocenega sistema le malo spremeni, pri reSevanju le tega ni potrebno vse racunati od
zacetka.

Tako kot pri FOM tudi pri GMRES za oceno napake ||||7o||2e1 — Hyyi |2 vektorja yx v resnici ni
potrebno izra¢unati. Zaradi oblike matrike Hj je predoloteni sistem z matriko Hy najenostav-
neje reSevati s pomocjo Givensovih rotacij, saj moramo pri QR razcepu uniciti le elemente na
poddiagonali. Ce so Ry, ..., Rxx.1 take Givensove rotacije, da je R,Zk IRREE RT,Hy zgornja tra-
pezna matrika, potem je minimum ||||7o||2e1 — Hik||2 po vseh vektorjih y; € R enak absolutni
vrednosti (k + 1)-vega elementa vektorja ||7ol[2R{ ;. - - - Rfe1. Ce je Givensova rotacija Rj 41
dolo¢ena s ¢; in s;, lahko hitro vidimo, da je napaka v k-tem koraku enaka ||7o||2|s1 - - - s¢|. Ko
dimenzijo povetamo za 1, moramo dodati le $e novo Givensovo rotacijo, saj se matriki Hj in
Hk+1 razlikujeta le v zadnjem stolpcu in vrstici.

Ko je k velik, imamo v algoritmu veliko dela na mestu, ko moramo nov vektor ortogonalizirati
na vse prejSnje, poleg tega pa moramo imeti v spominu tudi k vektorjev, kar je lahko hitro
prevec. Zaradi tega uporabljamo GMRES s ponovnim zagonom. Ko k preve¢ naraste, vzamemo
za nov zacetni priblizek x; in spet zaZenemo GMRES od zacetka.

Kaj lahko povemo o konvergenci GMRES? O¢itno velja ||7x1]/2 < ||7kl|2, torej je konvergenca
monotona. Priblizek xj lahko zapiSemo kot xx = xo + qx—1(A)ro, Kjer je gx—1 nek polinom
stopnje k — 1. Od tod sledi

re = pr(A)ro,

Kjer je px(A) = I — Aqr_1(A), torej je px polinom stopnje k za katerega velja px(0) = 1. Pri
GMRES i8¢emo tak polinom stopnje k, da je norma ||px(A)ro||» minimalna. Zato velja

lI7¢ll2 )
< min Al

pr(0)=1

Vprasanje je torej, kako majhna je lahko norma ||pi(A)||2, ¢e je px polinom stopnje k in velja
pr(0) = 1. Ce predpostavimo, da se da matrika A diagonalizirati kot A = XAX !, potem je
pr(A) = Xpr(A)X~! in dobimo oceno

7kl :
<x(X) min max A)l.
HT’()HZ - 2( ) px stopnje k Aeo(A) ‘pk( >‘

pr(0)=1

Tako kot pri FOM tudi pri GMRES velja, da v primeru, ko ima matrika A le k razli¢nih lastnih
vrednosti, potem metoda GMRES skonvergira v najvec k korakih.
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Kot kaZe naslednji izrek, konvergenca GMRES ni odvisna le od razporeditve lastnih vrednosti.

Izrek 3.14 (Greenbaum, Ptak, Strakos (1996)) Za poljubna nenarascajoca pozitivna Stevila

fo=fiz = fu

in poljubna nenicelna kompleksna Stevila Ay, ..., A, obstaja taka matrika A, da ima lastne vrednosti
A1, ..., Ay in tak vektor b z normo ||b|| = fo, da za ostanke pri metodi GMRES za reSevanje sistema
Ax =bzxy=0velja||r¢]| = frzak=0,...,n—1.

Na konvergenco tako poleg lastnih vrednosti vplivajo tudi lastni in korenski vektorji. Ce se
matrika da diagonalizirati in je matrika lastnih vektorjev blizu ortogonalne, kar je ekvivalentno
temu, da je matrika A blizu normalne matrike, je pomemben samo razpored lastnih vrednosti.
V praksi se tudi tu pojavi superlinearna konvergenca. Ce Ritzeve vrednosti matrike Hy dobro
aproksimirajo lastno vrednost matrike A, potem ta lastna vrednost in pripadajo¢i lastni vektor
ne vplivata ve¢ na konvergenco.

Pri FOM smo iskali tak vektor x; € xo + K¢(A, 1), da je ostanek ry = b — Ax; pravokoten na
podprostor i (A, r9). Tudi GMRES si lahko predstavljamo v podobni obliki, le da sedaj is¢emo
ostanek, ki je pravokoten na AK,(A, o).

Lema 3.15 Denimo, da se Arnoldijev postopek za A in ro = b — Axo ni koncal pred k-tim korakom.
Potem je vektor x € xo + KCk(A, ro), pri katerem je ostanek ry = b — Axy pravokoten na podprostor
AKK (A, rg), resitev po metodi GMRES.

Dokaz. 1z Arnoldijevega postopka smo dobili AV, = Vk+1ﬁk. Vektor x; € xo + Ki(A, o)
lahko zapiSemo v obliki x; = xo + Viyx za yx € RF. Za ostanek tako velja

1, = 10 — AViyx = 10 — Vo Hyyi.

Pogoj, da je ostanek pravokoten na AKy(A,ro), je ekvivalenten temu, da je (AVy)Tr, = 0. Od
tod sledi

(AVi) re = (Vieyr H) T (ro — Vier Hyye) = 0

oziroma

T 77 0T

Hi Hiyr = Hy [lroll2e1,
kar je ravno normalni sistem za predolocen sistem Hiyy = ||rol|2e1, ki ga re$imo pri metodi
GMRES, torej se resitvi ujemata. |

Tako kot pri metodi konjugiranih gradientov je tudi pri GMRES v praksi zelo pomembno, da
izberemo pravo predpogojevanje. Pogosta izbira je npr. nepopolni LU razcep. Pri predpogoje-
vanju moramo paziti na to, da ¢e namesto Ax = b reujemo K~ ! Ax = K~!b, potem pri GMRES
dobimo resitev x;, ki minimizira ostanek ||[K~1(b — Ax;)||, ne pa nujno tudi ||b — Axy].

Varianta GMRES za simetri¢ne matrike, kjer se namesto Arnoldijevega uporabi Lanczosev al-
goritem, je MINRES.
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3.8.1 Primerjava GMRES in FOM

Pri obeh metodah najprej z Arnoldijevim algoritmom zgeneriramo ortonormirano bazo pod-
prostora Krilova K (A, rg) in dobimo AVy = ViHy + hy4140ki16f = Vi1 Hy. Potem pa:

e Pri FOM vzamemo xi = xo + Viyt, Kjer je Hyyt = ||ro|er.

e Pri GMRES vzamemo x{ = xq + Viy¥, Kjer y© minimizira || Hxy$ — [|7o/le1]-

Za ostanek pri FOM vemo, da velja ||rf|| = hii14lefyf|- Denimo, da smo z uporabo k — 1
Givensovih rotacij spravili matriko Hj v zgornjo trikotno matriko Ry = RZ_l,k -+ RLHy. Ceje
Givensova rotacija R; ;1 dolocena s ¢; in s;, potem ima vektor RZ—l,k -+ Rle; zadnji element
enak (—1)1s; .. 5._;. Torejje

[y
I7E]] = |51+ - - sk_1] |7oll,
|7kk|

kjer je i zadnji element matrike Rg.

Pri GMRES naredimo $e eno Givensovo rotacijo in dobimo |[r¢ || = |s1 - - - sg_1s¢][|70]|- Rotacija
Ry k41 je dolocena z elementoma 7y in hixy1 i ter velja

r . h
= in s = kLK
Y Y
Vit Hica ikt Mg
Ce oznatimo pf = ||rf|| in p¢ = ||r¥||, potem smo zgoraj izpeljali, da velja pf = ﬁpkc

Iz p¢ = [s1 - - - sk_15k|||ro]| sledi p¢ = [si|pf . Tako dobimo

ekl =
in c
[
o = ,
G
1- (&
Pr-1
od tod pa
1 1 1

Tako pridemo do zveze

S

=) (pf)?
Iz zgornje enakosti sledi, da v primeru, ko pri metodi GMRES v koraku k dobimo majhen osta-
nek, moramo majhen ostanek dobiti tudi pri metodi FOM v vsaj enem izmed prvih k korakih.
Konvergenci metod sta torej povezani in ¢e skonvergira ena, potem skonvergira tudi druga.
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3.9 MINRES

V primeru simetri¢ne matrike lahko, podobno kot smo iz metode FOM izpeljali metodo D-
Lanczos, izpeljemo metodo MINRES. Tu je treba priznati, da je bila metoda MINRES razvita Ze
leta 1974, torej pred GMRES, ki izvira iz leta 1986, in je v bistvu GMRES posplositev metode
MINRES za nesimetri¢ne matrike, kot sledi tudi iz samega imena metode.

Naj bo x( zacetni pribliZzek za reSitev sistema Ax = b, kjer je matrika A simetri¢na. Zaradi si-
metrije namesto Arnoldijevega algoritma uporabimo Lanczosev algoritem 3.6, ki vrne vektorje
v1, ..., ki tvorijo ortonormirano bazo za podprostor Krilova Ky (A, rg), Kjer je ro — Axp, in
tridiagonalno matriko

a1 P

T, — p1

Br—1
Br1  ax
daje
AVi = ViTic + Brvkr1ef = Vi Tk,

kjer je T matrika velikosti (k + 1) x k, ki jo dobimo tako, da Tj razsirimo z vrstico Bref.

Ce i8¢emo vektor x; oblike x; € xo + Kx(A,10), ki minimizira ||rx|l» = ||b — Axi|l2, potem na
podoben nacin kot pri GMRES ugotovimo, daje x; = xo + Viyy, kjer je yi reSitev predolocenega
sistema Tyyy = HT’()H261.

Tako kot pri GMRES predologeni sistem z matriko Ty re$imo z uporabo k Givensovih rotacij,
s katerimi uni¢imo elemente na poddiagonali. Ker je matrika Tj tridiagonalna, ima ustrezna
zgornja trapezna matrika iz QR razcepa nenicelne le prve tri diagonale. PiSemo lahko kar

(fi &1 1
L&
Rijir ‘Ri, Ty = e e | 2Ry,
e 8kt
Ji
L 0
kjer je R]-T/]- 41 ustrezno izbrana Givensova rotacija, ki deluje na vrsticah jinj+1zaj=1,...,k.

Prvih k vrstic zgornje trapezne matrike Ry oznatimo z R;. Matrika Ry je zgornja trikotna in
nesingularna, ¢e se Lanczosev algoritem ni koncal pred k-tim korakom. Ce podobno ozna¢imo
prvih k stolpcev matrike Qx = Ry2 - - - R k41 s Qk, potem imamo QR razcep Ty = QRy.

Za vektor yy, ki resi predolocen sistem Tyyy = ||70||2¢1, potem velja, da je
~1T
Yk = R Qg lIroll2e1-
Ko to vstavimo v izraz za xj, dobimo

X = X0 + VkRng{Hronel.
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Ce definiramo matriko P, = ViR ! in vektor zx = Q] ||ro||2e1, potem velja

k

X = X0+ Pezg = x0+ ) ipi = Xx—1 + Cipro
i=1

Kerjezy =[{1 -~ gk]T inP,=[p1 --- px]-Vidimo, dalahko x; dobimo s posodobitvijo
priblizka x;_; iz prej$njega koraka v smeri pi. Ker lahko vektor py zaradi tridiagonalne oblike
matrike Ry izra¢unamo iz py_; in px_», tako dobimo kratko rekurzijo za priblizke x;, podobno
kot pri metodi D-Lanczos. Za razliko od metode D-Lanczos, ki ne deluje, kadar ne obstaja LU
razcep brez pivotiranja matrike Ty, pri metodi MINRES s tem nimamo tezav, saj smo namesto
LU razcepa uporabili QR razcep, ki vedno obstaja.

Iz ViR; ! = P, sledi PR, = Vi, kar pomeni, da lahko vektor p; za k > 2 izrazimo kot
k p p

1
Pk = A (0k — M—2Pr—2 — Sk—1Pk-1), (3.4)

medtem ko za prva vektorja velja p1 = (1/ f1)v1 in p2 = (1/f2)(v2 — g1p1)-

Denimo, da smo Ze izvedli k — 1 korakov Lanczosevega algoritma in izra¢unali pribliZzek x;_;
po metodi MINRES. To pomeni, da poznamo matriko Rj_;, parametre uporabljenih rotacij
C1,-..,Ck—1 in s1,...,8¢_1, vektorje vy, ..., vy, matriko Ty_; in By_1, ter vektorje py,..., px_1 in
skalarje {1, ...,Cx—1, kjer je

=10 Gl = Q1 lroller

T
jiit

[ C]‘ S]':| )
—Sj ¢

potem lahko hitro preverimo, da ima vektor Q] , |[7o||2¢1 obliko

vektor velikosti k — 1. Ce ima Givensova rotacija R , V ravnini (j, j + 1) obliko

€1 01
5102 02
~ $152C3 (3
Qi _1lrallzer = [Iroll2 ) =1 71,
(—1)F 35y -+ sp_ackq Tkt
(D) 2y se s | | x|

pri Cemer zatnemo s x1 = [|7o||2.

Iz koraka k — 1 pridemo v korak k na naslednji na¢in. Najprej izvedemo nov korak Lanczose-
vega algoritma in tako pridemo do skalarjev ay, By in vektorja vy, 1. Matriko Ty razsirimo z
novim stolpcem in vrstico v Ty. QR razcep matrike T;_, moramo najprej uporabiti na dodanem
stolpcu, potem pa lahko dodamo $e novo rotacijo, ki unici element fy.

Predpostavimo, da je k > 2, prva dva koraka pa je potrebno ustrezno popraviti. Za¢nemo z

izracunom
-5 [,
k-1 —Sk—2  Ck—2] | Br-1]"
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ki mu sledi N
[gk:l} _ [ Ck—1 Skl] [gkl}
fr —Sk-1  Ck—1 A
S tem smo na zadnjem stolpcu Ty uporabili rotaciji Rlz—z,k—l in R,{_Lk. Sedaj lahko dolo¢imo
Givensovo rotacijo R}, +1- Ustrezna elementa sta

oo BB
VB VB
HEERIA

(& 1-1 2] [%)

Sedaj lahko izra¢unamo py po formuli (3.4) in tako dobimo nov priblizek x; = x;_1 + (i px-

S to rotacijo dobimo

Izra¢unati moramo Se (i

Za ostanek velja ||7x|l2 = |Xk+1|- Algoritem je seveda potrebno implementirati tako, da imamo
hkrati v spominu le kon¢no Stevilo vektorjev. Tako potrebujemo le vektor x (teko¢i priblizek,
ki ga posodabljamo iz koraka v korak), zadnja dva stolpca Py in vektor v.

3.10 Bikonjugirani gradienti

Ce matrika A ni simetri¢na, potem pri Arnoldijevem algoritmu dobimo Hessenbergovo ma-
triko. Ker je potrebno vsak nov bazni vektor podprostora Krilova ortogonalizirati na vse prej-
$nje, ne moremo dobiti algoritmov s kratko rekurzijo, kot jo imamo npr. pri konjugiranih gra-
dientih ali direktni Lanczosevi metodi.

Do kratkih rekurzij lahko pridemo, ¢e delamo z biortogonalnimi bazami. To pomeni, da zgra-
dimo biortogonalni bazi za podprostora Krilova Ky (A, v1) in Ky (AT, w,), tako da:

e stolpci Vi = [v1 - - - vg] tvorijo bazo za Ky (A, v1),

e stolpci Wy = [w; - -+ wy] tvorijo bazo za K (AT, wy),

* velja viij =0zai#j(n vl.Twl- =1).
Poglejmo, kako lahko zgradimo biortogonalni bazi. Denimo, da imamo matriki V; = [01 - - ;]
in W; = [w; --- wj], za kateri velja, da prvih m stolpcev tvori biortogonalni bazi za K, (A, v1)

in lCm(AT, wy)zam=1,..., j. Bazi moramo razsiriti z novima vektorjema Vjt1 in Wiy Nova
vektorja imata pred skaliranjem, s katerim dosezemo, da je U]T+1Wj+1 = 1, obliko

]
Z7j+1 = AZ)]' — Z(wiTAU]')Ui

=

SN

J
@]’_._1 = Aw] — Z(vlTAw])wz
i=1
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Hitro lahko preverimo, da za zgornja vektorja res velja w/ 0;1 = 0] ;1 =0zai=1,...,j. Ker
je ATw; € Kiy1(AT,wy), to pomeni, da je wiTAvj = 0zai < j— 1. Podobno lahko pokaZemo,
daje vz-TAij =0zai <j— 1. To pomeni, da lahko vektorja v; 1 in w;; zapiemo v obliki
27]41 = AZ)] — (w]TAv])v] — (w]-T_lAv]-)v]-,l
Wi = Awj— (v]-TATw]-)wj — (v]-T_lAij)wj,l.
Opazimo, da je prvi skalar v obeh razvojih enak. Ce ga oznatimo z aj = w]TAvj = v].TAij,
lahko pisemo
5j+1 = AU]' — Dc]'Z)]' — (w};lAUj)U]'_l
@-H = Aw]- — a]-w]- — (va_lAij)w]-_l.
Sedaj vpeljemo $e skalarje B; in ;. To so skalarji, ki jih uporabimo, da skaliramo vektorje v in
Wjy1- Najbo vj1 = 0j41/6; in w11 = Wwj11/pj. Skalarja nista enoli¢no dolo¢ena, veljati mora
le ;o; = 17]-T+1z5j+1. Sedaj dobimo

T T T ~T T
w;_1Avj = (A'wj_1) vj = W; v; = Pj_1w; v = Bj-1,

.. T — T R . . T T,, _ ) .
saj je w;_,v; = w; ,v; = 0. Podobno lahko izpeljemo v; ;A" w; = J;_;. Tako pridemo do
kon¢ne formule
Oin1 = Avj—aj0j = Bj10j1
ZU]'_H = ij—oc]-w]-—éj_lw]-_l.

Vse skupaj lahko zapiSemo v obliki algoritma za izra¢un biortogonalnih baz. Imenuje se dvo-
stranski Lanczos in je predstavljen v algoritmu 3.13.

Algoritem 3.13 Dvostranski Lanczosev algoritem. Vhodni podatki so matrika A, vektorja v; in
wq, da je vlTwl = 1, in dimenzija k. Algoritem vrne vektorje vy, ..., v in wy, ..., wy, ki tvorijo
biortonormirano bazo za podprostora Krilova Ky (A, v1) in K (AT, w).

,30:50:0,00260020
i=12...k
aj = w] Av;
Uj+1 = Avj — a0 — Bj10j1
@j—&-l = ATZU]' — D(]'ZU]' — 5/'_171]]'_1
i = @10V
Ce je 6; = 0, potem prekini ra¢unanje
Bj = @101/
Vj+1 = Uj+1/ 6
Wjt1 = Wjt1/ P

V vsakem koraku algoritma 3.13 moramo enkrat mnoZiti z matriko A in enkrat z matriko AT.
Ce se algoritem izvede do konca (velja §; # 0 za j < k), potem na koncu dvostranskega Lanc-
zosevega algoritma dobimo tridiagonalno matriko
w1 P
Tk = 51 2 - ’
.. . ﬁk—l

O—1 @
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za katero velja
AVj = Vi Ty + 5x0p11ef,

ATWk = WkaT + ﬁkwkﬂez,
WLAV, = Ty
in
WV = I,

kjer je I; matrika identitete velikosti k. Dodatno mnoZenje z AT nam omogota, da tudi za
nesimetri¢ne matrike pridemo do algoritmov s kratkimi rekurzijami.

Metoda dvostranskega Lanczosa se lahko zalomi, ¢e je 6; = 0 za j < k. Do tega lahko pride
zaradi:

a) z7j+1 = 0: Ce reSujemo sistem Ax = binje v; = ro = b — Axy, je to srecni zalom, saj smo
naleteli na invarianten podprostor v katerem leZi to¢na reSitev.

b) wj,1 = 0: Ce reSujemo sistem z matriko AT je to sre¢ni zalom, sicer pa ne pomaga.

c) Ujy1 # 0, Wjy1 # 0, toda Z7JT+1@j+1 = 0: To imenujemo resni zalom, resitev za to situacijo
pa je nekaj:

* Ponovni zagon. Takoj, ko se metoda zalomi (oziroma ko je numeri¢no §; preblizu 0),
naredimo ponovni zagon. Na ta nacin sicer lahko nadaljujemo z ra¢unanjem, ampak
izgubimo podprostor Krilova in moZnost superlinearne konvergence.

¢ Look-Ahead Lanczos. Pokvarimo tridiagonalno strukturo, tako da uporabimo ve¢
vektorjev in pridemo do blo¢no biortogonalne baze in blo¢ne tridiagonalne matrike
Ty. To pomeni, da lahko npr. najdemo par (vj 2, wji2), Ceprav par (vj,1,Wj41) Ne
obstaja.

Poglejmo, kako si lahko z Lanczosevo biortogonalizacijo pomagamo, da pridemo do priblizka
za resitev linearnega sistema Ax = b. Ce je zaletni pribliZek xo, potem vzamemo vy = 7o/ |70,
kjer je ro = b — Axy. Izberemo Se vektor wy, da je wlT v1 = 1, in z algoritmom 3.13 skontruiramo
biortogonalni bazi za K(A, v1) in Ky (AT, w;). Pri tem predpostavimo, da pri Lanczosevi bior-
togonalizaciji ne pride do resnega zaloma. Po k korakih imamo tako matrike T, V} in Wy, da je

AV = Vi T + (5kvk+1e,{ in ATWk = WkaT + [5kwk+1e,€.

Pri biortogonalnih bazah pri metodah, ki temeljijo na Petrov-Galerkinovemu pogoju, iS¢emo
Xp = X0 + Viyx, daje WI (b — Axy) = 0, torej

WkT(b — Axp — Akak) =0,
od koder sledi Tyyx = ||ro]|es.
Za ostanek velja ||r¢]| = &clef vl - |oks1ll-

Do metode bikonjugiranih gradientov pridemo na podoben nacin, kot smo za simetri¢ne pozi-
tivno definitne matrike prisli iz Lanczosa do konjugiranih gradientov. Najprej predpostavimo,
da obstaja LU razcep brez pivotiranja za matriko Tj iz algoritma 3.14. To nam omogoca, da
pridemo do algoritma s kratko rekurzijo, kjer priblizek za vektor x; posodabljamo iz koraka v
korak in ne koncu ne potrebujemo ve¢ vseh vektorjev matrike V. Dobljena metoda je predsta-
vljena v algoritmu 3.15.
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Algoritem 3.14 Bi-Lanczoseva metoda za reSevanje sistema Ax = b. Vhodni podatki so matrika
A, desna stran b, zacetni priblizek vq, vektor w, da je vlTwl = 1 in dimenzija k.

ro = b— Axo

v1 = ro/||rol, izberi wy, daje viwy =1

Bi-Lanczos(A, vy, w1, k) = AV, = Vi T + 5kvk+1e,{ in ATW, = WkaT + IBka+1e}£
vk = T Hlrollen

X = X0 + kak

Algoritem 3.15 Metoda bikonjugiranih gradientov (BiCG) za resevanje sistema Ax = b. Vhodni
podatki so matrika A, desna stran b, zacetni pribliZzek x in dimenzija k.

rozb—AxO, pP1="ro
izberi 7y, daje 7lro # 0, p1 = 7o

i=1,2,...k
ff]‘TflrJ'—l

& = —f
p; Apj
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Za razliko od konjugiranih gradientov, kjer imamo zagotovljen obstoj LU razcepa brez pivoti-
ranja, to ne velja za bikonjugirane gradiente. Lahko pride do zaloma, ¢e LU razcep ne obstaja.
Temu pravimo sekundarni zalom.

Izrek 3.16 Ce se metoda BiCG ne zalomi, potem so ostanki biortogonalni, oziroma 7;-Tri = 0, smeri pa

so bikonjugirane, oziroma ﬁ]-TApj =0,zai #].

Obstajajo Stevilni primeri, ko imamo opravka z nesimetri¢nimi matrikami in mnoZenje z ma-
triko AT sploh ni na voljo ali pa ni tako ekonomiéno kot mnoZenje z matriko A. V takih prime-
rih ne moremo uporabiti metode BiCG.

Zgled 3.1 Denimo, da resujemo nelinearni sistem F(x) = 0 z Newtonovo metodo. V vsakem koraku
moramo reiti sistem z Jacobijevo matriko JF(x). Ce to resujemo preko metod podprostorov Krilova,
lahko za poljuben vektor v produkt JF(x)v dobro aproksimiramo z

F(x+e€v) — F(x)

JF(x)v =

za primerno majhen €. Podobna ekonomi¢na formula za izracun produkta JF(x)Tw ne obstaja.

3.10.1 QMR

Podobno, kot sta povezani GMRES in FOM, je metoda QMR povezana z BiCG. Dvostranski
Lanczos vrne AV, = VT + (5kvk+1e{ = Vit1Tks1 k. Za razliko od simetri¢ne matrike sedaj
stolpci matrike Vi1 niso ortonormirani.

Is¢emo vektor oblike x; = xo + Vv, za katerega bi bila norma ostanka

7l = I1b — Axll = |lro — Viykll = [[Visa (Ilroller — T xyi)

minimalna. Kljub temu, da stolpci Vi1 niso ortonormirani, kot priblizek vzamemo y;, ki mi-
nimizira t.i. kvazi-ostanek

Ilroller — Trskyll-

Tako dobimo metodo minimalnega kvazi-ostanka oziroma QMR. Metodo QMR izvedemo tako,
da z uporabo Givensovih rotacij delamo QR razcep matrike Tj. Tako spet lahko delamo kratke
rekurzije in posodabljamo xy.

QMR
k

Ce ozna¢imo HerH = min(||||rol|er — Tk+14Yk||), potem za ostanek r = b — Axy velja

MR
125 < Ve el 21
3.11 Linearni problemi najmanjsih kvadratov

3.11.1 CGLS

Denimo, da imamo predolo¢en sistem Ax = b, kjer je A € R™ ", m > n in rang(A) = n.
Resitev x po metodi najmanjsih kvadratov, ki minimizira || — Ax/||, lahko dobimo iz normal-
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nega sistema ATAx = ATbh. Matrika AT A je simetri¢na in pozitivno definitna, zato lahko za
iterativno reSevanje uporabimo metodo konjugiranih gradientov.

Pri tem matrike AT A ne izratunamo eksplicitno, temve¢ namesto tega mnoZimo z matrikama
A in AT. Ustrezen algoritem se imenuje CGLS (konjugirani gradienti za problem najmanjsih
kvadratov). Izpeljemo ga iz algoritma 3.9 in je predstavljen v algoritmu 3.16. V primerjavi z
originalno metodo konjugiranih gradientov iz algoritma 3.9 smo sedaj ostanke originalnega
sistema oznadili z r; = b — Ax;, za ostanke normalnega sistema pa smo uporabili oznako z; =
ATT’i.

Algoritem 3.16 Metoda konjugiranih gradientov za problem najmanjsih kvadratov, kjer resu-
jemo normalni sistem ATAx = ATb. Vhodni podatki so matrika A, desna stran b, zacetni
priblizek xo in dimenzija k.

_ _ AT _
l’o—b—AxO, ZO—A ro, P1 =20

i=12,...k
zj
P flwyl?

T
Z]—A 7’]‘2
g 1zl

T lzj-a ]2

Lema 3.17 Metoda CGLS vrne x € xo + Ki(AT A, ATry), ki minimizira ostanek ||b — Axy||» v tem
afinem podprostoru.

To lahko uporabimo tudi za reSevanje n x n sistema Ax = b, kjer je A nesimetri¢na matrika.
Na ta nacin se izognemo dolgim rekurzijam, ki jih zaradi nesimetri¢nosti potrebujeta FOM in
GMRES. Ker je obc¢utljivost matrike AT A kvadrat obcutljivosti matrike A, je to primerno le za
matrike, ki niso zelo ob¢utljive.

3.11.2 LSQR

Kot pove naslednja lema, lahko namesto iz normalnega sistema reSitev predolo¢enega sistema
dobimo tudi iz razsirjenega sistema velikosti (m + n) x (m +n).

Lema 3.18 Ceje A € R"™", m > n, rang(A) = n, potem resitev predoloCenega sistema Ax = b po
metodi najmanjsih kvadratov dobimo iz razsirjenega sistema

ar o) =1o) 69

Dokaz. Iz (3.5) sledi r + Ax = bin ATr = 0. Ce iz prve enacbe izrazimo r = b — Ax in
vstavimo v drugo, dobimo ATb = AT Ax, kar je ravno normalni sistem. 1z resitve sistema (3.5)
torej dobimo resitev x in ostanek r. |
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Matrika v sistemu (3.5) je simetri¢na. Za reSevanje lahko uporabimo eno izmed metod podpro-
storov Krilova, za katero ortonormirano bazo zgradimo z Lanczosevim algoritmom. Zaradi
posebne oblike matrike v enakosti (3.5) lahko to naredimo $e bolj u¢inkovito.

Denimo, da za zacetni pribliZek za reSitev sistema (3.5) vzamemo Xy = [

~ I A
A= ol

O} . Oznad¢imo

Prvi vektor v bazi za ICk(A, 70), Kjer je 7o = [8} , ima obliko

u
wl:[ol},

~ u
At = [ATlul] ’

ima naslednji vektor iz ortonormirane baze obliko

w_O
2= o |

= . Auz
AZU2—|: 0 :|

kjerje u3 = b/||b||2. Ker je

kjerje v; = ATb/||ATb||,. Iz

sledi, da se v ortonormirani bazi za K (A, Xy) izmenjujejo vektorji oblike [ g ] in [2} . Postopek

za izracun je zapisan v algoritmu 3.17.

Algoritem 3.17 Lanczosev algoritem za bazo podprostora Krilova za sistem (3.5). Vhodni po-
datki so matrika A, desna stran b in dimenzija k. Za zacetni pribliZek vzamemo xy = 0. Skalarje
«; in B; v algoritmu je potrebno izbrati tako, da so vektorji u; in v; normirani.

w1 =0b
K101 :ATu1
i=1,...k

Pirattjrr = Avj = aji;
Xjp10j41 = A Ujp1 — Bj10j

Po k korakih algoritma 3.17 za U1 = [ug3 uy -+ wppq|inVe=[v1 vy -+ v]velja
‘Bl Uk+1€1 = b, (36)
AVy = Uiy By (3.7)
AUy = ViBl + ap1oeiief,y, (3.8)
kjer je
o ;
B2 a2
B, =
P ok
I Bi+1
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matrika velikosti (k4 1) x k.

Izrek 3.19 Ce izvedemo k korakov algoritma 3.17, potem velja Ty = BI By, kjer je Ty tridiagonalna
simetri¢na matrika, ki bi jo dobili, ¢e bi uporabili Lanczosev algoritem za AT A, desno stran ATb in
zaCetni pribliZek xq = 0. Velja

AT AV, = VT + a1 Brs1 0164 -

Dokaz.  Zveza sledi iz enakosti (3.6), (3.7) in (3.8). Za¢nemo tako, da (3.7) z leve pomnozimo
z AT in dobimo
ATAV, = ATU. 1B
(ViBy + 10160 1) B
VkBkTBk + ak+10k+1€]{+1Bk

T T
= ViBy Bx + a1 Br+1Vk+1€k41,

kjer smo v zadnjem koraku upostevali, da je e/ Bk = Bri16l. INp n

Ko re$ujemo sistem (3.5), is¢emo tak priblizek [;k ] € Kok (g, 70), da bo ostanek
k

I A T b
o) [4)-1o)
pravokoten na Kori1(A,7o). Pri tem je xp = Viyginry = Upqtisr zayx € RFin . € RFH,
saj stolpci matrike
[uk—&-l 0 ]
0o v

tvorijo ortonormirano bazo za Ky 1(A, 7). Veljati mora
ur,, o [ A [Weatea] 8] _,
0 VkT AT 0 kak 0 ’

= ][

kar je ravno raz$irjen sistem oblike (3.5) za predolocen sistem By = B1e1. Pri metodi LSQR
torej najprej uporabimo algoritem 3.17, nato reSimo predolocen sistem Byy, = Bie; velikosti
(k+1) x k in za kon¢ni priblizek za re$itev vzamemo x; = Vi .

iz Cesar sledi

3.11.3 Regularizacija Tihonova

Denimo, da i§¢emo resitev problema najmanj$ih kvadratov za predolocen sistem Ax = b, kjer
matrika A ni polnega ranga. V tem primeru je re$itev veg, sajje | Ax — b|j» = ||A(x+z) — b2 za
poljuben tak z # 0, daje Az = 0. V tem primeru potem izmed vseh vektorjev x, ki minimizirajo
normo ||Ax — bl|2, za re$itev vzamemo x z najmanj$o normo || x||2.

Ce matrika A sicer ni singularna, a ima zelo majhne singularne vrednosti, se to odraza v tem,
da majhne motnje b povzrocijo zelo velike spremembe reSitve. Ker si lahko pri numeri¢nem
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racunanju predstavljamo, da namesto s to¢nimi delamo z malo zmotenimi podatki (¢e ni¢ dru-
gega Ze zaradi tega, ker racunamo s premi¢no piko in imamo na voljo samo kon¢no Stevilo
predstavljivih Stevil), bomo, ¢e numeri¢no resimo tak sistem, dobili neuporabno resitev x z
zelo veliko normo.

Resitev je regularizacija. Poznamo ve¢ vrst, ena izmed njih je regularizacija Tihonova, kjer
izberemo regularizacijski parameter A > 0 in re$§imo sistem

(ATA+A%)x = ATh. (3.9)

Lema 3.20 Regularizacija Tihonova vrne vektor x, ki resi problem

. . 20 (12
min (Hb Ax||2 + A2||x ) (3.10)

Dokaz. PiSemo lahko

2

. 2 2 b _ A
Io- axta+ A2 = | | 6] = [ 1|+

2

Na desni imamo predolocen sistem, katerega normalni sistem je ravno (3.9). |

Opazimo, da vedji, ko je parameter A, manj je sistem (3.9) obcutljiv. Po drugi strani ve¢ja vre-
dnost A pomeni, da je v (3.10) bolj pomembno, da je norma vektorja x ¢im manjSa, kot pa
velikost ostanka b — Ax. V limiti, ko A posljemo proti neskoné¢no, bomo z regularizacijo Ti-
honova dobili x = 0. Obratno, ko gre A proti 0, norma vektorja x naras¢a in norma ostanka
pada.

Poglejmo, kako lahko regularizacijo vklju¢imo v metodi CGLS in LSQR. Pri metodi CGLS mo-
ramo upostevati, da sedaj reSujemo sistem (ATA + A%I)x = ATb. Algoritem 3.16 se spremeni
v algoritem 3.18, kjer sta spremembi le v izratunu z; in «;.

Algoritem 3.18 Metoda konjugiranih gradientov za regularizirani problem najmanjsih kvadra-
tov, kjer reSujemo normalni sistem (AT A + A2I)x = ATb. Vhodni podatki so matrika A, desna
stran b, zacetni pribliZek xy, regularizacijski parameter A in dimenzija k.

ro=b— Axo, zo= ATro—A%x9, p1 =20

i=1,2,...k
wj = Apj ,
L [1zj-1]]
P w12+ A2yl 12

Xj = Xj-1 1 &;p;
1’]' = 1’]'_1 — zx]w]
Z]' = ATT’]' — AZJC]'
g = 1212

T zja?
Pi+1 =% + Bjpj

Opazimo, da moramo algoritem za vsak A zagnati znova. Ker pri regularizaciji obi¢ajno ne po-
znamo optimalnega parametra in zato ra¢un ponovimo za razli¢ne vrednosti A, to ni najboljse.
Izkaze se, da pri metodi LSQR zados¢a le en izrac¢un.
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Lema3.21 Ceje A € R™", m > n, rang(A) = n, potem je uporaba reqularizacije Tihonova s
parametrom A za reSitev predoloCenega sistema Ax = b ekvivalentna resevanju razsirjenega sistema

I A r b
o el (3] = o) o1
Dokaz. 1z (3.11) sledir + Ax = bin ATr — A2x = 0. Ce iz prve enatbe izrazimo r = b — Ax in
vstavimo v drugo, dobimo ATb = (AT A + A2I)x, kar je ravno (3.9). |

Z malce ratunanja lahko ugotovimo, da je podprostor Krilova za matriko iz sistema (3.11)
neodvisen od A in tako za vse vrednosti A lahko uporabimo bazo, ki jo dobimo z algoritmom
3.17.

Podobno kot prej mora za resitev veljati
Ui, 0 I A [Uatea ] _[P]) _ g
0 VkT AT —/\21 Vk]/k 0 !

o ] 1] = 1%

kar je ravno razsirjen sistem oblike (3.11) za regularizirano reSitev predolocenega sistema By =
Bie1. Pri metodi LSQR torej najprej uporabimo algoritem 3.17, nato reSimo sistem

torej

(BEBk + )\ZI)yk = ﬁlBkTel

velikosti (k + 1) x k in za konéni priblizek vzamemo x; = Viy;. Ce potrebujemo resitev pri
drugi vrednosti regularizacijskega parametra, moramo ponoviti le zadnja dva koraka, prvega,
ki je racunsko najbolj zahteven, pa je dovolj izvesti le enkrat. Za regularizacijo je tako metoda
LSQR primernejsa od CGLS.



Poglavje 4

Iterativhe metode za racunanje lastnih
vrednosti

4.1 Pomozni rezultati

V tem razdelku je navedenih nekaj rezultatov iz numeri¢ne linearne algebre, ki jih bomo potre-
bovali v nadaljevanju. Za laZje razumevanje so dodani tudi dokazi iz [9].

Kot prvo si poglejmo, kako lahko ocenimo spremembe lastnih vrednosti, ¢e zmotimo matriko.
Vemo, da so lastne vrednosti zvezne funkcije elementov matrike, saj so ni¢le karakteristi¢nega
polinoma, ni¢le polinoma pa so zvezne funkcije koeficientov polinoma. Ce se da matriko dia-
gonalizirati, potem naslednji izrek pove, da je sprememba lastnih vrednosti omejena z ob¢utlji-
vostjo matrike lastnih vektorjev.

Izrek 4.1 (Bauer-Fike) Predpostavimo, da se da matriko A diagonalizirati kot A = XAX™!, kjer
je A = diag(Ay,...,A) diagonalna matrika lastnih vrednosti. Potem vse lastne vrednosti matrike
A + €E lezijo v uniji n krogov

Ki={zeC:lz—A| <ex(X)|IE||}, i=1,...,n,
kjer za normo lahko vzamemo katerokoli izmed norm ||.||1, ||.||2 ali ||.||co-
Dokaz. Najbo A(e) lastna vrednost matrike A + eE. Predpostavimo lahko, da se A(€) razlikuje

od vseh lastnih vrednosti Ay, ..., A,, saj sicer izrek ocitno drzi. Matrika A + €E — A(e)I je
singularna. ZapiSemo lahko

X YA+€eE—-Ae))X = A—Ae)+eX 'EX
— (A= A(e)]) (1 +e(A— /\(e)I)_lx_lEX>.

Ker je matrika A — A(e)I nesingularna, mora biti I + (A — A(e)I) "X 'EX singularna ma-
trika. To pomeni, da je

1< Jle(A=A(e)D) ' XTEX]| < ell(A = Ae)D)HIIXHIENX]-
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1z

min;_q,

sledi
|

Opomba 4.1 Ce unija krogov razpade na povezane komponente, potem iz zveznosti lastnih vrednosti
sledi, da vsaka komponenta vsebuje natanko toliko lastnih vrednosti, kolikor krogov jo sestavlja.

V nadaljevanju razdelka bomo predpostavili, da je matrika A simetri¢na. V tem primeru lahko
pokaZemo veliko dodatnih lastnosti. Za zacetek vemo, da so vse lastne vrednosti realne in
da je Schurova forma za simetri¢no matriko kar diagonalna matrika. Lastne vrednosti lahko
uredimo tako, da velja

)\nS/\n—l < S)\lz

pripadajoce lastne vektorje x1, ..., x, pa lahko izberemo tako, da tvorijo ortonormirano bazo.
Spektralna ob¢utljivost matrike lastnih vektorjev je potem 1 in iz Bauer-Fikeovega izreka do-
bimo naslednjo posledico.

Posledica 4.2 Ce sta matriki A in E simetricni, potem pri predpostavkah izreka 4.1 za vsako lastno
vrednost A(€) matrike A + €E velja

min |[A(e) — A < €|lE||.
i=1,...,n

Ker imamo pri simetri¢nih matrikah opravka le z realnimi lastnimi vektorji, v tem primeru
Rayleighov kvocient ra¢unamo le za realne vektorje. Za x # 0 je

xT Ax

p(x,A) = T x

in veljajo naslednje lastnosti:

a) Zaa #0jep(x, A) = p(ax, A).
b) Za lastni vektor x; je p(x;, A) = A;.
c) Ceje x priblizek za lastni vektor, je p(x, A) najbolja aproksimacija za lastno vrednost v
smislu, da je min,cR ||Ax — ox||2 doseZen pri o = p(x, A).
Lema 4.3 Ce je A simetricna matrika z lastnimi vrednostmi A, < --- < Ay, potem za vsak x # 0 velja

A < p(x,A) < Aq.

Dokaz.  Ce vektor x razvijemo po bazi lastnih vektorjev kot x = }_}' ; a;x;, dobimo

o Zr'l_1 aZA,
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kar lahko o¢itno ocenimo navzgor in navzdol z A; oziroma A,,. n

Iz zgornje leme sledi, da bi lahko najvecjo in najmanjso lastno vrednost izrazili z maksimumom
oziroma minimumom Rayleighovega kvocienta po vseh nenicelnih vektorjih. Kot pravi nasle-
dnji izrek, lahko podobno izrazimo tudi vse preostale lastne vrednosti. Rezultat je temelj za
Stevilne pomembne teoreti¢ne rezultate.

Izrek 4.4 (Courant-Fischerjev minimaks izrek) Ce je A simetricna matrika z lastnimi vrednostmi
A <o < Ay, potemzai=1,...,nvelja

Ai = i = i : :
TR nEekA)= gy mipetnd) 4o
dim(S)=n—i+1 x#0 dim(R)=i x#0

Dokaz. ~ Za poljubna podprostora S,R C R”", dim(R) = i in dim(S) = n — i+ 1, obstaja
Xrs € RNS, xgs # 0, saj je dim(R) + dim(S) = n + 1. O¢&itno velja

miRnp(x,A) < p(xrs, A) < masxp(x,A).
10 50

Ker to velja za vsak par R, S velja tudi za par R, S, pri katerem je doseZen minimum oz. maksi-
mum V izrazu (4.1). Torej

max minp(x, A) = minp(x, A) < p(xzs, A) = maxp(x,A) < min maxp(x, A). (42)
RCR" xeR xeR xe§ SCRR" X€S
dim(R)=i x#0 x#0 x#0 dim(S)=n—i+1 x#0

Po drugi strani za par R= Lin(xq,...,x;) in S = Lin(x;, ..., x,) velja

minp(x, A) = A; = maxp(x, A).
xes

xeR

X0 X0
Od tod dobimo
max minp(x, A) > minp(x, A) = A; = maxp(x,A) > min maxp(x,A), (4.3)
RCR" x€R xeR xe§ SCR" x€S
dim(R)=i x#0 x#£0 x#0 dim(S)=n—i+1 x#0
saj je
max minp(x, A) > minp(x, A)gquadin  inpodobno min maxp(x, A) < maxp(x, A).
RCR"  x€R xeR SCR" x€S x€S
dim(R)=i x#0 x#0 dim(S)=n—i+1 x#0 x#0
Iz (4.2) in (4.3) sledi (4.1). |
Posledica 4.5 Ce sta A in E simetricni matriki in so A, < --- < Aq lastne vrednosti matrike A,

/A\n <0< Xl pa lastne vrednosti matrike A + E, potem zai = 1,...,n velja

Ai+ Au(E) < A; < A+ M (E).

Dokaz. 1z p(x,A+E)=p(x,A) + p(x, E) ocenimo
p(x, A) + An(E) < p(x, A+ E) < p(x, A) + M (E)
in uporabimo Courant-Fischerjev minimaks izrek. n

Od tod sledi t.i. Weylov izrek, ki smo ga kot posledico Bauer-Fikeovega izreka zapisali Ze v
posledici 4.2.
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Posledica 4.6 (Weylov izrek) Ce sta A in E simetricni matriki in so A, < --- < A1 lastne vrednosti
matrike A, Ay < -+ < Ay pa lastne vrednosti matrike A+ E, potem zai =1,...,n velja

i = Ai| < |IE]|2.
Izrek 4.7 (Cauchyjev izrek o prepletanju) Ce je A simetricna matrika in je A, njena vodilna pod-
matrika velikostir x rzar =1,...,n,potemzak =1,...,n — 1 velja

M1 (Arp1) S A(Ar) < A(Apgr) <0 S A2(Appr) < A(Ak) < A (Agg)-

/
Dokaz.  Dovolj je dokazati primer k = n — 1. Ceje ¥’ € R" 1 inx = [x

0
p(x', Ap1) = p(x, A).

Po Courant-Fischerjevem minimaks izreku velja

} € R", potem je

. /

M (Ay—1) = min maxp(x’, A,_1).
S/crRn—1 - ales!
dim(S/)=n—k x'#0

Vsak podprostor lahko podamo z njegovim ortogonalnim komplementom, zato lahko piSemo

- ’
AMe(Apq) = min max p(x’, A,—1).
Pl ERPTL err—1, 220

xLpl, i=1,. k-1

Pogoj, da morajo biti vektorji p}, ..., p;_; linearno neodvisni, smo izpustili, saj je minimum
ocitno doseZen pri linearno neodvisnih vektorjih. Sedaj lahko pisemo

A(A,— = min max x, A
k( " 1) Plseees pk,lelR” x€RM, x#0, x Lley p( / )
xLp;, i=1,..k=1
< min max p(x,A) = A (A).
Pl Pr—1€ER"T  x€RM, x#£0
xlpj, i=1,.k=1

Tako smo pokazali Ax(A,—1) < Ax(A). Po drugi strani pa velja

Ac(Ay— = min max x, A
k( " 1) Pl Pr—1 ERM x€RM, x50, x Len p( ! )
xLlp;, i=1,..,k—1

= min max p(x,A)
pl/...,pkfl,pkEIR” x€RM, x#0
pr=en xLpj, i=1,...k
min max p(x, A) = A1 (A). n

Pl Pr—1,Pk ER" xR, x50
xlp;, i=1,..k

v

Naslednji izrek pove, da lahko iz norme ostanka Ax — Bx priblizka B za lastno vrednost in
pribliZzka x za lastni vektor dobimo zelo dobro oceno, kako natan¢no B aproksimira to¢no lastno
vrednost matrike A.

Izrek 4.8 Ce je A simetri¢na matrika, ||x||, = 1 in B pribliZek za lastno vrednost, potem ima matrika
A vsaj eno lastno vrednost A;, ki zadoscéa |B — Ai| < ||Ax — Bx||2.

Dokaz. Naj bor = Ax — Bx. Dokaz je podoben kot pri Bauer-Fikeovemu izreku. Predpo-
stavimo lahko, da se B razlikuje od vseh lastnih vrednosti, kar pomeni, da je A — BI nesingu-
larna. Matrika A se da diagonalizirati kot A = XDXT, torej A — BI = X(D — BI)X". Sedaj je
x = (A — BI)~'r, kar pomeni 1 < ||(D — BI)~!|2||7||2, odtod pa dobimo

min A = Bl < |72
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Lema 4.9 Naj bo

bn—2 an—1 bnfl
bn—l n
nerazcepna tridiagonalna simetricna matrika (torej b; # 0 za vsak i). Potem so vse lastne vrednosti
matrike T enostavne, za vsak lastni vektor x pa velja x1 # 0 in x,, # 0.

Dokaz. Zaradi nerazcepnosti je za vsak A rang matrike A — Al vsaj n — 1, saj je prvih n — 1
stolpcev linearno neodvisnih. Zaradi tega nobena lastna vrednost ne more biti veckratna.

Ce je x lastni vektor za lastno vrednost A, potem za elemente x veljajo enacbe

(a1 — /\)X1 +bx, = 0
bl‘flxifl + (ai - A)-xl + bixi+l = 0/ i= 2/ <o = 1/
by 1xy1+ (an—AMx, = 0

Ce vstavimo x; = 0 v prvo enacbo, potem po vrstisledix; =0zai = 2...,n, torej x = 0, kar
je protislovje. Podobno, ¢e vstavimo x, = 0 v zadnjo enacbo, potem v obratnem vrstnem redu
spet za vse elemente x sledi, da so enaki 0. [ |

4.2 Ritzeve vrednosti

Denimo, da bi radi izra¢unali lastne vrednosti in lastne vektorje matrike A € IR"*". Obstaja ve¢
algoritmov, kot je npr. QR iteracija, ki znajo to narediti v priakovanem ¢asu O(n?). Ceprav so
vsi ti algoritmi v principu iterativni, saj se lastnih vrednosti pa¢ ne da izrac¢unati drugace kot z
iterativno metodo, jih bomo obravnavali kot direktne metode. Te metode so primerne za polne
matrike in za zmerno velikost 7. Delujejo v glavnem tako, da matriko najprej z ortogonalno
podobnostno transformacijo pretvorijo v zgornjo Hessenbergovo obliko (za nesimetri¢ne ma-
trike) oz. tridiagonalno obliko (za simetri¢ne matrike). V nadaljevanju uporabimo na zgornji
Hessenbergovi (oz. tridiagonalni) matriki enega izmed ucinkovitih iterativnih algoritmov, za
katerega lahko ocenimo, da v splognem primeru porabi O (n3) operacij.

Ce pa imamo dano veliko (razpréeno) matriko, potem si ne moremo privos¢iti, da bi izra¢unali
vse njene lastne vrednosti, npr. z uporabo QR iteracije, saj bi na ta nacin porabili prevec ¢asa
in pomnilnika. Namesto tega lahko s pomogjo iterativnih metod podprostorov, ki jih bomo
spoznali v tem poglavju, izra¢unamo nekaj lastnih vrednosti in pripadajocih lastnih vektorjev.

Najpreprostejsa iterativna metoda, ki jo lahko uporabimo za izra¢un manjSega Stevila lastnih
vrednosti, je potencna metoda, s katero lahko izratunamo dominantni lastni par.

Poten¢na metoda temelji na tem, da za naklju¢no izbran zacetni vektor v; vektorji

vj = Ao /| A,
ko gre j proti neskon¢nosti, po smeri konvergirajo proti dominantnemu lastnemu vektorju.
Vektorji v, ..., vk, ki jih dobimo pri potenéni metodi, razpenjajo podprostor Krilova

Kk(A, ’01) = Lin(vl,Avl,. . .,Akilvl) = {p(A)’Ul 1 pe H)k—l}r
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kjer je IP,_; prostor vseh polinomov stopnje manjse ali enake k — 1. IzkaZe se, da v podpro-
storu i (A, v1), ki vsebuje Se prej$nje vektorje iz potenéne metode, lahko dobimo $e boljso
aproksimacijo za dominanten lastni vektor.

Ceprav najpogosteje uporabljamo podprostore Krilova, lahko pribliZke za lastne vrednosti do-
bimo iz poljubnega podprostora. Denimo, da imamo matriko A € C"*" in podprostor V. di-
menzije k. Sedaj bi radi poiskali priblizke za lastne vrednosti in lastne vektorje, povezane s tem
podprostorom. Podobno, kot pri reSevanju linearnih sistemov, priblizke za lastne vrednosti in
lastne vektorje dobimo iz Ritz—Galerkinovega pogoja

Az —uz LV, z €V,

ki pravi, da mora biti ostanek pravokoten na podprostor.

Ce stolpci matrike V; tvorijo ortonormirano bazo za podprostor V, potem lahko vektor z € V;
zapigemo kot z = Vs za nek s € CF. Ritz-Galerkinov pogoj se tako spremeni v

VHAVis = ps.

Ce je u lastna vrednost matrike Hy = VH AV}, potem pravimo, da je y Ritzeva vrednost, pripa-
dajoci vektor z = Vjs pa Ritzev vektor. Skupaj tvorita Ritzev par (y,z).

Za nesimetri¢ne matrike lahko uporabimo podprostor Krilova, ki ga zgeneriramo z Arnoldije-
vim postopkom, ki smo ga zapisali v algoritmu 3.1. Algoritem se konca pri izbranem k ali pa,
kojehj 1= 0. Ce se Arnoldijev postopek izvaja do j = k, dobimo

AV = ViHy + hie1 x0k416f = Vi Hy,

Kjer je Hy k x k zgornja Hessenbergova, stolpci Vi pa tvorijo ortonormirano bazo za ICx (A, v1).

Od tod dobimo Arnoldijevo metodo za aproksimacijo lastnih parov. Najprej z Arnoldijevim
postopkom zgradimo matriki V} in Hy, potem pa je (y,z) Ritzev par, &e je z = Vs, kjer je u
lastna vrednost matrike Hy, s € C* pa njen pripadajo¢i lastni vektor. Za ostanek potem dobimo

T
v = Az — Uz = hyy1 k0k41€5c S,

torej

I7ll2 = [hicsr el - les].
Ce naj bo (i, z) dober priblizek za lastni par matrike A, mora biti ostanek majhen in to lahko
testiramo brez direktnega racunanja vektorja z.

V primeru nesimetri¢ne matrike majhen ostanek Se ni dovolj dobro zagotovilo, saj za matrike,
ki se dajo diagonalizirati kot A = XAX ™!, velja Bauer-Fikeov izrek

min [A; — | < [l IXX

V primeru, ko je matrika lastnih vektorjev zelo obcutljiva, se lahko kljub majhnemu ostanku
Ritzeva vrednost dosti razlikuje od lastne vrednosti. Ce pa je npr. matrika simetri¢na, potem
majhen ostanek pomeni tudi dobro aproksimacijo, saj je matrika lastnih vektorjev ortogonalna.

Ce se Arnoldijev postopek konéa s h; 1 = 0, potem je podprostor Krilova Ki(A,v;) inva-
rianten za matriko A. To pomeni, da so vsi Ritzevi pari, ki pripadajo Ky(A,v1), kar lastni
pari matrike A. Kljub temu, da tako izra¢unamo to¢ne lastne vrednosti, to ni nujno dobrodo-
Sel dogodek. Lahko se namre¢ zgodi, da lastne vrednosti, ki jih dobimo v tem invariantnem
podprostoru, niso lastne vrednosti, ki jih iS¢emo. Ker podprostora ne moremo povecati in tako
priti do novih priblizkov, nam preostane edino to, da ponovno zatnemo postopek z novo izbiro
zacetnega vektorja.
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4.2.1 Racunanje zunanjih in notranjih lastnih vrednosti

Hitro se lahko prepri¢amo, da za podprostor Krilova velja
ICk(DCA + ,31, 7)1) = ICk(A, Ul)

za poljuben B in a« # 0. Torej dobimo isti podprostor Krilova ne glede na to, ¢e matriko po-
mnoZimo s skalarjem oziroma uporabimo premik. To se odraZa tudi na Ritzevih vrednostih.
Ker so metode podprostorov Krilova invariantne na skaliranje in premike, je poloZzaj lastnih
vrednosti glede na koordinatno izhodis¢e nepomemben. Namesto tega je pomembno, katere
lastne vrednosti so zunanje in katere notranje.

Ce vzamemo najmanijsi krog oz. elipso, ki vsebuje vse lastne vrednosti, potem lahko pri¢aku-
jemo, da bo, za naklju¢no izbrane zacetne vektorje, Arnoldijeva metoda najprej skonvergirala k
tistim lastnim vrednostim, ki so blizu roba tega kroga. To je podobno kot pri poten¢ni metodi,
kjer dobimo dominantno lastno vrednost.

To pomeni, da Arnoldijeva metoda v obliki, kot je, ni primerna za rac¢unanje notranjih lastnih
vrednosti. Kadar iS¢emo lastne vrednosti v bliZini izbranega cilja T € C, obstaja nekaj pristo-
pov, kako lahko metode podprostorov pripravimo do tega, da konvergirajo k notranjim lastnim
vrednostim.

Prva varianta je premakni-in-obrni Arnoldi (shift-and-invert Arnoldi), kjer vzamemo podprostor
Krilova, ki ga generira matrika (A — 7I)~!, kjer je T € C dani cilj. To pomeni, da moramo
pri tej metodi v vsakem koraku izra¢unati produkt z matriko (A — 7I)~!. Ta produkt moramo
izracunati to¢no in ne le pribliZno resiti sistem s kaksno iterativno metodo. Pri tej metodi lahko
pri¢akujemo, da bomo najprej izracunali lastne vrednosti, ki so najblizje .

Posplositev tega pristopa je racionalna Arnoldijeva metoda. Denimo, da nas zanimajo lastne vre-
dnosti blizu to¢k Ty, . . ., Ty. Sedaj najprej zgradimo podprostor Krilova za matriko (A — 7 1)~!
in izratunamo lastne vrednosti v okolici 7y. Potem gremo na 7, a ne zavrZemo podpro-
stora. Obstaja transformacija, s katero lahko podprostor spremenimo v podprostor generiran z
(A — Dl ) -1

Denimo, da za matriko A iS¢emo priblizke za lastne vektorje v prostoru Vj, zahtevamo pa, da
bo ostanek pravokoten na prostor Wy. V tem primeru priblizke za lastne vrednosti in lastne
vektorje dobimo iz Petrov—Galerkinovega pogoja

Az —uz L Wy, z €V

Ce sta V; in Wy matriki z ortonormiranimi stolpci, ki razpenjajo iskalni podprostor Vy in testni
podprostor Wi, potem je u lastna vrednost posplosenega problema lastnih vrednosti velikosti
kxk

W AVis = uWivs.

Sedaj pravimo, da je y vrednost Petrova, z = Vis pa vektor Petrova.

Ena moZnost je, da iskalni in testni podprostor izberemo tako, da sta Vi in Wy biortogonalni
bazi, kar pomeni W,? Vi = 1. Taksni bazi lahko skonstruiramo z dvostranskim Lanczosevim
algoritmom, ki je zapisan v algoritmu 3.13. Potem so vrednosti Petrova kar lastne vrednosti
matrike W[ AV}, ki je tridiagonalna.

Pri harmoni¢nih Ritzevih vrednostih za testni podprostor Wy izberemo AV. Iz pogoja

Az—0z L AV, z€V;
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dobimo posploseni problem lastnih vrednosti

VAEAR AVis — 0VE AR Vs, (4.4)

Denimo, da stolpci Vj sestavljajo bazo za V, ki jo izberemo tako, da stolpci Wy = AV sestavljajo
ortonormirano bazo za AVy. Potem se posploseni problem (4.4) spremeni v

1
VEAR Vs = 55 = WA W;s.

To pomeni, da je 0! Ritzeva vrednost za matriko A~! glede na podprostor AVy. V tem primeru
 imenujemo harmonicna Ritzeva vrednost in pri¢akujemo, da bo 6 dober priblizek za notranje
lastne vrednosti. Za razliko od premakni-in-obrni Arnoldijeve metode, tu izra¢un inverza oz.
re$evanje sistema z matriko A~! ni nikoli potreben, sajje W Vs = 6~ 1s.

Ce i$¢emo lastne vrednosti v bliZini cilja T, potem dobimo harmoni¢ne Ritzeve vrednosti in
vektorje iz posplosenega problema lastnih vrednosti

VAA—-tDHE(A-t)Vis = (0 —1)VH(A -t Vs.

4.3 Lanczosev algoritem za lastne vrednosti

V prej$njem razdelku smo pogledali moznosti, ki jih imamo, da iz podprostora dobimo pri-
blizke za lastne vrednosti in lastne vektorje. V tem razdelku bomo podrobneje pogledali mo-
Znosti, ki jih imamo v primeru simetri¢ne matrike, ¢e za iskalni podprostor uporabimo pod-
prostor Krilova.

Ce je A simetri¢na, se simetri¢nost pri Arnoldijevem algoritmu prenese na zgornjo Hessenber-
govo matriko, ki postane simetri¢na in tridiagonalna. Arnoldijev algoritem se tako spremeni v
Lanczosev algoritem, zapisan v algoritmu 3.6, katerega rezultat je

AVi = ViTy + Broks1et,
kjer je
a1 P
T, — g1 a2

- Bret
Br-1
Lastne vrednosti matrike Tj so Ritzeve vrednosti. Ker je matrika Tj simetri¢na, so seveda vse
Ritzeve vrednosti realne, kakor velja tudi za lastne vrednosti matrike A.

Ce Lanczosevo metodo primerjamo z Arnoldijevo, potem za Lanczosevo metodo velja:

¢ Casovna zahtevnost in prostorske zahteve so manjse kot pri Arnoldiju,
¢ vel se da povedati o konvergenci,
¢ do izgube ortogonalnosti pride hitreje kot pri Arnoldiju,

* ne moremo ugotoviti veckratnosti lastne vrednosti,
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¢ lahko imamo teZave z navidezno konvergenco,

* pojavijo se prividi lastnih vrednosti.
Nezmoznost detektiranja veckratnih lastnih vrednosti sledi iz posledice ??. Vse matrike T, ki
jih vrne Lanczoseva metoda, so nerazcepne, torej so vse Ritzeve vrednosti enostavne.

Ritzeve vrednosti v koraku k se prepletajo z Ritzevimi vrednostmi iz koraka k + 1, saj se lastne

vrednosti Ty prepletajo z lastnimi vrednostmi Ty . Ce so G,Ek) < < 9§k) Ritzeve vrednosti,
ki jih dobimo v k-tem koraku Lanczosevega algoritma, potem velja strogo prepletanje

Y <ol <ot << oY < gt < gl

Zaradi tega Ritzeve vrednosti monotono konvergirajo proti lastnim vrednostim matrike A, pri
¢emer najprej skonvergirajo zunanje lastne vrednosti.

Izrek 4.10 Za Ritzeve vrednosti, ki jih dobimo v k-tem koraku Lanczosevega algoritma, velja:

1. Obstaja k lastnih vrednosti matrike A, da je |91.(k) —Ai| < Brzai=1,...,k
2. Cejez = Vs Ritzev vektor za Ritzevo vrednost 6, potem velja

min|A; — 6] < || Az — 6zl]> = Bele]’s.
1

3. Gi(k) = max min p(A,x).
dim(S)=i 0#xeSCKy(Av1)

4.3.1 Ocene o hitrosti konvergence

Naj bodo A, < --- < A lastne vrednosti matrike A in xy,...,x; pripadajo¢i ortonormirani
lastni vektorji. Najprej poglejmo ocene o hitrosti konvergence priblizkov za lastne vektorje.
Merilo za konvergenco je velikost kota med lastnim vektorjem in iskalnim podprostorom Kri-
lova, ki ga ozna¢imo s ¢(x;, Kr(A,v1)).

V naslednji lemi bomo uporabili spektralni projektor. Ce je T’ zaklju¢ena krivulja v C, potem je

Pr(A) = 7{(21 ~ Az
r

spektralni projektor, ki pripada lastnim vrednostim matrike A, ki leZijo znotraj krivulje T'. Ce je

A; enostavna lastna vrednost in I'; vsebuje samo lastno vrednost A;, potem je P; = x;y1, Kjer je

x; normiran levi in y; normiran desni lastni vektor za lastno vrednost A;. V primeru simetri¢ne

matrike je x; = y; in P; = x;x] .

Lema 4.11 Ce je P; = x;x] spektralni projektor, ki pripada enostavni lastni vrednosti A; matrike A,
potem v primeru Piv1 # 0 velja

tan ¢ (x;, Kx(A,v1)) = min lp(A)y;| tan @(x;,v1),
peEP_1, p(Ai)=1
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kjer je

{ ||8:£321H’ v primeru (I —P)ov; #0
Z‘ p—
0, sicer.

Dokaz.  Za poljuben vektor z € Ky (A, v1) obstaja polinom g € IPy_q, dajez = g(A)v;. PiSemo
lahko
z=q(A)vr = g(A)(Por + (I = P)or) = q(A)Pior +q(A)(I = Py)vy,
pri ¢emer sta vektorja v zadnji vsoti ortogonalna, vektor g(A)P;v; pa je kolinearen z lastnim
vektorjem x;. Od tod sledi, da je
lq(A) (I = P)or]| _ [lq(A)yall [I(T = Poa|| _ [lg(A)y:]

t Xi, z) = = = t Xi, 01).
an ¢(xir2) = A By (A0 [P gy et

Za polinom p(A) = q(A)/q(A;) velja, daje p(A;) = 1, njegova stopnja pa je manjsa ali enaka
k — 1. Tako dobimo

tan ¢(x;, z) = [|p(A)yil| tan (x;, v1), (4.5)
oceno iz leme pa dobimo, ko vzamemo minimum po vseh polinomih p € IP;_1, za katere velja
p(Ai) =1 n

Izrek 4.12 Pri enakih predpostavkah kot zgoraj velja

K‘
t j A QR ‘
an(P(x”ICk< ,Ul)) — Tk—i(1+27i) anq’(xuvl)/
kjer je
ELA— Ay A— A
k=1 x5 = ! zai>1, in ;= "L
1 LA A T N A

Dokaz.  Izrek bomo najprej dokazali za primer i = 1. V tem primeru vektor y; iz prejSnje leme
razvijemo po bazi lastnih vektorjev kot

n

n
y1 = Zocjxj, Zocjz =1.
j=2

j=2

Od tod sledi
2 22
Ip(A)? = Zp a2 <

Sedaj uporabimo oceno (4.5). Potrebu]emo polinom stopnje k — 1, za katerega velja p(A1) = 1
in ima najmanj$o neskon¢no normo na intervalu [A,, A|. Resitev dobimo s pomo¢jo polinomov
Cebiseva.

max p(4;)* < max p(A)*

] A€M

Ce imamo tri realna Stevila « < B < 7, potem je

min max t
PEPw, p(7)=1t€e[np P ()

Tm(t) — ;m (1 +2%)

i (1 +2gif)/

doseZen pri polinomu
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kjer je Ty, polinom Cebiseva.
V naSem primeru vzamemo a = A,, B = A in 7y = Aq. Tako dobimo

1 1
(1 +2)Ll )‘2) - T (142m)

Ip(A)y]l <

Zai > 1 vzamemo polinom oblike

_ M=A)-- (A= A)
PN = o =) O = A

q(A),

Kjerje g € Py_;in q(A;) = 1. Potem lahko ocenimo

11/\—A
/\] vl

:1 \

max |q(A)]

< max
[p(A)y|| 1 —A At

A€ [/\ /\1+l]

j=1

in, podobno kot prii = 1, do kon¢ne ocene pridemo s pomocjo polinomov CebiSeva.
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Poglejmo, kaj lahko povemo o konvergenci Ritzevih vrednosti proti lastnim vrednostim. Naj

bodo 9,((k) << 9§k) Ritzeve vrednosti matrike A glede na podprostor Krilova K (A, v1). Ker
vemo, da so Ritzeve vrednosti Rayleighovi kvocienti Ritzevih vektorjev, lahko pricakujemo,

(k)

da v oceni za napako Ritzeve vrednosti 6,
naslednja lema.

Lema 4.13 Velja

k .
0< A -0 < (A=A min - max Ip(A) 2 tan @(x;, 01)2

p(A)=1

Dokaz.  Prvaneenakost 0 < A; — ng) je dokaj o¢itna, saj je

6§k) = maxp(A4,x) < maxp(A x) = Aq,
xely
x#0 X#O

Kjer je Ky = Ki(A,v1).
Za drugo neenakost najprej razliko A; — 9§k) zapiSemo v obliki

A — 9§ ) = mmp(/\ll —A,x) = min p(MI—A,q(A)v).

xeK q€Pk1
x#0 q#0

Ce zaletni vektor vy razvijemo po lastnih vektorjih kot v; = Y1 a;xj, potem dobimo

1 (A — Aj)a2g(A)?
)\i—9§k) = min 2]72( ! /) ]6]( /) )

qeP_q Z?:l "‘]251()\]')2
q#0

nastopa kvadrat tan ¢(x1,v;)?, o éemer govori
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To lahko ocenimo kot

) . (A
A —0 < (M —Ay -
i s )qrer]}}knl Z] 14; ‘1(7\])2
970
(

aq(A;)?
< (A1 —Ay) min ]2—0]])
9P afq(Ar)?
q#0

2

. q(A)? Lja 5

< (A=A
(Ai=A) min max CR P @

q#0
< (A=A A)?t x1,01)2.
< (M —Aw) qgl}}pl Aeraaﬁzlp() an ¢(x1,v1)
p(A1)=1

Izrek 4.14 Velja

(k) 2
(k) K, tan @(x;,v1))
< )\;—0 < —
0< A =67 < (M —Ay) ( T +27) ,

kjer je

An A — A
o= ——— zai>1 in = 2 il
! i1 Q(k) — A i Aix1 — Ay

Zgornje ocene nam zagotavljajo konvergenco, a za prakti¢no uporabo niso primerne, saj v njih
nastopajo koli¢ine, ki jih ne poznamo. Prakti¢ne ocene, ki jih lahko uporabimo in so v vecini
primerov tudi zelo dobre, uporabljajo Ritzeve vrednosti namesto lastnih vrednosti. Naj bodo

9,(11"1) < 0 < 9%"1) Ritzeve vrednosti matrike A glede na podprostor K, (A, v1) in Uy, ..., u;
pripadajoci Ritzevi vektorji, kjer je u; = V;,y;.

Oznacimo ostanek r; = Au; — 9} )u] Vemo Ze, da velja min; |A —9 | < |lrill2 = Bmlehy;l. Ce

(m)

je ;" priblizek za A;, potem definiramo gap(@i( )) = m;n ]91. —A; | Velja (podrobna izpeljava
JF
jev[8])
112
|/\1_91(m)| S HrlHZ
gap(6;")
in
sin ¢ (u;, x;) < ||”1H(2)
gap(6;")

Da lahko oceno uporabimo, potrebujemo $e oceno za gap(@i(m) ). Tu uporabimo predpostavko,

da sta, kadar je 91.("1) dober priblizek za lastno vrednost A;, vrednosti 61(1”1) in O(m)

i11 prav tako dobra

priblizka za A;_1 in A;1 1. Tako lahko gap(@i(m)) ocenimo z

gap(0,") ~ min([e;" — 6"| 1),

kamor smo vkljucili $e oceno, da je min; |A; — 9 | < I7jll2-
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4.3.2 Tezave z ortogonalnostjo

Ce izvajamo osnovno Lanczosevo metodo brez reortogonalizacije, potem lahko pride do izgube
ortogonalnosti in dobimo navidezne veckratne lastne vrednosti. Opazimo, da se ortogonalnost
baznih vektorjev za podprostor Krilova poslabsa takrat, ko kak izmed Ritzevih vektorjev skon-
vergira do lastnega vektorja.

Izrek 4.15 (Paige) Ce izvajamo Lanczosev algoritem v aritmetiki z osnovno zaokroZitveno napako u,
potem v k-tem koraku za izracunane Ritzeve vektorje uy, . .., uy velja

O(u|Al)
T _
A 7P
kjer je ri = Au; — 0;u;, oziroma
o — OlAl)
FT Bylelyil

kjer jeu; = Viyi, zai=1,...,k

Dokaz je v knjigi [3], temelji pa na formuli
Bidji + fi = (A= &D)T; — Bj19j1,
Kjerje ||f;|| = O(]|Al|u) posledica zaokroZitvenih napak.

Izkaze se, da imamo pri osnovni razli¢ici Lanczoseve metode, ki je zapisana v algoritmu 3.6,
velike teZave z izgubo ortogonalnosti. Ker stolpci matrike Vi niso tako ortogonalni, kot bi
morali biti, se v matriki T lahko pojavijo navidezne veckratne lastne vrednosti. V praksi sta

lahko tako npr. za dovolj velik k tako Hik) kot Gék) priblizka za A4, Hék) pa je priblizek za A».

Temu se lahko izognemo s polno reortogonalizacijo, kjer nov vektor ortogonaliziramo na vse
stolpce matrike Vi. To moramo po potrebi narediti dvakrat, da bo zadeva stabilna. Postopek je
zapisan v algoritmu 4.1.

Algoritem 4.1 Lanczoseva metoda s polno reortogonalizacijo. Vhodni podatki so simetri¢na
matrika A, vektor v; in dimenzija k. Algoritem vrne ortonormirane stolpce vy, . .., v, ki tvorijo
ortonormirano bazo za podprostor Krilova Ky (A, v1).

izberi zaletni vektor v1 z ||v1]|2 = 1

i=12,...,k
z = Av;
=0z
¢=lzll2

2=z -1}, (Tor)os
Ceje ||z]|2 < 0.7¢, potem
zZ=2z— Z]g:l(ZTUg)Ug
Bi = lzl2
Ce je B; = 0, potem prekini racunanje
Vi1 =2/
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Izkaze se, da ni potrebno, da nove smeri ortogonaliziramo na vse prejsnje. Teoreti¢no tega
seveda (razen za zadnji dve smeri) sploh ni potrebno narediti, saj bi vektorji avtomati¢no mo-
rali biti ortogonalni. Pri selektivni reortogonalizaciji nov vektor ortogonaliziramo le na nekaj
vektorjev, saj si casovno ne moremo privos¢iti, da bi ortogonalizirali na vse prejSnje vektorje.
Iz Paigeovega izreka sledi, da lahko pri¢akujemo veliko napako pri vektorjih, kjer je vrednost
el y; blizu ni¢. To uporabimo kot kriterij pri selektivni ortogonalizaciji, zapisani v algoritmu

4.2. Pri tem vektorji u; , ki nastopajo v algoritmu 4.2, predstavljajo Ritzeve vektorje za Ritzeve
(k)

vrednosti 0;

Algoritem 4.2 Lanczoseva metoda s selektivno reortogonalizacijo. Vhodni podatki so sime-
tri¢cna matrika A, vektor v; in dimenzija k. Algoritem vrne ortonormirane stolpce vy, ..., vy, ki
tvorijo ortonormirano bazo za podprostor Krilova i (A, v1).

izberi zacetni vektor vy z ||v1]2 =1, Bo = 0,99 = 0

i=12,...,k
Z:ATJ]'
zszvaz

z=2z—wjvj— Bj 10j1

izracunaj Ritzeve vektorje uy, ..., u;

zavsei=1,...,j Kerje jle/yi| < vul|Tj|
z=z— (ulz)u;

Bj = 1zl

Ce je Bj = 0, potem prekini racunanje
Vi1 =2/

4.3.3 Harmoniéne Ritzeve vrednosti

Za racunanje notranjih lastnih vrednosti lahko uporabimo harmoni¢ne Ritzeve vrednosti. Vemo,
da je 0 harmoni¢na Ritzeva vrednost in nenicelni vektor w € AK(A,v1) pripadajoci harmo-
ni¢ni Ritzev vektor, ¢e je

A7 w — 07w 1L AK(A,vy). (4.6)

Harmonicne Ritzeve vrednosti so namre¢ inverzi Ritzevih vrednosti matrike A~! glede na pod-
prostor AKy (A, v1). Ekvivalenten pogoj za harmoni¢no Ritzevo vrednost 6 je, da obstaja neni-
Celen vektor u € Kx(A,v1), daje

Au—0u L AKk(A,v1).
Lema 4.16 Po k korakih Lanczosa dobimo AV, = V. Ti + ﬁkvkﬂe,f = Vi1 Tk. Za harmonicno Ritzevo
vrednost 0 velja, da je lastna vrednost posplosenega problema lastnih vrednosti

T Ty = 0Thy. (4.7)

Dokaz.  Ce zapigemo (4.6), pri emer zapisemo w = AV,y, dobimo
(AVO)T(ATT AV — 071 AV,y) = 0.

To se zmnoZi v
VIiAVy — 67V A’y =0
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in naprej v N N
Tey — 0 (Ve To) T (Vi Ty = 0
in o
Tyy — 0T Ty = 0,
od tod pa Ze sledi (4.7). [ |

Ce uporabimo premik ¢, je  harmoni¢na Ritzeva vrednost, &e obstaja nenicelni vektor z €
Kik(A,v1),daje
Az —0z L (A — U'I)}Ck(A, ?Jl).

0 je harmoni¢na Ritzeva vrednost za premik o, e je (6 — c)~! Ritzeva vrednost (A — o) ™!
glede na podprostor (A — oI)K(A,v1).

To je ekvivalentno V' (A — 01)*Vyy = (6 — 0) V] (A — 0'I) Vxy oziroma

(0 — o) YTIT, —20Tx + 0?1y = (Ty — o)y.

Nekaj nam o konvergenci harmoni¢nih Ritzevih vrednosti povedo t.i. Lehmannovi intervali. Naj
bo ¢ izbrana tocka, v okolici katere is¢emo lastne vrednosti. Lastne vrednosti A, ki naj bodo
vse enostavne, uredimo kot

A< <A< <A <o < Ay

Podobno uredimo in indeksiramo tudi harmoni¢ne Ritzeve vrednosti. Ce je 8. harmoni¢na

(k)
i
Ritzeva vrednost glede na podprostor (A — oI)Ky(A,v1), potem preko minimaks izreka za
matriko (A — o)~ ! sledi

0 <Ay in A <6l

Izrek 4.17 (Lehmann) Naj bodo

99‘3<--‘<9@<a<6§k)<---<9,§k3s

harmonic¢ne Ritzeve vrednosti matrike A glede na podprostor (A — o 1)KCx (A, v1). Vsak interval [o, G;k) ],

®) o], kjer je

kjerjej=1,...,k — s, vsebuje vsaj j lastnih vrednosti matrike A. Enako, vsak interval [0 j

j=1,...,s, vsebuje vsaj j lastnih vrednosti matrike A.

(k)
-
podobno zaporedje Q}k) monotono padajoce konvergira k A;

Ko k naras¢a, harmoni¢na Ritzeva vrednost §"; monotono naras¢ajoc¢e konvergira k )\_]' in

4.4 Arnoldijev algoritem za lastne vrednosti

Za nesimetri¢ne matrike podprostor Krilova zgeneriramo z Arnoldijevim postopkom, ki smo
ga Ze zapisali v algoritmu 3.1. Ce se Arnoldijev postopek izvaja do koraka k, dobimo

AV = ViHy + hi1 x0k416f = Vi Hy,
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kjer je Hy zgornja Hessenbergova matrika velikosti k x k, stolpci matrike Vj pa tvorijo ortonor-
mirano bazo za podprostor Krilova Ci (A, v1).

Podobno, kot pri Lanczosevi metodi, je tudi pri Arnoldijevi metodi (y, z) Ritzev par, ¢e velja
z = Vs, Kjer je u lastna vrednost matrike Hy, s pa njen pripadajoci lastni vektor. Za ostanek
potem dobimo

r=Az —uz = th,kkae,{s,

torej
-legs|.

Il = Thesrk

Ce naj bo (,z) dober pribliZek za lastni par matrike A, mora biti ostanek majhen in to lahko
testiramo brez racunanja priblizka za lastni vektor z.

V primeru nesimetri¢ne matrike majhen ostanek Se ni nujno dovolj, saj za matrike, ki se dajo
diagonalizirati kot A = XAX -1 velja Bauer-Fikeov izrek

min [A; = pe| < [l [[[IX[IX )

Ce je matrika lastnih vektorjev zelo numeri¢no obéutljiva, potem lahko pri¢akujemo, da Ritzeve
vrednosti ne aproksimirajo tako dobro lastnih vrednosti.

Za razliko od Lanczoseve metode pri Arnoldiju nimamo tako lepih rezultatov o konvergenci.
Tezavo predstavlja med drugim dejstvo, da nimamo na voljo minimaks izreka, prav tako pa
nimamo ne prepletanja Ritzevih vrednosti ne monotone konvergence.

Poglejmo nekaj zanimivih zgledov.

Zgled 4.1 Vzamemo matriko
A=lepes -+ eqeq],

ki ima ortonormirane stolpce, lastne vrednosti pa so enakomerno razporejene po enotski kroZnici v C.

Ce za zacetni vektor vzamemo v, = ey, potem dobimo vy = Avy = ey, v3 = Avy =e3,..., Uy = €.
Zak <njeHy = A(1:k1:k), kar pomeni, da so vse Ritzeve vrednosti enake 0. Sele v koraku k = n
dobimo nenicelne Ritzeve vrednosti, ki se seveda ujemajo z lastnimi vrednostmi matrike A.

Konvergenca je torej ocitno zelo slaba, a to ni posledica tega, da bi bila matrika lastnih vektorjev X zelo
obcutljiva, saj je | X|||| X 1| = 1.

Vemo, da za podprostor Krilova velja
’Ck(DCA + ,31, Z)l) = ’Ck(A, 01)

za poljuben  in a # 0. Torej dobimo isti podprostor Krilova ne glede na to, ¢e matriko pomno-
zimo s skalarjem oziroma uporabimo pomik. To pomeni, da lahko podobne teZave pri¢akujemo
v primeru, ko so lastne vrednosti enakomerno razporejene na poljubni kroZnici v kompleksni
ravnini. V tem primeru nobena lastna vrednost ne izstopa, metoda pa konvergira dobro ravno
proti zunanjim lastnim vrednostim, ki so dobro separirane od ostalih.

Za konvergenco je pomembno tudi, da je matrika ¢im bolj blizu normalni matriki. Realna
matrika A je normalna, ¢e je ATA — ATA = 0. Obstaja nekaj ekvivalentnih lastnosti, kot so
npr.:
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1. Matrika A je normalna.
2. Al = X [l
3. A = Xdiag(A;) X! za neko nesingularno matriko X, daje || X|2|| X[ = 1.

4. Singularne vrednosti so absolutne lastne vrednosti, oziroma |A;| = 0;zai =1,...,n.

Na podlagi tega lahko definiramo razli¢ne mere za to, koliko je matrika dale¢ od normalnosti,
npr.:

Vse mere so ekvivalentne in, ¢e je katera izmed njih za matriko A velika, lahko pri¢akujemo
tezave oz. slabo konvergenco pri uporabi Arnoldijeve metode.

Zgled 4.2 Vzamemo matriko

IR L))

ki ima lastne vrednosti 1,2,...,98,100 + 1,100 — i. Potrebnih je kar nekaj korakov, preden se pojavijo
kompleksne Ritzeve vrednosti. Tik pred tem, ko se pojavijo kompleksne Ritzeve vrednosti, se za najvecjo
Ritzevo vrednost zdi, da je Ze skonvergirala.

Zgled 4.3 Vzamemo petdiagonalno matriko s konstantnimi vrednostmi na diagonalah

2 1 =2
1 2 1 =2

A=1r 1 2 1 -2

Konvergence skoraj ni, razen k ekstremnim Stirim lastnim vrednostim.

Zgled 4.4 Spet vzamemo petdiagonalno matriko s konstantnimi vrednostmi na diagonalah, tokrat

2 1 -04

0 2 1 -04
A=l2 0 2 1 04
Konvergenca je zelo pocasna, tako kot v prejsnjem primeru. Se pa izkaZe, da lahko Ze z zelo majhnim
podprostorom Krilova zelo dobro aproksimiramo zalogo vrednosti matrike A, ki je definirana kot

{xHAx

F(A): oz SXGCn,X#O}.
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4.4.1 Konvergenca

Pri Arnoldijevi metodi je konvergenca odvisna od izbire zacetnega vektorja. Denimo, da nas
zanima konvergenca proti lastnemu paru (A, x).

Naj bo X = [x X;] obrnljiva matrika. Potem je

ae A0
XAX_[O oy |

- . : . : _ v
Ce s transformacijo X preslikamo zadetni vektor v1, dobimo X 1oy = [ U)‘ ] .
r

Velja ocena:

tan 0(x, ) < x(X) min M
PEP ‘TJ}L’

p(A)=1

To bo majhno, ¢e bo polinom imel majhne absolutne vrednosti pri vseh ostalih lastnih vre-
dnostih. I$¢emo polinom p stopnje k — 1, za katerega velja p(A;) = 1 in zavzame najmanj$o
absolutno vrednost pri ostalih lastnih vrednostih. To je povezano s problemom najboljse ena-
komerne aproksimacije.

Ce je Q) kompaktna mnoZica, lahko definiramo || f | = max.cq |f(z)|. V nasem primeru bomo
za Q) vzeli spekter matrike A brez Aq. Sedaj v bistvu i§¢emo polinom oblike (z — A1)q(z), kjer
je q € Px_1, ki je najbolj$a enakomerna aproksimacija za f(z) = 1 na () oziroma minimizira

1= (z = A1)q(2) |

po vseh q € IPx_;. Ker so sedaj lastne vrednosti lahko tudi kompleksne, je take polinome tezko
poiskati, delno pa tudi tukaj v dolocenih primerih lahko dobimo ocene s pomocjo polinomov
Cebiseva.

4.4.2 Ponovnizagon

Za razliko od Lanczoseve metode, se pri Arnoldijevi metodi koli¢ina dela, ki ga porabimo za
nov korak, povecuje s tem, ko velikost podprostora Krilova naras¢a. Vsak nov vektor moramo
namre¢ ortogonalizirati na vse prejSnje bazne vektorje. Ker koli¢ina dela in potrebnega pro-
stora lahko hitro preve¢ naraste, Arnoldijevo metodo ponavadi uporabljamo v kombinaciji s
ponovnim zagonom, ko ponovno zazenemo metodo z novim zacetnim podprostorom.

Najbolj enostaven ponovni zagon je, da najprej naredimo m korakov Arnoldijeve metode,
potem pa metodo ponovno zaZenemo z zaletnim vektorjem v, ki ga izberemo iz prostora
Lin(vy,...,0m).

Za tako izbrani vektor obstaja polinom p stopnje kvetjemu m — 1, daje v; = p(A)v;. Ce v;
razvijemo po bazi lastnih vektorjev kot

01 =a1x1+ -+ anXn,

potem velja
vy =mp(M)x1+ -+ anp(An)xp.
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Pri¢akujemo lahko, da bo K,,(A, v, ) vseboval dobre aproksimacije za tiste lastne vrednosti,
kjer je absolutna vrednost p(A) velika in slabe aproksimacije za lastne vrednosti, kjer je ta vre-
dnost majhna.

Izbira v v bistvu pomeni, da izberemo polinom, ki dobro separira lastne vrednosti na Zeljene
in neZeljene. Ker lastnih vrednosti ne poznamo, dolo¢imo polinom p na podlagi izra¢unanih
Ritzevih vrednosti. To je osnova Arnoldijeve metode s polinomskim filtriranjem, ki je predsta-
vljena v algoritmu 4.3.

Algoritem 4.3 Arnoldijeva metoda s polinomskim filtriranjem. Vhodni podatki so matrika A,
vektor v; in dimenzija m.

1. Izvedi m korakov Arnoldijeve metode in izrac¢unaj Ritzeve vrednosti.

2. Ritzeve vrednosti razdeli na Zeljene yj, ..., yi in nezeljene pyiq, ..., hm.

3. Izberi tak polinom g stopnje < m, daje |q(p;)| > |q(pj)| zai =1,..., kinj=k+1,...,m.
4. Vzemi vy = q(A)v1/]g(A)v1|| in nadaljuj v tocki 1.

Tako lahko dobimo en lastni par. Kako jih lahko izratunamo ve¢? Ko imamo izra¢unanih
nekaj (denimo k — 1) lastnih parov, dobimo delni Schurov razcep AUx_1 = Ux_1Rk_1, kjer je
Ry_1 zgornja trikotna matrika in Uj_; matrika z ortonormiranimi stolpci (U,E U1 = L)
Vektorji uy,us, . .., ux_1 so Schurovi vektorji.

Lastne vrednosti A = A(I — Ux_1U}! |) so k — 1 ni¢el in preostale lastne vrednosti matrike A.
Postopek za racunanje je tako naslednji.

Denimo, da so vy, ..., vx_1 Ze izratunani Schurovi vektorji. Sedaj izberemo vektor vy, ki je pra-
vokotenna vy, ..., vk_1 innormiran. Arnoldijev algoritem poganjamo od vy dalje, s tem danove
vektorje ortogonaliziramo tudi na vy,...,v_1. Tako zgradimo ortonormirano bazo za pod-
prostor Lin(vy, ..., vk_1, vk, Avg, .. ., Am*kvk). Prvi del, ki ga razpenjajo vektorji vy, ..., vk_1, je
fiksen ali zaklenjen, drugi del, ki ga razpenjajo vektorji vy, Avy, ..., A" *vy pa je aktiven.

Ko dobimo nov lastni par, ga dodamo v zaklenjeni del (temu postopku pravimo zaklepanje ali
locking), ¢e pa je nezaZelen, ga lahko tudi izlo¢imo (temu pravimo purging).

Matrika H,, je $e vedno zgornja Hessenbergova, a je njena vodilna podmatrika velikosti (k —
1) x (k — 1) zgornja trikotna (oziroma kvazi zgornja trikotna, ¢e imamo realno matriko in ra-
¢unamo v realni aritmetiki). Npr. za k = 3 in m = 6 ima obliko

X X X X
X X X X X

X X X X X X
X X X X X X

Grob algoritem je zapisan v algoritmu 4.4.
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Algoritem 4.4 Arnoldijeva metoda z ra¢unanjem ve¢ lastnih parov. Vhodni podatki so matrika
A, vektor v, dimenzija m in Zeleno $tevilo lastnih parov r.

k=1
ponavljaj
j=k...,m
ZU:AU]‘
t=1...,j
hyi = vilw

w =w — hyjvy
hjv1j = [lwll2
Vj41 = W/ hji1,)
izratunaj Ritzeve pare iz H(k : m, k : m) in izberi (py, zx)
ortogonaliziraj z; na vy, ..., vx_1 in tako pridobi vy
¢e je Ritzev par dober, nastavi k = k + 1.
doklerni k > r

4.4.3 Arnoldijeva metoda z implicitnim ponovnim zagonom

Ce delamo ponovni zagon samo z enim vektorjem, lahko izgubimo preve¢ podatkov. Bolje je
nadaljevati s primerno izbranim k-razseznim podprostorom, kjer je k > 1. Pri Arnoldijevi me-
todi z implicitnim ponovnim zagonom (Sorensen (1992)) oz. IRA (Implicitly Restarted Arnoldi)
naredimo M = k + m korakov Arnoldijeve metode. Dobimo

AV = ViHum + b1, mom1ely = Vi Hu (4.8)

Na zgornji Hessenbergovi matriki Hys izvedemo m korakov QR iteracije s premiki 0y, ..., 8, in
dobimo

H" = Q"HyQ.

Poglejmo si podrobnosti. Ko izberemo prvi premik 0, naredimo en korak QR iteracije z za¢etno
matriko Hy. Torej Hy — 611 = QiR in H\Y) = RiQi + 6,1 = QIHyQ;. Matrika H\} je
zgornja Hessenbergova, saj se ta oblika med QR iteracijo ohranja. Ce pogledamo situacijo pri
Arnoldijevi metodi, imamo tam pred QR iteracijo enakost

AV — VigHy = rel,
Kjer je r = hpyr41,mMoMm+1. Od tod sledi
(A —0,1)Vy — Vi(Hpyt — 611) = rel,.
Ko vstavimo Hp; — 611 = Q1R in enakost z desne pomnozimo s Q;, dobimo
(A—611)VyQ1 — ViMQiR1Q1 = rep Q1.
To lahko preoblikujemo v
AV Q1 — VQi(R1Q1 + 611) = rejy Qs

in dobimo )
AVyQ1 — ViQiHYy = ref; Q1.
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Vidimo, da se z enim korakom QR iteracije zveza (4.8) preoblikuje tako, da se Vi zamenja z

VMmQ1, matrika Hys se zamenja s H (1), namesto vrstice eK/I paimamo e}d Q1. Vektor (e]T\,IQl)T ima
nenicelna le zadnja dva elementa, saj je Q1 zgornja Hessenbergova.

Na zatetku je matrika Hys nerazcepna. Ce za 0; izberemo Ritzevo vrednost (lastno vrednost

matrike Hjs), bo matrika HI(\/ll) imela zadnjo vrstico oblike [0 --- 0 6;]. Ce pa bo 6; blizu
Ritzeve vrednosti, lahko pri¢akujemo majhen obdiagonalen element v zadnji vrstici.

Nadaljujemo z drugim korakom QR iteracije. Izberemo premik 6, naredimo QR razcep H](VlI) —

61 = Q2R; in zmnoZimo nazaj v H](é) = RyQr 4+ 61 = Q?H](\}I) Q2. Zveza (4.8) se po dveh
korakih spremeni v

AVMQiQ2 — Qi1 QaHyy = ey Qi Q2.
Ko naredimo $e preostalih m — 2 QR iteracij, imamo

AVMQ — VuQHY = rel,Q,

kierje Q = Q1+ Q. Vektor (el;Q)T ima prvih k — 1 elementov enakih 0, saj so vse matrike
Q1, ..., Qm zgornje Hessenbergove. To pomeni, da lahko blo¢no pisemo

hvsmeyQ = [Bel b7

za ustrezna € Cin b € C". Vodilna podmatrika velikosti (k 4+ 1) x k matrike

el
ha1,melQ
ima razSirjeno zgornjo Hessenbergovo obliko, kot smo jo vajeni iz Arnoldijevega algoritma

(zgornja Hessenbergova in Se nenicelni zadnji element v dodatni vrstici).
Ce je VM = VmQinje \7;( prvih k stolpcev te matrike, potem velja zveza
AV = ‘71<H;Em) + h;(ﬁ)llﬁkﬂe;z + Boms1ef = VkH;Em) + By ksef
kjer je s normiran vektor. Tako pridemo do konc¢ne zveze
AV = Vi Hp e
kjer je
(m)
Hy

His1e = | ~ T
M+1,MC

] in Vk+l:[‘7k S].

Vse QR iteracije seveda izvedemo v implicitni obliki s preganjanjem grbe. Za premike izberemo
tiste Ritzeve vrednosti, ki so v obmogju, ki nas ne zanima. Tako se te Ritzeve vrednosti izlo¢ijo
v spodnjem delu matrike, v zgornjem delu, s katerim nadaljujemo, pa ostanejo lastne vrednosti
iz Zeljenega obmodja.

Na koncu za nov zatetni podprostor Vi vzamemo prvih k stolpcev matrike Vi;Q, za Hy pa
vodilno podmatriko matrike H](\T). Izkaze se, daje

51 = ’)/(A — 911) s (A — QmI)’()l,
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stolpci V; pa so ortonormirana baza za K (A, 51).

Ustrezna metoda je zapisana v algoritmu 4.5. Arnoldijeva metoda z implicitnim ponovnim
zagonom je bila v preteklosti osnova za metodo eigs v Matlabu, ki je namenjena ra¢unanju
lastnih vrednosti velikih razprSenih matrik, ped nekaj leti pa jo je zamenjala metoda iz nasle-
dnjega razdelka.

Algoritem 4.5 Arnoldijeva metoda z implicitnim ponovnim zagonom. Vhodni podatki so ma-
trika A, vektor vy, ter dimenziji m in k.

izvedi k korakov Arnoldija = Vj.;1, H,.
r = Mgy1k0%1
dokler ||7|| > € ponavljaj _
izvedi m korakov Arnoldija = V11, Hum.
izberi m premikov 0y, ..., 0, (npr. neZelene Ritzeve vrednosti)
naredi m korakov implicitne QR iteracije za Hys s premiki 6y, ...,0, = Q, VM-H/ H](\Zi)
Vi = Vi
Hy = H™

_p(m) ~ T
r = hk+1’kvk+1 + hM+1,MvM+leMQek

B, = ||7||
Ukp1 = 1/ g1k

44.4 Krilov-Schurova metoda

Pri Arnoldijevi metodi z implicitnim ponovnim zagonom smo v vsakem koraku naredili m
korakov QR iteracije na matriki Hy;. Pri Krilov—Schurovem algoritmu, ki ga je predstavil
Stewart leta 2001, namesto tega izratunamo Schurovo formo za matriko Hy. Tako dobimo
Hpy = QSQH, Kjer je S zgornja trikotna in Q unitarna matrika. Pri tem diagonalne elemente S
uredimo tako, da so na zac¢etku na mestih sy, . . ., sy, Zelene Ritzeve vrednosti. Ker sam algori-
tem za racunanje Schurove forme (QR iteracija) Ritzevih vrednosti ne uredi pravilno, moramo
za to poskrbeti z naknadno preureditvijo.

Ce je matrika A realna in sy ter s41 41 tvorita konjugiran par, potem k povetamo na k + 1, da
lahko nadaljujemo z ra¢unanjem v realni aritmetiki. V tem primeru je S kvazi zgornja trikotna
matrika.

Iz AVy = ViHM + hM+1,MUM+1€1{4 sledi
AVMQ = VuQSQ"Q + M1, mom11Q.
Ce oznatimo H, = S(1:k,1: k) in V, = VyQ(:, 1 : k), potem velja
AV, = V,H, + Mt moms1ea QG 12 k).
To pomeni, da matriko Vk razsirimo v Vk+1 z vektorjem v in vzamemo

/]/EEH = hM+1,MeMQ(3/1 : k)

za vrstico, s katero razsirimo Hy v matriko Hy. Vrstica ], ; je v splosnem primeru polna, zato
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ima matrika ?I k obliko (za primer k = 4)

X X X X

~ X X X

A, = | | = < x
k — hT

k+1 v

X X X X

Ce je norma ||ix41|| dovolj majhna, imamo invariantni podprostor velikosti k v katerem naj bi
bile Zelene lastne vrednosti.

Matriko k bi v nadaljevanju lahko pretvorili na zgornjo Hessenbergovo obliko, a v bistvu to ni
potrebno. Nadaljujemo podobno kot pri IRA od Hj dalje. Matrika Hy bo tako v nadaljevanju
imela v splosnem primeru obliko (npr. za k = 4 in m = 3)

X X X X X X X
X X X X X X

X X X X X

X X X X

X X X X X X X
X X X

X X

Algoritem za Krilov—Schurovo metodo je zapisan v algoritmu 4.6.

Algoritem 4.6 Krilov-Schurova verzija Arnoldijeve metode s ponovnim zagonom. Vhodni
podatki so matrika A, vektor vy, ter dimenziji m in k.

izvedi k korakov Arnoldija = Vj, FIk.
r = Mgy 1k V%41
dokler ||7|| > € ponavljaj
izvedi m korakov Arnoldija = V41, Hy.
izratunaj urejeno Schurovo formo Hy; = QSQH,
kjer so Ritzeve vrednosti urejene tako, da je na zacetku k Zelenih

V= [VMQ(Z,l : k) UM+1]
_ S(1:k,1:k)

L hme,mQ(M, 11 k)
r=H(k+1,1:k)

H

4.4.5 Harmoniéne Ritzeve vrednosti

Tudi pri Arnoldiju lahko uporabljamo harmoni¢ne Ritzeve vrednosti. Ce uporabimo premik o,
je 8 harmoni¢na Ritzeva vrednost in z € Ky (A, v1) harmoni¢ni vektor, ¢e je

Az—0z L (A—0ol)Kr(A,v7).

Lema 4.18 Po k korakih Arnoldija dobimo AVy, = Vi Hy + hk+1,kvk+1e,f = Vk+1ﬁk. Ce je ¥ lastna
vrednost posplosenega problema lastnih vrednosti

O(Hy — oley1 ) (Hy — 0l x)y = (Hy — i)y,
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potem je o + 1/ ¢ harmonicna Ritzeva vrednost matrike A.

Izkaze se, da so harmoni¢ni Ritzevi vektorji kvalitetnejSe aproksimacije za lastne vektorje, kot
so harmoni¢ne Ritzeve vrednosti za lastne vrednosti. Zato kot pribliZek za lastno vrednost
vzamemo Rayleighov kvocient harmoni¢nega vektorja.

Harmoniéni vektorji so posebej primerni za ponovni zagon. Ce ra¢unamo notranje lastne vre-
dnosti, bo tudi v primeru, ko je Ritzeva vrednost blizu tarce, Ritzev vektor lahko dale¢ od
ustreznega lastnega vektorja. Pri harmoni¢nih vrednostih in vektorjih se to ne more zgoditi, saj
ima harmoni¢ni vektor vedno mo¢no komponento v smeri iskanega lastnega vektorja.

Namesto harmonic¢nih Ritzevih vrednosti lahko za izra¢un notranjih lastnih vrednosti upora-
bimo metodo premakni-in-obrni Arnoldi (shift-and-invert Arnoldi). Pri tej metodi vzamemo
podprostor Krilova, ki ga generira matrika (A — tI) !, kjerje T € C dani cilj. Produkt z matriko
(A — 1)1 je potrebno izradunati to¢no, zato lahko to metodo uporabljamo le v primerih, kjer
si to lahko privos¢imo. ReSevanje sistema ve¢inoma poteka preko LU razcepa, to pa si lahko
privoscimo le, ¢e sta matriki L in U dovolj razprSeni, da nam zanju ne zmanjka pomnilnika.

4.5 Jacobi-Davidsonova metoda

Pri metodah, ki temeljijo na podprostorih Krilova, kot sta Arnoldijeva in Lanczoseva metoda,
je podprostor, v katerem iS¢emo aproksimacije (Ritzeve, Petrovove, harmoni¢ne Ritzeve vre-
dnosti, ...) v bistvu odvisen le od zacetnega vektorja v;.

Pri Jacobi-Davidsonovi metodi podprostor Sirimo na drug nacin. Metodo sta razvila van der
Vorst in Sleijpen leta 1996, temelji pa na kombinaciji Jacobijeve metode iz leta 1840 in Davidso-
nove metode iz leta 1975.

4.5.1 Davidsonova metoda

Naj vektorji vy, ..., vk tvorijo ortonormirano bazo podprostora Vi dimenzije k in naj bo 6 do-
minantna Ritzeva vrednost za A in Vj z ustreznim Ritzevim vektorjem u;. Vprasamo se lahko,
v kateri smeri naj razsirimo podprostor Vi v Vi1, da bomo dobili Se boljsi priblizek za domi-
nantno lastno vrednost?

Ce je uy pripadajoti Ritzev vektor in oznatimo ostanek kot
r = Auy — Oruy,
potem pri Davidsonovi metodi reSimo sistem
(Da—6)t =,

kjer je D4 diagonala matrike A. Z vektorjem ¢ (ki ga ortonormiramo glede na prejsnje vektorje)
potem razsirimo podprostor Vi. Metoda je predstavljena v algoritmu 4.7.

Metodo je Davidson razvil za velike diagonalno dominantne matrike, ki so nastopale v pro-
blemih iz kemije, ki jih je reSeval. Za takSne matrike metoda v praksi deluje zelo dobro, ¢e pa
poskusimo ozadje razloziti matemati¢no, naletimo na nekaj tezav.
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Matriko D4 — 6! si lahko predstavljamo kot aproksimacijo za A — 6;I. A kot kaZe naslednji
razmislek, ki se lahko potrdi tudi z numeri¢nimi eksperimenti, ta aproksimacija ne sme biti pre-
ve¢ dobra. Ce namre¢ namesto D4 — 6] vzamemo kar tocno matriko A — 6,1, potem dobimo
t = uy, ker paje ux € Vj, s tem vektorjem ne moremo razsiriti baze.

Algoritem 4.7 Davidsonova metoda.

izberi vektor ||v1]| =1
k=1,...,m
izratunaj k-to vrstico in k-ti stolpec By = VHAV;.
izra¢unaj dominantno Ritzevo vrednost 6y in pripadajo¢i Ritzev vektor u; = Visi
r = Auk — Gkuk
t= (DA — 9k1>_11’
vektor t ortogonaliziraj glede na vy, ..., vy in ostanek vzemi za vy

Namesto (D4 — 6;I) ! bi lahko uporabili katerokoli drugo aproksimacijo za (A — 6;I)~!. Tako
lahko npr. sistem (A — 6¢I)t = —r reSimo priblizno z eno izmed iterativnih metod, kot je
npr. GMRES. Paziti moramo, da ga res reSimo le pribliZzno, saj v primeru, ¢e ga reSimo prevec
natanc¢no, metoda ne bo konvergirala.

Za ortogonalizacijo vektorja t uporabimo MGS oziroma Se bolje RGS.

Ce za aproksimacijo (A — 6;1)~! vzamemo kar (I — 6;1)~!, dobimo Arnoldijevo metodo. To
ocitno dobimo tudi v primeru, ko ima A konstantno diagonalo.

Matrika By za razliko od Arnoldijeve metode nima nobene posebne oblike in je polna. Razlika
od Arnoldijeve metode je tudi ta, da pri Davidsonovi metodi ra¢unamo le eno lastno vrednost.

4.5.2 Jacobijeva metoda ortogonalnih popravkov

Poznamo Jacobijevo metodo za racunanje lastnih vrednosti simetri¢nih matrik, kjer z Jacobije-
vimi rotacijami matriko vedno bolj spreminjamo v diagonalno obliko. Jacobi pa je razvil tudi
druga¢no metodo, kjer rotacij uporabimo le toliko, da matrika postane mo¢no diagonalno do-
minantna, za nadaljnje ra¢unanje pa uporabimo metodo podobno Davidsonovi.

Naj bo 411 = a najvedji diagonalni element diagonalno dominantne matrike A. Potem je a
pribliZzek za dominantno lastno vrednost A, priblizek za lastni vektor pa je e;.

A= B =L

kjer je F kvadratna matrika, « je skalar, b, ¢, z pa vektorji reda n — 1, je ekvivalenten sistemu

Lastni problem

A = a+clz,
(F=Al)z = —b.

Jacobi je predlagal, da sistem reSimo iterativno tako, da vzamemo z; = 0 in nato ra¢unamo po
vistizak=1,2,...:

Gk = DC+CTZk,
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(D - le)zk-‘rl = (D - F)Zk —b,
kjer je D diagonala matrike F.

V vseh korakih Jacobijevega pristopa i§¢emo lastni vektor oblike u = | ; |, torej is¢emo or-
togonalne popravke [ 2 | = u— (ef'u)e; za zatetni priblizek e;. Ne upostevamo, da med
postopkom dobimo boljse priblizke 1 = | Zlk | in, da bi potem lahko iskali ortogonalne po-

pravke u — (ullu)uy za uy.

Ce primerjamo Jacobijevo in Davidsonovo metodo, opazimo nekaj podobnosti. Denimo, da
ima matrika obliko
4| Tl
b F )’

kot pri Jacobijevi metodi, in vzemimo v; = ej. Vektor uy skaliramo tako, da je u; = [ Zlk ] Naj
bo 6 aproksimacija za lastno vrednost. Za ostanek potem velja

_ [ a—0+cTz
Tk—(A le)uk— [(F—9k1)2k+b:|'
Pri Davidsonovi metodi novo smer t; dobimo iz sistema (D — 0 I)ty = —74. Ce ozna&imo

b= [ y*k |, potem velja
(D - le)yk = —(F - GkI)Zk —b= (D - F)Zk - (D - GI)Zk - b,

oziroma
(D — GkI)(Zk +yk) = (D — F)Zk —b.

Vektor zj + y se tako ujema z vektorjem zj 1, ki ga dobimo po enem koraku Jacobijeve metode,
¢e za¢nemo z vektorjem zy.

Pri Jacobijevi metodi kot naslednji priblizek za lastni vektor vzamemo 1 = | Zkiyk ] =
Uy + yx. Torej vzamemo komponento iy = [ yok ] vektorja t, ki je ortogonalna na u; in za

naslednji priblizek vzamemo uy 1 = uy + i in 6,1 = e{l Auyyq. Pri Davidsonovi metodi pa
vzamemo komponento vy vektorja f;, ki je ortogonalna na uy, . . ., uj in razsirimo prostor na
Virr = L(v1,..., 0, Uky1), potem pa vzamemo za 0y, 1, U1 Ritzev par matrike A za Vi, 1.
Ceprav velja L(uy, ..., ug, txr1) = L(u, ..., U, tg1), se metodi ne ujemata, saj priblizki 64
niso enaki, to pa pomeni, da se razlikujejo tudi popravki ¢;.

V obeh metodah nove smeri is¢emo s fiksnimi operatorji (D 4 pri Davidsonu oz. D pri Jacobiju),
ne pa s takimi, ki bi bili povezani s prostorom v katerem iS¢emo popravek oz. novo smer. To
popravimo v Jacobi-Davidsonovi metodi, ki ¢rpa navdih iz obeh metod.

4.5.3 Jacobi-Davidsonova metoda

Naj bo Vi podprostor dimenzije k in naj bo 6, dominantna Ritzeva vrednost za A in V) z ustre-
znim normiranim Ritzevim vektorjem 1. Sedaj popravek za 1y iS¢emo v podprostoru u;’.
Ortogonalna projekcija matrike A na ta podprostor je B = (I — uzuf’) A(I — ugut?). Ce uposte-
vamo 6, = ullj Auy, lahko zapiSemo

A=B+ Aukuf + uku,IjA — Gkuku{j.
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Nastavek je A(uy +v) = A(ux +v), od tod pa iz Buy = 0 sledi
(B—AD)v = —r+ (A — 0 — ull Av)u,

kjer je r = Auy — Oxuy ostanek. Ker sta tako leva stran kot tudi ostanek r ortogonalna na vektor
uy, mora biti faktor pred u; enak 0 in dobimo

(B—AD)v = (I — wu’) (A — A (I — weuf o = —r.

Tako kot pri Jacobijevi in Davidsonovi metodi namesto neznane vrednosti A vzamemo pribli-
Zek 6. Tako pridemo do t.i. korekcijske enacbe

(I — weu (A — 0,1 (I — wyul)o = —, (4.9)

ki jo re§imo le pribliZzno in z novim vektorjem razsirimo podprostor Vy. Za pribliZzno reSevanje
ponavadi uporabimo eno izmed iterativnih metod, npr. GMRES za splosno matriko in MINRES
za simetri¢no matriko. Za razliko od Davidsonove metode tu sicer ni omejitve, da sistema (4.9)
ne smemo resiti to¢no, a se ponavadi izkaze, da je najbolj optimalno, da ga reSimo zgol;j pribli-
Zno. Pokazati se da, da imamo v primeru, ko sistem re$imo to¢no, kvadrati¢no konvergenco
(pri simetri¢nih matrikah celo kubi¢no).

V korekcijski enalbi (4.9) i8¢emo vektor v, ki je pravokoten na uy. Zato je (I — ukuf Jo =viniz
korekcijske enacbe sledi
(I — weut ) (A — 6o = —1.

Ce korekcijsko ena¢bo resimo to¢no, potem iz zgornje enakosti sledi
(A—6k)v = —r + auy

in za novo smer velja
v = g+ a(A— 0I) uy.

Iskalni podprostor Vy tako razsirimo z vektorjem, ki bi ga dobili z enim korakom Rayleighove
iteracije, zanjo pa vemo, da ima za simetri¢no matriko v bliZini reSitve kubi¢no konvergenco,
sicer pa kvadrati¢no.

Ce naredimo npr. le en korak metode GMRES, je to ekvivalentno temu, da za v vzamemo
ostanek r. To vodi do Arnoldijeve metode, saj je Lin(uy, ) = Lin(uy, Auy).

Ce namesto korekcijske enacbe (4.9) vzamemo sistem brez projekcij (A — 6xI)v = —r, to ne bo
v redu, saj je to¢na resitev v = uy in se iskalni podprostor ne more razsiriti z vektorjem v.

V primeru simetri¢ne matrike Ritzeve vrednosti monotono konvergirajo proti dominantni la-
stni vrednosti. V bliZini resitve imamo kubicno konvergenco (¢e bi korekcijsko enacbo resevali
to¢no). Ker namesto to¢nega reSevanja uporabljamo GMRES (lahko pa tudi simetri¢no varianto
MINRES), moramo poiskati kompromis med stevilom Jacobi-Davidsonovih iteracij in Stevilom
rac¢unanj produkta Ax.

V primeru nesimetri¢ne matrike ali pri ra¢unanju notranjih lastnih vrednosti simetri¢ne ma-
trike imamo tezave, ki pa se dajo odpraviti z uporabo harmoni¢nih Ritzevih vrednosti. Z njimi
lahko pois¢emo lastne vrednosti, ki so po absolutni vrednosti najmanjse in tako s premiki do-
bimo iskane lastne vrednosti.

Ko najdemo lastni par (A, x), nadaljujemo samo s podprostorom, ki ga razpenjajo preostali
vektorji. V primeru ortogonalne deflacije tako nadaljujemo z

(I —xx®)A(I — xxH).



90

Algoritem 4.8 Jacobi-Davidsonova metoda.

1. Start: Izberi zaletni vektor ||v1]| = 1.
* Postavi V; = [v1], u = v1, 0 = u Au in izra¢unaj r = Au — Ou.
2. Zunanja zanka: Zak=1,...,m—1:
e Priblizno rei (I — uuf)(A —00)(I —uu)yo = —r, v L u.
¢ Ortogonaliziraj v glede na Vi (RGS) in razsiri Vi v Viyq.
e Pois¢i dominantni lastni par (6, s) matrike V&, AViyq, Kjer je ||| = 1.
e Izracunaj Ritzev vektor u = Vj s in ostanek r = Au — Ou.
¢ Testiraj konvergenco in po potrebi koncaj.

3. Ponovni zagon: Postavi V4 = [u] in ponovi tocko 2.

V primeru, ko je skonvergiralo Ze ve¢ vektorjev, nadaljujemo z
(I-2ZH)A(1 - zzH),

kjer je AZ = ZS delni Schurov razcep. Stolpci matrike Z so ortonormirani, matrika S pa je
zgornja trikotna z lastnimi vrednostmi na diagonali.

Ko je dimenzija iskalnega podprostora prevelika, izlo¢imo manjsi podprostor in nadaljujemo z
njim. V zadnjem koraku pois¢emo Schurovo formo matrike V7 AV; in jo preuredimo tako, da
so Ritzeve vrednosti, ki so blizu iskani tarci, v zgornjem delu. Potem nov zacetni podprostor
dobimo iz zacetnih Schurovih vektorjev.

454 Predpogojevanje

Pri reSevanju korekcijske enacbe
(I = ugurg) (A = 6I) (I = weuf ) = —r

je dobro uporabiti predpogojevanje. Denimo, da imamo na voljo matriko K, da je K~!(A —
6I) ~ I. Pri uporabi moramo tudi matriko K zoZiti na isti podprostor, torej uporabimo

K = (I — wuK(I — wput?).

Ce za resevanje korekcijske ena¢be uporabimo metodo podprostorov Krilova, moramo v vsa-
kem koraku izrac¢unati produkt
z=K'Auw,

Kjerje A = (I — uput) (A — 6,I) (I — ugul?), vektor w pa je pravokoten na uy.
To lahko u¢inkovito izra¢unamo po naslednjem postopku.
1. Ker je w pravokoten na uy, je (I — ugul)w = w in zato Aw = (I — uxuf!)g, kjer je vektor

g = (A — 6])w. Izratun vektorja g ni teZava, saj znamo ulinkovito izratunati produkt z
matriko A in poznamo skalar 6.
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2. V drugem delu moramo resiti sistem Kz = Aw = (I — uxuil)g. Ker je z pravokoten na
uy, je Kz = g — Puy za nek skalar B. Od tod sledi z = K~'¢g — BK~!u;. Ker mora biti z
pravokoten na uy, lahko od tod izra¢unamo B in dobimo

b= ullK=1g
C Kty

Ko poznamo B, lahko seveda vektor z izra¢unamo iz z = K~ 1g — BKtu.

Ker za pribliZzno reSevanje korekcijske enacbe ponavadi uporabimo metodo (npr. GMRES),
ki temelji na podprostorih Krilova, moramo v vsakem koraku te metode izracunati produkt
z matriko K-'A. To pomeni, da moramo v vsakem koraku resiti sistem z matriko K, da do-
bimo vektor K~! g, poleg tega pa moramo pri prvem koraku izra¢unati Se vektor K™ Ly, ki ga
potrebujemo v vseh korakih iteracije.

4.5.5 Harmoniéne Ritzeve vrednosti

Pri Jacobi-Davidsonovi metodi je za notranje lastne vrednosti najbolje uporabiti harmoni¢ne
Ritzeve vrednosti. Ponovimo, da je 6 harmoni¢na Ritzeva vrednost matrike A glede na pod-
prostor V, e je 6! Ritzeva vrednost matrike A~! glede na podprostor AV.

Naj stolpci matrike Vi = [v1 - - ©vy] sestavljajo ortonormirano bazo za podprostor V, stolpci
matrike Wy = [w; - - - wg] pa bazo za podprostor Wy := AV). Potem je 6 harmoni¢na Ritzeva
vrednost A glede na AV natanko tedaj, ko je

W AVs = OW[ Vs
za nenicelni vektor s € Ck.

Naj bo (6, ux) harmoni¢ni Ritzev par v k-tem koraku Jacobi-Davidsonovega algoritma. Osta-
nek r = Auy — 0uy je ortogonalen na zy = Auy. Pri korekcijski enacbi sedaj iS¢emo popravek,
ki bo pravokoten na zj (pri standardni metodi u,). Namesto ortogonalne projekcije na z;- upo-
rabimo poSevno projekcijo

H

H

I_ 7
Z Uk

saj tako uy posljemo v 0.

Nova korekcijska enacba je

H H
(1— 2% ) (A—oI) <1— “ ) f=—r.
Z Ug Z) Uk
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Algoritem 4.9 Jacobi-Davidsonova metoda s harmoni¢nimi Ritzevimi vrednostmi.

1. Start: Izberi zacetni vektor ||v1|| = 1.
e Postavi V; = [v1], u = v1, 0 = ut Au in izra¢unaj r = Au — Qu.
2. Zunanja zanka: Zak=1,...,m—1:

e PribliZzno resi
H H
uz uz

Ortogonaliziraj t glede na Vi (RGS) in razsiri Vi v V1.

Ortogonaliziraj At glede na Wy, (RGS) in razsiri Wy v Wi 1.

¢ Poisci minimalni lastni par (6, s) matrike (W V;) "W AV, Kjer je [|s|| = 1.

Izrac¢unaj Ritzev vektor u = Vj s, ostanek r = Au — Ou in vektor z = Au.

Testiraj konvergenco in po potrebi koncaj.

3. Ponovni zagon: Postavi V; = [u] in ponovi tocko 2.
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