1 Adaptivne metode

Pri adaptivnih metodah sproti ocenjujemo napako in ¢e je potrebno dodatno delimo podintervale.
Metoda se prilagaja funkciji, kar pomeni, da pri pohlevnem obnaSanju uporablja vecji h, pri
divjem obnasanju pa manjsi h.
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Grob algoritem rekurzivne adaptivne metode, ki temelji na Rombergovi metodi, je:
function [Q,etol] = quadtx(F,a,b,tol)
c = (a+b)/2;

fa = F(a); fc = F(c); fb=F(b);
[Q,etol] = quadtxstep(F, a, b, tol, fa, fc, fb);

function [Q,etol] = quadtxstep(F,a,b,tol,fa,fc,fb)

h=b-a; c=(a+ b)/2;

fd = F((a+c)/2); fe = F((c+b)/2);
Q1 = h/6 * (fa + 4xfc + fb);
Q2 = h/12 * (fa + 4xfd + 2xfc + 4xfe + fb);

etol=abs(Q2-Q1);
if etol <= tol
Q =Q2 + (Q2 - Q1)/15;

else
[Qa,eto0ll] = quadtxstep(F, a, ¢, tol/2, fa, fd, fc);
[Qb,et0l2] = quadtxstep(F, c, b, tol-etoll, fc, fe, fb);
Q@ = Qa + Qb;
etol=etoll+etol2;

end

Glavna ideje je: Prvi priblizek @1 za integral dobimo tako, da na celem interval uporabimo
Simpsonovo metodo, drugi priblizek ()2 pa dobimo tako, da interval razdelimo na dva enaka dela
in na vsakem uporabimo Simpsonovo metodo (ali kaksno drugo metodo). Potem primerjamo @y



in Q,. Ce je razlika |Q2 — Q1] vedja od meje €, interval razdelimo na dva dela in na vsakem
rekurzivno izrac¢unamo integral z isto metodo, zahtevamo pa, da je napaka sedaj na vsaki polovici
pod €/2. Ce pa je |Q2 — Q1| < ¢, je integral dovolj to¢no izra¢unan, da pa bo rezultat Se boljsi,
lahko iz @2 in ()1 z enim korakom Richardsonove ekstrapolacije dobimo Se boljsi priblizek.

2 Izlimitirani integrali

Poglejmo si nekaj moznih pristopov pri ra¢unanju izlimitiranih integralov, kjer imamo bodisi pol
v krajiscu ali pa neskoncen interval. Pole in morebitne tocke nezveznosti v notranjosti intervala
moramo poznati Ze na zacetku in potem interval razdeliti na take podintervale, da v nobenem
ni pola ali nezveznosti v notranjosti intervala.

Denimo, da ra¢unamo
b
I:/ ﬂ)pdx, 0<p<l,
a

(z —a)
kjer je g zvezna na [a,b]. Po definiciji je
b
I=tim [ 22 g,
=0 Jote (1‘ - a)p

Ta konvergenca je lahko prepocasna, da bi bila uporabna za prakti¢no racunanje. Zato i§¢emo
boljse moznosti.
Varianta 1: Interval I razdelimo na I = I; + I, kjer sta
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Iy izra¢unamo s standardnimi metodami, pri ra¢unanju I; pa g razvijemo v Taylorjevo vrsto

okoli a: ,
(& —a) ,

g(z) = g(a) + (z — a)g' (x) + (@) + -

in dobimo
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Varianta 2: Funkcijo g razvijemo v Taylorjevo vrsto okoli a:

g(x) = Ps(x) + ostanek

Sedaj I zapiSemo kot I = I7 + I, kjer sta
b b
P. - P
I :/ Bl dz, I :/ 9(z) S(x)dx.
a (1‘ - a)p a (.%' - a)p

Integal I; lahko izracunamo eksplicitno, za rac¢unanje I pa uporabimo standardne numeri¢ne
metode.
Varianta 3: Uporabimo substitucijo, npr.
m m—1 k
(r—a)=1t", dxr=pt" dt, m=1_—, k € N.
-Dp
Dobimo

(b—a)l/?
I= p/ gla+ tP)tFtat
0

2



in lahko uporabimo standardne metode, saj smo se znebili pola.
Varianta 4: Pomagamo si z Gaussovimi kvadraturnimi formulami. Npr., ¢e imamo

1
g()
I = —————dux,
—1 \/1 — 1‘2

L__ in lahko uporabimo Gauss-Cebigeve kvadraturne formule. Tako lahko npr.

Vi-z2
pridemo do formule

1 x ™
| A= <g (—?) +0(0) + g (?)) +OFO ).

[e.e]
Pri rac¢unanju integrala I = / f(x)dx na neskonénem intervalu lahko I razdelimo na I =
a

I1 + I, kjer sta

potem je utez

b 00
L = / f(x)dx, I, = / f(x)dx.
a b
Integral I izra¢unamo normalno s standardnimi metodami. Variante za izrac¢un I so

e [y zanemarimo, ¢e poznamo kaksno dobro oceno za |Io|.

e Naredimo substitucijo v = 1/z in dobimo integral po kon¢nem intervalu

0
I, = —/ g(1/u)u"2du.
1/b

Tudi tu si lahko mogoce pomagamo z Gaussovimi kvadraturnimi formulami.

3 Vecddimenzionalni integrali

Denimo, da ra¢unamo integral funkcije f dveh spremenljivk po pravokotniku Q = [a,b] X [c, d].

Pisemo lahko ) 4
/Qf(fv,y)dﬂfdyz/ dfv/ [z, y)dy.

Ce [a, b] razdelimo s tockami x; = a-+ih, i = 0,...,n, h = (b—a)/n in [c,d] s tockami y; = c+ jk,

j=0,...,m, k= (d—c)/m, in za integrale uporabimo trapezno pravilo, dobimo
b d hk n.m ) )
/ dﬂﬁ/ fla,y)dy = -~ SN Aijf (i yy) + O + k),
@ ¢ i=0 j=0

kjer za koeficiente Aij velja Aij = Al(’L)AQ(j) in Al(O) = Al(n) =1, Al(’L) =2zail € {1, oo, n—
1}, ter A3(0) = Az2(m) =1, A2(j) =2za j € {1,...,m—1}. V bistvu dobimo tenzorski produkt
sestavljenega trapeznega pravila, podobno pa lahko naredimo tudi za ostala sestavljena pravila.

Zgled 1 Ce imamo npr. mrezo 5 X 4

(z0,y3) | (@1,93) | (x2,u3) | (x3,93) | (z4,y3)
(z0,92) | (z1,92) | (z2,92) | (z3,92) | (T4,92)
(zo,y1) | (1, 91) | (x2,91) | (3,91) | (wa,91) |
(z0,%0) | (z1,%0) | (z2,%0) | (z3,%0) | (T4,%0)




potem so koeficienti pri trapeznem pravilu
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Ce pa bi npr. uporabili Simpsonovo metodo za mrezo 5 x 5, bi dobili
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Ce je Q = [0,1]¢ in v vsaki dimenziji porabimo n tock, uporabimo pa sestavljeno pravilo reda
k, potem za dobljeno tenzorsko pravilo velja, da je napaka (’)(N*k/d), kjer je N = n¢ &tevilo
vseh tock.

Tezava je, da pri velikem d prvi¢ potrebujemo zelo veliko tock (n), po drugi strani pa
napaka prepocasi pada glede na stevilo uporabljenih toc¢k. Zaradi tega se pri velikih n bolje
obnaSa metoda Monte Carlo, kjer lahko z znosnim Stevilom toc¢k ponavadi dobimo zadovoljiv
priblizek.

4 Metoda Monte Carlo

Integral I(f) = fol f(z)dz je enak povpre¢ni vrednosti f na [0, 1]. To je osnova za metodo Monte
Carlo.

Ce je X slucajna spremenljivka, enakomerno porazdeljena po [0, 1], potem za matemati¢no
upanje velja E(f(X)) = I(f). Priblizek za matemati¢no upanje je

N
1
In(f) = N Zl f(X3),
kjer so X; neodvisne naklju¢ne vrednosti z [0, 1].
Za napako en(f) = I(f) — In(f) velja
e~ a(f)N2,

kjer je o(f) = /D(f) standardna deviacija,

D(f) = /0 (F(x) - I(f)2da

pa varianca funkcije f.

Pri ra¢unanju integrala po Q = [0,1]¢ velja enako, le kot X; sedaj izbiramo vektorje iz ,
kjer je vsak element naklju¢no stevilo z [0, 1].

Za integral po obmodcju I¢ = [0, 1]¢ dobimo



kjer je X vektor neodvisnih slu¢ajnih spremenljivk X1, ..., Xy, razporejenih po U(0,1).
Za napako e vedno velja, da pada z O(N~1/2), neodvisno od d.

Ce iz kvadraturne formule reda k s tenzorskimi produkti izpeljemo mrezno kvadraturno for-

mulo za integriranje po I%, potem pri N tockah napaka pada z O(N—%/) saj velja N = n¢,

napaka pa pada kot n=*.
Ostale razlike med mreznimi kvadraturnimi formulami in metodo Monte Carlo so:

e Mreza pri mreznih kvadraturne formule je pri velikem d prevelika.

e Monte Carlo metode so tudi v eni dimenziji primernejse za ra¢unanje Fourierovih koefici-
entov.

e Monte Carlo metoda nima tezav z nezveznostmi, ki sicer zmanjsajo red kvadraturnih pravil.

Z racunalnikom ne moremo generirati pravih naklju¢nih Stevil, saj jih vedno generiramo z
nekim procesom, ki ga lahko ponovimo. Tako v resnici delamo s psevdonaklju¢nimi Stevili. Ena
izmed preprostih metod za njihovo generiranje je linearni kongruencéni model, kjer ra¢unamo
zaporedje

ZTyy1 = axy, + ¢ (mod m),

kjer sta a in ¢ doloceni pozitivni konstanti, izbiramo pa Stevila med 0 in m — 1. Pri tem a, ¢
in m izberemo tako, da je perioda (Stevila se najkasneje po m korakih zafnejo ponavljati) ¢im
vecja.

Model ima Se to tezavo, da ¢e generiramo naklju¢ne d-dimenzionalne vektorje, potem tocke
lezijo na (d — 1)-dimenzionalnih ravninah, ki jih je priblizno m!/?.

5 Numeric¢no integriranje v Matlabu

Na voljo so naslednje funkcije:
e quad(f,a,b,tol): adaptivno Simpsonovo pravilo,
e quadl(f,a,b,tol): adaptivno Gauss-Lobatto-Kronrodovo pravilo na 4+7 tockah,
e dlbquad(fun,a,b,c,d,tol): adaptivno Simpsonovo pravilo na pravokotniku.
e trapz(x,y): sestavljeno trapezno pravilo.
Argumenti so:
e f fun: funkcija, podana v inline obliki, delovati mora tudi, ¢e je argument vektor,
e ab,c,d: meje obmodij ([a,b] oziroma [a,b] X [c,d]),
e tol: relativna natan¢nost, ko prenehamo rekurzivno deliti podinterval.
e x,y: vektorja tock z; in y; = f(x;).
Primeri uporabe:
e f=inline(’cos(x.72)’); quad(f,0,1)
e f=inline(’cos(x.~2)+sin(y.~3)’); dblquad(f,0,1,0,1)

e x=linspace(0,pi,100); y=sin(x); trapz(x,y)



