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Odzivi sistemov s prenosno funkcijo drugega ali visjih redov
Zapisimo splosno prenosno funkcijo za sistem drugega reda:

Dp* +Ep*f _y
TW)=—F—F—F7==
Ap=+Bp+(C x

Kar lahko prepisemo v diferencialno enacbo drugega reda:
Ay+By+Cy=Di+Ex+Fx

Odziv vezja je vsekakor posledica vzbujanja, a v tem poglavju nas zanima obnasanje sistema potem, ko
je vzbujanja konec. Dolocili bomo torej obnasanje sistema po zgornji diferencialni enacbi po trenutku,
ko vzbujanje postane enako nic ter se s éasom ve€ ne spreminja. Zato je vsa desna stran zgornje enacbe
enaka nic in opravka imamo z enacbo, ki jo matematiki imenujejo homogena diferencialna enacba
drugega reda s konstantnimi koeficienti:

Aj+By +Cy=0

Tako enacbo resujemo tako, da na podlagi izkusenj (drugih oseb) poskusimo uganiti funkcijo, ki tako
enacbo resuje in predlog preskusimo v enacbi. Matematiki svetujejo, da poskusimo z eksponentno
funkcijo, zato lahko pisemo:

=ce* )= ace j=a?ce®
y y y

Pri tem sta c in a konstanti, ki ju moramo Se dolociti. In izraCunane izraze vstavimo v homogeno
diferencialno enacbo:

ce*[Aa? +Ba+C]=0

Enacbi je zadoS€eno, Ce je konstanta ¢ enaka ni¢, kar nas ne zanima, saj je vtem primeru y = 0. Izraz
na levi strani enacaja je nic le, Ce je vrednost v oklepaju nic, tore;j:

Aa’? +Ba+C=0

Zgornjo enacbo imenujemo karakteristicna enacba, iz nje doloc¢imo sprejemljive vrednosti za konstanto
a in ustrezno splosno resitev homogene linearne diferencialne enacbe (pri tem bi bilo treba konstanti
c; in ¢, Se dolociti, a nas pravzaprav ne zanimata, saj iS¢emo le obliko odziva):

—B +VB? — 4AC L . » .
a1, = A karakteristicno enacbo pa zapisemo z niclama: (¢ —a;) - (@ —a,) =0
Resitev diferencialne enacbe se zato glasi: y =c¢ e“t + ¢, %t

V odzivu torej nastopata dve eksponentni funkciji, ki se lahko obnasata na vec razlicnih nacinov glede
na vrednost konstant a; ,. Preglejmo te moZnosti drugo za drugo, zacnimo z vrednostjo pod korenom.

a) B?2—4AC>0 = konstanti @4 , starealni in sta lahko:

aa) e, <0 ina, <0 = dobimo eksponentno usihajo¢ signal, saj sta vrednosti v
eksponentih resitve y negativni, torej odziv scasoma izzveni

ab) a; >0 ina, <0 ali ;<0 ina, >0 = eden od clenov v reditvi za y je
eksponentno usihajo¢, eden pa eksponentno narascajoc, zato skupna
vrednost reSitve y naras€a proti neskoncno tudi potem, ko sistem
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b)

prenehamo vzbujati. Za tak sistem trdimo, da je nestabilen in ga ne
moremo uporabljati.

ac) a; >0 ina, >0 = oba clena v resitvi sta eksponentno narasc¢ajoca, zato gre skupna
vrednost resitve proti neskoncno tudi potem, ko tak sistem prenehamo
vzbujati. Za tak sistem trdimo, da je nestabilen in ga ne moremo
uporabljati.

a_1>0,a_2>0

d N

a_1<0, a_2<0

e

a. 1>0alia_2>0
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Slika 1: Poteki odzivov po prenehanju vzbujanja za sisteme z razlicnimi niclami karakteristicnega
polinoma; abscisna os predstavlja normirani ¢as, ordinatna pa normirani odziv

V primeru, da je vrednost pod korenom vecja od ni¢, se zato opredelimo do pripadajocih sistemov:
uporabni so le tisti, za katere so nicle karakteristicne enacbe manjse od nic.

B?2—4AC=0 = konstanti @, , sta enaki a, zato se izkaze, da predlagana resitev y ni dobra.
Matematiki predlagajo, da v tem primeru poskusimo s funkcijo:
y=(c1 +ct)e*

Spet je obliko te resitve odvisna od predznaka konstante a. Ce je a veéja od ni¢, gre reitev proti
neskonéno in sistem ni uporaben. Ce je a negativna, odziv sistema s¢asoma izzveni, take sisteme
pa lahko uporabljamo.

B2 —4AC <0 = V tem primeru imamo opravka z negativno vrednostjo pod korenom, kar
da kompleksni resitvi za konstanti a; ,:

B ~4AC — B? , .
Aq1,2 = _ﬂi lT = Re(al,Z) ti 'Im(al,Z) = ﬂ T iw

Zato se resitev glasi:
y=c eRe(aljz)t ) eii-lm(aljz)t — cePt . ptint
Kar se prevede v splosno resitev:
y = cePt - coswt

To pa predstavlja nihanje s frekvenco :

V4AC — B?

©=""
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Obliko ovojnice tega nihanja doloca vrednost faktorja dusenja £ :
ca) Ce je faktor dudenja 8 < 0, nihanje eksponentno usiha, taki sistemi so stabilni in uporabni.

cb) Ce je faktor dudenja B > 0, se amplituda nihanja eksponentno poveéuje proti neskonéno in
taki sistemi niso uporabni.

3 3
2 ” 2
1 1
0 0
1 1
2 U u 2
-3 U -3
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Slika 2: Eksponentno narascajoc odziv za B > 0 (levo) in eksponentno upadajoc odzivza f < 0
(desno); abscisna os predstavlja normiran cas, ordinatna pa normiran odziv

cc) V posebnem primeru, ko je faktor dusenja f = 0, ostaja amplituda nihanja konstantna in
opraviti imamo s sistemom, ki niha s konstantno amplitudo in frekvenco.

0 1 2 3 4 5

Slika 3: V posebnem primeru (za 5 = 0) se lahko nihanje tudi ohranja; osi sta spet normirani

Iz povedanega sklepamo, da je oblika odziva sistema drugega reda po vzbujanju odvisna le od
imenovalca prenosne funkcije oziroma poloZaja nicel karakteristicne enacbe, ki jo dobimo z
razpisovanjem v diferencialno enacbo in postavljanjem vzbujanja na ni¢; to so hkrati poli prenosne
funkcije. Ce so vsi poli realni in negativni, prenosna funkcija popisuje stabilen sistem, katerega odziv
po vzbujanju scasoma izzveni. Odziv sCasoma izzveni tudi v primeru, da so poli prenosne funkcije
konjugirano kompleksni, ¢e je le realni del vseh polov negativen. Razlika je le v tem, da tokrat odziv
sistema niha proti konéni vrednosti s frekvenco, ki jo dolo¢ajo vrednosti koeficientov v imenovalcu
prenosne funkcije.

Enako velja za sisteme visjih redov. Dobri (stabilni) sistemi so tisti, katerih poli prenosne funkcije leZijo
na negativni strani realne osi v kompleksni ravnini, slika 4, oznaceno podrocje. Odziv sistema
eksponentno usiha proti kon¢ni vrednosti takrat, ko so poli prenosne funkcije na negativnem delu
abscisne osi. Sistem se izniha eksponentno usihajoce takrat, ko so poli konjugirano-kompleksni in leZijo
v oznac¢enem delu. Kadar leZijo poli na imaginarni osi, imamo opravka s sistemom pod tocko cc), odziv
je tokrat harmonsko nihanje s stalno amplitudo in frekvenco.
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v tem obmocju smejo biti Im()=w
poli prenosne funkcije za
stabilne sisteme

Slika 4: Del kompleksne ravnine za pole stabilne prenosne funkcije

Zgled: vezje drugega reda z operacijskim ojacevalnikom in enim nastavljivim parametrom

Shema vezja je na sliki 5. V vezju je nastavljivi potenciometer P, s katerim lahko nastavljamo napetost
u = ay na invertiranem vhodu v operacijski ojacevalnik od vrednosti y (za @ = 1) do 0 (za a = 0).
Prenosna funkcija vezja je:

() = — - I
p = — - — '
a sz2+3aa 1Tp+1 C — | oy
- Yy
R R
Najprej ugotovimo, za katere nastavitve potenciometra X — — + T
je vezje stabilno. c _L
B 3a—1 I
P= 4™ 2w <° =
In od tod: 0> 1/3 Slika 5: Shema vezja za zgled
Ce zasukamo potenciometer P na vrednost 1/3, vezje po prenehanju
vzbujanja daje harmonski signal po sliki 3. Ce potenciometer a B w
zasukamo k vrednostim, ki so manjse od 1/3, ima izhodni signal 1 1
harmonsko obliko, amplituda nihanja pa se eksponentno povecuje /3 0 /T
in vezje ni uporallano, slika 2 levo. Ce potenciometer zasukamo k 1/ _ 1/ 0,86/
vrednostim a > /3 , je izhodni signal po vzbujanju kosinusne 2 2t T
oblike, a amplituda nihanja eksponentno pojema s casom. 2/ _ 3/ 0,66/
Izracunajmo Se frekvenco nihanja: 3 4t ¢
3 5
2 3a—1 \? /o | =6 0'55/‘[
_\/4AC—BZ_ 4t _(TT) _\/—5a2+6a—1
“= 24 - 272 B 2at 1 - 1/‘[ 0

Tabelirani rezultati
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1,5

a=1 a=2/3 a=1/3

0,5

-1,5
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Slika 6: Normirani odzivi vezja po vzbujanju za razlicne nastavitve potenciometra P, frekvenca
nihanja ni narisana v merilu (t = 1/10)

Vezje ne niha, ¢e zavrtimo potenciometer v poloZaj 15 T

a = 1, takrat je frekvenca nihanja enaka ni¢. Ce bi 1 ‘l(:zl/g
lahko zasukali potenciometer k vrednostim a > 1, o®
bi dobili e bolj poc¢asen eksponentno izzvenevajoc 0,5 ° T
odziv brez nihanja. Na sliki 6 so podane znacilne 0o | B .
oblike izhodnega signala po vzbujanju za zgornje ' ' ' '
vezje v odvisnosti od nastavitve potenciometra P. -0,5 ° +
PoloZaje polov prenosne funkcije lahko nariSemo v 1 % ®
kompleksno ravnino na sliki 7. Za a =1 je pol a=1
dvojen, ostali so konjugirano-kompleksni. Za a = L5 B
-1,5 0,5 0,5 1,5

1/3 sta pola na imaginarni osi, vezje oscilira.
Slika 7: PoloZaj lege polov za razlicne

Zgled: Generator harmonske napetosti nastavitve iz tabele zgoraj

Povedano ponuja priloZznost, da naredimo oscilator

—vezje, ki daje harmonski signal znane frekvence in amplitude. Tako vezje nam bo prislo prav na primer
za vzbujanje senzorjev pri fizikalnih eksperimentih. Vezje Wienovega oscilatorja je na sliki 8. Vezje nima
prikljucka za vhodni signal, le prikljucek za izhodnega.

Spet napiSemo izraz za izhodni signal y, ki ga dobimo z resevanjem in kombiniranjem dveh enacb za
vozlis¢i ob obeh vhodih v operacijski ojacevalnik ter
upostevanju lastnosti idealnega ojacevalnika. R1 oy R2

1 N
y[rzpz +(3 —E)Tp-i- 1] =0
R B | Y
Kar prevedemo v homogeno diferencialno enacbo drugega ,|| — +
reda s konstantnimi koeficienti:
, [ [
2"+(3 1) ) +y=0 f I| L ?_
T ——]z = ; a=—-
Y )Y R, + R,

Slika 8: Wienov oscilator
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Resevanja te enacbe se lotimo enako, kot smo to storili na zacetku poglavja, pri tem so koeficienti:

3a—1
B =
a

A=r1? T c=1

Vezje daje enakomeren harmonski signal takrat, ko je dusenje enako nic:

B Ba-Dr_ 1 e — 2R
el el ——————] p—t = — f—t =
24 2ar?2 =3 2= 4%

Frekvenca nihanja pa takrat znasa:

 VEC-BZ 1
©OETo4 T T

Za stalno amplitudo nihanja skrbi pravo razmerje upornikov R; in R,. Ker vrednosti upornikov ne
moremo dovolj natanéno izbrati, amplituda izhodnega signala ne ostaja konstantna. Ce je R, > 2R, ,
je B > 0inamplituda izhodnega signala naras¢a. Poskrbeti je treba za stabilizacijo, kar lahko naredimo,
na primer, z zarnico. Vzemimo, da je amplituda nihanja premajhna: potem je treba narediti faktor
dusenja pozitiven, to pa doseZzemo tako, da zmanjSamo faktor a oziroma zmanjSamo vrednost
upornika R;. Ce namesto upornika R; vstavimo v vezje Zarnico, zaradi premajhne amplitude
harmonske napetosti tece skoznjo premalo toka in Zarilna nitka je hladna: hladna nitka ima manjso
upornost od vroce, zato se amplituda izhodne napetosti poveca do take, ki Zarnico ravno prav segreje
do temperature, kjer ima upornost Zarnice vrednost R,/2. Obratno velja, ¢e je amplituda izhodne
napetosti prevelika: nitka se bolj pogreje in dobi ve¢jo upornost, faktor dusenja pa postane negativen
in povzroCi zmanjSanje amplitude. Lastnosti Zarnice se spreminjajo le pocasi in so odvisne tudi od
temperature okolice, zato za stabilizacijo amplitude izhodne napetosti oscilatorja ni idealna.

Enak efekt dosezemo tudi z vezavo po sliki 9, ko v

povratno vezavo vezemo dva upornika in dve diodi. R gy R21 N b2

Vsoto upornosti R, + Ry, izberemo tako, da bi ||I { } [ e } R22
amplituda izhodne napetosti eksponentno K D1

narasc¢ala, torej naj bo R,; + Ry, > 2R;, vrednost

upornika R,; pa tako, da bi amplituda izhodnega R - y
signala eksponentno padala (R,; < 2R;). Ko '|| L1 g

amplituda izhodne napetosti zaradi prevelike I

upornosti R,; + R,, preseie Zeljeno vrednost, lI|_“C_0_||C ?

nastane na uporniku R,, dovolj velik padec
napetosti, da zacneta prevajati diodi D, in D,5, ki Slika 9: Wienov oscilator z diodama za
sta vezani vzporedno R,, : to efektivho zmanjsa
vrednost upornika R4 + R,, na tako mero, da se

velikost nihanja ohranja.

stabilizacijo amplitude; R,; = R,, = 1,5 R,



