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LMS filtriranje signalov

Signali prenasajo informacije in tem signalom so vedno dodane tudi motece komponente, ki oteZujejo
dekodiranje informacij. Motece komponente odstranimo s filtriranjem. Do sedaj smo filtrirali signale
tako, da smo iz celotnega frekvencnega spektra zajetega signala odstranili tiste dele spektra, kjer ni
koristnih informacij. Tako smo ohranili vse lastnosti koristnega dela signala in hkrati odstranili ali vsaj
zmanjsali delez motecih komponent. Ta metoda je dobra, kadar je koristni signal omejen na (majhen)
del frekvenénega spektra.
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Signali niso nujno harmonske oblike. Kadar je 1
informacija kodirana v obliki signala, ta oblika pa 08 ] ] ] ] ]
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frekvenénem spektru le vse cele mnogokratnike 08
frekvence osnovnega signala, vse ostalo pa 0,6
izlo¢imo? 0,4
0,2
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zgled naj spet sluZi moteci pravokotni signal, ki
ga po Fourieru lahko razstavimo v mnozZico
komponent, te so med sabo razmaknjene za
dvakratnik osnovne frekvence pravokotnega
signala. Kako izlociti tak moteci signal tako, da
hkrati ¢im manj spremenimo koristni del spektra
in s tem koristni signal?

Slika 1: Signal pulzno-Sirinsko moduliranega
signala in njegov amplitudni spekter. Zgornji
diagram: abscisa je ¢as v sekundah, ordinata je
normirana velikost signala. Spodnji diagram:
abscisa je frekvenca v Hertzih, ordinata je
normirana amplituda

Z obi¢ajnim filtriranjem pa¢ ne moremo resiti zgornjih dveh problemov, zato poskusimo drugace. Ce bi
poznali obliko motecega signala v drugem navedenem primeru zgoraj, njegovo amplitudo, frekvenco
in fazo, bi ga iz lahko iz zajetega signala enostavno odsteli in uporabili preostali del zajetega signala.
Problem je le ta, da vseh lastnosti motecega signala ne poznamo, zato ne znamo odstevati. Poskusili
bomo najti metodo, po kateri bo mogoce avtomatsko doloditi vse lastnosti motecega signala in ga
izloCiti po najboljsih moceh.

Osnovna blo¢na shema potrebnega sistema je na sliki 2. Zajeti signal S + N vsebuje koristni del S in
moteci del N . Za filtriranje moramo poznati vsaj priblizne lastnosti motnje N, na primer njeno obliko
in frekvenco, kar navadno ni posebej tezko. Za primer: ¢e motnjo povzroca elektricno omrezje, je
frekvenca motece (ali motecih, lahko jih je vec) komponente zagotovo celosteviléni mnogokratnik
frekvence 50 Hz. Vzorec motnje ozna¢imo z Ny in na splo$no ni enak moteci komponenti N zajetega
signala, ima pa enako obliko in frekvenco. Ko vzorec motnje vodimo skozi filter F (morda FIR filter), ga
priredimo; spremenimo mu velikost, fazo in obliko, njegove frekvence pa filter ne more spremeniti.
Modificirano verzijo vzorca motecega signala y = F(Ngrgr) nato odstejemo od zajetega signala S + N.
Ce smo imeli sre¢o s koeficienti filtra F oziroma lastnostmi tega filtra, je modificirana verzija vzorca
motecega sighala y ravno enaka moteci komponenti N v zajetem signalu S + N in po odstevanju
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dobimo le koristni signal, ozna¢imo ga z e. Ce nismo imeli srece in motecega signala nismo dovolj dobro
ponaredili, je treba popraviti filtrske koeficiente tako, da bo v signalu e motec¢e komponente ¢im man;j.
Lastnosti filtra (vrednosti koeficientov filtrskega jedra) bo treba iterativno popravljati proti optimalni
vrednosti, kar bo za nas pocel racunalnik. Potrebujemo pa dober kriterij za dolocanje velikosti
preostanka motece komponente N v izhodnem signalu e in metodo, ki bo na podlagi rezultatov tega
kriterija znala izbrati boljSe vrednosti koeficientov v filtru.

S+N¢
+

N
REF F Y 3y _ﬁ

Slika 2: Osnovna bloc¢na shema za idejo filtra z odstevanjem motecega signala

Na podlagi zgoraj povedanega sestavimo pravo blo¢no shemo filtra z odStevanjem na sliki 3, ki jo bo
treba implementirati v racunalniku. Tak sistem lahko uporabimo na razli¢ne nacine, kar bo prikazano v
nadaljevanju tega poglavja, zato bomo signale poimenovali na bolj univerzalen nacin. Signali so:

- dj: zeljeni signal (»desired signal«),
- xi: referencni signal, d

- yx: modificirani referencni signal in k¢
- ey: napaka (»error signal«). +

Do optimalnih lastnosti filtra se dokopljemo —
iterativno, zato vsakemu od zgoraj navedenih
signalov pridamo indeks k za oznako koraka

> >

I

|terafue. Pri iskanju optlmalmhlla.stnostl filtra se radunanje
zanasamo na to, da se lastnosti signalov le malo novih <
spreminjajo v €asu, kar oznaCujemo s pojmoma koeficientov
ergodicnost (osnovne lastnosti signala je mogoce

razbrati iz kateregakoli poljubnega, a dovolj
dolgega niza vzorcev tega signala) in
stacionarnost (osnovne lastnosti signalov se s

Slika 3: Blo¢na shema filtra za odstevanje
motecega signala

¢asom ne spreminjajo).

Potrebujemo Se kriterij, po katerem lahko izratunamo trenutno kvaliteto odstevanja signalov. Signal
dy, je Zeljeni signal v k-tem koraku, x; pa referencni signal v istem koraku. Referencni signal x;, moramo
spremeniti s filtriranjem F tako (y = F(x), da bo &im bolj podoben Zeljenemu. Ce to dosezemo, je
napaka e, v tem koraku enaka ni¢ (e, = dj — y, = 0). Seveda nas ne zanima samo napaka v
posameznem koraku, saj se motilni in vhodni signal s ¢asom spreminjata in sistem se mora
spremembam prilagajati, zato je pomembna tudi povpreéna vrednost napake. Ce je ni¢ tudi ta lahko
trdimo, da je filter dobro spremenil referencni signal in je torej modificirani signal enak Zeljenemu.

I3¢emo torej tisto vrednost koeficientov F, za katero je napaka e minimalna. Ce izberemo za kriterij o
velikosti napake kvadrat napake v posameznem koraku, je iskanje matemati¢no lazje, zato:

e’ = (di — yi)*

Ce se odlo¢imo in za filtriranje uporabimo od prej znano FIR strukturo, je izhodni signal yy filtra podan
s konvolucijo med zaporednimi vzorci vhodnega signala x v filter in koeficienti filtrskega jedra f,:
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M-1

Yk = Z Xk-m " fm

m=0

Pri tem velja, da je izdelani FIR filter kavzalnega znacaja, saj njegov izhodni signal y; temelji le na
trenutnem in preteklih vzorcih vhodnega signala x. Izpeljava sistema za fitriranje bo enostavnejsa, ce
konvolucijsko enacbo zapisemo v matric¢ni obliki:

Xk fo
Xj—
Xe=| "7 F = f:l = yie =Xk -F=FT X,
Xk—-M+1 fM—l

V takem zapisu napako ey, izracunamo:
ex = dy— Y = d = XiF = dy — F'X,,

Za kriterij o velikosti napake v posameznem koraku pa smo raje zapisali kvadrat zgornjega izraza. Kadar
je napaka velika, Zelimo bolj posegati v sistem in s tem hitreje izboljSevati lastnosti sistema. Zato
ra¢unamo:

e’ = (di — y)? = (d — F'Xp)? = di” — 2d, FT Xy + (FTX))?

Prilagajanje je dobro, ¢e je povprecna vrednost napake ¢im manjSa, zato za kriterij kakovosti
prilagajanja definiramo povprecno vrednost kvadrata napake (kriterijsko finkcijo J, ki je pravzaprav
kvadrat efektivne vrednosti napake RMS):

J=(ex?)=(dy*)— (2di FTX}) + ( FT X}, X} F )
J=(di®)— 2diX}) F + FT( X} X} ) F

Kriterijska funkcija je torej kvadratna funkcija koeficientov filtrskega jedra, taki pa lahko analiti¢no
pois¢emo minimum in na ta nacin ob poznavanju vseh lastnosti vhodnih signalov izberemo optimalne
vrednosti filtrskih koeficientov F. Gradient kriterijske funkcije je:

d/k

Vi =55 = (=2diXpe) + FT (X, X)

Od tod izra¢unamo optimalne vrednosti filtrskih koeficientov Fgpr:
(—2di Xy) + FT(X; X5) = 0 = Flpr = 2diXy) (X Xp)™t

Ce bi torej natanéno poznali vse signale, bi optimalne vrednosti filtrskih koeficientov lahko izra¢unali z
mnoZenjem, transponiranjem, povprecenjem in inverzijo matrik. Take operacije bi morali izvajati dokaj
pogosto, kar je racunsko zelo intenzivno in zato prakticno neizvedljivo. Treba bo najti drugo,
enostavnejso pot za izbiro optimalnih vrednosti koeficientov filtra.

Minimum poljubne kvadratne funkcije f (x) lahko is¢emo tudi iterativno (po korakih). Pri tem v vsakem
koraku velja:

d f(x)

XMINK = XMINk-1 — K~ dx

Hitrost priblizevanja minimumu doloca velikost konstante u (in strmina funkcije v tocki preverjanja).
Ta mora biti dovolj majhna zato, da minimuma funkcije ne presko¢imo s predolgim korakom in hkrati
dovolj velika, da je priblizevanje minimumu zmerno hitro. V nasem primeru, ko korakoma is¢emo
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minimum kvadrata napake e, 2 in s tem optimalne vrednosti filtrskih koeficientov F, pisemo (polovitka
olajsuje nadaljnji racun):

u 0e’
2 OF

Fp=Fyp_1 —

Za racunanje torej potrebujemo parcialne odvode funkcije kvadrata napake, ki predstavlja kriterij
kakovosti prilagajanja referencnega signala Zeljenemu, po posameznih koeficientih filtrskega jedra F.
Potrebujemo torej parcialne odvode kvadrata napake:

[ aekz

dfo

2 0 ekz

aek _
oFT | 9N

0 ek2
L 0fm-1

Posamezen parcialni odvod dolo¢imo:

aekz aek —> 6
= k%%,

2e, — d, — XTF) = —2e,x
afo kafo ( k k ) k*k

aekz aek 6
—— =2¢,— =2¢, —(d, — XEF) = —2e,x;,_
of = 2o, = teap, (e T Xil) = “ectin

Vektor parcialnih odvodov je zato:

—Zekxk
dey? —2epx; — 1
oFT o = —2e X
—2€XK-M+1

Po teh poenostavitvah in izraCunih napiSemo konéni izraz za iterativno izracunavanje optimalnih
filtrskih koeficientov F,, v vsakem koraku k bo treba izraCunati izraz:

Fi o =Fp_1 +p-exXy

Novo vrednost filtrskih koeficientov F, torej dobimo tako, da prejSnjo vrednost teh koeficientov Fj,_
popravimo za uteZzeno vrednost zaporednih vrednosti signala x, pri tem je uteZ enaka produktu napake
v tem koraku e, in velikosti koraka p. Spet velja, da korak u ne sme biti prevelik, ker bi sicer lahko
optimalne vrednosti koeficientov preskocili. Hkrati korak u ne sme biti premajhen, ker je sicer
priblizevanje optimalni vrednosti prepocasno. Vrednost koraka y navadno izberemo z nekaj poskusi in
mora biti prilagojen lastnostim opazovanih signalov. Vrednost koraka se da dolociti tudi analiti¢no,
vendar moramo pri tem poznati lastnosti (strmino narasc¢anja) funkcije napake, ¢esar tu ne bomo
izpeljevali.
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Filtriranje po opisanem algoritmu zato opravimo po spodnjem receptu:

a) - Inicializirajmo vektor koeficientov filtrskega jedra Fy,; vektor naj ima zadostno Stevilo
elementov M, primerna zacetna vrednost za koeficiente je tudi 0, saj bo algoritem iterativno
poiskal optimalne vrednosti.

- Inicializirajmo vektor prejsnjih vrednosti referencnega signala Xj,; vektor naj ima enako
Stevilo elementov M, primerna zacetna vrednost je tudi 0; v ta vektor bomo shranjevali
trenutno in prejsnje vrednosti referenénega signala x.

- Izberimo vrednost koraka u.

b) Pomaknimo v vektorju X}, shranjene vrednosti prejSnjih izmerkov referencnega signala x za
eno mesto naprej, v spros¢eno prvo mesto pa shranimo pravkar pomerjeno novo vrednost
X.. Sprejmimo tudi novo vrednost Zeljenega signala d,.

c) Izracunajmo novo izhodno vrednost filtra y,, uporabimo formulo za konvolucijo:
M-1

Yk = Z Xk—m " fm

m=0

d) Izracunajmo napako ey:
ex = dr— Yk

e) Popravimo vrednosti filtrskih koeficientov:
Fip=Fp_1+p-eXy

f) Ponovimo od koraka b) za naslednji vzorec vhodnih signalov

Taksen nacin filtriranja je v literaturi znan pod imenom LMS (»Least Mean Square«) filtriranje, saj
optimalne vrednosti koeficientov filterskega jedra iS¢emo po metodi najmanjsih kvadratov napake.

Opisano nacin filtriranja uporabljamo v razlicne namene, nekateri so podani v spodnji listi.

a) Predvidevanje prihodnosti, slika 4

Zgornja polovica filtra spremeni zakasnjeno d,

verzijo vhodnega signala d,, tako, da je y; ¢

enak dy; filter torej iz zakasnjene verzije +
vzorcev vhodnega signala napove trenutno 5 kza:rll/ilt"l?\\: Xk > F Y > > E

vrednost vhodnega signala, to stori s
pomaocjo filtriranja s primernimi koeficienti.

Ce te iste koeficiente uporabimo za raunanje
filtriranje ne-zakasnjene verzije vhodnega koer:‘ﬁ:\ilzlemtov
signala, je izhodni signal spodnje polovice

filtra y;4+m napoved prihodnosti. Seveda je

potrebno biti pri vsakem napovedovanju > F Yk
prihodnosti previden; tule se zanasamo na

ergodicnost in casovno invariantnost

lastnosti vhodnega signala. Slika 4: Shema filtra za napovedovanje prihodnosti

b) Ovrednotenje lastnosti neznanega sistema, slika 5

Vzemimo, da imamo neznani sistem, katerega lastnosti nas zanimajo. Tak neznani sistem vzbujamo s
signalom x;, in hkrati s pomocjo opisanega filtriranja priredimo vzbujalnemu signalu signal y,, tako, da
sta odziva merjenega sistema dy, in filtra F enaka (y, = d, — e, = 0). Takrat trdimo, da so lastnosti
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filtra in fizikalnega sistema enake, torej lahko tudi fizikalni sistem popiSemo kot FIR filter s pravkar

izraCunanimi koeficienti.

Xy neznani

—®| sistem —¢dk
+

— F X

racunanje
novih
koeficientov

Lastnosti neznanega sistema

Slika 5: Shema filtra za ovrednotenje
lastnosti sistema

d,i
+

X Yk €
— F alp?
_‘ Yk
-
racunanje
novih
koeficientov

Slika 6: Shema filtra za iskanje signala z
delno znanimi lastnostmi

c) Iskanje najboljSega priblizka signala z delno znanimi lastnostmi, slika 6

Na vhod dj,priklju¢imo vhodni signal, ki vsebuje motilne komponente, na vhod x; pa vzorec signala, ki
ga iS¢emo. Sistem se bo prilagodil tako, da bo minimiziral napako ey, torej bo iz vhodnega signala
djodstranil vse, kar se da odstraniti na podlagi vzorénega signala xj,. Takrat trdimo, da je izracunani
signal y;, najboljsi priblizek v signalu d;, vsebovanega vzorca signala xj.

d) Izlo¢anje motenj z deloma poznanimi lastnostmi, slika 7

Tokrat na vhod dj, priklju¢imo signal z motnjami, na
vhod x; pa vzorec motnje. Ta vzorec mora biti po
svojem frekvenénem spektru ¢&im bolj podoben
motnjam, ki jih Zelimo izlociti, vsekakor pa mora
vsebovati harmonske komponente pri vseh
frekvencah, kjer pricakujemo motnje in nic
harmonskih komponent pri frekvencah, ki jih Zelimo
v izhodnem signalu obdrZati nespremenjene. Sistem
bo s filtriranjem prilagodil signal y, tako, da bo
vrednost napake e, minimalna, torej ne bo
vsebovala komponent, ki so v vzorénem signalu.

d;i
-+

—» F = >

radunanje
novih

koeficientov

Slika 7: Shema filtra za izloCanje moten j z
delno znanimi lastnostmi

Vir: Adaptive signal processing, B.Widrow, S.Stearns, 1985, Prentice-Hall



