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1 Tangentni prostor in odvod preslikave

Naj bo
F:R" — R™
neka zvezna preslikava. Spomnimo se definicije odvoda preslikave F'. Linearna pres-
likava,
A:R" — R™
je odvod preslikave F' v tocki m € R", ¢e imamo

Fm+h)=F(m)+A-h+O(m,h)

in velja
_ [[O(m, ) ||m

e ()’
[T 4|

pri ¢emer imamo v Stevcu normo na R", v imenovalcu pa normo na R™. Odvod
preslikave F' v izbrani tocki m je torej tista linearna preslikava, ki preslikavo F' v
okolici tocke m najbolje aproksimira. Preslikava je torej v neki tocki odvedljiva, ¢e
se jo tam da dobro aproksimirati z linearno preslikavo.

Zdaj bi radi konstruirali smiseln pojem odvoda preslikave med dvema gladkima
mnogoterostma. Prvi problem, na katerega naletimo je ta, da med mnogoterostma
(oziroma med okolicama para tock v dveh mnogoterostih) v splosnem nimamo li-
nearnih preslikav. Zato bomo najprej morali poiskati tak vektorski prostor, ki v
okolici izbrane tocke mnogoterosti to mnogoterost v nekem natanéno dolo¢enem
smislu aproksimira. Ta prostor se bo imenoval tangentni prostor.

1.1 Tangentni prostor

Naj bo najprej V' C R" odprta podmnozica in p € V.

Definicija 1 Tangentni prostor T,V mnogoterosti V v tocki p € V' je mnoZica tan-
gent vseh krivuly, ki gredo skozi p.

T,V = {30} 7:(~€€) — V iny(o) = p}.

To definicijo bomo prilagodili tako, da bo delovala za poljubno abstraktno gladko
mnogoterost. Ce je nasa gladka mnogoterost vlozena v RY, tedaj je zgornja definicija
v bistvu ze tista prava. Naj bo M gladka mnogoterost in {U = (U,,¢a) ; o € A}
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gladek atlas na M . Spomnimo se, da lokalna karta (U,, p,) podmnozico U, € M
opremi z lokalnimi koordinatami.

Yo Uy — V, € R

Naj bo R" opremljen na primer z obi¢ajnimi kartezi¢nimi koordinatami. Za vsako
tocko p € U, imamo koordinate p glede na ¢,:

(#50), 25 0). -, 25(0)) = ¢alp).
Koordinate so torej funkcije na M. Zapisemo lahko
L5 = Ti O Pa,

kjer je
z; : R" — R

karteziéna koordinata na R".

Definicija 2 Naj bo p € M tocka v gladki mnogoterosti. Tangentni vektor na M v
p je ekvivalencni razred [y(t)] krivulje v : (—e,e) — M, v(0) = p. Ekvivalencéna
relacija v mnozici krivulj {v(t) ; v(0) = p} je podana s prepisom:

302 6(1) = leopalr(1)) = Hoapal A1)

Tangentni prostor T,M je mnoZica ekvivalencnih razredov [y(t)].

Najprej dokazemo, da je definicija relacije = dobra. Pokazati moramo torej, da je
neodvisna od izbire lokalne karte ¢,.

Naj bo p € U, N Ug. Tedaj:

%L&O(S@ﬁ(')/(t)) = %Ito(wﬁo%l)(%(w))

o
= Dwa(m(soo%1)(@!%%(7@)))-
Torej:

Clo(ea(n(®) = Zleo(pa(2(®) = Sloolostn(®) = Slolos(),
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saj je Doy, (g o ¢y') linearni izomorfizem.

Opazimo se tole: Ce je glede na (U,,p,) predstavnik razreda [y] vektor ¢, =
L1i—0pa(7(1)), je predstavnik glede na (Ug, ) vektor ¢g, za katerega velja

ts = (Dputn (250 921)) (ta). 1)
Trditev 1 MnoZica TpM je vektorski prostor.

Dokaz: Oznac¢imo

Ya(7)= %Ito%(v(t))-

Sestevanje definiramo takole:

)]+ 2] = [ (9a(p) + t{pa(11) + Palr2)]-

Mnozenje s skalarjem je podano z

a-[y(O)] = (a1

Dokazimo neodvisnost sestevanja od izbire karte. Za predstavnika [y1(t)] + [y2(t)]
glede na ¢, velja

%ho Pa (@;l(soa(p) + t(soa(.%) + %E%)))) - %ho (soa(p) + t(soa(.%) + %Ew))

= Ya(71) + @alr2) -

Za predstavnika vektorja [y1(t)] + [72(t)] glede na ¢z imamo

%|t=0 05 (g0;1(80a<p) + t(goa.’h) + 8004.72))))
— %|t:0(¢5%1)(goa(p) + t(palm) + %(72)))

= (D%(p)(gom&;l)) (@a{%) + ¢a(12))

= Dy (989a" ) @a(n)) + Do) (950" ) (Palr2))

= () + vs(72),

kot smo videli v zgoraj.



Trditev 2 Naj bo M gladka mnogoterost dimenzije n in p € M. Tedaj velja

dim(7T,M) = n.

Dokaz: Izberemo tak (U,, ¢a), da velja p € U,. Preslikava
D,po : T,M — R",
podana z

] — wa.(’v),

je bijektivna linearna preslikava.

Bijektivnost je ocitna, saj po konstrukciji relacije = vsakemu razredu [y] pripada
natanko en vektor ¢, (7). Linearnost pa je seveda tudi ocitna.

O

Opomba 1 Ponovimo Se enkrat tole pomembno dejstvo. Zveza med reprezentacijama
ToM v (Uy, pa) in (Us, pp) je podana s kompozitom preslikav

Dypo: T,M — R"

b — walv)
m
Dyps: T,M — R"

] — w;(v) :

Za predstavnika torej velja transformacijsko pravilo
08(7)= Dyutr) (95 © 00" )(a(7))-

Opremimo sedaj tangentni prostor T, M z bazo, ki bo ¢imbolj naravna. Izbira karte
(Ua, o) nam poda naravno izbiro take baze prostora T,M s pomocjo identifikacije
Dey,:

0

i (o (alp) + - €)]

= [go?((p‘f,pg, o)+ (0,...,0,¢,0,...,0))].
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Torej
0

ox

(Do )(

Naj bo 7(t) poljubna krivulja skozi p v M. Tedaj imamo

) = e

paln) = limo (palr(2)

= oo (R, 950),25(0)
= (3(0),55(0), . 35(0))

= >3-

Od tod

o =30

Povedano $e malo drugace: Ce oznacimo X; = 4%, dobimo
Dypa([V) = Dppa(D Xi%) => Dp%(%) X =) Xi-e
i=1 g i=1 ¢ i=1
Spomnimo se: Za vsak tangentni vektor [y] nam transformacijsko pravilo (1) da

Dy (05 0 04 D (alr)) =25(7)

Ker imamo

o (1)= Dygal(lr]) = (0,48, 48

05(7)= Dpps([7) = (37,45, .., 45),

je linearna preslikava D, (050 ¢,')) v bazah {52} in {52} podana z matriko, za
katero velja

71 M1
Doow(psoes) | = | =1 :
g vy

Zapisimo sedaj zgornje brez sklicevanja na krivulje. Elemente T,M opisujemo
takole: Najprej izberemo karto (U,, ¢a), kjer je U, okolica tocke p. Glede na to



karto imamo na 7, M naravno bazo {8%, cee 8%}. Elementi v T,,M so torej linearne
i n
kombinacije
n
0
V= E vy et
i=1 i

Skalarji v so torej koordinate V' glede na karto (U,, ¢,). V neki drugi karti /Ug, ¢3)

1mamo
n

0
_ B_Y
V= Z-Zlvi &'L‘?.

Skalarji v so koordinate V glede na karto (Us, p3). Med koordinatami {v®} in {v”}
velja zveza:

v vg

v v

1 2 2

DW&(p)(QDﬂ © QDCM ) : = :
vn vy

1.2 Tangentni vektorji kot diferencialni operatorji
Smerni odvod funkcije
f:M—R"

v tocki p € M vzdolz krivulje v(t): (—e,e) — M, za katero velja v(0) = p, je podan s
predpisom

1T,
Ce je 1], = [12]p, velja
(ot n0) = (ol fa(0)).

Res: Spomnimo se

(1] = el <= va(11)=(¢a(72) -

Po drugi strani pa imamo

Lo FOE) = o (63 (0o (1(0)
- %ho(f o v, ') o (waly(t))
= Dsoa(p)(fOSO;l)(SOa(’Y))'
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Pri izbrani karti (Us, ¢a) je torej smerni odvod 4|, f(v(t)) odvisen le od tangentnega

vektorja ¢, (7) € T,M in seveda od funkcije f.

Seveda je vse skupaj neodvisno od izbire karte. To lahko vidimo na dva nacina:
iz zgornjega racuna, pa tudi takole

Do) (f 0 0, Dgalr)) = Do) (f 0 05") 0 Dypyy (05 0 05") © Do) (050 D (ga())

Do) (f 0 05 ) (05(7))-

Naj bo X € T,M tangentni vektor.

Definicija 3 Naj bo

f:M—R
neka odvedljiva funkcija in X € T,M tangentni vektor. Smerni odvod funkcije f v
smeri X je podan s predpisom

d
(X0 = S 160
pri éemer je v: (—e,e) — M katerakoli krivulja, za katero velja v(0) = p in [y] = X.

Iz zgoraj povedanega je ocitno, da je nasa definicija dobra, torej neodvisna od izbire
konkretne krivulje v z zahtevanima lastnostma. Za smerni odvod velja Leibnitzevo
pravilo v obliki

(X(f-9)(p) = (X[)p) - 9(p) + (Xg)(p) - f(D)- (2)
Seveda pa je smerni odvod tudi linearen
(X(af +b9))(p) =a (Xf)(p)+b (Xg)(p) (3)

Izrek 1 Vsakemu tangentnemu vektorju X € T,M torej pripada natanko dolocen

diferencialni operator prvega reda, definiran na prostoru zarodkov gladkih funkcij
Cy (M) v tockip € M.

Velja pa tudi obratno. Naj bo
A C(MY — €y (M)
linearni operator, za katerega velja:
A(f - g) = A(f) - g(p) + Alg) - f(p)-
Tedaj obstaja natanko dolocen tangentni vektor X € T,M, tako da velja:

A(f) = (XF)(p)-



Skica dokaza: V eno smer smo izrek zgoraj ze dokazali. Tangentnemu vektorju
znamo prirediti smerni odvod, ki je diferencialni operator prvega reda. Skicirajmo Se
dokaz obratne smeri.

d
Najprej ugotovimo, da je dovolj, ¢e trditev dokazemo za primer V' ‘T R". Nato
lahko rezultat s pomocjo karte prenesemo na mnogoterost. Nasa trditev je namrec
lokalna, celo infinitezimalna.

Naj bo sedaj
A:C) — Cg_l.

Brez skode za splosnost lahko vzamemo p =0 € R". Za A velja:
A(f-g) = A(f) - 9(0) + f(0)A(g)
in
Alaf + Bg) = aA(f) + BA(9).
Od tod najprej sledi, da za konstantno funkcijo ¢ velja
Ac) =0.

Res:
Alc- f) = Ae) f(0) + cA(f).

Po Leibnitzevem pravilu, po linearnosti pa Se

Torej
n zato

Prav tako velja:
A(x?

)

) = 224]4=0 - A(x;) =0 za vsak 1,

pa tudi

Naj bo f poljubno gladka. Razvijmo jo v Taylorjevo formulo:

+Z




Iz zgornjega dobimo

Oznac¢imo
Torej:
" 9f d
A(f) = Xi% = £|t:0f(0 +tX;).

i=1 v

1.3 Odvod preslikave

Povedali smo ze, da je odvod preslikave

f:R*" — R™
v tocki p € R" linearna aproksimacija

A:R" — R™,

podana s predpisom
fp+h)=f(p)+A(h) + O(p, h),

pri cemer velja

O, h)|l
hm —_— = O
Ikl—o0  [[A]]
Oznacimo
A=D,f.

Prenesimo to idejo na mnogoterosti. Naj bo
f:M— N

gladka preslikava med gladkima mnogoterostma M in N. Odvod D,f bo linearna
preslikava
Dypf - TyM — Ty N

med tangentnima prostoroma v ustreznih tockah. Naravno definicijo lahko napisemo
takole. Naj bo [y] € T,M tangentni vektor, podan kot ekvivalen¢ni razred poti.
Izberimo predstavnico y(t) : (—e,&) — M. Seveda velja v(0) = p.
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Definicija 4 Odvod preslikave f: M — N je podan s predpisom
(Dpf)(]) = [f o]

[zrazimo naso linearno preslikavo v lokalnih kartah. Naj bo (U,, ¢, ) karta na M,
za katero velja p € U,, in (V,,v,) karta na N, tako da je f(p) € V,. Tangentni
vektor [y] € T,M lahko predstavimo takole:

(V] =[x (@alp) +t ©a(7)],
kjer je .

Pa()= lopala(1).

Po definiciji imamo tedaj:

(Do) = [(f 003" )(@alp) +t wal(y)].
Oglejmo si sedaj sliko tega elementa tangentnega prostora 7y N v R™ glede na karto

Y-

VaDofb)) = loltba 0 f 06" palp) + 1 0a() @
= Deup)(¥a o f o 93")(@a(7))-
Zgoraj je Dy, ) (1 © f o @y") obicajni odvod preslikave

Yaofop; i R" — R"
med realnima prostoroma.

Zgornji racun lahko izpisemo nekoliko drugace. Spomnimo se preslikav:

Dy, : T,M — R"

] — soa.(’y)

n
D, - Tf<p)N — R™

B — W)

Izraz (4) nam pove :
Do 0 pfOD%l :Dwa(p)(waof‘)%@a)- (5)
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Preslikava D, )(1a © f 0 ¢4) je torej predstavitev odvoda D, f v lokalnih kartah
(Uas 0a) in (Vo Vo). 1z (5) vidimo tudi, da je D), f:T,M — Ty N linearna preslikava.

Poglejmo, kaj nam da primerjava predstavitev preslikave D, f v razli¢cnih kartah.
Spomnimo se:

28(7)= Do) (3 © 02" ) ((0a(7))-
Po eni strani imamo:

Doy (5  93)(25()) =ts(F (7). (6)

po drugi pa

D@@(f(p)) <77Z}5 ¢;1 ¢a f Pao Pa @51 > (SDB.(IY))

= (Dwamp))((% Vo) 0 Doy (Vo | 031) 0 D%@(@oawgl)) (906.(7)) :
Iz (6) in iz (7) dobimo:
DS%(P)<¢5 f 9051)

Dy () (¥ 3") © Do) (Yo [ 031) © Do) (Paps')-

Ker to velja pri vsaki tocki, lahko zapisemo nekoliko manj natanéno

D(ys f 5"
= D(¥p ¥5") o D(a [ ¥5") o (D(pswy").
Definicija 5 Preslikava
-1.
ppopa 1 walUaNUs) — @p(UaNUs)
se imenuje prehodna preslikava med lokalnima kartama (Uy, pa) in (Ug, pg).

Preslikava
Dy, ) (0ppa') : R" — R”

se imenugje tangentna preslikava, ali pa tudi kar prehodna preslikava.
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Zapisimo odvod preslikave z matriko glede na naravno izbrani bazi kodomene in

domene. Lokalna predstavitev preslikave f glede na nasi karti je

ff(x?,...7x%)
(Vo [ ) (af, ... 0% = fza(x‘f,;..,xg)
f%(x?,...7xz)

Odvod te preslikave v tocki ¢, (p) je podan z Jacobijevo m x n matriko

of ofy
ox¢ o oz
—1
D@a(p)(wa I eq ) =
Ofm ofnm

(e}
0x§ Ox¥

Odvod tangentne prehodne preslikave je prav tako podan z Jacobijevo matriko, ki
pa je vedno obrnljiva. Tangentne prehodne preslikave na mnogoterosti M so seveda

dimenzije n X n:

axf 8xf

P D

Doy (05 ©5") =
dzp ok
ox§ T Oxy
Pri tem smo oznadcili

Pa(m) = (27 (m), ..., z;(m))

ps(m) = (2 (m), ..., 27} (m)).

S pomocjo odvoda lahko dobro karakteriziramo nekatere pomembne lastnosti pre-
slikav.
Definicija 6 Preslikava f: M — N, ki je odvedljiva v vsaki tocki p € M, je submer-
zija, ce je za vsak p € M odvod
Dpf: T,M — Ty N

surjektivna preslikava. Torej mora veljati rangD, f = dimN.

V nekem smislu je submerzivnosti dualna tale lastnost.
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Definicija 7 Preslikava f: M — N je imerzija, ¢e je pri vsakem p € M odvod
DpF : T,M — Ty, N

injektivna preslikava - tma torej trivialno jedro.
Spomnimo se definicije podmnogoterosti.

Definicija 8 Podprostor N C M je gladka podmmnogoterost dimenzije k, ¢e za vsako
tocko p € N obstaja taka karta (U, ps) mnogoterosti M, da velja

Ca(Ua NN) = ¢o(Us) NR* x {0} C R™,
Med imerzijami so verjetno najpomembnese vlozitve.

Definicija 9 Ce je f : N — M gladka in je f(N) C M podmnogoterost, ter je f
mverzija, je f vloZitev.

Na prvi pogled med pojmoma imerzije in vlozitve ni velike razlike, vendar v resnici
ni tako. Poglejmo si nekaj primerov imerzij, ki niso vlozitve:

Primeri inverzij, ki niso vlozitve.
1. Osmica

Naj bo f : [a,b] — R? preslikava, katere slika ima obliko osmice.
2. "Pentlja z dotikom” je injektivna imerzija, ki ni vlozitev:

3. Gosta krivulja na torusu:

Naj bo preslikava
fiR—T*={(e* ") ; ¢, €[0,27]}
iz realne osi v torus podana s predpisom
f) = (e ; T g
Ta preslikava sicer je injektivna, toda tocke p € f(R) nimajo podmnogoterostnih

kart. V 8e tako majhni okolici U katerekoli tocke f(tg) je presek f(R)NU gosta
podmnozica v U.
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Izrek 2 Vsaka imerzija je lokalna vioZitev. Naj bo f: M — N wmerzija in p € M
poljubna tocka. Tedaj obstaja okolica U C M tocke p, tako da je

F/U.:U— N
vloZitev.
Dokaz: Naj bo dim(M) = m in dim(N) = n, pri ¢emer je m < n. Za imerzijo velja

rang(D, f) = m. Naj bo (Us,, @) karta okoli p in (V3,13) karta okoli f(p). Linearna
preslikava

Dsoa(p)(wﬁ / 90;1) :R™ — R"

ima torej tudi rang enak m. Naj bo Im = Im(D, ) (Vs f ¢5')) C R" slika te
preslikave. To je podprostor dimenzije m v R". Naj bo g € SO(n) rotacija, za katero
velja:

g(Im) =R™ x {0}"~™ C R".

Naj bo sedaj ([7%, %) nova karta podana z:

%ZQOW
n -
Vi =go (V).

Zapisimo preslikavo % o fop,! v koordinatah. Oznac¢imo

Fi=1g0 fop,".

Tedaj imamo 5
Fl (iﬂ?,...,l'%)
F(af, x5, .. ay,) = :

o Ty :
(6% (6% (6%
Fo(xf, ... 2%)
Odvod te preslikave je podan z matriko
oF oFy
ox T O0xy,
Dy, i F =
oFf oOFf
ox§ Tt Oz,
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Opazujmo tole podmatriko zgornje matrike:

oFy oFP

ox¢ Tt 0zg,
RDF =

1o oFp

ax(lx o 8$7’8n

Zaradi imerzivnosti f je to neizrojena matrika dimenzije mxm. Natanéneje povedano,
zgornja preslikava je linearni izomorfizem prostora R™ na R™ x {0}"~™.

Po izreku o inverzni preslikavi obstajata okolici p € (/]; in f(p) € ‘//;, tako da je
preslikava:
)

)

@
m
«
m

Fp(af, .. a7,)
difeomorfizem. Popravimo sedaj karto (/]\5, % Se malo. Naj bo

Q(y’f, ...,ygl,yf;“, ...,yg) = (ylﬁ, ...,yfn,ygwl, ,yﬁ) — (0, ...,O,Fﬁﬂ(z), ,Ff(t))

Zgoraj smo oznacili
2= PNyl ).

V lokalni reprezentaciji R
F=poF:U, — o(Vp)

imamo sedaj res:

~ od
Im(go F) = o(Us) C R™ x {0}"™™ C R,
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2 Tangentni svezenj in kotangentni svezenj

V prejsnjih poglavjih smo povedali, kaj je tangentni vektor X € T,M v neki tocki
mnogoterosti in kaj je odvod preslikave v eni tocki. Vendar je v matematiki in v
njenih uporabah zares pomemben objekt, ki vsaki tocki na mnogoterosti na gladek
nacin priredi tangentni vektor. Ta objekt se imenuje vektorsko polje. Vsaka navadna
diferencialna enacba je v resnici podana z vektorskim poljem. ReSitve navadne dife-
rencialne enacbe so krivulje, ki so v vsaki svoji tocki tangentne na to vektorsko polje.
Nekoliko natancneje: V R" je vektorsko polje podano kar s preslikavo:

F:R" — R,

saj lahko vse tangentne prostore 7,,R" na kanonicen nacin identificiramo z isto kopijo
prostora R". Integralska krivulja takega polja je vsaka krivulja ~:[a,b] — R", za
katero velja:

Y(t) = F(y(t); t€la,b].

V matematiki in v mnogih njenih uporabah moramo pogosto resevati navadne
diferencialne enacbe na mnogoterostih. Iskanje resitev take diferencialne enacbe lahko
v geometrijskem jeziku opisemo kot iskanje krivulj, ki so tangentne dolo¢enim vek-
torskim poljem na mnogoterostih. Intuitivno je sicer jasno, kaj je to vektorsko polje
na mnogoterosti. Za resno in konkretno delo pa bomo morali ta pojem smiselno in
natacno definirati.

Za vektorsko polje F' bo seveda veljalo
F(m)eT,M, me M.
Torej je vektorsko polje F' preslikava

F:M— ][] T.M,

meM

za katero velja F'(m) € T,,M. Objekt

TM:II%M

meM

pa bomo imenovali tangentni svezenj. Seveda pa ga bomo morali opisati bolj pazljivo.
Intuitivno je jasno, da so lahko vektorska polja gladka ali pa ne. Seveda bo polje
gladko natanko tedaj, ko bo zgornja preslikava F' gladka. Torej moramo mnozico
T'M opremiti z gladko strukturo.
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2.1 Vektorski sveznji

Tangentni svezenj TM = [, .\, TM je druzina tangentnih prostorov, ki je para-
metrizirana z mnogoterostjo M. Vsak tangentni prostor je vektorski prostor, izomor-
fen nekemu "modelnemu” vektorskemu prostoru. To konstrukcijo lahko nekoliko
posplogimo in opazujemo druzine poljubnih (ne nujno tangentnih) prostorov, para-
metriziranih z dano mnogoterostjo M. Taki objekti se imenujejo vektorski sveznji.
Od slej naprej bomo nekaj casa parametrsko mnogoterost oznacevali z B namesto z
M. Ta oznaka se je uveljavila, kar parametrsko mnogoterost velikokrat imenujemo
baza ali bazna mnogoterost.

Definicija 10 Vektorski svezZenj E nad gladko mnogoterostjo B je gladka mnogoterost
skupaj z gladko preslikavo
m:FE — B.

Poleg tega mora veljati se:

a) Za vsak b € B je n71(b) = V n-dimenzionalni realen ali kompleksen vektorski
prostor.

b) Za vsak b € B obstaja okolica b € U C B, tako da velja

oL uxv
Obstaja tak difeomorfizem
win H(U) —UxV,
da je za vsako tocko m € U zoZitev
mm (b)) — {b} x V
linearni izomorfizem.
Mnogoterost F se imenuje totalni prostor sveznja, preslikava 7 je svezenjska projekcija
in mnogoterost B je, kot Ze receno, bazna mnogoterost ali baza sveznja. Vektorski
prostor 71(b) se imenuje vlakno sveznja nad totko b. Dimenzija vlakna je rang

sveznja F,

dim(7 (b)) = rang(E).

Tocka b) zgornje definicije se imenuje lokalna trivialnost sveznja FE, preslikava

win (U)=E/U—UxV
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pa je lokalna trivializacija ali tudi lokalna umeritev. Vsaka lokalna trivializacija je
oblike

in preslikava

je linearni izomorfizem.

Definicija 11 SveZenj E je trivializabilen, ¢e obstaja globalna trivializacija

7:EF — BxV.

Vsak svezenj m: E — B seveda ni trivialen. Najbolj znani, pa tudi najocitnejsi
primer netrivialnega vektorskega sveznja je neskonéen Mobiusov trak.

Primer 1 Naj bo totalni prostor sveznja E ranga 1 podan s predpisom
E= ([0727T] X R)/a)ax) ~ (27T7 —l‘)
Preslikava
n:FE— S

naj bo podana s predpisom
([u,v]) = u.

Z [u,v] smo oznacili element v kvocientnem prostoru, ki je dolocen s elementom
(u,v) € ]0,27] x R.

Ocitno je m: E — S vektorski svezenj ranga 1, mnogoterost E pa ni homeomorfna
valju S x R. Svezenj E — S' se iz ocitnega razloga imenuje neskoncéni Mobiusov
trak.

Lokalne trivializacije so osnovni pripomocek za delo s sveznji. Igrajo podobno vlo-
go kot karte pri mnogoterostih. Lokalno trivializacijo sveznja F — B z vlaknom,
izomorfnim V = ", lahko eksplicitneje zapisemo takole:

Ty: EJU — UxF"

m (W(m)),(vl(m),vg(m),...,vn(m))).
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Funkcije v; so kartezicne koordinate na vlaknu. Opazimo, da preslikave 7y niso karte
mnogoterosti £ v obi¢ajnem smislu. Modelne mnozice so oblike U x F" in ne F"™,
m = dim(B), kot je obi¢ajno pri delu z mnogoterostmi. Véasih delamo z dejanskimi
kartami, ki so prirejene 1. Naj bo {(U,, va); a0 € A} tak atlas na B, da je za vsak
a € A skréitev sveznja Ey,, trivialna. Tedaj je preslikava

(9o xid) o1y, : By, — R™ x R™  m =dim(B), n = dim(x"'(b))

karta za mnogoterost £ v obicajnem smislu. Zapisana v koordinatah ima taka karta
obliko

((pa x id) 0 701, ) (m) = (25 (x(m), 25 (7 (m), .. a5, (7 (), V6 (M), ..., v (m)).
Ce je torej {(U,, va);a € A} trivializacijski atlas za B, je

{(EUQ, (pa X id) 0 TUa>;a € A}
atlas za mnogoterost F.
Veckrat delamo z trivializacijami 7,, kot z dejanskimi kartami. Oznacevali bomo
Ta: By, — Uy X F".
Lokalna trivializacija nam da lokalne koorddinate na vlaknu.
To(m) = (m(m), vy (m), vae(m), ..., v, a(m)).
Naj bo sedaj Ugs Se ena karta, ki vsebuje m. Tedaj imamo:
75(m) = (w(m)), v15(m), v25(m), ..., v f(m)).
Definicija 12 Prehodna preslikava med trivializacijama 1, in 73 je preslikava

Tg07, Uy x " — U x F™.

Seveda imamo:
(m 07 ) (m(m), w2 (m), (05(m), ..., v5(m))) = (7(m), (@ (m),ef (m)..., vi(m)).

Preslikava
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je linearni izomorfizem prostora F" vase. Seveda je v splosnem pri vsakem m(m) ta
linearni izmorfizem drugacen. Zapisemo lahko:

(rs0 75 ) (b,v) = (b gas(®)(v)).

Pri tem je
Gap: UasNUz — Aut(F") ~ GL(n; F)

b 9o (b)
gladka preslikava iz U, N Uz v mnogoterost GL(n;F).

Opomba 2 Preslikava b — gog(b) je res gladka. Vemo, da je

(5075 ) (b, 0) = (b, 9as(0) (v))
gladka, zato je tudi kompozitum

(b;0) — (9ap(b), v) — gap(b)(v)

gladek. Ce b gop(b) ne bi bila gladka preslikava, tedaj tudi (b,v) — gas(b)(v) ne bi
bila.

Definicija 13 Z izrazom prehodna preslikava sveinja E — B oznacujemo bodisi pre-
slikavo
Tg07, ' 1 Uy X F" — U x F",

ali pa kar preslikavo
Gap - Ua N Ug e GL(n,]F)
b — gag(b).

Oznacimo: 7507, "' = 7,3. Takoj opazimo, da za vsako trojico («, 3,7), za katero je
presek U, N Ug N U, neprazen, velja:

Ty © Tap = Tary,

oziroma
-1 _
Ty © Tap © Toy = id.

Seveda velja 7,5 = 7'5_; Torej lahko zapisemo

Tya © Ty 0 Tag = id : (U NUgNU,) x F" — (U, NUgNU,) x F".
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Za vsako trojico indeksov imamo:

(73 © Ta) (0,0) = 735 (B, 90 (0) ) = (b (931008) ().
Za matri¢cne prehodne preslikave torej velja:
910 (0) - 937 (D) - gap(b) = € : F* — F",
kjer smo z g oznadcili enoto v GL(n;F). Velja seveda tudi
9as(b) = gpa(b) .

Opisane lastnosti prehodnih preslikav so fundamentalnega pomena.

Definicija 14 Naj bo B gladka mnogoterost in U = {(Uy, pa); o € A} gladek atlas
na B. Kocikel z vrednostmi v GL(n; F) (ali tudi GL(n;F)- kocikel) na B je predpis, ki
vsakemu paru (o, ) € A X A, za katerega velja U, NUg # 0, priredi gladko preslikavo

Gap : UaNUg — GL(n; ).
Imamo torej predpis
(a, B) — <ga5 U NUg — GL(n;IF)). (8)

Za predpis (8) mora veljati:

a) gap(b) = gsa(b)™ 2za vsak b € U, N Us.

b) Za vsako trojico (v, 3,7), za katero velja U,NUzNU.,, # 0, je identicno izpolnjena
enakost

Gra(b) - g51(b) - gas(b) = e € GL(n; ).

Kocikel prehodnih preslikav natanko opise vektorski svezenj. Naj bo m:F — B
poljuben vektorski svezenj z vlaknom [F". Tedaj vsak trivializacijski atlas U =
{(Us;s¢a); @ € A} na B priredi sveznju m: E — B kocikel z vrednostmi v GL(n;F)
na nacin, ki smo ga opisali zgoraj.

Velja pa tudi obratno. Naj bo U = {(U,, ¢.); @ € A} atlas na B in naj bo

{9ap:Ua NUg — GL(n;F)}
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kocikel. Temu kociklu lahko na enolicen nacin priredimo vektorski svezenj m: £ — B
z vlaknom F". Sestavimo disjunktno unijo

I_[(UCy x F™)

acA

in vanjo vpeljimo relacijo ~ takole: Za elementa
(b1,v1) € (Uy xF"), in  (by,vq) € (Ug x F")
velja
(br,0n) ~ (bayva) = bi=bs i (gaa(br) ) (01) = 2

Definirajmo totalni prostor E nasega sveznja kot kvocientni prostor

E= (H(Ua ><IF")>/~.

a€A
Svezenjska projekcija pa naj bo podana s predpisom in

T F — B
[(b,v)] — b

Naloga 1 Dokazite, da je E gladka mnogoterost, da je m: E — B gladka preslikava
in da je m: E — B sveZenj z vlaknom F™.
Primer 2 Naj bo atlas na kroznici
St ={e" ;9 e |0,27]}
podan z dvema odprtima mnoZicama
Uy ={e¥ ;p€|—¢e,m+e]}, U?={e¥;p€r—ecl},
pri cemer je € neko majhno Stevilo. Tedaj imamo
UyNU, == {e¥ ;p € [—¢,e]U(r —¢,m+¢)}.

Prehodno preslikavo
gi2 U1 N U2 — R* = GL(LR)

podagmo s predpisom

; 1 ; g€ (—¢¢)
) ’ )
g12(€”) { -1 s pe(m—e,m+e)

Bralec naj se preprica,da je sveZenj, podan z zgornjimi podatki, neskoncen Mobiusov
trak.
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Primer 3 Konstruirali bomo druzino sveZenjev z vlaknom C nad dvodimenzionalno

sfero S2.
Atlas bo spet sestavljen iz dveh mnozic, U = {(Uy,Us)}
Uy ={(z,y,2) ; 2> —¢}, Uy={(x,y,2); z < +e}.
Imamo
UynNUs={(z,y,2) ;—e <z <e} = kolobar.

Prehodne preslikave sveznjev z vlaknom C imago vrednosti v GL(1,C) = C*. Dolociti

moramo torej preslikavo
gi2 - UlﬂUQ —>(C* (9)

Ker sta prostora Uy N Uy in C* oba homotopsko ekvivalentna kroznici, so preslikave
(9) topolosko karakterizirane s stopnjo. Stopnja take preslikave pove, kolikokrat se
ena "kroznica” navije na drugo. Naj bo z lokalna kompleksna koordinata na U, N Us.
Model preslikave stopnje k je podan s predpisom

gra(2) = 2~

V nadaljevanju bomo videli, da so difeomorfostni tipi C-sveinjev nad S? definirani
natanko z deg(gi2)-

Primer 4 Na projektivnih prostorih imamo na naraven nacin podane tako imenovane
tavtoloske sveznje.

Naj bo torej B =RP" ali B = CP". Totalni prostor tavtoloskega sveznja je podan
s predpisom
E ={(b,v) e FP" xF" ; v € b},

svezenjska projekcija pa je seveda kar
m(b,v) = b.
Vlakno tega sveznja je F".

Konstrukcijo tavtoloskega sveznja lahko posplosimo na Grassmannove mnogoterosti.
Naj bo B = Gri,(F) = Gri(F"). Totalni prostor tavtoloskega sveinja je mnoZica
parov

E ={(b,v) € Gri(F)" x (F)"; v € b},

projekcija pa je spet
7(b,v) =b.

Vlakno tega sveznja je (F)~.
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Sedaj bomo definirali pojem, ki je posplositev vektorskega polja in je definiran za
poljuben vektorski svezen)j.

Definicija 15 Naj bo m: E — B gladek sveZenj. Gladek prerez sveinja E je gladka
preslikava
s:B— FE,

za katero velja
mos=1d

oziroma,
s(z) € 71 (z)

za vsak © € B.

Lokalni prerez sveznja E nad U C B je prerez sveznja Ey.

Imejmo sedaj n = rk(E) linearno neodvisnih prerezov s;:U — Ey, i = 1,...n,
sveznja Fy. To pomeni, da so za vsak x € U vektorji

51(2),51(2), ..., sp(x) €7 H(2) =V = F"
linearno neodvisni. Taki prerezi dolocajo lokalno trivializacijo:
o:FEy — UXxFEF"

s predpisom

kjer je

Tudi obratno je res. Imejmo neko trivializacijo
T:E/U— UxF",
podano z :
r(m) = (7(m), (vi(m), va(m). ..., va(m)).

Definirajmo prereze
s;: U — by

s predpisom '
si(x) = T*1<x, 0,...,0,1,0,.. .,0)).

Tako definirani prerezi s; so res linearno neodvisni, ker je 7/,-1(,) linearni iozomorfizem
pri vsakem z € U.
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Trditev 3 Ce ima svefenj m: E — B x F" n = rk(E) globalnih linearnih neodvisnih
prerezov {s1, ..., Sy}, je ta sveenj trivializabilen.

Dokaz: Trivializacija
T:E— BxF"

je podana s predpisom

kjer je .
m = Z a;(m) - s;(w(m)).
=1 -

Lokalno trivializacijo Ey;, podano z lokalnimi prerezi {sq, ..., s, }, imenujemo lokalna
umeritev (local gauge). Prerezi {si,...,s,} podajajo v vsakem vlaknu 7~'(x) bazo
{s1,...,8,} C 7 !(x). Vsak prerez a : U — E/U lahko tedaj zapisemo v obliki:

ali na kratko:

Oglejmo si, v kaksni zvezi so razlicne lokalne izrazitve povezav. Neki poljuben
prerez so:U — Ey izrazimo v umeritvi a z

v umeritvi § pa z

Definicija

nam pove, da se razvoj prereza s; po bazi sf glasi

n

S =) (gap)ji- 55-

j=1
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Od tod dobimo

n

o = g a;sy

i=1

non

= D@} (9a5)iis)
=1 j=1
n n

(S

j=1 =1
n
— B
= g bjs; .
j=1
Med izrazitvemi prerezov v razlicnih umeritvah imamo torej zvezo

bl (gaﬁ)ll cee (gaﬁ)ln ai
b" (gaﬂ>n1 R (gaﬂ)nn Qp

2.2 Tangentni svezenj

Naj bo M gladka mnogoterost. Napovedali smo ze, da bo tangentni svezenj kot
mnozica tangentnih prostorov mnogoterosti M parametrizirana z samo mnogoterostjo
M:
™™ = [] T.M.
meM

Tangentni svezenj je torej poseben primer vektorskega sveznja. Mnozico T'M bomo
opremiti s strukturo gladke mnogoterosti na nacin, ki smo ga Ze opisali zgoraj.
Poiskati moramo torej gladki atlas za T'M.

Naj bo U = {(Ua, ¢a); o € A} atlas na M, v katerem za vse odprte mnozice velja

Ua digeo R".

Privzemimo Se, da so tudi vsi preseki U, N Ug kontraktibilni. Nosilci lokalnih kart
sveznja T'M bodo

T My = ]_[ T, M = ]_[ T,,U, =TU,.

meUqy meUq
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Naj bo v,, € T,,, C TU, poljuben. Preslikava lokalne karte
To : TU, — R" x R"

je podana s predpisom

Tatm) = (a(m). (Diga) (vm) ).

Pri tem je
Dppo - TnM — T, (m)R" = R"

odvod gladke preslikave
Yo 1 Uy — R",

oziroma preslikava, ki smo jo definirali v prejsnjem razdelku in jo oznacevali kar z
Dy,.

Definirajmo torej atlas 7U za T'M takole:
TU={(TU,,T,) ;o € A}.
Spomnimo se, da je TU, = T My, .

Prepricati se moramo Se, da so prehodne preslikave gladke: Naj torej za mnozici
U, in Ug velja U, NUg # 0. Tedaj imamo

507, pa(UaNUg) X R" — (U, NUs) x R"

(Spa(m)a ’U) — (@ﬁ(m)v w)’
kjer je
W = (D) (Dpom)Pa) ™ (V) = Doy (059051 ) ()
Krajse lahko to zapisemo takole:
m307a" = (pava, Digawa)).

oziroma natancneje

(75 07 ), 0) = ((pa9a") (2), Daliapa ) (v) ).

Ta preslikava je gladka, saj je psp, " gladka.
Prostor T'M smo torej opremili z gladko strukturo. Projekcija je na naraven nacin:
™ TM — M

Uy —— M.
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Tangentni svezenj je torej vektorski svezenj, katerega vlakno nad tocko m € M je
tangentni prostor 7,, M.

V prejsnjem razdelku smo videli, da lahko vsak vektorski svezenj podamo s ko-
ciklom prehodnih preslikav. Naredimo to na primeru tangentnega sveznja. Naj bo
U ={(Uy, pa); o € A} atlas za M. Tedaj je kocikel, ki definira 7'M, podan s predpi-
som:

Ax A —>( UsNUs — GL(n;IF))
(@B) —( @ — Dilpsr)).

Opomba 3 Naj bo M gladka mnogoterost inU = {(Uy, pa); @ € A} atlas. Preslikave
Yo : Uy — V, CR"

so difeomorfizmi.

Po definicigi je oo : M — N = R" gladka natanko tedaj, ko je gladek kompozitum
50 @, 0@t =id. Identicna preslikava pa seveda je gladka.

Zato je seveda tudi preslikava
(90047D90a) . TMUa - TUa e Va X Fn,

podana s predpisom

(e Dpa)(m) = (Pa(m(m), (Dpuomypa)(m))
gladka. (To poudarjamo zato, ker pri definicijah ne zaénemo s predpostavko, da je

¢ gladka. Najprej govorimo le o prehodnih preslikavah.)

2.2.1 Naravna lokalna umeritev tangentnega sveznja

Pois¢imo za vsako karto (U,,¢s) na M sistem n = rang(T'M) = dim(M) linearno
neodvisnih prerezov sveznja T'My_, = T'U, na ¢imbolj naraven nacin.

Naj bo m € U, C M poljubna tocka, v,, € T;,M = 7~'(m) tangentni vektor in
©va(m) = x slika tocke m. V koordinatah imamo

Ya(m) = = (af,25,...,20).
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Spomnimo se lokalne trivializacije
To : TU, — V, x R,

podane s predpisom

Ta (Um)

I
/N
S
2
3
S
3
S
2
=
=

Definirajmo, kakor prej:

si(m) = 7. (ga(m), &)

kjer je pq(m) = x. Torej:
s3(m) = (Dimyea) 1(0,...,0,1,0,...,0).

)

Po definiciji odvoda: (m = ¢, (z))

d _
si(m) = %ho P (2 +te;)
d -1/, .« « « a a
- %ho Pa (‘rla s L1, Xy + t7xi+1’ v 7xn)'
Oznac¢imo P
$£(m) = ).

Oglejmo si razlog za to oznako. Spomnimo se, da so tangentni vektorji diferencialni
operatorji. Vzemimo si poljubno funkcijo

f:M—R
in poglejmo, kako nanjo deluje tangentni vektor s;(m). Izra¢unajmo torej
s; (m)(f)-
Pot skozi m, katere tangenta v m je enaka s$(m), je
Y(t) = o (@ +te) = o (@], a g, a  tal g, 2.

Torej:

S) = Sl 7O

«

d - o o o (e}
— %‘to f(gpal(xl,...,ml,xi +tad ..., T)
(fea') . a o o)

— W(xl,...,x ey T ).
i
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Za vsako izbiro karte o so koordinate tocke m drugacne, (22, ..., 2%) # (27, ..., 2P).

Toda kartezicni koordinatni sistem na V, N Vj je isti ne glede na to, ali smo v V,, ali
v V3 C R". Torej lahko pisemo:

sm)() = M) ag, ),

Opomba 4 Vektorja (52 )(m) in (%)(m) sta seveda v splosnem razlicna.

Naravna baza (umeritev) lokaliziranega sveznja T'My,, je torej sistem prerezov:

22 0,
0z’ 023 a0

Definicija 16 Gladko vektorsko polje na M je gladek prerez tangentnega sveznja T'M

X: M — TM

m +— X(m)eT,M CTM.

MnoZica vektorskih polj na M je vektorski prostor, ki ga bomo oznacevali s simbolom
['(M).

Lokalno lahko vsako vektorsko polje zapisemo v obliki:

Velikokrat pisemo krajse:
_ 0
= i\m)=—,
X(m) E a;(m) D

i=1

kjer so a;: U, — R gladke funkcije. Opazimo, da nam vsako vektorsko polje
X M—TM

podaja smerno odvajanje v vsaki tocki m € M. Naj bo

X(m) =3 alm)

=1
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lokalna izrazitev X na U,. Tedaj imamo operator
X :E(M) — &Y M),

ki je lokalno podan s predpisom:

x(fm) =3 asm) 222 ().

0x;
i=1 v

Funkcija X (f) je res gladka funkcija, saj je f o ¢,' gladka po definiciji gladkosti f.

Primerjajmo sedaj lokalne izrazitve vektorskih polj med seboj. Primerjajmo torej
izrazitvi

0 0
X = i(m)— = bi(m)—:.
(m) = S ey = >ty
Spomnimo se, da v splosnem velja:
ai(m) bi(m)
Gop(m) [ =1
an(m) bn(m)
Torej, v nasem primeru:
ai(m) bi(m)
Dgm (950 93" : =
a,(m) bn(m)

Od tod dobimo

0 = 0
Dl o ee) (z) = 2 (Pmlosea)) - e

2.3 Integralske krivulje in tokovi vektorskih polj

Naj bo M gladka mnogoterost in X € I'(T'M) vektorsko polje. Naslednji izrek je
posledica osnovnega eksistencnega izreka za navadne diferencialne emacbe.

Izrek 3 Naj bo m € M in X(m) # 0. Tedaj obstaja krivulja

B:(—€e€) — M,
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za katero velja zacetni pogoj
p(0) =m
m .

ﬁ(t) = Xﬁ(t), t e (—6,6).
Pravimo, da je (3(t) integralska krivulja polja X skozi tocko m.

Dokaz: Naj bo U, m € U C M odprta okolica tocke m, in
6:U—V CR"

lokalna karta. Denimo, da je skréitev TMy = TU trivialen svezenj (npr. U je
kontraktibilna). Tedaj je preslikava

7:TU — V x R",

podana z
7(vn) = (B(r(vm)); DuBvm)),

lokalna karta mnogoterosti T'M. V tej karti je vektorsko polje X podano kot vektorska

funkcija
Fl(l’l, RN ,S(Zn)

F:V—R" Flxy,...,z,) = :
Fn(mly s 7xn)
Integralska krivulja polja F' je krivulja

vi(=6e) — V

za katero velja:

oziroma v koordinatah
rr = Fl(l‘l,ﬂfz,..-,xn)

: (10)
Ty = Fu(x1,29,...,2,).

Pri nasih pogojih (gladkost X, gladkost F') nam eksisten¢ni izrek za navadne diferen-
cialne enacbe zagotavlja obstoj natanko ene krivulje

() = (xl(t),xg(t),...,xn(t)>,
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za katero velja (10) in ki ustreza za¢etnemu pogoju v(0) = 3(m).

Iskana krivulja 3: (—¢,€) — M je tedaj B(t) = o~ 1(v(t)).

Definicija 17 Tok gladkega vektorskega polja X na gladki mnogoterosti M (v okolici
U neke tocke m € M ) je enoparametricna druzina lokalnih difeomorfizmov

®,: U — M,
pri kateri je t € (—e¢, €) parameter. Druzina je podana s predpisom
Pi(p) = Bp(1),
kjer je B, integralska krivulja polja X skozi tocko p,
Bp(t) = X0
m
5(0) = p.

Za tok vektorskega polja velja mikrogrupna lastnost.

Trditev 4 Naj bo ®; tok vektorskega polja X . Tedaj velja
(b(s—i-t) = @5 o ®t7
ée so le |t], |s| in |t + s| dovolj maghni.
Dokaz: Krivulja a(s) = ®4(®P,(p)) je integralska krivulja polja X z zacetno vredno-
stjo a(0) = ®.(p). Krivulja

B(s) = D (opp (p)

je prav tako integralska krivulja polja X z zaetno vrednostjo 5(0) = ®;(p). Iz
edinosti v eksisten¢nem izreku in ODE sledi:

Dy (Pe(p)) = Psse(p)-
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2.4 Liejev odvod

Naj bo M gladka mnogoterost. Izraz Liejev odvod oznacuje ”"smerni” odvod nekega
tenzorskega polja (funkcije, diferencialne forme, vektorska polja, metrike, matri¢cnega
polja, ...) vzdolZz nekega izbranega in fiksiranega vektorskega polja X na M.

Definicija 18 Liejev odvod gladke funkcije f: M — R vzdolZ vektorskega polja X na
M je podan s predpisom

d
L/ = eleof (Bx ()
kjer je Bx:(—¢€,€) — M integralska krivulja X skozi m.

Liejev odvod funkcije je torej kar obic¢ajni smerni odvod.

Preslikava f — Lx(f) je preslikava prostora C*°(M ) vase. Ta preslikava je linearna
in ustreza Leibnitzevemu pravilu:

Lx(gf)(m) = (Lxg)(m)f(m)+ g(m)(Lx f)(m).
Res:

Lx(of)m) = Slolof)(Ox(0)

= Lleolo(Bx ) F3x(1)

= (£x9)(m) fon) + g(m)(Lx f)(m).

Naj bo sedaj Y € I'(TM) Se eno vektorsko polje na M in naj bo ®X:U ¢ M — M
tok vektorskega polja X v okolici tocke m € U. (®F (m) =m ).

Definicija 19 Liejev odvod vektorskega polja Y wvzdolZ vektorskega polja X je novo
vektorsko polje, podano s predpisom

d _
(LxY)(m) = 2l [ (Dn®)) (Y (Bx(1)].
Pri tem je Bx(t): (—e, €) — M integralska krivulja polja X skozi m.
Komentirajmo zgornjo definicijo. Krivuljat +— (D,,®X)~}(Y (8x(t)) je pot v prostoru
T,,M. Tangenta v ¢ = 0 na to pot je spet vektor v T,,M. Torej je (LxY)(m) res

element tangentnega prostora T,, M, zato je LxY res vektorsko polje na M.
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Pois¢imo izrazitev Liejevih odvodov Lx(f) in LxY v lokalnih koordinatah. Naj
bome U C M iny:U — V C R" lokalna karta. Vsaki tocki p € U priredi ¢ lokalne
koordinate

o(p) = (z1(p), 22(p), - . . zn(p))-
Odvod karte ¢ je preslikava
Dy :TU =TMy — TR" =R" x R",

ki je v vsaki tocki p € M podana z

(D)X (D) = ((@1(p): 22(p), - 20(p)). (X3 (1), Xalp), ., X)),

kjer so X;(p) = X;(x1(p), ..., z,(p)) komponente slike tangentnega vektorja X (p) €
T,M glede na preslikavo D, . Izrazimo krivuljo Sx(f) v nasih koordinatah:

1(t)
By (t) _ $2:(t)
xn(t)

Za njen casovni odvod, oziroma za njeno tangento, velja

5 ) Xi(#1(1), - walt))
- | 20 X2<x1(t),'...,wn(t)>

in(t) X, (xl(t), :. . ,xn(t)>

S ¥ x(t) oznac¢imo krivuljo, ki jo dobimo, ¢e krivuljo Sx(t) s karto ¢ dvignemo na
mnogoterost M:

Ux(t) = o(Bx(1)).

a) Odvajajmo sedaj lokalno izrazitev f = f o ¢ funkcije f vzdolz lokalne izrazitve

¥x (t) krivulje Bx (t). Imamo f(p) = f(x1(p), ..., z»(p)). V nadaljevanju bomo opustili
akcent ~ nad f.

(ExP)m) = Slemol (Bx(0)

d
= Ll f((@i(8), 22(1), . 2a(1))
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((grad(f))(B(m), (#1(0), #2(0), ..., #n(0)))
= <grad(f)(m), X(m))

- Q gf Jm).

Koordinatni zapis Liejevega odvoda funkcije f v smeri polja X je torej
(L 11
xf)(m Z 3% (11)

b) Pois¢imo sedaj Se lokalno izrazitev Liejevega odvoda LY polja Y v smeri X.
Koordinatni izrazitvi nasih polj sta podani s komponentami

Xi(x1, ..y xp), Yi(xy,...,z,), i=1,...n.

Naj bo spet 1x(t) lokalna izrazitev integralske krivulje [Bx(t) polja X skozi m.

Krivulja 1x(t) torej poteka skozi B(m) = zo = (29, 29,...,2°%). Tok vektorskega

’n

polja X v lokalni karti ¢ je enoparametricna druzina lokalnih difeomorfizmov
Izrazeno v koordinatah:

Ulzy,...,z,)
v

(1, ..y Tp) — ?(ml,:..,xn)
\IJ?(:cl,‘. ey Tp)
Spomnimo se: ®y = id (sledi tudi iz mikrogrupne lastnosti.) Torej:
Yi(¢x(t))
(£Y ey = (s, (1) Yl(l/’sx (®)
Yi(¢x(t))

Po t odvajamo produkt matrike in vektorja, torej moramo uporabiti Leibnitzevo
pravilo. Oznacimo:

Jacg, (Vy) = A(t) : (—€,€) — GL(n,R).

Ker je ¥y: R" — R" identi¢na preslikava, Uy = id, je tudi Jacg,(¥y) = A(0) = id. Z
odvajanjem identitete

d

AT A = Id pri
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dobimo
n zato

oziroma p p
%‘t:o(JaCj‘o\pt)_l = —altzoJacfo(\IJt).
Spomnimo se, da je tok W; ”sestavljen” iz integralskih krivulj ¢ x () polja X, torej:

oX1 90Xy 90Xy

ox1 Oxo T Oxn
d 0y 9%, Xy
-1 _ ox1 Oxa te OTn
E‘t:g(JaCfO\Ift) = — ) . )
0Xn  OXn 0Xn
Oxn Oxa T Oxn T=Zo

V drugem sumandu nase Leibnitzeve formule nastopa odvod

d
Zlemo Y (x(1). (12)

Vsaka komponenta 12 je Liejev odvod funkcije Y; po polju X. Torej:

|t oY (¢x (1) Zax
J

Spravimo oba rezultata skupaj in dobimo izrazitev LxY v lokalnih koordinatah:

"L 9Y, X,
Y), = —X, — —Y..
([’CU )l ; axj J axj J

Sedaj bom podali alternativno definicijo Liejevega odvoda vektorskega polja.

Trditev 5 Naj bosta X in'Y dve gladki vektorski polji na M. Diferencialni operator
[X,Y] na C*(M), podan s predpisom

[(X,Y](f) = Lx(Ly(f)) = Ly (Lx([)),

je diferencialni operator prve stopnje. (Ustreza Leibnitzevemu pravilu.)
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Dokaz: Racunajmo v lokalni karti ¢.

Lx(Ly(f)) = Z 8:61 ZL‘X 83:'1

= zn:(ﬁx(g_i)yi + g—“xfiﬁx(yi))

i=1

a Z( Z ax ax] (’hz Z >
B ]; ox; 81’ Z Ox; 2:: 0%

Torej:

o Of O, X,
Wﬂm—ﬁwﬂgaﬁ7%ﬁ>

Zgornji racun pa pokaze Se ve¢. Za vsak f € C*°(M) imamo

(X, YI(f) = (£xY)(f).

Torej, Liejev oklepaj polj X in Y je operator na prostoru C*, ki pocne isto kot smerni
odvod vzdolz polja LxY, skratka [X, Y] je smerni odvod v smeri LY. Ker so smerni
odvodi na M isto kot vektorska polja, lahko piSemo:

LxY =[X,Y].
Iz lokalne izrazitve Liejevega odvoda takoj vidimo, da velja
EXY - —,CyX,

oziroma pisano z oklepajem

X,Y] = ~[v. X].

Bralec lahko za vajo sam dokaze tole trditev.

Trditev 6 Za Liejev odvod velja Leibnitzevo pravilo, ¢e za produkt polj vzamemo
Liejev oklepay.
Lx[Y,Z]=[LxY,Z]|+ Y, LxZ]. (13)
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Formulo (13) lahko zapisemo tudi nekoliko drugace:
(X, [V, 2]+ [Z, [X, Y]]+ [V,[Z X]] = 0.

V tej obliki se nase Leibnitzevo pravilo imenuje Jacobijeva identiteta.

Liejev odvod oziroma oklepaj izrazimo $e na en nac¢in. Naj bosta ®;¥ in ®¥ tokova
polj X in Y. Tedaj velja:

XYM = oo o (F@F (@) () — (@} (@Xm)). (10

Res, imamo

d d
T =0 f(@F(@F (m)) = —limo f(Ly f(®F () = Lx(LyY ) (m),
zato nam odvajanje po s in po t v formuli (14) da

[X7 Y](f) - »Cz(ﬁy(f)) - Ey(ﬁx(f))'

Formula (14) ima zelo jasno geometrijsko interpretacijo. Oklepaj [X,Y] meri
infinitezimalno razliko med kon¢énima tockama poti

CDUX u € [O’t]
n(u) = { Y (DY) weltt+s]

in
() = oY u € [0, s]
PATT o) (@) welst+s).
Ce nas ti dve poti (pri dovolj majhnih s in ¢) pripeljeta v isto tocko, bo seveda veljalo
[X,Y] =0, saj bo tedaj [X,Y](f) = 0 za vsak f. Tedaj pravimo, da polji X in YV
komutirata, ali da sta v involvaciji.

Primer 5 Naj bo S C M 2-dimenzionalna podmnogoterost in o:U — R"™ podmno-
goterostna karta:

0 (UNS,U) — (R* x {0}"2,R").
Vzemimo koordinatni vektorski polji 8%1, 8%2, polji X1 in X5 pa naj bosta sliki koordi-
natnih polj glede na odvod karte. Torej

0
al’i

X;=D(e H(z—), i=1,2.
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S pomocjo zgornje geometrijske interpetacije se je lahko prepicati, da v tem primeru
velja
[Xh XQ] - O

Pomembno in netrivialno dejstvo pa je, da je res tudi obratno. Ce sta Xy, Xo komu-
tirajoci polji na M, tedaj okoli vsakega p € M obstaja lokalna karta (U, p), tako da
velja

¢ : (R? x {0}" 2, R") — (SNU,U).
Velja

0 :
D )(5-) =X, i=12

Polji X1 in X5 sta torej tangentni na ploskev S C M. Pravimo, da je ploskev S
integralska ploskev para vektorskih polj X, in Xo. Trditev, da taka ploskev obstaja, je
poseben primer znanega Frobeniusovega izreka.

Naslednja lema govori o ”ekvivariantnosti” Liejevega odvoda glede na delovanje grupe
difeomorfizmov.

Lema 1 Naj bo F: M— M difeomorfizem. Tedaj velja
(Lo(f - F))(m) = (Lore) (f))(F(m)).

Dokaz: Naj bo (x(t) integralska krivulja polja X skozi tocko m. Tedaj:

(L. - F))(m) = o f(F(Bx(0). (15)
Velja pa ;
oo F(5x (1)) = (D) (X (m)).

Torej je desna enacbe (15) res smerni odvod funkcije F' v tocki F'(m) v smeri vektorja
(D E) (X (m)).

O

Sedaj lahko hitro dokazemo, da difeomorfizmi delujejo kot izomorfizmi glede na Liejev
produkt. Natancneje, velja naslednji izrek.

Izrek 4 Naj bo F: M — M difeomorfizem in naj bosta X,Y € ['(TM) gladki polji
na M. Tedaj velja:

DF(X, Y1) = [DF(X), DE(Y)] .
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Dokaz: Oznacimo

A= DF[(X,Y])(f)(F(m)).

Po zgornji lemi imamo:

A= [(X,Y]())(F(m)) = [(X,Y](f o F)(m).
Po tretji definiciji Liejevega odvoda sedaj dobimo

i YipX X(&Y
= G ls=0, =0 (F(F(®, (7 (m)))) = (f(F(P (D (m))))-

Ce spet uporabimo prejsnjo lemo, nazadnje vidimo

A = %h o(Lorw) [)(F(®; (m))) — ;i\s o(Loreo ) (F (g (m)))

= (Loreo(Lore)(N))EmM)) = (Lory)(Lorx) () (Fim))
= [DF(Y), DF(X)](f)(m).
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3 Kotangentni svezenj in diferencialne forme

V tem poglavju bomo najprej opisali dualni objekt tangentnega sveznja in dualne
objekte vektorskim poljem. Dualni objekt vektorja je funkcional. Konstruirali bomo
torej objekte, ki bodo dualni vektorskim poljem na nacin, ki bo analogen dualnosti
med vektorji in funkcionali. Nekoliko kasneje se bomo posvetili se objektom, ki bodo
dualni distribucijam.

Definicija 20 Naj bo m: E — M gladek vektorski svezenj. Dualni svezenj mw: E* — M
sveznja E je sveZeng, katerega vlakna so dualni prostori

T (m) = (7 (m))".

Naj bo U = {(Uy, pa);a € A} atlas na M in naj bo m: E — M svezenj s kociklom
{gop : Ua NUsz — GL(n; F)}.
Pri tem je n = rkE. Svezenj : E* — M je tedaj podan s kociklom
{has = (9ap) ™" : Ua NUs — GL(m;F)}.

Definicija 21 Naj bo M gladka mnogoterost in T M njen tangentni sveZenj. Dualni
svezenj (TM)* se imenuje kotangentni sveZenj. Oznacujemo ga z T*M .

Definicija 22 Gladek prerez kotangentnega sveznja se imenugje diferencialna 1-forma.

Naj bo w € T(T*M) = Q' (M) diferencialna 1-forma in X € I'(T'M) vektorsko polje.
Za vsak m € M imamo:
X(m) € TuM ,  wm € TEM = (T,M)".

Torej imamo podano paritev:
wm(X(m)) € R,

saj je
W - TyyM — R

linearen funkcional na T,,M. Predpis

wX): M — R

m o wp(Xn)

je torej gladka funkcija na M.
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3.1 Lokalni opis 1-forme

Naj bo (U,, pa) karta na M. Karta nam podaja trivializacijo T My, = TU,. Lokalno
trivializacijo lahko podamo z n = dim(M) linearno neodvisnimi prerezi. Naravno
bazo prerezov glede na karto ¢, smo oznagcili z

o 0 0

n

Vsako vektorsko polje X € I'(T'M) lahko lokalno izrazimo v obliki
X(m) = En a-(m)i.
I 9
]:1 J
Naj bodo sedaj

dxf Uy — T*U,

prerezi dualnega sveznja, za katere velja

dx;(m)( 0 (m)) = 5,

ox
Za vsak m € M je torej baza {dz'(m)} dualna bazi {32:(m)}.

Vsako 1-formo w € Q!(M) lahko torej lokalno zapisemo v obliki

Wi = Z b;(m) dx(m),

ali na kratko

w= i b, dx3.
i=1

Naj bo sedaj X =>""" | aia% vektorsko polje. Paritev med poljem X in formo w
se lokalno izraza s formulo

win (X (m)) = Z bi(m) - a;(m).

Ta izraz nas spominja na lokalno izrazitev smernega odvoda

N

- o
— 0§

X(f)(m) (m) - ai(m)
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funkcije f: M — R vzdolz vektorskega polja X. Zato se lahko vprasamo, v kaksni
zvezi so funkcije in 1-forme.

Naj bo torej f: M — R funkcija. Oglejmo si njen odvod, oziroma diferencial.
D,.f:T,M — R.

Vsakemu tangentnemu vektorju X (m) € T,,M ta preslikava priredi skalar

(Dnf) (X(m) = D7 —ai(m).

pri Cemer je

- 0
a .

i=1 g
Diferencial funkcije torej deluje na enak nacin kot 1-forma. Drugace povedano, smerni
odvod funkcije f je paritev

(X)) = (G Fo (o))

n

Odvod ali diferencial funkcije f: M — R, ki se lokalno izraza z

8 fia a fia

—
0x§ Oz

(

),

torej deluje kot funkcional na vektorskih poljih in je zato 1-forma.

Definicija 23 Diferencialna 1-forma w € QY(M), za katero velja
w=Df
za neko funkcijo f: M — R, se imenuje eksaktna forma. Obicajno pisemo
w = df.
Zgornjo definicijo moramo Se opraviciti. Pokazati moramo, da je eksaktnost neod-
visna od izbire lokalne karte. Oglejmo si torej, kako se eksaktnost vede glede na za-

menjavo trivializacije, oziroma lokalne karte. Naj bo w € QY (M) in naj v (U,, o)
velja

w = df.
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To pomeni: na ¢, (U,) C R" imamo:

n
w=2
i=1

kjer je f¢ = fop,:R" — R za neko funkcijo f: M — R. Naj bo sedaj polje X lokalno

aa
du®
oz i

podano z
- 0
X = a;
ZZ:; ox
Tedaj
w(X =
=1
Zapisimo:
afe\ T ay
oz
. az
Df* = : , in X°=
ofe
oy an
Tedaj

w(X) = (Df) - X*

Naj bo sedaj (Us, pg) neka druga umeritev istega dela mnogoterosti M. Oglejmo
si, kako izgleda D f? v primerjavi z D f*. Imamo

[P =fous
in zato
fP=fops'=fop. o(paops') = faolpsows )™ = faoygms
Verizno pravilo za odvajanje nam da:
Df? = Df* - (Dgap)".

Spomnimo se:

b1 a1
b a
XP=| 7| =Dgas- X*=Dgus- | .
by i

Uporabimo D f# na X®. Dobimo:

DfP(XP) = Df*  (Dgag) ™" - DgapX® = Df*- X% = Df*(X®).
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Dokazali smo torej, da je paritev neodvisna od izbire karte. Eksaktnost forme je zato
dobro definiran pojem.

Spotoma smo v resnici skoraj ze dokazali tudi tole trditev.

Trditev 7 Naj bo {gag} kocikel prehodnih preslikav mnogoterosti M glede na atlas
{U = Uy, pa); € A}. Tedaj je kocikel sveznja T*M podan z {(Dg;ﬁl)T}.

Dokaz: Odvodi D f® so vrstice, zato so (D f*)T stolpci. Ce hoc¢emo, da bodo pre-
hodne preslikave delovale z leve, morajo biti elementi 77 M stolpci. Torej dobimo:

(Df*)" = (Df*-(Dg})) = (Dgas) ) - (DF)"

Ce to transformacijsko pravilo velja za eksaktne, mora seveda veljati za poljubne
1-forme.
O

?Invariantnost” eksaktnosti lahko povzamemo tudi takole. Ce je forma w taka, da
v umeritvi (Uy, ¢,) velja
n
w= Z o, dzy,
i=1

in obstaja f¢, za katero velja:
of*

= v
al’i 1%

1=1,...,n,
tedaj tudi za izrazitev
n
w= Z 3 da?
i=1
nase forme v drugi karti obstaja funkcija f?, za katero velja

off
a.ﬁEi N

Bi.
To funkcijo dobimo s predpisom

fﬁ = fa ° (gaﬁ>71'

Pomembno vprasanje je, ali so vse 1-forme diferenciali funkcij? Seveda hitro
vidimo, da je odgovor negativen. To vprasanje je sorodno vprasanju, ali je vsako
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vektorsko polje gradientno. Videli pa bomo, da je to vprasanje zelo zanimivo. Velja
namrec: Tudi, ¢e je neka forma na vsaki karti diferencial neke funkcije, ni nujno, da
obstaja globalna funkcija, da bi veljalo

w = df.

Ovire za obstoj take globalne funkcije so topoloske. Na enostavno povezanih mno-
goterostih obstoj globalne "potencialne” funkcije f sledi iz obstojev ”lokalnih po-
tencialov”, ¢e pa M ni enostavno povezana, obstajajo forme w € Q((M), ki imajo
lokalne potenciale, globalnega pa ne.

3.2 Integral 1-forme

Ker je 1-forma objekt, ki je dualen vektorskemu polju, je dualen tudi 1-dimenzionalnim
podmnogoterostim v M, in sicer v temle smislu.

Naj bo:

v la, b — M
gladka krivulja v M in w € Q7 '(M) 1-forma na M.

Definicija 24 Integral 1-forme w vzdolZ krivulje v je podan s predpisom:

/f} - /ab n ey (F(t))dt.

Trditev 8 Integral 1-forme je neodvisen od parametrizacije krivulje .

Dokaz: Naj bo t(s) reparametrizacija 7. Torej

Bs) =(t(s)) : [, f] — M.

Imamo
dt

/ab Wr (t) ('V(t))dt — /aﬁ Wry(t(s)) (%’V(t(s)) t'(s) ds

_ /a S (%5'(5)) tds

8
= [ wnl@) ds
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O

Zgornja definicija torej res podaja paritev med 1-formami in 1-dimenzionalnimi podmno-
goterostmi, pa tudi krivuljami, ki niso podmnogoterosti.

3.3 Diferencialne k-forme

Sedaj bomo konstruirali objekte, ki bodo dualni ve¢dimenzionalnim podmnogoterostim.
Kakor 1-forme, bodo tudi ti objekti prerezi nekega primerno konstruiranega vek-
torskega sveznja. Najprej bomo nasSe objekte opisali infinitezimalno. To pomeni,
da bomo povedali, kakSne vrednosti zavzemajo nasi prerezi. Opisati moramo torej
vlakno sveznja, katerega prerezi bodo k-forme. Zaceli bomo z objekti, ki bodo dualni
dvodimenzionalnim podmnogoterostim.

Definicija 25 Linearna 2-forma w na R"™ je predpis
w:R" xR" — R",
za katerega velja:

w(axy + By, y) = aqw(ry) + Pw(za,y)
w(z, oy + By2) = aw(r,y1) + Bw(z,y2)
w(x7y> —w(y,x).

Primer 6 Naj bo w v R" podan s predpisom:
w(v1,v9) = ploséina orientiranega paralelograma, ki ga razpenjata vy, vs.

Naj bo {e1,e2} poljubna baza v R™.

V1 = v11€1 + vV12€2
Vg = vj1€1 + V2g€sa.

Tedaj imamo
V11 V11

w(vy,v9) = det
V12 V22
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Primer 7 Naj bo sedaj nas ambientni prostor tridimenzionalni evklidski prostor R>.
Opisimo 2-formo, ki podaja potek tekocine skozi enoto ploscéine. Oznacimo s &, &
vektorja, ki razpenjata paralelogram, skozi katerega se pretaka tekocina, v pa naj bo
hitrost pretakanja tekocine skozi ta paralelogram. Volumen tekocine, ki se v dani
casovni enoti pretoci skozi nas paralelogram, je podan s predpisom

wy(€1,&2) = (v,&1 X &a).

Primer 8 Naj bo sedaj nas ambientni prostor n-dimenzionalni realni prostor R™.
Izkaze se, da za vsako 2-formo wy na R™ obstaja sistem V', sestavljen iz n—2 vektorjev

V ={v,v9,..., 002},

tako, da velja naslednje. Naj bo {eq, ..., e,} poljubna baza v R™ in naj bo

n
(e E Uij €j.
=1

Forma wy je podana s predpisom

Ui V21 ... Un-2)1 ST

Vi2 V22 ... Un-2)02 §12 &2
Wy (fla 52) = det . .

VUin V2n ... Un-2)n gln EQn

Pri tem seveda velja

& = Zfz‘j €.
j=1

Definicijo 2-forme takole razsirimo na predpise s k argumenti, ki jim pravimo
k-forme.

Definicija 26 Preslikava
W:R"XR"x...xR" —R
je k-forma na R", ce velja:
w(avy + fwy, va, ..., v) = aw(vy, Vo, ..., U,) + Lw(wy, ve, ..., v,)
m
W(Ve(1); Vo(2)s - - - » Va(k)) = sign(o) w(vi, v, ..., vk),

kjer je o poljubna permutacija k-elementov.

20



Primer 9 Naj bo spet {ey,...,e,} poljubna baza v R"™ in naj bodo

& = ng €
j=1

razvoji vektorjev &, i = 1,...,n po tej bazi. Osnovni primer n-forme na R"™ je podan
s predpisom
§i1 &1 oo &t
§12 &2 .. &2
w(flaf%"'agn):det . . :
gln 5271 ce e gnn

Tako formo vcasth imenujemo volumska forma.

Primer 10 Opisimo sedaj k-formo na R", kjer je k < n. Oznacimo spet z

V= {Ul, Ce 7U(n—k)}

sistem (n — k) fiksnih vektorjev. Naj bo {e1,...,en} spet poljubna baza. Formo w,
definirajno s predpisom

Vit --- Y-k ST 351

V12 -+ U(n—k)2 S12 - &2
wv(fl,...fk) = det . . : . .

Vin -+ Un-2)n gln s SQn

Nas cilj je sedaj pojem k-forme globalizirati na nacin, ki je analogen razsiritvi
tangentnega vektorja v vekorsko polje ali funkcionala na tangentnem prostoru v dife-
rencialno 1-formo. To bomo spet naredili tako, da bomo k-formo definirali kot prerez
primernega vektorskega sveznja. Iz definicije je ocitno, da k-forme na R" tvorijo
vektorski prostor. Ta prostor bo vlakno nasega sveznja.

Zaceli bomo s tem, da bomo natancneje opisali strukturo vektorskega prostora
k-form.

3.3.1 Vnanji produkt 1-form

Definicija 27 Naj bosta wy,ws I-formi na R™. Vnangi produkt wi,ws je 2-forma,
podana s predpisom:

(w1 Awa)(&1,&2) = det (ZIEZ% Zzgz%) '
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Zgornji predpis res podaja 2-formo. Velja namrec

(w1 Awo)(a&y + B, m) = det <w1(a§1) +0&) w(a&r) + 652))

wl(ﬁ) w2(77)
= qet (@) F B wi&) aw(ab) + B wa(&)
- e < w1(n) 2 () )

awy (&1) + Pwi(§2)  wi(n)
= det (an(&) +ﬁw2(§2) wa(n) )

- e e (56 50) 0 w28 20)

= afwi Aw)(&,n) + ﬁ w1 Aws)(&2, 7).
Osnovna lastnost determinante zagotavlja tudi, da velja
w1 /\u)g = —W2 /\wl.

Definicija 28 Naj bodo w;, i = 1,...,k linearne 1-forme. Vnanji produkt 1-form na
R"™ je podan s prepisom

(wl /\WQ/\---/\wk)(glag%“'v&f) = det . : :
wa(&r) walle) .o wilé)

Spet se je lahko prepricati, da je wy Awy A. .. Awy linearna k-forma na R". Linearnost
dokazemo tako, kot zgoraj. Osnovne lastnosti determinante spet zagotavljajo, da
velja

(wl N Wa VANAN wk)(fa(l),@,(g), c. ,fg(k)) = sign(a)(wl A 95) N A wk)(gl,gz, ,fk)

Vnanji produkt nam bo pomagal razumeti strukturo vektorskega prostora k-form. Ta
prostor bomo opisali s koordinatami. Izberemo bazo {e;};=1. ., prostora V =R". V
tej bazi elemente v € R" podajamo z:

-----

U1
n
V2
V= . = Z V;€;.
: i=1
Un

Opremimo sedaj prostor 1-form W = V* z dualno bazo {f;}. Velja torej
E(ej) =< fi,ej >= (SZ]
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Elemente w € W torej podajamo z
n
w= (W1,wa, ..., W) = Zwifi.
i=1

Lotimo se sedaj predstavitve 2-form. Linearne 2-forme so bilinearni funkcionali, torej
bo njihova koordinatna izrazitev matrika. Naj bo w = w; A w9, in naj bo

wr = (wi,wy,...,w})
wy = (w%,w%,...,wi)

glede na bazo {f;} dualno bazi {e;}. Bilinearnost nam da:

n

w(v,w) = Z viw; - w(e;, ;).

ij=1
Izracunajmo w(e;, e;) = (w1 A wa)(e;, €;). Po nasi definiciji imamo

w(ei ej) = (w1 Aws)(eis e5) = wileswa(e;) — walewi(e)) = wiw] — wiw;
Pois¢imo matriko © = (w;;), za katero bo veljalo

el - Q-ej=wlee))

za vsak i, = 1....,n. Oznac¢imo:

1,2 12 1,2

WiWw] Wiwi ... Wiw:

wiw? wiw? .. wil?

T Wi Wal 2Wn

w1 @we =wj -wy = .
1.1 22 1,2
Wpwy Wiwi ... Wewi

Takoj se lahko prepricamo, da velja:
Q =w; Qwy — Wy X wq.

Opazimo tudi: wy ® w; = (w; ® wy)T. Nasa konstrukcija in linearnost vseh operacij
in postopkov nam da

wv,w) =v" - Q- w =0T (W @wy —wy ®wy) - w.

Operacija, ki smo jo zgoraj oznacevali z ®, se imenuje tenzorski produkt.
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Definicija 29 Naj bo V' wvektorski prostor in vi,vy € V. Tenzorski produkt elementov
v v? je bilinearna preslikava (forma)

Vv VEX TV — TV,
podana s predpisom

(v' @ v?)(wy, wy) = v (w1) - V2 (wy).

Naj bo {e;} baza V. Koordinatna izrazitev tenzorskega produkta v' ® v? glede na
bazo {e;} je matrika:

U1 1,2 1,,2
Uy V11 UnUn
12 01 (T _ 2 2 2y _ . .
vevi=v (7)) = 0| (v]0,.,0,) = : oo ;
- 1,2 1,2
; vivi oo ol
n
pri cemer je v' = 377 | vle;. Naj bo sedaj {fi} druga baza in naj bo G:V — V
prehodna preslikava

Koordinatna izrazitev v! @ v? v bazi {f;} je tedaj
v @vt =GO -G = G(Ul . (v2)T> GT,
pri cemer je v' - (v?)T koordinatna izrazitev v* ® v? glede na {e;}.
Definicija 30 Tenzorski produkt vektorskih prostorov'V in U je vektorski prostor

V®@U =span{v®@u;v € V,u € U} = span{e; ® f;},
kjer je {e;} je baza za V in {f;} je baza za U.

Naloga 2 Naj bosta V,U vektorska prostora: DokaZite, da velja
V ®U* =Hom(U, V).

Namig: Naj bo a € V € U*. Teday:

o= E vi®u;f

ij

in za poljuben vektor & € U lahko definiramo

a(§) =D v () = Y ui(€) v
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Definicija 31 Vnanji produkt vektorjev v',v* € V' je podan s predpisom.:

VA =0l @0 — vt @l
Definicija 32 Vnanja potenca vektorskega prostora V' je vektorski prostor
A*V = span{v Au ; v,u € V} = span{e; A e;},
kjer je {e;} baza V.

Ocitno velja
VAV CV®V.

Glede na identifikacijo V@V ~ Hom(V*, V) so elementi V AV natanko antisimetricni
operatorji.

Vi§je tenzorske produkte lahko definiramo na analogen nacin. Prostori V®* so
prostori k-dimenzionalnih ”kubi¢nih” matrik, oziroma k-linearnih preslikav.

Definicija 33 Naj bo V wvektorski prostor in vy, v, ..., v € V vektorji. Njihov vnangi
produkt je podan s formulo

V1 AUy, ..., NV = Z (_1)sign(a)va(1) N Vg Ny« ooy NUg (k) -

ogES),
Vnanja potenca A*V vektorskega prostora V je vektorski prostor

A*V = span{e;, Aey, Aei, A...e;; e € baza(V)}.
Prostor A¥V je podprostor v V&,

Definicija 34 Naj bosta G:V — V in H:U — U linearni preslikavi. Njun tenzorski
produkt je definiran s predpisom:

GRH: VU —VeU

(G H)(D viou)=> Gv) @ Hu).

iJ i
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3.3.2 Konstrukcije novih sveznjev iz starih

Zgoraj smo opisali nekaj nacinov, kako iz vektorskih prostorov dobimo zanimive nove
prostore, katerih elemente s skupnim izrazom imenujemo tenzorji. V tem razdelku
bomo te konstrukcije na ociten nacin posplosili na vektorske sveznje.

Definicija 35 Naj bosta mg: E — M in wp: F' — M vektorska sveznja nad isto bazo.
Tenzorski produkt sveinjev E in F je sveZeny m: 2 @ F — M, katerega viakno je:

7 (m) = 75! (m) ® w5 (m).

Naj bo E podan s kociklom {gas} in F' s kociklom {ha.s}. Tedaj je E ® F podan s
kociklom

{gaﬁ ® hocﬁ}'

Definicija 36 Naj bo mg: E — M wvektorski sveZenj, podan s kociklom {gas}. Tedaj
je svezenj T: A*E — M, katerega vlakno je:

k
{A*9ap} = {9ap © gap @ - ® gap + A7~ (m) — APr~(m)}.

Svezenj A*E se imenuje k-ti vnanji produkt sveinja E.
Zgornja definicija nam sedaj omogoca definirati diferencialno k-formo.

Definicija 37 Diferencialna k-forma na mnogoterosti M je gladek prerez sveinja
AF(T*M).
Vektorski prostor k-form sveznjev z QF(M).

Naj bo U = {(Uy, pa ;o € A} atlas na mnogoterosti M in

Gop - a(Ua N Uﬁ) — (Ua N Uﬁ)

kocikel prehodnih preslikav. Tedaj je tangentni svezenj T'M podan s kociklom pre-
hodnih preslikav .
{Dgop : Uy N Us — GL(RM™M)},
kjer je
(Dgap)(m) = Dy, (m)9ap-
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Svezenj T* M je tedaj podan s kociklom
{(Dg.5)" : Ua N U — GLR™],
njegov k-ti vnanji produkt A*¥(T*M) pa s kociklom
dimM

(D) UanUs — GLRTE)}

V vsaki tocki m € M lahko neko k-formo w evaluiramo na k-vektorskih poljih in
dobimo skalar
wn(X1(m), Xo(m), ..., Xp(m)).

Torej, za vsako k-terico vektorskih polj Xi(m), Xo(m), ..., Xx(m) je predpis

mr— wp(X1(m), Xo(m), ..., Xg(m))

gladka funkcija na M.

Naloga 3 Pokaste, da je linearna k-forma w v resnici definirana na prostoru A*R”,
w : A*FR™ — R.
Upostevajte

Iz zgoraj smo videli, kako iz 1-form pridobivamo k-forme. O¢itno pa seveda lahko
na podoben na¢in mnozimo med seboj tudi forme visjega ranga.

Definicija 38 Vnanji produkt k-forme
w1 :Ull/\vlg/\.../\vlk

in [-forme
[0%5) :’U21/\U22/\.../\U25

je k + l-forma, podana z
(W1 Awa)m = (V11 AV12 A v oo AU A (V21 A oo A Vo)
Na kratko lahko pisemo
wi ANwg =011 ANV1a A ... AU AVag A ... A Vg
Definicijo po linearnosti razsirimo na nerazcepne forme, oziroma na linearne kombi-

nacije form, ki imajo obliko zgoraj navedenih form wy in ws.
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3.3.3 Lokalna izrazitev k-forme

Naj bo V' = R" vektorski prostor z bazo {ej,es,...,e,}. Ugotovimo najprej, kaj je
baza prostora A*R™. O¢itno je prostor A*R* razpet na vse elemente oblike:

€ Neiy Ao Neg.
Po definiciji k-tega vnanjega produkta pa vemo
e N...Nej, = (—1)""| Co(in) N - N €a(ip)s
za vsako permutacijo ¢ na k-elementih. Zato je
ei, N...N¢e;, =0 <= 4 =1, zakakparl, m.
Za vsako podmnozico {iy, s, ...ix} C {1,2,...,n} lahko izberemo bazni vektor
€ Neiy Ao Neg,

in sicer tako, da bo iy <119 < ... < 1.
Naloga 4 Dokazite

(a) Ce je {i1, iy, ... ix} # {j1.jo, - .., ju}, tedaj sta elementa
€y Ny N Nej, €5 Nej, N Nej,
linearno neodvisna.
(b) Ce so podmnozice I; = {it i\, ....it } med seboj razlicne, so vektoryji
€r

lzelll/\.../\eliC

med seboj linearno neodvisni.

Iz zgornjega sledi

dim AFR" = ("

in baza prostora AFR" je

{6i1/\6i2/\'~~/\€ik ) i1<i2<...<ik}.

o8



S pomocjo zgornje ugotovitve bomo sedaj podali lokalno izrazitev diferencialne
k-forme w. Naj bo {a%i, ce %} lokalna baza T'M in {dz,...,dz,} lokalna baza

oziroma umeritev T*M. Tedaj je lokalna baza sveznja A*(T*M)

Lokalna izrazitev k-forme w € QF(M) je zato

W = Z fi1,-~~ik (m) dxz-l A d.TiQ VANAN dxl-k,

oziroma natancneje

CU(xl,”_@n) = Z fil ..... i (ZL’l, e ,ZEn> dl‘il A dCCZ‘2 FANRA d[L‘ka

Naj bodo X3, ..., X} vektorska polja in

njihove lokalne izrazitve. Evaluacija forme w na teh vektorskih poljih se tedaj glasi:

W<X1,X2, ce ,Xk)

= <Z fil,...,’ik dxil /\ dxlé /\ st /\ dmu;) (Z;L:]_ a’lj (:E) %7 cte 72?:1 akj %)

alil agil Ce akil

CLMQ a2i2 Ce akiQ
=2 forp det | .

Q14 Q2i,, cee Qg

Videli smo namre¢, kako deluje k-forma na k-vektorjih.

3.3.4 Transformacijsko pravilo za k-forme

Naj bo umeritvena transformacija podana z matri¢no funkcijo G = (g;;), za katero

velja
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Tedaj med baznimi elementi QF(M) velja zveza

dyj, Ndyj, A ... \Ndy;, = Z Gl dyy N dxg, A A da,

01,8250k
i=1,ip=1

: : R I N T T S T S SN ST ST TOT OIS
kjer je i1 io..ip

Ji,J2,- -, Jk in stolpcev 41,19, ..., % v matriki g,;.
Naloga 5 Dokazite zgornjo formulo.

Oglejmo si sedaj, v kaksni zvezi je G = (g;;) z nasim osnovnim kociklom {gas}-
Naj bosta ¢, in g dve karti, ki pokrivata isto obmocje na M in naj bo

f:M —R

funkcija. Tedaj je diferencial df 1-forma na M. Lokalna izrazitev df je odvod pres-
likave
fop !t ali focpgl :R" — R.

Imamo
fP=fops =fop.' olpaops')=f"0(pgow, ) = f*ogms
in od tod z veriznim pravilom za odvajanje
Df? = Df* - (Dgas) ™"
Ce sedaj 1-forme pisemo kot stolpce glede na bazi {dz;} in {dy;}, imamo
Df? = (Dg,5)" - Df*
oziroma
df” = (Dg,g)" - df*.

Tedaj velja:
dy; = (Dgag)T - dx;.

Res, naj bo

w = ZCLZ‘ dl’z = ib] dy]
i=1

=1

in naj bo prehodna preslikava podana z

G- dilfj = dy]
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Imamo torej

0 915
G-|1 «—j—tomesto =| gy |,
0 nj
in od tod
w = Zb] dy]
j=1
- 3oh Y
j=1 i=1
i=1 j=1
Zato .
i = Z 9ij bj,
j=1
oziroma

apn b,

od koder vidimo, da velja

G = (Dgaﬁ)T.

3.3.5 Vzvrat ali pull-back diferencialne forme

Imejmo dve mnogoterosti M in N ter gladko preslikavo
f:M— N

med njima. Naj bo w € Q¥(N) gladka k-forma na N.

Definicija 39 Vzurat ali pull-back k-forme w € QF(N) je k-forma f*(w) € QF(M),
ki je podana takole: Za vsako k-terico vektorskih polj

Xi,..., X, € D(TM)
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velja
FHW) (X1, Xoy oo, X)) = w(Df(Xl),Df(Xg), N .,Df(Xk)>.

Trditev 9 Vzurat eksaktne 1-forme je eksaktna 1-forma.

Dokaz: Za vsako vektorsko polje X imamo
% verizno pravilo
[ (dg)(X) = dg(Df(X) =" D(g o f)(X).
Torej je f*(dg) 1-forma, dobljena s smernim odvodom funkcije go f = M ERY VN R,

f(dg) =d (fog).

Trditev 10 Naj bosta wy,ws € Q*(N). Tedaj velja

frwir Awa) = f(w1) A f(w2).

Dokaz: Za vnanji produkt velja

(Wl /\WQ) (Xh e ’Xl+k) = ZSign wl(Xiu o XZk) 'WQ(leﬁ o 'ij)7
I

kjer I tece po vseh podmnozicah {iy, g, -, i} C {1,2, -k, - k+l}, za{j1, jo, -, ji}
pa Velja {jlija s 7jl} = {172a vk A+ l} \ {i17i27 e 7Zk} Za Sign Velja

sign = +1 permutacija {i1,...d, ji...,ji} je soda
8=\ _1 permutacija {i1, ...ix j1..., i} je liha

Imamo torej
Frwr Aw)) (X, ..o, X)) = (w0 Awg)(Df(Xl), - ,Df(Xk+z)>
— z}:sign W (Df(Xil), L ,Df(Xik> - wy (Df(XjIL : ‘-Df(Xjk)>
= “sign(fw)(Xo, Xip - X)) - (Frwn) (X, Koy -0 X,
I = (ffwr A frwa) (X1, X Xig).
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Pomembna posledica te trditve nam pove, kako se pull-back izraza lokalno (v
lokalni umeritvi). Zaradi zgornje trditve je namre¢ dovolj videti, kaj se dogaja z
1-formami.

Naj bo f: M — N preslikava in w € Q'(N) naj bo 1-forma na N. Vzvrat f*(w) €
QY(M) je tedaj 1-forma na M. Lokalne koordinate na N oznacimo z {y1,¥2 .., Yn},

tiste na M pa z {x1,xs...,2,}. Izrazitev preslikave f v teh koordinatah naj bo
fi(zy, .. xm)
Fm) = fo(z, .:. C Tm)
fn(z1,  Tm)

Lokalna izrazitev w je
w= Zaj(y)dyj.
j=1

7 drugimi besedami

0
W, —) = ;.
. : « . d
Oglejmo si vrednost vzvrata f*(w), evaluiranega na B Imamo

i) = w(DfGo)

- “(]Zl gg'ai)
a2

j=1
n 8f]

Q.
aib’i J

J=1

Oznacimo razvoj f*w po bazi dy; z

frw=>" B dy,.
j=1
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Ker je (f*w)(a%i) = [3;, dobimo

ffw = i Bi dx;

af
- Z Z &Ulj da;)

Dokazali smo torej trditev:

Trditev 11 Ce velja za w € QF(N) v lokalnih koordinatah {y,, . .

n

w=Y_ a dy,

k=1

tedaj za njen vzurat velja

3

ar(f(x)) dfy.

(f"w)@)

B
Il
—

Unt

O

S pomocjo prej dokazane trditve lahko zgornjo formulo takoj posplosimo na k-forme.

Trditev 12 Naj za k-formo w € QF(N) velja

w(y) = Z ar(y) dyi, A dyi, A ... A dyi,.
I

Tedaj velja za njen vzvrat f*(w)

= as(f(x) dfi, Ndfiy A Adf;,.
I

Pri tem smo oznacili I = {iy,... ix}.
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Poglejmo si poseben primer, ki je f: M — N difeomorfizem in je w n = dimM-forma,
torej forma vrhnje dimenzije. Tedaj imamo v lokalnih koordinatah

wea(x) dyy Ndys A ... A dyy,
in zato
(W@ = a(f(z)) dfl( ) Adfa(x) A A dfn ()
= a(f(z ))( 8f1 - da /\Zan dxiA...Aig—Z dxz->

- a(f(x))(Z(—n\al on Of af") dzy A ... Adz,

oes, (91'1-1 8%2 &cln

= a(f(z))-Jac(f(z)) dxy A ... ANdx,,.

Ce je w diferencialna k- forma in f: M — N poljubna preslikava med prostoroma
iste dimenzije, je situacija povsem podobna. Naj bo torej lokalno

w:ZaI dyi, N ... Ndy;,.
I

Zaradi linearnosti vzvrata f* je dovolj opazovati le en sumand v zgornji vsoti. Vzemimo
kar wiy) = a(y) dy: Adys A ... Adyg. Ce je potrebno, pac¢ preuredimo vrstni red ko-
ordinat. Dobimo

(W@ = alf(z)) dfl( ) Adfa(x) A A dfi()

of afz — O
= a(f(2)) ( B AZ 23 Goidri))
= ZJ C( mil,vii:-'-':;’];kii>> dxil /\dxi2 /\.../\dxik,

kjer spet I tece po vseh multiindeksih {iq,7s,...; i}

Naloga 6 Primerjajte zgoraj dobljeno formulo z Ze prej navedenim pravilom za trans-
formacijo izraza k-forme iz enih koordinat v druge.

Opomba 5 Operacija vzurat je vedno dobro definirana na kontravariantnih poljih, na
kovariantnih pa ne. Hitro vidimo, da push-forward vektorskega polja v vecini primerov
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ni dobro definirana. Ce f ni surjektivna (f: M — N), dobimo iz V € T'(M) le polje
vzdolz f(M) C N in ne vzdolZ N. Ce [ ni injektivna, smo seveda sploh v tezavah,
razen v posebnih primerih. Naj na primer grupa G deluje na M in naj bo kvocientni
prostor N = M/G gladka mnogoterost. Naj bo vektorsko polje V' G-invariantno.
Tedaj obstaja smiselno definirana push-forward polja V- na M/G.

3.4 Vnanji odvod

Oznacimo z Q*(M) stopnicasto vnanjo algebro diferencialnih form na mnogoterosti
M. Nekoliko kasneje bomo definirali integral k-forme vzdolz k-dimenzionalnih podmno-
goterosti. Naj bo N C M podmnogoterost dimenzije (k + 1) in naj bo w € QF(M)
diferencialna k-forma. Nas cilj bo konstruirati operator

d: QM) — Q¥(M),

/dw:/ w.
N aN

Poseben primer zgornje formule je

za katerega bo veljalo

[ar=[ £=1l = 100 = (@),

o oy

kjer je f: M — R funkcija, v: [a,b] — M pa krivulja. Torej ze vemo, kaj je
d: QM) — QY (M).

To je kar obicajni odvod funkcije. V splognem je operator d : QF(M) — QFL(M)
opredeljen z naslednjim izrekom:

Izrek 5 Obstaja natanko en R-linearen operator
d: (M) — Q" (M)

stopnje 1, ki zadosc¢a naslednjim lastnostim:

1. d je glede na N anti-derivacija:

dla A B) =da A B+ (—1)% A df.
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2. Za f € Q°%M) je df je obicajen odvod (diferencial) funkcije. Evaluacija

1-forme df na vektorskem polju je obicajni smerni odvod.

3. dod=0
Operator, ki je dolocen z zgornjimi lastnostmi ima tudi tole lastnost:

4. Glede na vzvrat se d vede na naraven nacin. Velja
dy(ffe) = f*(dya)

za f: M — N ina€ QY (N).

Dokaz: Najprej bomo definirali d na odprtih mnozicah v R". Opremimo U s koor-
dinatami (x1, xs,...,x,). Naj bo

alz) = Z ar(x) dey, Ndzgy, A ... N dag, .
T

Poskusimo z naslednjo definicijo:

da(x) = Zdog(m) Ndx;, Ndxi, A\ Ndx;,.
I

Preverimo lastnosti:

1.
d((ocdxil Ao Ndxg) AN (Bdxg, Ao A dacje)>
=d(a- f)dx;, N... Ndx;, Ndxj, A ... Ndxj)

dq(a dziy A...Adzi),
=3 -da Ndx;, A... Ndx, Adzy, AL A dx;,)
+ adBANdry, A Ndxj N N dag,
=da A B+ (—1)Fa Adp.
2.

Ta lastnost je za naso definicijo o¢itna.
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d(d(adzxy)) = d(da A dxy)

— <Z o, dxj N dxj)

" D%
= Z 8x]83:k dxy N dl’j Adxy
-1
foate) 0«
= — dxi Ndz; N\ dx
;(&Uﬁxk (%ké?:cj) g ! !
= 0

Dokazimo zdaj Se, da za na$ operator velja tudi tocka 4. iz izreka. Naj bo f:U — U
funkcija med odprtima mnozicama U C R". Izberimo formo a € QF(V), katere
koordinatna izrazitev je

a(y) = ay) dyi, A ... A dys,.
Za vzvrat velja
d(f*a) = d(f*(a dyi A... Ndyy))
- d((aof ) dfs, Adfs, A ./\dfik>

(do) A f*(dyi ) Ao A 7 (dyiy)
(da Ndyy, Ao A\ dyik)
= [(da).

~

Nas operator torej ustreza vsem Stirim lastnostim, navedenim v izreku. Lahko je
videti, da je tudi edini, saj je z lastnostmi 1., 2. in 3. Ze enoli¢no dolo¢en. To je lahko
videti s pomocjo indukcije na rang forme.

Zgoraj definirani operator d: Q*(R") — Q*(R™) bomo sedaj prenesli na Q*(M).
Najprej opazimo, da je operator d lokalen: To pomeni, da za vsako odprto mnozico
V C R" velja

(dw)|y  je forma, odvisna le od w|y .

Definicija 40 Naj bo M mnogoterost in (U, p) karta na M. Naj bo

(dye)ly < ¢ (dge (7 w)

za w € Q*(M).
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Preveriti moramo, ali je zgornja definicija neodvisna od izbire karte.

Naj bosta (Uy, pa) in (U, @) karti na M. Naj bo kar U, = Ugs. Prepricati se
moramo, da sta formi
(daw)lv, = ¢aldrn(05') W)

in
(duw)lu, = ¢j(drn(p3') W)
enaki.
Velja
Pa = Goj © B
in zato
drn (95 1)*w) = den ([(905 © 95) ')
= dgn (5" © gap]*w)
= dn (95(95 ) w)

lastnost 4 « 1k
= (gap) " drn(05")*w).

Potegnimo sedaj to formo z ¢} na M. UpostevajoC ¢, = g;g o 3, dobimo

oo (den (07 w) = 0 (ghpden () w)
= (@E © (9a5)" © 935) (dR"(% 1>*“))
= oh(den((05")w))-

Operator dy; je torej dobro definiran. Lastnosti 1. - 4. sledijo iz lastnosti 1. - 4. za
operator dg-. Trdimo, da je zgoraj definirani operator res edini operator na 2*(M),
ki ustreza lastnostim od 1. - 3.

Najprej dokazemo, da velja:
W‘U =0 = d/]\/[(,U|U =0

za vsak operator d),, ki ustreza lastnostim 1., 2. in 3. Naj bo x: M — R" funkcija
z lastnostmi:

Xlv = 0 zanekiV CU
Xbno = L
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Tedaj na V velja w = x - w. Zato:

dy(w) = dy (x - w) = dyx Nw+ x - dy ().
Toda d);x = dx = 0 na V, zato

dy(w) =0
na V za vsak V' C U. Od tod navsezadnje sledi
dyyw = 0.

Naj bo sedaj (U, ¢) karta na M. Naj bo x: M — R funkcija, za katero velja

Xl = 0 zaneko U CU
Xlmo = 1.
Imamo:
dyw) = dylx-w+{1-x)w)

linearnost

= dy(xw) +dy((1—x) w).
Na U’ je 1 —x = 0, zato iz zgornjega sledi, da je d’;(1—x)w) = 0 na U’. Torej imamo
dy(w) = djy(x - w).

Forma x - w je forma z nosilcem v lokalni karti (U, ). Zaradi enolicnosti d na R" za
tako formo velja d;(x - w) = dp(x - w).

Definicija 41 Forma w € QF(M) je sklenjena, ée velja
dw = 0.
Forma w € Q¥(M) je eksaktna, ée obstaja forma o € Q¥=Y(M), tako da je
da = w.
Vpeljimo naslednje oznake:
ZEM) = {we QM) ; dw =0}
BE(M) = {we QM) ;w = da za neka € Q<H(M)}.

Ker velja
d*w = d(dw) = 0,
imamo

B¥(M) c ZF(M).
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Opomba 6 MnoZica Q*(M) je vektorski prostor. Ker je vnanji odvod linearnen ope-
rator, so vektorski prostori tudi njegove slike in jedra. Torej so tudi mnoZice B*(M)
in Z¥(M) vektorski prostori za vsak k =1,...n.

Definicija 42 Za gladko mnogoterost M je k-ta de Rhamova kohomoloska grupa
HY (M) podana kot kvocientni vektorski prostor

Hpyp(M) = Z*(M)/B*(M).

Pravimo, da sta formi w; in ws kohomologni, ¢e se razlikujeta za eksaktno formo:
w) — we = da, za neki a.
Izrek 6 Za vsako naravno stevilo k > 0 velja
H*(R™) = 0.
Za k =1 imamo

H*(R™) = {konstantne funkcije} = 1- dimenzionalni vektorski prostor.

Zgornji izrek se imenuje Poincaréjeva lema. Eksplicitno pravi, da je vsaka k-forma
w € QF(R™), ki je sklenjena, tudi eksaktna:

dv=0 = w=da.
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