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1 Uvod

Definicija 1 Naj bo najprej 2 C R"™ obmocje. Oznacimo z

(TRRY) — R
(21, ey xn) — u(xy,T9, .0y p)

funkcijo, definirano na 2. Naj bo sedaj ¥ C RY za neki N in naj bo

F:Y¥—R

neka zvezna funkcija. Enacba oblike

F(.’L’l, vy Ty Uy pr coee ,an, ux1z27 cee 7u$ﬂ:j7 ce. auccilxiQ...a:im) - (1)
je parcialna diferencialna enacba za neznano funkcijo u = u(xy, ..., x,). Pri tem je

_ Ou

Ug

Red enacbe (70) je enak stopnji najvisjega odvoda, ki v (70) nastopa.

Primeri 1 Enacba
uuy — uy = f(x,t)

je enacba I. reda. Enacba
Ut — Ugy = g(xat)

je enacba II reda.

Vsaka funkcija ug(xy, ..., x,), ki (70) spremeni v identiteto

21,y () (@1, ), (0)an (@1, ) (o) (1, 20))

je resitev enacbe (70)



2 O resljivosti

Vsak sistem navadnih diferencialnih enach (NDE) je vsaj lokalno resljiv-imamo ek-
sisten¢ni izrek. Pri paricalnih diferencialnih ena¢bah (PDE) ni tako.

Oglejmo si primer. Naj bosta f(z,y) in g(z,y) gladki funkciji. Oglejmo si sistem
PDE za u(x,y), potem z:

u, = flx,y)
u, = g(x,y)
Po ¢em se ta sistem sprasuje? Vpeljimo vektorsko polje
F:QCR*—R
na nekem obmoju v Q C R% Naj bo podano z

F(z,y) = (f(z,y),9(z,y))

Nas sistem lahko zapiSemo v obliki:

Vu=F, (2)

oziroma
grad u = F

[s¢emo torej potencial u(x,y) polja F(x,y). Toda, kot vemo, vsako polje ni poten-
cialno.

Oglejmo si geometrijski pomen sistema (2). Funkciji u = u(z, y) pripada graf:

(z,y) — (z,y,u(z,y)),

torej neka ploskev G
0 — G C R

V vsaki tocki (xo,%0) € €2 lahko pois¢emo tangentno ravnino 7{z, 4, u(zoyo)9 na graf
funkcije wu.

Poisiemo bazo te tangentne ravnine: Imamo dve koordinatni krivulji:

T — (.CU, Yo, U(ZE, yO))



y — (zo, y,u(zo,y))

Tangenti v zy oziroma v gy bosta baza tangentnega prostora 1., v, u(wo.y0))9

d ou

%‘x:mo(iu Yo, 'LL(iL', Z/o)) = (L Oa %(350» yO))

d ou
d_y‘y=y0(x07y7u(x07y)) = (07178_3/(3707:90)

Nas sistem zahteva:

ou
ou
- g(z,y)

Situacijo si lahko razlagamo takole: Nage vektorsko polje F' = (f,g) podaja polje
ravnin v R®. Za vsako tocko (zg, %0, 20) je “vrednost” tega polja ravnina

‘C{(()? 17 f(x07 yO))7 (07 17 g4(Zo, yO))}a

torej linearna lupina vektorjev v (1,0, f) in (0,1, g)v tocki (xo,yo,20). Nase polje
ravnin je invariantno glede na translacije v smeri z. Polje ravnin je dvodimenzionalna
analogija vektorskega polja.

Spomnimo se: Resitev (sistema) navadnif diferencialnih enacb I. reda je integralska
krivulja nekega vektorskega polja. (To vektorsko polje je postalo desna stran enacbae.
Spomnimo se, kaj je to integralska krivulja:

Krivulja v(t): ¢ — ~v(t) € R" je integralska krivulja vektorskega polja F v R",
¢e za vsak ty € (a,b) velja:

Y(to) = F((to))-

V naSem primeru imamo namesto vektorskega polja polje ravnin,

E{(la 07 f(xh yO))a <07 17 g(x07 yO))}

Is¢emo ploskev S, za katero bo veljalo: V vsaki tocki (xg, yo, 20) € S imamo:

T(CUO,yo,Zo)S = L{(17 07 f(x()v yO))7 <07 17 9(1:07 yO))}

Oznacimo R, .. = L£{(1,0, f(x,¥)),(0,1,g9(x,y))}. Preslikava (z,y,2) = Ry,
podaja polje ravnin v R?. Is¢emo ploskve S, za katere velja

T(wvyvz)s = R(m,y,z)-
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Denimo, da vsako S lahko predstavimo kot graf G, neke funkcije (x,y) — u(x, z).
Tedaj torej is¢emo take funckije u(z,y), da bo veljajo

S =G,.
Za vsak (x,y) mora zato veljati
ou ou
L4(1,0, —), (0,1, —) = Rz~
{(a 781')7(’ 78y) (ay7)
Zgornja zahteva nam ocitno da sistem enach
0
a—Z(:ﬂ,y) = [flz,y)
ou

ay (z,y) = g(z,y)

Vemo, da ta sistem v splosnem ni resljiv. Spomnimo se Stokesovega izreka : Naj
bo © C R? obmocje v R? Naj bo t +— (x(t), y(t)) parametrizacija robu 9. Imamo

[z, y)dx + g(z,y)dy = /m<(f, 9), (#,9)) dt

o2

- / vot(f (2, y), 9(z, ), 0)dudy
o0

dg Of

Fiksirajmo izhodisvno tocko p € R* Vektorsko polje F(z,y) = (f(x,y),g(x,y)) je
potencialno natanko tedaj, ko je krivuljni integral

/ 0 f(z,y)dx + g(z,y)dy

odvisen le od konéne tocke ug in je neodvisen od izbire poti med p in ug. To je res
natanko tedaj, ko je integral zgornjega integranda po vsaki sklenjeni poti enak 0.
Zgoraj navedeni Stokesov izrek in kratek razmislek pa nam pove, da je to res natanko
tedaj, ko je

0 0

of _ 9% (3)

Jdy Ox
Ugotovili smo: Sistem

Uy = f y Uy =g



je resljiv natanko tedaj, ko je polje F(x,y) potencialno, to pa je res natanko tedaj,
ko je izpolnjen pogoj (3).

Na tem enostavnem primeru smo ugotovili naslednje. Nekatere sisteme PDE
lahko razumemo kot iskanje integralskih ploskev podanih polj ravnin. Integralske
ploskve ne obstajajo za vsako polje ravnin. To poljemora zadoscati nekemu dodat-
nemu pogoju. V tem se PDE bistveno razlikujejo od NDE. Vsak sistem NDE namres
lahko prevedemo na sistem NDE 1. reda. Eksistenc¢ni izrek pove, da ima vsak tak
sistem (vsaj lokalno) resitev. Torej, vektorska polja imajo integralske objekte. Polja
vecdimenzionalnih prostorov pa ne nujno. Splosnih eksisten¢nih izrekov za PDE ni.

3  Stevilo resitev PDE

Spomnimo se: sistem resitev NDE I reda za n neznanih funkcij je neka n-parametri¢na
druzina funkcij. Na primer, homogen sistem n linearnih NDE: resitev je n-dimenzionalni
vektorski prostor. Ekvivalentno: ena NDE reda n ima n- parametricno druzino
resitev.

Oglejmo si naslednjo PDE za u(z, t):

U — Clgy = 0 (4)

Hitro opazimo:

u(z,t) = f(x+ct)
je resitev (4) za vsako funkcijo f(s) ene spremenljivke. Opazimo pa tudi:
u(z,t) = g(z — ct)

je tudi resitev (4) za vsako dvakrat odvedljivo funkcijo g. Lahko je videti. Za poljuben
par (f,g) dvakrat odvedljivih funkcij ene spremenljivke velja:

u(x,t) = f(x +ct) + g(x — ct) (5)

je spet resitev (4).

Kasneje bomo videli: Druzina (5) je “splosna resitev” enacbe (4). Splosna resitev
je torej neki neskonéno dimenzionalni prostor.

Enacba



2
Ut — C Ugpy = f(.??,t)
se imenuje valovna enac¢ba. Natancneje, to je valovna enc¢ba v eni prostorski dimenziji.

Oglejmo si izpeljavo enacbe, ki opisuje nihanje neskonéne strune. Nihanje strune
opisemo s funkcijo dveh spremenljivk u = u(z,t), ki meri odmik strune od mirovne
lege ug(x) = 0. Naj bo p gostota mase na dolzinsko enoto nase strune. Oglejmo si
zelo kratek delcek strune nad intervalom (xg — d, 29 + ) na abscisni osi.

Katere sile delujejo na nas delcek?

1. Neka zunanja sila f(z,t). Predpostavili bomo, da je vzporedna z enotskim
vektorjem €5 = (0, 1).

2. Sila napetosti T v struni.

O sili napetosti govori Hookov zakon. Sila napetosti je sorazmerna relativhemu

raztegu strune.
T =d\1+u2e;

Izraz pod korenom je res relativni raztezek:

Vdx? + du?

1+u? =
* dx
Struna je opisana s krivuljo z — (x,u(x)). Tangenta na struno je vektor (1,u,),
normirana tangenta pa je ﬁ (1, uy).
uz

Dinamiko nasega delcka opisuje II. Newtonov zakon.

x0+0 x0+0 B B
/ P Uy dl:/ flz,t)dl+é- (T —T-),
zo—0 xo—0

kjer je T, sola napetosti v desem krajiscu delcka, T pa v levem krajis¢u. ZapiSimo
to enacbo nekoliko drugace: integracija nam da

— — $0+6 -
e}-(TJr—T_):/ ) (e3-T),dx
To—

Pri tem je dl loéni element strune, p-dl pa linearna masa strune. Seveda je uy(xo, to)
pospesek strune na kraju zy in v casu ty. Vstavimo zgornje v naso enacho:



xo+4 x0+9 xo+4 .
/ pugdl = / fandl + / (e3-T),dx (6)

0—0 0—0

Iz dl = \/1 4+ u2 dz dobimo

in od tod

Vstavimo v (9) in dobimo
J:0+5

zo+0
/ puyV 1+ uy2 da::/

0—0 zo—0

(dum + f(m,t)\/m) dz

Spravimo vse na eno stran, dobimo:
:B0+5
/ (putt\/l—i-uQ dug, — f(x t)\/l—l—u%) dr =0 (7)
zo—9

Zgornja formula velja za vsak z( in za vsak, Se tako majhen § > 0. Oznac¢imo na

kratko
(putt\/ 1+ u2 — dug, — fz,t)\/1+ U:%)

Denimo, da je a(a:o, to)A > 0 za neki (xg,to). Zaradi zveznosti bi tedaj ostajal 6 > 0,
tako da bi veljalo

a(x,ty) > =, za vsak x € (zg— 5,29 +0).

|

To pa bi pomenilo

zo+9
/ a(z,ty) dz > 0,

0—09

kar pa je v nasprotju z (7). Torej velja

pug/1+u2 —dug, — f(x,t)/1+u2=0
Oznacimo ¢ = \/%. Delimo z p /1 + u2 in dobimo

Uge 1
Uy — ¢ ——— = — f(x,1).

Vi+uzoop
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Dobili smo nelinearno valovnao enacbo.

Ce je struna napeta, potem

(14 uy2)? ~ 1. (8)

Res; pri napeti struni je u, majhen, torej je u2 e toliko manjsi, zato res velja priblizek
(8). V tem priblizku dobimo linearno valovno enacbo:

Ut — CUyy = %f(x, t). (9)

Valovna enacba kot limita sistemov navadnih diferencialnih ena¢b: Spom-
nimo se, kako smo prisli do valovne enacbe (9). Izpeljali smo enacbo za vsak delcek
strune nad intervali [xg — d, 2o + 9], o € R, kjer je 4 je majhen. Mislimo si, da imamo
struno konc¢ne dolzine. Naj bo ta struna sestavljena iz N delckov, opisanih zgoraj.
Pri nasi izpeljavi smo za vsak deléek dobili NDE oblike:

mu=T+4+ f

Za vsak deléek imamo neznano funkcijo:

Imamo torej N x N sistem navednih diferencialnih enach:

muk - Tk(uk—17uk7uk+l) + fk7 k= ]-7 ey N (1())

Splosna resitev tega sistema je 2NV -parametri¢na druzina funkcij. Ko posljemo N —
00, dobimo iz sistema (10) valovno ec¢bo, ki je parcialna diferencialna enacba drugega
reda. Pri tem bo splosna resitev sistema (10) postala neskonéna druzina funkeij.

4 Enacbe prvega reda

Neznana funkcija v naj bo funkcija n spremenljivk z, x5 ... z,. Imejmo funkcijo:

F:QcR™ — R,



kjer je €2 obmocje. Enacba oblike:

F(l‘l,ajg, vy Ty Uy Ugy Ugeyy - - - 7uxn) =0
se imenuje parcialna enacba I. reda.
Zaradi enostavnosti zapisa se bomo omejili na dve neodvisni spremenljivki (z,y).

Imamo:
F(x,y,u,uz, uy) =0 (11)

Klasi¢ni pristop k resevnju, ki ga bomo opsali, je v bistvu geometrijski. Ne bomo
neposredno iskali funkcije u(z,y), ampak njen graf:

gu = (l’, Y, u(:ﬁ,y))7
ki je neka ploskev v R3.

Vsaka tocka G, ima tangentno ravnino T{.q,ou(zoy)Yu- Vemo, da je ta tan-
gentna ravnina je linearna lupi na tangentnih vektorjev, ki sta tangenti na koordinatni
krivulji.

x> (3,90, u(z,Y)) Vv o, (12)
y — (w0,y,u(x0,y)) V Yo (13)

Tangentna vektorja sta torej

(1707%(%7%)) in (0717uy(1‘07y0))-

Zveza (11) podaja v vsaki tocki (xg, yo, (2o, yo)) pogoj na par u,(To, Yo), Uy(To, Yo)-
Spomnimo se: Normala na {4 yo.u(zo,y0)) Yu j€ vektorski produkt nasih baznih vektor-
jev, torej:

7(z0,Yo) = (— s, —uy, 1)(9607?40)

Lahko si mislimo, da (11) v vsaki tocki R*® podaja pogoj na 7(x, yo, u(z0, yo)). Zdi
se, da nasa zveza (11) torej podaja vektorsko polje normal. Vsaka normala podaja
ravnino, ki je nanjo pravokotna. Ta ravnina mora biti tangentna ravnina grafa G, .
Spet torej iscemo integralski objekt nekega polja ravnin v R

Toda zgornji opis ni povsem pravilen. Enacba (11) je le ena, koli¢ini w, in u, pa
sta dve. Torej (11) v vsaki tocki (xg, 4o, up) podaja l-parametri¢no druzino normal
in s tem enoparametri¢no druzino potencialnih tangentnih ravnin.

Videli bomo, da je kljub tej dodatni tezavi problem resljiv. Najprej se bomo lotili
posebnega primera (11), ki je enostavejsi od splosnega.
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4.1 Kvazilinearna PDE I reda

Kvazilinearna enacba I. reda je enacba oblike:

a(az, Y, U)UI + b(,ﬁlﬁ, Y, U)Uy = C(ﬂf, Y, U)
kjer so a(z,y,u), b(x,y,u), c¢(x,y,u) neke, dovolj lepe funkcije.

Oglejmo si zelo enostaven primer:

U, = cou + c1(z,9)

Torej a(z,y,u) =1 in b(z,y,u) = 0 in c¢(x,y,u) = cou + ¢1(z,y). Zgornja enacba je
v bistvu navadna diferencialna enacba. Ker je linearna NDE I. reda, jo znamo resiti.
Splosna resitev je

an) = ([ e taten v F)

Za vsako funkcijo F(y) je u(x,y) resitev nase enacbe. Ce hoéemo dobiti zgolj eno
resitev, moramo nasi enacbi dodati Se kaj. V tem primeru dodamo zacetni pogoj.
Tak pogoj je na lahko primer :

u(0,y) =y

Vstavimo v resitev in dobimo:

u<o,y>=eco°(/00... +F(y)),

torej
u(0,y) = F(y)

Iz nase zahteve F(y) = y torej dobimo natanko doloceno resitevzacetnega problema
uy = cu+c1(z,y), u(0,y) =y.

Podana je s formulo

ua) = ([ e ere s + ).

11



Kako smo resevali: Najprej smo glede na eno spremenljivko resili druzino navaddnih
diferencialnih enacb. Torej, ”po eni spremenljivki smo integrirali”. Pri vsakem yq smo
dobili mnogo resitev. Zato smo pri vsakem 7, dodali zacetni pogoj, ki je pri yy izbral
natanko eno resitev.

Geometrijsko gledano smo iskali smo ploskev (z,y,u(x,y)) Najprej smo dobili
krivulje, parametrizirane z x, ki so bile kandidatke za krivulje na iskani ploskvi. Nato
pa smo zahtevali Se, da na iskani ploskvi lezi zac¢etna krivulja

y— (0,y,y) CR.

Ta nam je potem podala zacetne pogoje za krivulje, dobljene z integracijo enacbe.
Tako je nastala iskana ploskev. Ker je bla ploskev podana kot graf funkcije, smo
lahko iz ploskve hitro “prebrali” iskano funkcijo u(x,y).

4.2 Metoda karakteristik

S to metodo resujemo zacetne probleme za PDE I reda. Metodo je razvil W. R.
Hamilton. Imejmo torej kvazilinearno enacbo:

a(x,y,u)uw + b(x7y7u)uy = C(ZL‘,y,U) (14>

in zacetni pogoj:

[(s) = (zo(s),50(s),u0(s)), s € (e, )
Zahtevamo, da krivulja (s) lezi na resitveni ploskvi G,, ki je graf iskane funkcije

u(z,y),
Gu = {(1’, Y, (23, y))}

Enacbo (14) lahko za pisemo takole:

<(a>b’ C)):(uamuyy_l» =0 (15)

[s¢emo tako druzino krivulj, ki bi lahko vse lezale v resitveni ploskvi (z,y, u(x,y)).
Normala na resitveno ploskev v poljubni tocki je:

(_Uwa — Uy, 1)
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Izraz (15) pove: V vsaki tocki (z,y, u(x,y) je vektorsko polje

(z,y,u) — (a(z,y,u), bz, y, u), c(x, y, u))

pravokotno na vektor

(_U:D’ _uy7 1) S T(aﬁ,y,u(a:,y)) gu

Torej mora veljati:

(CL(I’, Y, U), b(.fl', Y, U), C('Ta Y, U)) € T(Z’,y,u(x,y)) gu;
Integralske krivulje polja (a, b, ¢) bodo torej lezale v ploskvi G,. Z drugimi besedami,
krivulje t — (z(t), y(t),u(t)), ki resijo sistem

ze = ax(t), y(t), u(t))

ye = bla(t),y(t), u(t)) (16)

ue = c(x(t), y(t), u(t))
bodo lezale v kandidatih za resitveno ploskev. Iz sploSnih resitev zgornjega sistema
bomo izbrali krivulje, ki dejansko lezijo v resitveni ploskvi s pomocjo zacetnih pogojev,
ki jih doloca krivulja

I'(s) = (zo(s), yo(s), uo(s))
Resujemo torej druzino zacetnih problemov za sisteme navadnih diferencialnih enacb

z neodvisno spremenljivko ¢. Druzina je parametrizirana s parametrom s. IS¢emo
torej funkcije z(t, s), y(t, s), u(t, s), ki resijo sistem enach

zi(t,s) = a(z(t,s)), y(t,s),u(l,s))
yi(t,s) = b(z(t;s)),y(t,s),ull, s)) (17)
ut<t75> = C(SE(t,S)),y(f, 8)>u(t7 8))

pri zacetnih pogojih

2(0,5) = 70(s)  9(0,5) = ols) u(0,5) = to(s).
Pri tem je I'(s) = (xo(s),y0(s),uo(s)) zgoraj navedena zacetna krivulja. Resitev
zaCetnega problema (17) je preslikava

(t,s) — (x(t,s),y(t,s),ult,s)). (18)

13



Denimo, da je ta preslikava parametrizacija neke ploskve v R, Ta ploskev je dobljena
tako, da iz vsake toske I'(sg) potegnemo integralsko krivuljo

t— (x(t, 80), y(t, s0), u(t, %0)), (19)
vektorskega polja

(x,y,2) — (a(z,y,u),b(x,y,u),c(z,y,u).

Druzina integralskih krivulj (19), parametrizirana s parametrom s se zdruzi v ploskev
S C R

Vpeljimo nekaj standardne terminologije. Sistem (17) se imenuje karakteristicni
sistem snacbe (14). Integralske krivulje (19) se imenujejo karakteristicne krivulje ali
karakteristike enacbe (14). Velikokrat s terminom karakteristicna krivulja oznaéujemo
tudi krivulje

t— (z(t, s0),y(t, 50)) C R?,

torej projekcije zgoraj definiranih karakteristik na ravnino zy C R3. Velikokrat s
terminom karakteristika oznacujemo tudi integralske krivulje polja (a, b, c), ki ne us-
trezajo zacetnum pogojem, podanim s krivuljo I'.

V nadaljevanju bomo formulirali pogoj, ki zagotavlja, da je preslikava (18) res
parametrizacija neke ploskve. Izkazalo se bo, da bo isti pogoj zagotovil tudi, da je
ta ploskev reparametrizacija grafa G,, kjer je u(x,y) resitev zacetnega problema, po-
danega z enacbo (14) in z zacetno krivuljo s — I'(s). Preslikava (18) je parametrizacija
neke ploskve v R? natanko tedaj, ko je njen rang povsod enak 2.

Oglejmo si najprej poseben primer kvazilinearne PDE I. reda, namre¢ linearno
PDE I. reda. Ta enacba je oblike

a(z, y)uz + (2, y)uy = co(2, y)u + c1(2,y) (20)
skupaj z zac¢etnim pogojem
I'(s) = (xo(s), yo(s), uo(s))-
Karakteristi¢ni sistem se glasi

re = a(x(t), y(t))
ye = bla(),
up = co(x(t),y(t)) u+ ci(x(t), y(t))-
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Opazimo, da sta prvi dve enacbi neodvisni od tretje. Poskusimo torej najrej resiti
2 x 2 sistem

Ty = a($7 y)
ye = b(z,y)
Natanc¢neje, reSujemo druzino zacetnih problemov

w(t,s) = a(x(t,s))y(t,s))
uilt;s) = bla(t,s)),y(t;s))

z(0,5) = zo(s),  y(0,s) =yo(s),
Ce nam ta problem uspe resiti, dobimo preslikavo
(t,s) — (x(t,s),y(t,s)).
To lahko vstavimo v tretjo enacbo
u(t,s) = co(x(t, s), y(t, s))u+ ci(x(t, s), y(t, s)) (22)

sistema (22) in dobimo nehomogeno linearno navadno diferencialno enac¢bo prvega
reda. To enacbo pa znamo resiti. Iz njene splosne resitve dobimo za vsak s natanko
dolo¢eno iskano resitev z uporabo zacetne vrednosti

u(0,5) = uo(s),
kjer je v(s) = (xo(s), yo(s), uo(s)). Denimo, da je rang preslikave
(t,8) — ((t,5), y(t,5)) (23)
enak 2. Potem je tudi rang
(t,s) — (x(t,s),y(t, s),u(t,s))

enak 2. Zato je zgornja preslikava parametrizacija neke ploskve v R®. Poleg tega pa
nam dejstvo, da je preslikava (23) ranga 2 zagotavlja, da je njen odvod v vseh tockah
obrnjliv. To pa po izreku o inverzni preslikavi zagovavlja obstoj inverza

(z,y) — (t(x,y), (7, y)) (24)

preslikave (23). (Spomnimo se, da je za lokalni obsto] inverza dovolj Zze obrnljivost

odvoda
9z Oz
55
ot 8s/ (wo,y0)
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ze v eni sami tocki (zo,vo).)

V resitev u(t, s) enacbe (22) lahko torej vstavimo komponenti inverzne preslikave
(28) in dobimo,
u(z,y) = u(t(z,y), s(z,y))
Upravi¢eno domnevamo, da je u(x,y) resitev nasega Cauchyjevega problema (20). V
nadaljevanju bomo dokazali, da je domneva drzi.

Primer 1 Resimo Cauchyjev problem
Uy + Uy = 2
u(z,0) = 2

Karakteristicni sistem enacbe je

x(t,s) = 1
yt(t> S) =
w(t,s) = 2,

zacetni pogoj pa je podan s funkcijamsi
z(0,s) =s, y(0,5) =0, u(0,s)=s"
Dobimo:
x(t,s) =t+ f(s), y(t,s)=t+g(s), ult,s)=2t+h(s)
m
2(0,5) = f(s) =s, y(0,5) =g(s) =0, u(0,5)=h(s)=s"
Od tod dobimo

xz(t,s) = t+s
y(t,s) = t
u(t,s) = t+s°

Invertirange preslikave (t,s) — (x(t,s),y(t,s)) je trivialno in nam da

t = vy
s = x—Yy

To vstavimo v izraz za u(t, s) in dobimo konéni rezultat.

u(z,y) = u(t(z,y),s(z,y) = 2y — (x —y)°>.
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Zapisimo sedaj osnovni eksistencni izrek za kvazilinearne parcialne diferencialne
enache I reda.

Izrek 1 Cauchyjeva naloga naj bo podana z enacbo:
a(z,y,w)u, + b(z,y, w)u, = c(x,y,u)

in z zacetno krivuljo
I'(s) = (zo(s), yo(s), uo(s))-

Denimo, da na nekem intervalu (so — 0, sg + 0) velja

J(s) = << “ b)s) £0 (25)

xO)s (yo

kjer je a = a(xo(s),yo(s),uo(s)),b = b(xo(s),yo(s),ue(s)) in s € (so — 0,50 + 0).
Predpostavimo tudi, da so a,b,c so gladke funkcije v neki okolici vsake tocke

(xo(8),y0(s),uo(s)), € (so— 9,50+ 9).
Tedaj ima nasa Cauchyjeva naloga natanko eno resitev v neki okolici
U=A{(t,s) € (—€,€) X (so—0,(s0+0)}
zacetne krivulje. Pri tem je € > 0 neko (dovolj majhno) Stevilo.
Ce pogoj (25) ni izpolnjen na nekem intervalu (s — 0, s+ 0), potem ima Cauchyjev

problem bodisi neskoncéno resitev ali pa nobene.

Preden dokazemo izrek, si oglejmo geometrijski pomen pogoja (25). Videli bomo,
da je J(s) Jacobijeva matrika neke preslikave. Spomnimo se: reSevanje s pomocjo
karakteristicnega sistema nam da preslikavo

(t,s) — (x(t,s),y(t,s),ult,s)).

Pricakujemo, da bo ta preslikava ploskev in da bo reparametrizacija grafa G,, kjer
je u(x,y) resitev nasega Cauchyjevega problema. Oglejmo si prvi dve komponenti
zgornje preslikave. Podajata nam preslokavo

F o (t,s) — (x(t,s),y(t,s)).

S ) (tO:SO)

Oglejmo si Jacobijanko F

Sl
S

D(to,so)‘/t‘ - (

Q
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Naj bo (%o, s0) = (0, sp). Karakteristi¢ni sistem nam pove

or
o
dy

E_b

Prvi stoplec D(g ) F je torej vektor (a,b)”, izracunan v zacetni tocki (0, sg). To je
torej projekcija tangente na karakteristicno krivuljo v tocki I'(sg) na zacetni krivulji.
Drugi stolpec (%, %)(Tmo) je projekcija tangentnega vektorja (%, %, %)(To,so) na kri-
vuljo T'(s) v tocki so. Pogoj (25) torej zahteva da tangenti na projicirano karakter-
istiko in na zacetno ktivuljo, izracunani v skupni tocki (0, sq) nista kolinearni. Ce
projekciji tangent nista kolinearni, potem tudi tangenti sami nista kolinearni; sta

transverzalni. To pomeni, da je rang ploskve

v tocki I'(sg) enak 2. Zaradi zveznosti pa je enak 2 tudi v neki okolici tocke I'(sp).
Torej je zgornja preslikava res parametrizacija neke ploskve.

Pogoj (25) pa ima Se eno pomembno vlogo. Omogo¢i nam izraziti ploskev (26)
kot graf neke funkcije. Res: Ce je J(sg) # 0 v tocki I'(sg) na zacetni krivulji, potem
po izreku o inverzni preslikavi lokalno obstja preslikava

(z,y) — (t(z,y), s(z,y)),
ki je inverzna preslikavi (¢, s) — (z(t,s),y(t,s)). V neki dovolj majhni okolici tocke
(0, so) torej lahko zapisemo

u(z,y) = u(t(z,y), s(x,y)).
Domnevamo, da je ta funkcija resitev nasega Cauchyjevega problema.

Dokaz izreka: Zacetek dokaza bo v resnici le ponovitev zgornjih opazk o geometri-
jskem pomenu transverzalnostnega pogoja.

Oglejmo si spet karakteristicni sistem



7 zacetnimi pogojo

x(0,8) = zo(s) y(0,s) =yo(s) u(0,s)=up(s).

Po osnovnem eksistenénem izreku za navadne diferencialne enachbe ima ta zacetni
problem natanko eno resitev ori vsakem s € (sg — §, s + ). Dobimo torej preslikavo

G (t,s) —> (z(t,s),y(t,s),u(t,s))

Odvod te preslikave v vsaki tocki (0,s), s € (so — 0,59 + 0) je enak

/
o as a  xo(so)
/
Dos)G=| 5 % = | b (%)
du  Ju Ou Ju
ot Os (0,50) ot Os (0,30)

Po pogoju (25) je zgornji 2 x 2 blok te matrike neizrojen, zato je rang celotne matrike
v tocki (0.sg) enak 2. Torej je enak 2 tudi v neki okolici te tocke.

Prepricajmo se sedaj, da je funkcija
u(z,y) = ult(z,y), s(z,y))
res reSitev enacbe nase enache
a(z,y, u)u, + b(z, y, u)u, = c(x,y,u).
Imamo

Uy = Uty + UsSy
Uy = Uly + ussy (27)

Ker sta si preslikavi
(t,5) — (z(t,5),y(t,5)),  (t,s) — (t(z,y),s(z,y))
inverzni, sta si inverzna tudi njuna odvoda. Torej imamo matricno enacbo
(tx ty) ' <a x5> _ (1 O>
Sz Sy b ys 0 1)’
ki nam da sistem skalarnih enach

at, + bt,

as; + bs,

I
o =

(28)
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Sedaj lahko vstavimo (27) in (28) v naso kvazilinearno enacbo in dobimo

aty +bu, = a(uit, + ussy) + bty + ussy)
= w(at, + bt,) + us(as, + bsy)
= ﬂt

= C

V drugi enakosti smo uporabili karakteristi¢ni sistem. Torej funkcija u(z,y) res resi
naso kvazilinearno enacbo.

Edinost: Dokazati moramo, da je pri pogoju (25) resitev, dobljena s pomocjo karak-
teristicnega sistema res edina resitev pri danem zacetnem pogoju.

Naj bo f(z,y) neka resitev nasega zacetnega problema. Integralska ploskev (z, vy, f(z,v))
torej vsebuje zacetno krivuljo I'(s). dokazati moramo, da je ta ploskev sestavljena iz
karakteristicnih krivulj.

Izberimo poljuben s; in oznac¢imo

I'(s1) = (2(0),y(0), f(z(0),y(0)) = (o, vo, f (0, Y0))
Naj bo sedaj
t— ((z(t),y(t), u(t)),
karakteristicna krivulja, za katero velja:

(2(0),4(0),u(0)) = (0, Yo, f (0, Yo))-

Dokazati ho¢emo, da ta karakteristika v celoti lezi na ploskvi (z, y, f(zo,40)). Oglejmo
si funkcijo:

U(t) = u(t) — fz(t)),y(t))
Upostevajmo karakteristicni sistem:

= a(z,y,u), vy ="0b(r,y,u), w =-clz,y,u)

Upostevajmo u = ¥ + f. Vstavimo v U; karakteristi¢ni sistem in dobimo

v, = Ut—fzﬂft—fyyt
= c_fxa_fyba

oziroma
Uy =c(x,y, ¥+ f) = folz,y)alz,y, ¥ + f) = fulz, )bz, y, ¥+ f). (29
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Dobili smo navadno diferencialno enacbo za W(t) in zacetni pogoj ¥(0) = 0, saj se
nasa karakteristika zacne na ploskvi (z,y, f(z,y)). Ker je po predpostavki f(z,y)
resitev nase kvazilinearne enacbe, je U(t) = 0 resitev enacbe (29). Zaradi edinosti iz
eksistencnega izreka na navadne diferencialne enacbe je to tudi edina resitev enacbe
(29) pri zacetnem pogoju ¥(0) = 0. Torej, karakteristika

t— (2(t),y(t), u(t))

res v celoti lezi na ploskvi (z, vy, f(z,y). To seveda velja za vsako karakteristiko, tore;
je ploskev (x,y, f(z,y)) res generirana s karakteristikami.

Kaj se zgodi, ¢e pogoj (25) ne drzi. (Niizpolnjen na vsakem intervalu (s9—4, so+9)
vzdolz zacetne krivulje.) Tedaj J(s) = 0 za s € (sg — 0,80 + d) pomeni, da sta
vrstici v J(s) vzporedni. Spomnimo se, vrstica (a,b) je projekcija tangente (a,b, c)
karakteristicne krivulje na ravnino (zy) C R®, vrstica (x)(s), yy(s)) pa je projekcija
tangente (xg(s), yo(s), up(s)) na to isto ravnino.

Imamo dve moznosti:
1.) Tangenti (a,b,c) in (x5, ys, us) nista vzporedni.

Opazujemo obe v isti tocki. Oba zgornja vektorja sta tangenti na reSitveno
ploskev. Ker sta razlicna, sta linearno neodvisna in v tocki prazpenjata 7,G, v tan-
gentno ravnino na resitveno ploskev. Projekcija te ravnine na ravnino (x,y) pa je
premica. Torej G, ne more biti graf kake funkcije spremenljivk (z,y). V tem primeru
torej nas zacCetni problem nima resitve.

Denimo, da sta tudi tangenti (a,b,c), (zs,ysus) v celoti vzporedni vzdolz s €
(so — 9,80 + 0). Tedaj pa je kos zacetne krivulje hkrati tudi kos neke karakteristike.
Transverzalno na to karakteristiko lahko potegnemo poljubno krivuljo, ki se seka s to
karakteristiko oziroma s staro zacetno krivuljo. To krivuljo lahko vzamemo za novo
zacetno krivuljo. Zanjo je pogoj (25) po konstrukciji izpolnjen, torej lokalno obstaja
resitev pripadajocega zacetnega problema. Takih krivulj je neskonéno mnogo, torej
je neskoncno mnogo tudi resitev.

Primer 2 Poisc¢imo resitev enacbe:
_y(uz) + x(uy) =u

pri zacetnem pogoju:

u(z,0) = ¥(x)
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Oglejmo si nagprej transverzalnostni pogoj:

J(s) = det <(mcé)s (yi)s) N <(;oy) (yf)s) r(s)

Zacetni pogoj podaja zacetno krivuljo

[(s) = (s,0,4(s))

Transvelzalnostni pogoj je izpolnjen povsod na I', razen v tocki I'(0). Projekcija te
tocke na ravnino (zy) je (x,y) = (0,0).

Karakteristicni sistem enacbe je:
Ty = —Y

Y =
Uy =

Prvi dve enacbi lahko zapisemo v obliki

(-0 ()
Vsaka resitev je torej oblike
(i) = (- () = (ol i) ()

Upostevajmo, da resujemo druzino sistemov, parametrizirano s parametrom s. Splosna
resitev je torej
x(t,s) = Ai(s)cos(t) — Ay(s)sin (t)

y(t,s) = Ai(s)sin (t) + As(s) cos (1)

Resitev tretje enacbe je

Zadostimo zacetnim pogojem:
z(0,s) = Ai(s) =s
y(0,5) = As(s) =0
u(0,s) = Ax(s) =v(s)



Resitvena ploskev je torej podana s parametrizacijo
x(t,s) = s-cos(t), y(t,s)=s-sin(t), u(t,s)=1(s)- e (30)

Takoj opazimo:
s=+22+y?% t=arctan (Q)
x

Resitvena funkcija je torej:
u(z,y) = @/J(\/m)earctan(g)

Kaksna je oblika resitvene ploskve? Denimo, da je 9(s) kar konstantna funkcija.
Potem iz izrazitve (30) vidimo, da ima resitvena ploskev obliko zavitih stopnic, ki pa se
eksponentno hitro dvigajo. V tocki (0,0) transverzalnostni pogoj ni izpolnjen. Nasa
ploskev je na premici (0, 0, z) res singularna. Ni graf nobene funkcije, saj priredi tocki
(0,0) vse realne vrednosti. Tudi v drugih toc¢kah (z,y) je ta funkcija veclicna. Vsaki
tocki priredi neskonc¢no diskretno mnozico vrednosti. Vidimo torej, da neizpolnjevanje
transverzalnostnega pogoja lahko povzroci zanimive pojave.

5 Nelinearna enacba I. reda

Spomnimo se:

F(x,y,u, ug, uy) =0

je splosna enacha I reda. Tudi to enacbo imamo lahko za podatek, ki predpise neki
geometrijski objekt, katerega integralski objekt bo resitev evacbe. Fiksirajmo tocko
(0, Yo, Uo) € R?, in si oglejmo izraz

F<x07y07u07ux7yy) = 0.

Ta izraz lahko razumemo poda pogoj, ki mu morajo ustrezati komonente vektorja
(tg, Uy, —1) v tocki (2o, Yo, up). Ta vektor bo normala na bodoco tangentno ravnino
na resitveno ploskev
(z,y) — (2, u(z,y)).
Ozna¢imo: u, = p, u, = ¢q. Normala je torej podana z (p,q,—1) in mora ustrezati
pogoju
F (20, Yo, u0, p,q) = 0. (31)
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Opazimo, da je enacba samo ena, neznanki pa sta dve. Torej, po izreku o implicitni
funkeciji (31) doloca enoparametri¢no druzino normal (p(A), ¢(A), —1),

F (20, Y0, uo, p(A), q(A)) = 0.

V vsaki tocki R? ta enoparametri¢na druzina normal dolo¢a enoparametri¢no druzino
potencialnih tangentnih ravnin na iskano ploskev.

Oglejmo si druzino potencialnih tangentnih ravnin na resitveno ploskev v tocki
(%0, Yo, up). Enacba vsake take ravnine je

(£ = (@o,y0,u0)) - (p(). qt), =1) = 0,

ali krajse

(R—7r9)-1(A\) =0. (32)
Definicija 2 Ogrinjaca druzine ravnin (32) se imenuje Mongeev stoZec.

Enacba
F(x,y,u,uz, uy) =0

doloc¢a polje Mongeevih stozcev v prostoru.

Parametrizacija Mongeevega stozca Oznacimo

OF OF
P= Q=

Odvajajmo identiteto
F(z,y,u,p(A),q(A) =0
po A. Dobimo
Pp(A)+Qq(A) =0 (33)
Vpeljimo enoparametricno druzino vektorskih polj F = (P, @, R) na R® tako, da bo
veljalo

F-i(A) = 0
F-i(A) = 0 (34)
Prva enacba tega sistema je kar (33) in je avtomaticno izpolnjena. Druga pa bo

izpolnjena, ¢e bo za R veljalo
R=pP+qQ.
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saj tedaj res:

(P,Q,R) - (p,q,—1) = 0.
Torej

F=(PQ,pP+qQ)

Spomnimo se enacbe za ogrinjaco. Ogrinjaca druzine ravnin (ﬁ —7)-1(N\) = 0 sestoji
iz vseh vektorjev R, ki resijo sistem:
(B—)-7(\) =
(R—7)-@(\) = 0 (35)
Iz (34) in (35) vidimo
(R—7) || F.

—

Natancneje, (R —7) in F sta pri istih vrednostih A vzporedna. Pri fiksiranem A torej
za vsako tocko na tvorilki (R — 7) Mongeevega stozca obstaja realno stevilo u, tako,
da velja Zato

(R—7)=nF
Parametrizacijo Mongeevega stozca lahko torej podamo z enacho
R == pu(P(\),Q(N), RN),

oziroma

—

=7+ 1 (PO, Q) RV)).
Tako smo dobili parametrizacijo Mongeevega stozca.

V vsaki tocki p iskana ploskev vsebuje vrh nekega Mongeevega stozca in ena od
tvorilk tega stozca lezi v tangentni ravnini nasSe iskane ploskve v nasi izbrani tocki p.
Ne vemo pa, katera od tvorilk lezi v tangetni ravnini!

Poskusimo konstriurati krivulje R*: r(t) = (x(t),y(t), u(t)), za katere velja
r(t) = F). (36)

Razpisimo to enacbo po komopnentah:

u(t) = R=pP+qQ
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Konkretneje:

oF

T = a—p(fv,y,u,p,q) (37)
y = %—Z(fv,y,u,p,Q) (38)
. oF oOF

u = pa_p(x7y7u7p7Q)+qa_q(x7y7u7p7q) (39)

Vidimo: z,y,u so neznanke. p in ¢ nista niti neznanki, niti podatka. Zato zgornji
sistem ne bo dal smiselne druzine integralskih krivulj, tudi ¢e bomo dodali smiselne
zaCetne pogoje. Sistem je nesmiselen zato, ker v enaci (36) na desni strani nastopa
druzina vektorskih polj, parametrizirana z A in ne eno, natanko doloceno vektorsko
polje. To se zrcali v dejstvu, da p in ¢ v zgornjem sistemu nista niti spremenljivki niti
podatka. To tezavo bomo resili tako, da bomo p in ¢ obravnavali kot funkciji parame-
tra t in zanju poiskali dodatni, smiselni enacbi. Tako bomo dobili nov karakteristicni
sistem petih enacb za pet neznank z(t), y(t), u(t), p(t) in ¢(t).

Opomba 1 Vprasaymo se, kako to, da pri kvazilinearni enacbi ne pridemo do prob-
lema izbire pravega vektorskega polja, ki ga je treba pointegrirati, iz enoparametricne
druzine poly.

Ker je v primeru kvazilinearne enacbe
[F(x,y, u, ug, uy) = a(x,y, u)u, + b(z,y, w)u, — c(z,y, u)

se sistem (38) v tem primeru glasi

r = a(x,y,u)
y = b(z,y,u)
u = c(z,y,u)

Torej koli¢int u, in u, v sistemu ne nastopata in imamo dobro definiran 3 X 3 sistem.
Geometrijsko to pomeni, da vse potencialne normale na kandidate za tangentne rav-
nine v neki izbrani tocki (xo, yo, uo) leZijo v isti ravnini in ta ravnina je pravokotna na
vektor (a(zo, Yo, Uo), b(xo, Yo, Uo), (X0, Yo, uo)). Potencialnih tangentnih ravnin je tudi
tu veliko, vendar vse vsebujejo vektor (a(xo, Yo, uo), b(xq, Yo, uo), (o, Yo, Uo)). Zato
je to vektorsko polje naraven kandidat za polje, ki generira karakteristicne krivulje.
Pravimo, da v tem primeru Mongeev stoZec kolabira na Mongeevo os.
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V splosnem primeru kolic¢ini p in ¢ na desni strani nastopata. Ker nista podatka, ju
bomo razglasili za novi neznanki. Krakteristi¢ne krivulje bomo v R® bomo nadmestili
s krivuljami v R®. Ker pa bomo tudi tu najprej poiskali resitveno ploskev G, iskane
funkcije u(z,y), bomu tudi tu iskali ploskev v R®. Zato bomo krivulje

t— (x(t), y(t), u(t), p(t), q(1))

raje interpretirali kot karakteristicne trakove v R*. Vsaki tocki (x(t),y(t), u(t)) do-
damo 8e ravnino, ki jo razpenjata vektorja (1,0, p(¢)) in (0,1, ¢(¢)). Tako res dobimo
nekaksen trak.

Prepricajmo se najprej, da tangenta (&, ¢, @) na delno karakteristiko ¢ — ((z(t), y(t), u(t))
lezi v nasem traku.

Imamo:
To=p
) = @ (40)
u = pP+qQ
Od tod:

(u:wuya _1) : (:r,y,u) = <p7Qa _1) : (:)s,y,u)

Tp+yqg —u

= Pp+Qq— (pP +qQ)
0

Torej je res smiselno govoriti o traku. Ce zelimo p in ¢ vpeljati kot novi spre-
menljivki, moramo sistemu (38) dodati Se dve enacbi. Dobili ju bomo iz povezave
med z,y,u, p, q.

Odvajajmo
o 0
F(a,y,u,u(z,y),p(z,y),q(2,y) =0 /5 Ay
Dobimo

Fy+ Fouy+ F,p, + Fyqy

I
o

Vemo: p, = sy = q,. Zgornji dve enacbi lahko zato prepiSemo nekoliko drugace:

Fo+Fou, +Fyp. +Fyp, = 0
Fy+F,uy+F,q, +Fyq, = 0
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Vzdolz traku pa imamo tudi:

torej
j:pm + ypy - Pp:c + pr
q - $Qm+ZJQy:PQx+Qq-
V drugih dveh enakostih zgoraj smo uporabili delni karakteristi¢ni sistem (38).

Fx+Fuux+pr+pr = 0
Fy+Fouy+ P +Qqy =

Iz zgornjih dveh sistemov dobimo

q = _(Fy+un>

Skupaj s prvimi tremi enacbami za xyu torej dobimo:

B oF
Ty = 8_])
B oFr
Y = a—q
or oF
U = p8_p+q6_q (41)
or oF
P= o Pou
or oF
"= Gy o

To pa je pet enacb za pet neznank:
(1), y(t), u(t), p(t), q(t).

Sedaj moramo poiskati zacetne pogoje za Cauchyjevo nalogo za nelinearno par-
cialno diferencialno enacbo I. reda. Izhajali bomo iz zacene krivulje

[(s) = (o(s), yo(s), uo(s)).

Takoj opazimo, da zaétna krivulja I'(s) ne bo dovolj, saj nam da le tri zacetne pogoje,
za zgornji sistem pa jih potrebujemo 5. Dobiti moramo e zacetni funkciji py(s) in
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qo(s). Videli pa bomo, da ju ne moremo izbrati poljubno. Is¢emo namre¢ ploskev
v R?, ki bo graf iskane funkcije u = u(z,y). Najprej pa opazimo naslednje: Naj bo
krivulja:

koot (x(t),y(t),u(t), p(t), q(t))

taka, da velja:

L. F(2(0),(0), u(0),p(0), ¢(0)) = 0
2. k(t) resi karakteristiéni sistem (41)
Tedaj velja:

F(a(t),y(t), u(t), p(t), q(t)) = 0.

Res, oglejmo si odvod zgornje identitete po t:

d
—F(x(t),y(t),u(t),p(t),q(t)) - xth+thy+utFu+ptFp+Qth

dy
= PFR+QF,+F.(pP+4qQ)
=0

Konstruirajmo sedaj pravi zacetni pogoj. Zaceli bomo z zacetno krivuljo v(s) v

R3.
v(s) = (zo(s),Yo(8), uo(s))

Koliko svobode imamo pri izbiri funkecij po(s) in go(s)?

Definicija 3 Naj bo
Y(s) = (zo(5), Yo(s), uo(s))

krivulja in naj bo Py = (20(s0), yo(S0), u0(50)), po(50), q0(50)). tocka v R®, katere pro-
jekeija (xo(s0), yo(S0), uo(s0)) = v(s0), torej lezi na v(s). Tocka Py in krivulja v(s)
ustrezata kompatibilnostnima pogojema ce velja:

F(Py) =0, (42)
uo(s0) = po(so) - (z0)'(s0) + go(s0) - ¥'(s0)- (43)
Ce poleg tega za Py in v(s) velja Se :
(o) (s0) F4(Fo) + (o) (s0) Fp(Fo) # 0
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pravimo, da Cauchyjev problem
F(ZL’, Y, U, Ug, uy) =0

Y(s) = (o(5),y0(s), uo(s))
Py = (20(80), Yo(s0), uo(S0)po(s0)q0(s0))

ustreza transverzalnostnemu pogoju.

Opomba 2 Zaenkrat sta po(so), qo(so) dejansko le dve vrednosti. Funkcij po(s) in
qo(s) Se mimamo.

Spotoma smo definirali Cauchyjevo nalogo za nelinearno parcialno diferencialno enacbo
I. reda. Kompaibilnostna pogoja (42) in (43) sta del definicije Cauchyjeve naloge.

Napisimo osnovni eksistenc¢ni izrek za nelinearno PDE I reda:

Izrek 2 naj bosta za Cauchyjev problem
F(x,y,u,uz, uy) =0

v(s) = (0(5),%0(8), uo(s)),  Fo = (wo(50), yo(s0), uo(S0)po(50)q0(50))
1zpolnjena kompatibilnostna pogoja:
F(P) =0,

uo(s0) = po(s0) - (20)'(50) + qo(s0) - ¥'(0)-

Naj bo izpolnjen Se transverzalni pogoj:

(0)'(s0) Fq(Fo) — (o) (s0) Fp(Fo) # 0 (44)

v tocki Py. Tedaj obstaja € > 0 in natanko ena resitev Cauchyjevega problema:

(t,8) — (x(t, 5),y(t, 5), ult, ), p(t, 5),4(1, 5)),

definirana za (t,s), |s — so| + [t| < €. Zgornja parametricna reprezentacija podaja
eksplicitno obliko resitve w = u(x,y). Poleg tega velja u, = p, u, = q.
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Opomba 3 Hitro vidimo, da je kompatibilnostni pogoj

up(s0) = po(s0)zo(s0) + qo(s0)y' (o)
naraven in pricakovan. Res: Imamo: u = u(x,y), zato je vzdolz y(s)u(s) = u(x(s), y(s)).

d o o / ! / /
Eu—us—uxa; +uyy = pr +qy

Ce zgornje izracunamo v s = Sq, res dobimo kompatibilnostni pogoj.

Skica dokaza: Vseh korakov dokaza ne bomo izvedli. So podobni korakom v
eksistencnem dokazu za Cauchyjev problem s kvazilinearno enacbo, le daljsi in neko-
liko bolj zapleteni. Zato se bomo posvetili samo bistveni razliki med kvazilinearnim
in nelinearnim primerom, namre¢ konstrukeciji manjkajocih zacetnih pogojev p(s) in

q(s).

Pokazali bomo, kako iz podatkov, ki jih imamo (enacba, oba kompatibilnostna
pogoja ,in transverzalnostni pogoj lahko izracunamo manjkajoci funkciji po(s) in go(s).
Za iskani funkciji bo pri vsakem s moralo veljati:

ug(s) = po(s) #'(s) + qo(s) ¥'(s)

F(wo(s), yo(s), uo(s), po(s), qo(s)) = 0

Kompatibilnostna pogoja povesta, da je zgornja res v s = s
Definirajmo:
Ai(s,0,q0) = poo(s) + oo (s) — ug(s)
As(8,p0sq0) = F(o(5),yo(5), uo(s), Po, q0)
Z zgornjima funkcijama definirajmo preslikavo:

"F(sap(% qU) : RRQ — RQ

s predpisom
”F(S7p07 (IO) = (Al (37]707 (IO)7 A2(87p07 QO))

Videli bomo, da transverzalnostni pogoj (44) zagotavlja, da je izpolnjen pogoj izreka
o implicitni funkciji, podani z enacbo

F(s>p0>q0) =0
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Y

odvod F glede na spremenljivki pg, qo.

o4 oA z4(s) yh(s)
D(s,po,q0) = | 642 o4, :(% F )
p q

dpo )

Oglejmo si "delni ’

Transverzalnostni pogoj pravi

det(D(s,po, qo)ls=se = 70(50) Fo(Fo) — yo(s0) Fp(Fo) # 0
Torej po izreku o implicitni funkciji obstajata natanko doloc¢eni funkciji:
s — po(s)
s — qols),
za kateri velja F (s, po(s),qo(s)) = 0.

Dobili smo torej pravilno konstruiranozacetno krivuljo

s > (20(5),%0(5), uo(s), po(s), qo(s))
za nas b x b karakteristiéni sistem.

Na podoben nacin kot pri kvazilinearni enacbi tudi tu transverzalnostni pogoj (44)
zagotavlja, da lahko izrazimo u(t, s) v obliki u(z,y). Velja pa tudi u, = p,u, = ¢.

O

6 Linearne parcialne diferencialne enacbe 1I. reda

Parcialne diferencialne enacbe I1. reda so najpogostejse in jih najveckrat srecamo. Na-
jpomembnejsi vzrok za to je dejstvo, da je II. Newtonov zakon navadna differencialna
enacba II. reda. Linearna parcialna enacba II. reda za neznano funkcijo:

w(zy, - -x,): QC R — R

ima obliko:
L(u) = g.
Pri tem je:
L:C*™(Q) — C*(Q)

linearen diferencialni operator drugega reda, podan na 2 + k-krat zvezno odvedljivih
funkcijah u = C?**(Q), kjer je poljubno nenegativno celo §tevilo, lahko pa tudi k = co.
Operator L je podan s predpisom
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- 0%u
L(u) = a; j(z1, )
Z; J 0x;0x;
au
+ Zbk Ti,.-52 &”Ck
+ c($1, L) U

Spet se bomo omejili na n = 2, torej na dve neodvisni spremenljivki. V tem
primeru so operatorji L oblike.

L(u) = a(z, y)uzz + 2b(x, y) sy + c(z, y)uyy + d(z, y)u, + e(z,y)uy, + f(z,y)u.
Koeficienti a(z,y), -, f(z,y) so primerno lepe.

Definicija 4 Glavni del Ly operatorja L je:

Z a”@m 0z

6.1 Kilasifikacija enacb II reda dveh spremenljivk

Definicija 5 Enacba:
A Ugg + 2bUgy + ClUyy +du, +euy + fu=g (45)
je hiperbolicnega tipa na Q C R?, ée velja:
o(r.y) = b*(z,y) — g(z,y)e(zr,y) >0 na Q
Enacba (45) je parabolicnega tipa na 2, ce velja
d(z,y) =0 na Q.
Enacba (45) je elipticnega tipa na ), ée velja:
d(z,y) <0 mna .
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Dokazati moramo, da je zgornja klasifikacija smiselna. Videli bomo, da pri za-
menjavi neodvisnih spremenljivk:

enacha ohrani svoj tip. Torej izbira koordinat ne vpliva na tip enacbe.

Zamenjava ali substitucija neodvosnih spremenljivk je difeomorfizem

(z,y) — (&(x, y),n(z,v)))

med dvema obmocjema ) in Q v R% V novih spremenljivkah se neznana funkcija
izraza u(z,y) izraza v obliki

w(&(z,y),n(z,y)) = ulz,y).
Zveze med prvimi odvodo so

Uy = w€£x+wn77x

Uy = we&y +wyny.

Odtod dobimo zveze med drugimi odvodi

Ugy = Wee Sﬁ + 2wep &M + Wiy 773: + We Euo + Wy Mo

Upy = Wee&ely + U’En(gxny + §y77m) + Wy NaTly + We Sy + Wy Ny (46)
2 2

Uyy = Wee fy + 2wey §yny + Wy My + We Eyy + Wy Nyy

Glavni del operatorja L se bo v novih spremenljivkah glasil

lo(w) = A(&,n) wez + 2B(§, ) wey + C(&, ) wy,

Poiskati moramo izraze za koeficiente A, B in C. V izraz za Ly vstavimo izrazitve
dvojnih odvodov funkcije u, nato pa zdruzimo vse faktorje, ki nastopajo pri drugih
odvodih w. Dobimo

A(&,m) a&l+ 2068, + &
B(f? 77) a&uny +0b (gmny + 5y77y) + way (47)
C(&mn) = ani+2bn.n, +cn,

Zgornje kvadratne forme lahko zapisemo v matri¢ni obliki:

(e n)=( ) (o)) )
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Opazimo, da velja

3(x,y) = det (Z Z) in 5(5,77)_(21 g)

Iz enacbe (48) sledi
o (s )t 5
T
= det (ﬁx §y) - det (a b) - det <£m §y)
Nz Ty c d Ne My
2
= det (fx fy) - det (a b)
Nz Ty c d

Ker je kvadrat vsakega realnega stevila vedno pozitiven, sta stevili det(z, y) in det(&, n)
res vedno istega znaka, ali pa sta obe hkrati enaki 0. Tip enacbe je torej res naodvisen
od izbire neodvisnih spremenljivk.

6.1.1 Kanonic¢ne oblike

Vsako enacbo doloc¢enega tipa lahko s substitucijo neodvisnih spremenljivk prevedemo
na obliko, ki je v nekem natan¢no dolocenem smislu najenostavnejsa. Bolj konkretno,
vsako enacbo lahko prededemo na obliko v kateri bo njen glavni del tako enostaven
kot je le lahko.

Definicija 6 Z [,(w) oznacimo poljuben parcialni diferencialni operator prvega reda.
Kanonicéna oblika huperbolicne enacbe je

Wey + 1 (w) = G(&,n).
Kanoniéna oblika paranoloéne enacbe je
wee + 1 ((w) = G((&, eta).
Kanoniéna oblka elipticne enacbe je

Wee + Wy + L (w) = G(E,n).

Videli bomo,da za vsako enacbo obstajajo pari neodvisnih spremenljivk v katerih ima
enacha ustrezno kanonico obliko.
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Hiperboli¢na enacba:

Izrek 3 Naj bo enacba
AUy + Qbuxy + Cuyy + Ll (u) = g(l’, y)a

hiperbolicnna Q C R*. Z Ly som oznéili parcialni diferencialni oprator prvega reda.
Tedaj obstajajo pari neodvisnih spremenljivk (&,m), v katerih ima na ustreznem obnocju
Q nasa enacba obliko

wey + h(w) = G(&,7m)
Dokaz: V novih spremenljivkah se nasa enacha glasi

A&, nwee + 2B(E, n)wey + C(En)wy, + Li(w) = G(E,n).

Od substitucije
(z,y) — (&(z,y),1(z, y))

zahtevamo
A(m) =0, in C(§n) =0.

Spomnimo se izrazitev A in C' s koecifienti a, b, ¢, d. Podani sta s prvo in zadnjo
enacbo v sistemu (48). Imamo torej

a(w,y) €2+ 2b(y,y) &6, + cla,y) € =

a(x, y) ni + 2b(y, y) naty + clz, y)n) =

Vidimo, da imata obe enacbi enake koeficiente. Zato imata seveda isto mnozico

resitev. Zaskrbelo bi nas lahko, da bomo dobili premalo neodvisnih resitev (potrebu-
jemo dve), vendar bomo hitro videli, da je skrb odve¢. Enacba

a(x,y) € + 20(y, y) &by + (2, y) & = 0

je nelinearna parcialna diferencialna enacha prvega reda. Opazimo pa, da je leva
stran homogen polinom druge stopnje dveh spremenljivk. Lahko je videti, da je
vedenje takega polinoma zelo podobno nehomogenemu polinomu druge stopnje ene
spremenljivke. Ce enacbo delimo z §y2, dobimo

a<§—j>2+2b<§—z>+c=o,
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to pa je obicajna kvadratna enacba spremenljivke E—z, ki jo znamo razstaviti v produkt
linearnih faktorjev s pomocjo formule

& —2b + v/4b? — 4ac
()2 = :
&y 2a

Dobimo

1
(0, + (0= VIE = a0)§y) - (0 + (b+ VI ac)g,) = 0
Funkcija £(x,y) je resitev zgornje enacbe natanko takrtat, ko je resitev ene od enach

aly+(b—Vb—ac)§, = 0 (49)
aly +(b+Vb?—ac)§, = 0. (50)

To pa sta dve linearni parcialni diferencialni enacbi prvega reda in sta bistveno
lazje resljivi, kot nelainearna enacba. Te enacbe resujemo s pomosjo pripadajocih
karakteristi¢nih sistemov. Sistema za zgornji dve enacbi sta

Ty = a
vy = bxVb—ac (51)
& = 0

Kot vedno pri linearnih enacbah prveg reda, je sistem prvid dveh enacb “razklopljen”
od tretje enacbe. Oglejmo si sistem, pri katerem ima srednja enacba desno stran
enako b + v/b? — ac. Izberimo zacetno krivuljo I'(s) za nas sistem. Naj bo podana s
predpisom
L(s) = (s,s,h(s)).
Izberimo sy. ResSitev
(t,5) — (z(t, 5), y(t, 5))

zacetnega problema

Ty =

a
¥ = b+ Vb —ac (53)

fE(O, SO) = S0, y(07 SO) = S0

je izohipsa na ploskvi, podani s parametrizacijo

t— (;C(t, 30)7 y(tv 50)7 £<t> 50)) = (‘r(tv 50)7 y<t7 30)7 h<50))
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Izbira zacetnega pogoja I'(s) je bila povsem poljubna. O¢itno pa je, da so resitve sis-
tema prvih dveh enacb izohipse vseh ploskev, ki jih dobimo s poljubno izbiro zacetneg
krivulje I'(s).

Ce za parametrizacijo reitvenih krivulj ¢ + (x(t),y(t)) sistema (53) izberemo
x +— (z,y(x), lahko sistem prepisemo v obliki enache

@_b—i—vbz—ac

dr a (54)

Splosna resitev te enacbe je druzina funkcij f(x;C) = y(z;C), parametrizirana s
konstanto C. Iz enacbe

y=f(x:0)
lahko s pomocjo izreka o implicitni funkciji izrazimo C' in dobimo funkcijo

C(x,y) = F(x,y)

Seveda za to funkcijo velja

F(z,y(r)) = C,

kjer je y(x) resitev (53) pri izbiri konstante C, torej y(x) = y(z; C'). Pri vsaki izbiri
zacetne vrednosti y(0) = v dobimo drugo resitev y,(x) enacbe (54) in tudi drugo
konstanto C, za katero velja

F(z,y,(z)) = C,.
Vsaka krivulja x — y, je neka izohipsa ploskve, podane s parametrizacijo.

(z,y) — (2, y, F(x,y))

Ta ploskev je torej resitvena ploskev enacbe
aly+(b—Vb—ac)§, =0

pri zacetnem pogoju
I'(y) = (0,7, ;).

Zato lahko za &(x,y) vzamemo

§(z,y) = F(x,y).

Podobno lahko za novo spremenljivko 7(z, y) vzamemo
77(37’ y) = G(xu y)>
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kjer je G(z,y) podana z
G(v,y(z,D)) =D

in je y(x; D) splosna resitev enacbe
aly+ (b+Vb? —ac)§, =0.

O

Opomba 4 Parov kanonic¢nih spremenljivk je res neskoncéno mnogo. Enacbi (50)
in (49) dolocata le dve druzini izohips do parametrizacije natancno. Visine, na ka-
terih lezijo posamezne izophipse pa lahko Se poljubno dolocimo. Na ta nacin dobimo
neskoncéno mnogo parov resitventh ploskev.

Resitvene krivulje
t— (2(t, s),y(t,s))

sistemov

Ty =

a
= bV —ac
se imenujejo karakteristicne krivulje enachbe
AUy + 20 Uyy + CUyy + 11 (0) = g(x,y).
Ker imamo dva sistema, iamo tudi dve drizini karakteristi¢nih krivulj. Ti dve druzini

karakteristicnih kruvulj smo zZe srecali pri obravnavi valovne enacbe.

Paraboli¢na enacba:

Izrek 4 Naj bo enacba
A Ugg + 2bUyy + Uy + Li(u) =g

parabolicna na Q C R, Tedan obstajajo sistemi koordinat (€,7m), v katerih se enacba
glast

wee + h(w) = G(E,n)
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Dokaz: Ker je b* — ac = (/, lahko predpostavimo, da je a(x,y) # 0. (V nasprotnem
primeru je enacba ze podana v kanonicni obliki.) Is¢emo torej par funkeij (§,n), ki
resi enacbo

C(&,m) = ani + 2bnn, +cn, = 0.

Zaradi B2 — AC = 0, bo potem res A edini od ni¢ razlicen koeficient v glevnem delu
transformirane enacbe. Ker je diskriminanta d(z,y) = §(£,n) = 0, imamo

1
C = =(an, +beta,)* =0
a

Dobimo le eno enac¢bo
ang +bn, =0

in zato le eno novo koordinato. Drugo lahko izberemo skoraj poljubno. Edina zahteva
je, da bo
(@,y) — (&(z,y),n(z,y))

difeomorfizem.

Zapisimo torej karakteristi¢ni sistem

Ty =
¥ = b (55>
n =

Kakor v hiperbolicnem primeru, prvi dve enacbi nadomestimo z enac¢bo

dy _ b
dy a

Iskano funkcija n(x,y) spet dobimo iz splo sne resitve y(z;C) zgornje enacbe, tako
da izrazimo Cz x,y,

Flz,y)=C, kier je F(z,y(x;C)) =C.
Za novo spremenljivko 7 lahko vzamemo

n(z,y) = F(z,y).
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Elipticna enacba: Obravnava elipticnega tipa je nekoliko tezja od prejsnjih dveh.
Tudi tu imamo izrek, analogen izrekoma za prejsnja tipa.

Izrek 5 Za poljubno trojico gladkih funkcij a(x,y), b(z,y) in c(x,y) obstajajo pari
koordinat £(z,y), n(x,y), tako, da eliptoéna enacba

A Ugy + 2bua:y + Cuyy + Ll(u) = g(ZE, y)
v novih koordinatah dobi obliko

Wee + Wy + l1(w) = G(&,7).

Dokaz: Izrek bomo dokazali le za realno analiticne koeficiente a, b, c¢. lIzrek sicer
velja za poljubne gladke koeficiente, vendar je splosen dokaz tezji.

Spomnimo se: Funkcija a(z,y) je realno analiti¢na, ¢e jo lahko na nekem obmocju,
ki vsebuje tocko (zg, o) razvijemo v Taylorjevo vrsto. Torej, zapisemo jo lahko v
obliki

oo J

alw,y) =Y Y azu-jle — 20l (y — yo)*

j=0 k=0

Nasa enacha bo zavzela kanoni¢no obliko, ¢e bo v novih koordinatah veljalo
A=C, B=0.
Eksplicitno to pomeni
2 2 _ .2 2
a&y + 2088, + c&, = an, + 20mn, + cny,

a e + b (&amy + &) + c&yny =0
To lahko prepisemo v obliki

a (&3 —m) +2b)8:8y — mumy) + (& —ny) =
a&yine + b (Eeiny + &ying) + c&yin, = 0

Vpeljemo novo funkcijo ¢(z,y) = &(z,y) + in(z,y) in opazimo, da zgornji sistem
lahko zapsemo kot eno kompleksno enacbo

agpi—i—Zbgpmgoy—l—capi = 0.
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Takoj opazimo, da je zgornji sistem ekvivalenten tudi enacbi, v pateri ¢ nadomestimo
z ¢ = & —in. Kompleksificirajmo nas problem. Realni spremenljivki  in y nado-
mestimo s kompleksima. Zaradi analiticnosti koeficienti a, b ¢ postanejo holomorfne
funkcije. Zgornjo enacbo lahko v kompleksnem razstavimo na linearna faktorja

ap; + (bt ivac—0?)p, =0. (56)

Od tod dobimo dve linearni parcialni diferencialni, kjer so tako neodvisne in
odvisne spremenljivke kompleksne. Ni tezko videti, da postopek uporabe karakter-
isticnega sistema lahko prenesemo na kompleksni sistem, ¢e so le koeficienti a(x,y),
b(x,y), c(x,y) nase enacbe holomorfne funkcije. Podobno, kakor prej iz karakter-
isticnih sistemov linearbih faktorjev tega razcepa spet dobimo dve enacbi

dy b= ivac— b
dr a
Kompleksna verzija eksistencnega izreka za navadnediferencialne enacbe zagotavlja

obstoj holomorfnih resitev obeh zgornjih enacb. Dobimo torej resitvi ¢(z, y) in ¥(z, y)
obeh enacb (56). Naso elipti¢no enac¢bo lahko torej zapisemo v obliki

Ay + 11 (v) = 0. (57)

To nas spominja na kanoni¢no obliko hiperbolicne enacbe, le da so tu vse spre-
menljivke kompleksne.

Spomnimo se sedaj na zveze

© §+in
v o= §—in
Te izraze invetiramo in dobimo
£ = S(p+iv)
= —Lp—iw)
n = 9 Y —1

Spremenljivki £ in 7 sta realni ! Enacbo (57) zelimo izraziti s spremenljivkama &, n
Vidimo, da je Jakobijanka prehoda med (§,7) in (¢, n)

<
Il
AESAN

SIS
N~
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Matrika koeficientov v spremenljivkah (£,7) je kongruentna matriki koeficientov v

spremenljivkah (¢, ). Torej
W
20/ \& 3/ \01

(5 2=

To pa pomeni, da se v spremenljivkah (£, 7) nasa enacba res glasi

N[ =0

Wee + Wy + 1 (w) = G(§, 1)

6.2 Valovna enacba

Najpomemnejoyin najenostavnejsa hiperbolicna enacba je valovna enacba

Ut — CQUmm = g(l', y)
V tem razdelku si bomo ogledali valovno enacbo, definirano na {(z,t) € R x R*}.

Najprej se bomo posvetili homogeni valovni enacbi

Ugt — gy = 0.
Kanoni¢na oblika te enacbe je
Wey + ll (0) =0

Enacba je tako enostavna, da bi lahko kanoni¢ni spremenljivki uganili, vendar jih
bomo za vajo vseeno iracunali po receptu iz prejSnjega poglavja. Ket je ¢rka ¢ ze
zasedena z eno od neodvisnih spremenljivk, bomo pomozni parameter v kanoni¢nem
sistemu oznaévalis s. Karakteristi¢ni sistem se tako glaci

t, = 1
r, = =c
§ =0
Torej
dx
el
ds ¢
in od tod
r==xc+ C,
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kjer je C' konstanta. Novi neodvisni spremenljivki sta torej
E=x+ct, In n=x—ct

Ker so koeficienti izrazitve £, n z x, y konstantni, pri prehodu na kanoni¢ne spre-
menljivke ne pridobimo odvodov prvega reda. Kanoni¢na oblika valovne enache se
torej v spremenljivkah &, n glasi enostavno

Wen = 0
To enacho pa enostavno resimo z integracijo po 7 in £. Dobimo
we = f(§)
in nato

w(&,n) = F(§)+ G(n)

V originalnih koordinatah se resitev glasi
u(x,t) = F(x +ct) + G(z — ct).
Clen G(x — ct) se glasi odhajajoci val, élen F(z 4 ct) pa prihajajoci val.

Funkciji F' in G sta naceloma povsem poljubni funkciji ene spremenljivke. Tu se
zastavi zanimivo vprasanje. Ce funkciji nista dvakra odvedljivi, potem zgornje resitve
ne moremo v staviti v enac¢bo in preiskusiti, ali gre res za resSitev. Vendar se izkaze,
da imajo lahko tudi npr. neodvedljive resitve fizikalen smisel in jih zato ni smiselno
“prepovedati”.

Definicija 7 Naj bosta funkciji F' in G dvakrat odvedljivi funkciji ene spremenljivke.
Funkcija
u(z,t) = F(z +ct) + G(x — ct)

se tedaj imenuge krepka ali klasicna resitev valovne enacbe.

Naj bo {u,(z,t) = F,(x+ct) + Gp(x — ct) bnen zporedje klasicnih resitev, ki v neki
normi (npr. sup ali Ly normi) konvergira k funkciji u(zx,t),

lim u,(z,t) = u(x,t).

n—oo
Funkcijau(z,t) se tedaj imenuje $ibka resitev valovne enacbe.
Definicija 8 Premice

xr — ct = konst. x + ct = konst.

se imenugjejo karakteristicne premice ali karakteristike valovne enacbe.
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Pri valovni enachi se informacija Siri vzdolz karakteristik. Ilustrirajmo to precej
nejasno trditev s primerom. Naj bo resitev u(z, t) v neki tocki (xo, tg) negladka. Tedaj
mora biti v tej tocki negladka vsaj ena od funkcij F'(x + ct ali G(x — ct). Denimo, da
je funkcija G' v tocki G(sg) = G(x¢ — cto) negladka. Potem je funkcija

u(x,t) = F(x+ct) + Gz — ct)
singularna (negladka) v vsaki tocki (z1,t;), za katero velja
T, — ¢ty = xg — ctyp.
Torej je singularna vzdolz celotne karakteristike, podane z enacbo
x = ct+ (g — ctp).

Resitve homogene valovne enacbe so elementi jedra lonearnega parcialnega ope ratorja

02,

o2 oa?
Ta operator lahko razstavimo v kompozitum dveh komutirajo¢ih operatorjev prvega
reda
0? 5 0 0 0 0 0
o7~ o~ \ar a0 o T
Mnozica resitev valovne enacbe vsebuje tudi jedri zgornjih dveh operatorjev prvega
reda. Ocitno so resitve enacbe

0 0
odhajajoci valovi, resitve
(ﬁ + cg)u =0
Ox ot

pa prihajajoci valovi.

6.2.1 Cauchyjev problem in D’Alambertova formula
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Homogena enacba: Cauchyjev ali zacetni problem za homogeno valovno enacbo
je podan z
Uy — iy = 0

u(@,0) = f(z), w(z,0)=g(x).

Problem bomo resili po D’Alambertovem postopku. Splosna resitev je
u(x,t) = F(x+ct) + Gz — ct)
Zacetna pogoja nam dasta enacbi

u(z,0) = F(z) +G(z) = f(o)
u(z,0) =cF'(z) —cG'(x) = g(x)

Drugo enacbo integrirajmo od 0 do = in dobimo
cF(z) —cG(x) = / g(s)ds+C
0

Dobimo sistem fveh enac¢h

F(z) - G(z) = /0 " g(s) ds + -
Od tod
Fla) = i@+ [ alods g
Ga) = 31 -5 [ ats)is—5

Sestejemo zgornji funkciji in dobimo resitev

T+ c T —c T+t r—ct
u(z,t) = flotct) + 2 + ! (/0 g(s)ds —/O g(s)ds)

9 2

oziroma

(e 1) = flz+ct)+ f(x—ct) N 1 /"” ¢

2 2¢
Resitev (58) se imenuje D’Alambertova resitev Cauchyjevega problema za homogeno
valovno enacho.

g(s)ds (58)

T—ct

S pomocjo formule (58) lahko dokazemo eksistencni izrekza nas Cauchyjev prob-
lem.
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Definicija 9 Zacetni problem je dobro pogojen, ce

1. resitev obstaja, resitev.
2. resitev je natanko ena.
3. resitev je zvezno odvisna od zacetnih pogojev v primerni topologiji.
Izrek 6 Naj bo T > 0 fiksno Stevilo. Zacetni problem za homogeno valovno enacbo

na {(z,t) € R x [0,T]} je za zaéetna pogoja f € C*(R) in g € C*(R) dobro pogojen in
ima klasicno resitev.

Dokaz: D’Alambertova formula (58) nam da obstoj in edinost resitve. Dokazati
moramo le Se zvezno odvisnost od zacetnih pogojev. Dokazali bomo zveznost glede
na topologijo, porojeno s supremum -normo.

Naj bo € > 0 poljubno majhno stevilo. Naj bosta u;(z,t), i = 1,2 resitvi nasega
problema pri zacetnih pogojih

ui(x,0) = fi(x), (ui)i(x,0) = gi(x).
Poiskati moramo tak 6 > 0, da bo veljalo
1fi = foll <6, g1 — goll <6 = flur — uaf| <€

D’alambertova formula nam za vsak (z,t) € R x [0,7] da

o)+ filz—ct)] 1 [
ur(o,) — wp(t)] = (D) 2“9” C>’+2—C/ g1(s) ds
r—ct
falx + ct) + fo(x — ct)] 1/“”t
5 +20 -, g2(s) ds|
< il +ct) = folz 4 ct)] n |fi(z — ct) — fa(z — ct)| N
2 2
1 x+ct
+5 /zct |91(8) — ga(s)| ds
o o0 1
< 24242
< 2-1— 5 +20 cto
= 0+t
= (14+7)¢
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Torej, naj bo € > 0 poljubno tevilo. Ce je

€

o<
1+7T

potem ocitno res velja

1f1 = foll <0, llgr — g2l <6 = [Jur — s <e

O

Opomba 5 Zvezna odvisnost resitve of zacetnih pogojev res velja le na konriih casovnih
intervalih. Ce bi dovolili T — oo, bi to potisnilo 6 — 0, Stevilo & pa mora biti pri
vsaki 1zbiri € pozitivno.

Nehomogena enacba: Oglejmo si Cauchyjev problem za nehomogeno valovno
enacbo:
Uy — gy = F(2,t);  (2,1) €ERx RT

u(z,0) = f(x)
u(z,L) = g(x)

D’Alambertovo formulo za ta problem bomo izpeljali na dva nacina: z uporabo
Greenovega izreka v ravnini in z uporabo Duhamelovega principa.

Dokaz z Greenovim izrekom:

D’Alambertova forumla zahomogeni problem nam pove, da na vrednost resitve
u(zo,to) v tocki (z0,1) vplivajo le vrednosti zacethega pogoja f v tokah zy — cty in
xg + cty, ter vrednosti zacetnega pogoja na intervalu [zo — cto, ko + cto]. Tri stranice,
ki povezujejo tocke (wg — ctg,0), (z¢ + cto,0) in (zo,t9) v R? omejujejo trikotnik,
ki se imenuje karateristi¢ni trikotnik. Stranico, ki povezujeta tocki (zo — cto,0) in
(o + cto,0) s tocko (xg,ty) sta namre¢ karakteristiki nase enacbe Videli bomo, da
je vrednost u(xg,ty) resitve nehomogene enacbe doléena z vrednostmi podatkov na
celotnek karakteristicnem trikotniku A z vrhom (zg,ty). Natanéneje, zacetna pogoja
vplivata na isti nacin, kot pri homogeni enacbi, desna stran F'(z,t) pa vpliva z vsemi
vrednostmi na A.
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Spomnimo se Greenovega izreka za enostavno povezano obmoéje Q C R%. Naj bo
(x,t) — (P(z,t),Q(x,t)) vektorsko polje na . Velja

//Q((Qx—Pt)dxdt = fég(PdHth)
- ]{ (P(x(s),t(5))2'(s) + Q(x(s),t(s5)),1'(s)) ds

v

- f (P.Q). (a/. 1)) ds,

~

kjer je v(s) = (z(s),t(s)) neka parametrizacija robne krivulje 092. Vzemimo sedaj za
) karakteristicni trikotnik A z vrhom (xg,ty) in integrirajmo F(z,t) po A. Valovna

enacba nam da
// F(z,t)dzdt = // (g — gy ) dadt
A A

— [ Q.- pydace,

Q=cu, in P=u,.

kjer smo vzeli

Po Greenovem izreku dobimo

// F(z,t)dzdt = —j{ ug dz + Puy, dt
A oA

Rob OA na desni strani je sestavljen iz treh stranic B, D in L, kjer je B osnovnica
karakteristicnega trikotnika, D desna karakteristika, L pa leva karakteristika. Torej

xo+cto zo+cto
/ updz + Fuydt = / u(z,0) dx = / g(x)dx,
B T

xo—cto o—cto
kjer je uy(x,0) = g(x) zacetni pogoj.

Stranica D je podana z enacbo x + ¢t = xy + ctg od koder dobimo dz + cdt = 0 in
od tod dx = —cdt. Torej

/ wdr + uydt = c/(utdt + u,dr) = c/ du = c(u(xo, to) — u(zo + cto, 0)).
L L D

49



Zacetni pogoj u(z,0) = f(x) nam da
/ wd + uydt = c(u(zg, to) — f(zo + cto)
L

Leva stranica je karakteristika x — ct = xy — cty. Po analognem postopku, kot zgoraj,
dobimo

/ wpdz + ugdt = o f(zg — cto) — u(zo, to))
L

Zgornje izracune zberemo skupaj in dobimo

- //A F(x,t) dedt = /wo+c 0 g(z) dx + c(f(xo — cto) + f(xo + cto)) — 2cu(xo, to).

o—cto
Od tod
t —ct 1 [roteto
u(wo, to) = fzo + cto) _5 fo = cto) + 2—0/ g(x)dx + // F(x,t)dxdt.
xo—cto A

Izpeljali smo D’Alambertovo formula za Cauchyjev problem za nehomogeno valovno
enachbo. Pomagali smo si z Greenovim izrekom. Vnaprej nismovedeli, da nas bo ta
izrek res pripeljal do resitve. Zgornjo formulo lahko izpeljemo tudi na manj “skrivnos-
tten” nacin, pri katerem je motivacija za uporabo ustreznih orodij bolj jasna.

Dokaz s pomocjo Duhamelovega principa:

Bistvo Duhamelovega principa je v tem, da nam pokaze, kako lahko nehomogenost
neke enache pretvorimo v zacetni pogoj.

Zaradi linearnosti je jasno, da velja naslednje: naj bosta w;(x,t), i = 1,2 resitvi
zacetnih problemov z zacetnima pogojema

ui(x,0) =0, (u)e(x,0) =gi(z), i=12.
Tedaj je funkcija uy(x,t) +uq(z, t) resitev zacetnega problema z zacetnima pogojema
U([E,O) :Oa Ut(l’,()) :gl(x)+92<x)

Ta princip velja tudi v primeru, ko so razlicni zacetni pogoji zastavljeni ob razlicnih
zacetnih casih.

Naj bo F(z,s) zaCetni pogoj problema
Uy — gy = 0
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u(z,s) = 0
w(z,s) = F(z,s)

Zacetni Cas zgornjega zaCetnega problema je torej s. Naj bo funkcija v(x,t; s) resitev
zgornjega problema. Poleg tega, da resi valovno enacbo zanjo torej velja

v(z,s;8) = 0
vt(x,s;s) = F(.T,S)

Trdimo: Vsota teh funkcij resi nehomogen problem. Konkretno:

t
u(z,t) = / v(x,t;s)ds
0
je reSitev nehomogenega zacetnega problema

Uy — gy = F(2,1)

u(z,t) = 0
u(z,t) = 0

Prepricajmo se, da je to res. Oznacimo

t
ﬂ:/ v(x,t;8)ds.
0

Ocitno velja
u(x,0)=0 (59)
Velja pa tudi
t
W t) = ol t8) e + / v, t; 5) ds
0

t
= v(x,t;t)—i—/ v(z, t;s) ds
t 0
= /vt(as,t;s)ds
0

Uy(2,0) =0 (60)

Od tod takoj dobimo
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Dobimo pa tudi
t
Uy = Ut(l’,t;t)—f—/ vz, t;8) ds
0
t
= F(a:,t)—i—/ Vg (7,1 8) ds
0

= F(x,t)+¢ </Otv(z,t; s) ds)

= F(z,t) + Py

rx

Torej u res resi nehomogeno valovno enacbho
Uy = F (2,1
Uy — Uy = F(,1).

in ustreza nic¢elnima zacetnima pogojema (59) in (60).

Problem
Vg — CQUM =0

v(w,5;8) =0, wv(r,s;8) = F(a,s)

znamo resiti s pomocjo D’Alambertove formule za homogeno enacbo. Upostevati
moramo le, da je uacetni cas s in ne (. Zato za resitev dobimo

1 z+c(t—s)
o) =g [ R de
r—c(t—s

Integriramo torej po vodoravni daljici, ki je presecisce karakteristicnega trikotnika in
vodoravne premice t = s. Zato dobimo

o t) = /t (2.4:5) ds

_ / /a:+ct 5) o) deds
= / / s) déds.

Ocitno je resitev zacetno-robnega problema
Ut — CQsz = F(ZL‘, t)
U(l’,O) :f(flf), Ut(l‘,O) :g(l’)
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vsota resitev problemov
Ut — Czumc = F(LL’, t)
u(z,0) =0, w(z,0)=0
in
2 —
U — CUge = 0
Torej je resitev nehomogenega zacetno-robnega problema podana s formulo

f(a:—ct)+f(x+ct)+ 1 /lHL

t) = —
u(z,t) 5 5

Ctg(s) ds + //A F(¢, s) déds,

ct

kjer A oznacuje karakteristicni trikotnik z vrhom (z,t).

7 Uporaba Fourierove analize pri resevanju par-
cialnih diferencialnih enacb

Fourierova analiza in ideje, ki izhajajo iz nje so morda najpomembnejsa orodja za
reSevanje in analiziranje parcialnih diferencialnih enacb. Videli bomo, da je osnovna
ideja uporabe Fourierove analize pri obravnavi diferencialnih enacb podobna vpel-
javi koordinat v studij geometrijskih problemov. Zelo shemati¢no lahko to trditev
razlozimo takole: Denimo, da resujemo neko hiperboli¢no ali paraboli¢no enacbo. Pri
teh tipih enacb je obicajno ena od neodvisnih spremenljivk ¢as t. Funkcijo u(z,t)
dveh spremenljivk lahko razumemo kot pot

t— u(x,t) €V

v nekem prostoru V, katerega elementi so funkcije f(z) spremenljivke x. Ti prostori
so sicer obicajno neskon¢no dimenzionalni, vendar lahko s pomoc¢jo Fourierove anal-
ize konstriuramo primerne “baze” teh neskoncno dimenzionalnih prostorov. Iskano
resitev lahko torej razvijemo po kaksni od teh baz in dobimo

u(a,t) =Y Tu(t)vn,

kjer je {v,} baza V. Ce zgornji razvoj vstavimo v naso enacbo, dobimo sistem navad-
nih diferencialnih enabb za neznane koeficiente T},(t). Ce bazo izberemo smiselno, bo
dobljeni sistem popolnoma razklopljen. To pomeni, da bo v vsaki enachi nastopala
le ena neznanka T,,(t). Te enacbe pa bodo velikokrat lahko resljive.
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Zaceli bomo nekoliko bolj naivno. priblizno bomo sledili idejam, ki jih je razvil
francoski matematik Joseph Fourier (1786 - 1830) v dvajsetih letih devetnajstega
stoletja. To njegovo delo brez dvoma velja za enega od jnajpomembnejsih mejnikov
v novodobnem razvoju matematike in fizike.

7.1 Homogena toplotna enacba na konénem nosilcu

Najprej si bomo ogledali zacetno robni problem za homogeno toplotno ena¢bo. Resevali
bomo nalogo
up — kg, =0, (x,t) € [0, L] xRY, k>0

w(0,t) =0, wu(L,t)=0 (61)
u(z,0) = f(x)
Robna pogoja (67) se imenujeta Dirichletova robna pogoja.

Naloge se bomo lotili tako, da bomo najprej poiskali zelo enostavne resitve enacbe,
nato pa iz teh poskusali sestaviti resitev celotnega problema.

Denim torej, da je funkcija u(z,t) razcepna, torej, da je oblike
u(z,t) = X(x)T(t)

kjer sta X(x) in T(t) funkciji ene spremenljivke. Ce zgornjo funkcijo vstavimo v
toplotno ena¢ho, dobimo

T'X = kTX",

kjer apostrofi pomenijo obicajne odvode po primernih spremeljivkah ¢ oz. x.Delimo

enacbo z XT in dobimo
T/ X/l

KT~ X
Leva stran je odvisna le od ¢, desna pa le od x, torej sta obe strani konstani - enaki
isti konstanti —\. Tako dobimo sistem

X" = -\X
T = —\kT
Ker v obeh enacbah nastopa ista konstanta A, pravimo, da sta enacbi sibko sklopljen:.

Oglejmo si najprej prvo enacbo. Robna pogoja za funkcije oblike X (x)T'(t) se
glasita



oziroma

X(0) = X(L) =0,
¢e zanemarimo trivialno resitev 7'(t) = 0.

Prostorski del nase enacbe je torej robni problem

X"+ AX =0 (62)

Opomba 6 Zgornji problem je drugacen od problema, o katerem govori osnovni ek-
sistencni izrek za navadne diferencialne enacbe. Izrek govori o zacetnem problemu.
V nasem primeru bi imeli dva zacetna pogoja. Toda nas problem je podan z dvema
robnima pogojema in o takih problemih osnouvni izrek ne govori.

Splosno resitev enacbe (62) dobimo s pomocjo karakteristicne enacbe in je
X(z) = AeV 4 Be= Ve
Ce je A < 0, lahko to reitev izrazimo v obliki
X(z) = Acosh (V=N) + Bsinh (V=X\).

Hitro vidimo, da nobena funkcija zgornje oblike ne ustreza robnima pogojema. ReSitev
pri A =0 je enaka
X(x)=azx+b

in tudi ta funkcija ne ustreza robnima pogojema.
Naj bo sedaj A > 0. Tedaj resitev lahko zapisemo v obliki
X(z) = Ae™V™ 4 Be ™V = Acos (VAz) + Bsin (VAz)
Prvi robni pogoj nam da
drugi pa nato B
X(L) = Bsin (VAL) =0
Sinus ima nicle v tockah nm, n € Z. Nas robni problem je torej resljiv natanko takrat,

ko je A eno od stevil
nm



Resitve robnega problema so torej vse funkcije oblike

nm

Xp(x) = Bsin(fx), n € N.
Sedaj lahko izracunamo Se ¢asovni del problema. Za vsak n € N dobimo
T = =\ kT,

torej

™

T (t) = e HCT)*t,
Tako dobimo mnozico resitev robnega problema
U — kg, =0
u(0,t) = u(L,0) =0,

parametrizirano z naravnimi Stevili

nm n
Un(z,t) = a, e P sin (%m), n € N. (63)
Ker je toplotna enaba linearna in ker sta robna pogoja homogena vidimo, da je
poljubna linearna kombinacina funkeij u, (x,t) zgornje oblike tudi resitev istega rob-
nega problema. Torej, za poljubno N-terico realnih konstant A,, je funkcija

N
u(z,t) = Z A, e Pt gin (n%x)
n=1

resitev robnega problema
Uy — gy =0,

u(0,t) = u(L,t) = 0.
Zacetno-robni problem (67) predpisuje Se zacetni pogoj

u(z,0) = f(x).

Funkcije oblike (63) lahko zadostijo le zac¢etnim pogojem oblike

Seveda pa ni vsak smiselen zacetni pogoj f(x) trigonometri¢ni polinom zgornje oblike.
Pri resevanju zacetno-robnih problemov s splosnejsimi zac¢etnimi pogoji si pomagamo
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s Fourierovo analizo. Osnovna teorija Fourierovih vrst nam pove, da vsako dovolj
lepo funkecijo
f : [07 L] — Ra

ki ustreza robnima pogojema

razvijemo v Fourierovo vrsto oblike
o
. nT
= g Qi Sin (Tx)
n=1

Ce ja nasa funkcija npr. odsekoma zvezna, potem bo desna stran zgornje enacbe
enaka levi v skoraj vsaki tocki intervala [0, L].

Opomba 7 Zgornjo Fourierovo vrsto vcéasih imenujejo tudi posploseno Fourierovo
vrsto. Originalne Fourierove vrste se nanasajo na periodicne funkcije. Pri teh upora-

bljamo pri razvojih funkcije oblik sin (27Lr”x), cos (22”917) in e, Te funkcije so lahko

gladko nadaljujemo v periodicne funkcije na R.
Resitev zatetno robnega problema (67) bomo torej iskali v obliki
(ox) nm
Ape” KT gin (— ).
-3 (")
Zgornja funkcija bo ustrezala zacetnemu pogoju, ¢e bo velalo

Z A, sin ( Z oy, sin ( (64)

Ker velja

L L

je zacetni pogoj (64) izpolnjen natanko tedajm ki je A,, = o, za vsak n € N. Resitev
nasega zaceno-robnega problema (67) je torej

Za e L) sm(L:c)

L
L
/ sin (@x) - sin (mx) =5 Oy
0

kjer so a,, Fourierovi koeficienti zacetnega pogoja f(z).
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Primer: Videli smo, da se pri valovni enacbi vzdolz karakteristik ohranja dolo¢ena
informacija, npr. negladkost zacetnega pogoja. Naslednji primer pa bo pokazal, da
se pri toplotni enachi taka informacija takoj izgubi. Ta dva primera lepo ilustrirata
izrazito razlicni naravi hiperboli¢nih in paraboli¢nih enacb.

Zacetno robni primer naj bo podan z enacho
U+ Uy = 0, (x,t) € [0,7] x RY

in pogoji

u(0,t) = u(m,t) =0
x, if z€[0,3
m—x if xel[f, 7

u(z,0) = f(x) :{

™

Zacetni pogoj ima torej v x = 7 “koleno”, oz. v tej tocki je to neodvedljiva funkcija.

Kakor prej, bomo nalogo resevali z nastavkom
o)
2

u(z,t) = Z Ane " sin (nx)

n=0

Izra¢unati moramo neznane koeficiente A,,. Dobili jih bomo iz Fourierovega razvoja
zacetnega pogoja:
o, =

%/Oﬂ f(x) sin(nz)dx
2 [z

_ _/O xsin<m>dx+/;(7r—;U)sin(m)dx

™

2 [x cos (n) N sin (mr)] 2 N % [(x —m)cos(z) sin (ma‘)]7r

n n? 0 n n?

[ME]

Formalna oz. Sibka resitev je torej

u(z,t) = % Z %6_(2”_1)2'% sin ((2n — 1)z) (65)

n=1
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Definicija 10 Vsota
u(a,t) =Y Tu(t) sin (v/A,2)
n=1

je krepka resitev zacetno-robnega problema ce konvergira k neki funkciji, ki je vsaj
enkrat odvedljiva po t in vsaj dvakratpo x.

Zaenkrat ne vemo, ali ta vrsta konvergira (65) ustreza pogojem zgornje definicije.
Prepricajmo se, (65) ni zgolj formalna resitev, ampak je res tudi krepka.

1. Konvergenca: Naj bo € > 0 poljubno majhen. Za vsak ¢ > € imamo

(_1n—1 . (on— 1 e 1)2
1y S (2n = Daje G < |me(2 |
1
< 7(2%71)25
= |(2n—1)26 |
1 —(2n—1)e
e =,

Vidimo, da velja
Z M, < oo
n=1

Po Weierstrassovem M-testu vrsta (65) torej konvergiraabsolutno in enakomerno
na D, = [0, 7] x [e,00]. Torej je (65) na D, zvezna funkcija.
2. Odvedljivost po t: Oglejmo si zaporedje funkcij {(uy,):(z, ) }nen. Imamo

_4 5 4 )
|(un)e(z,t) = |—(=1)"Le= =D gin ((2n — 1)z) < —e~ @D = M,
™ T

Spet velja Y7, Mn < 0o. Torej je po M-testu in po izreku o odvajanju vrst
po clenih funkcija (65) zvezno odvedljiva po t.

3. Odvedljivost po x: Odvajanje ¢lenov vrste (65) po z nam da

-1 n—1 ) 1 ) R
0] = [ e o (20 - 1)) < e O =

—

|(Un)za (2, )| = (—1)”6_(2"_1)2t sin ((2n — 1)z) < e~ (@n—1)% _ M,

Tudi tu imamo > 7, N, < oo in Yo M, < oo. Isti argument kot zgoraj
nam pove, da ustrezni vrsti absolutni in enakomerno konvergirata k prvemu in
drugemu odvodu funkcije u(z,t), podane z vrsto (65).
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Dokazali smo torej, da vrsta je funkcija

u(z,t) = % z; %e_(%_l)%k sin ((2n — 1)z)

krepka resitev naSega zacetno-robnega problema.

Poglejmo si se, kaj dobimo, ¢e vrsto (65) m-krat odvajamo po ¢lenih. Pri tem je
k poljubno naravno $tevilo. Odvode po ¢asu lahko ocenimo z neenac¢ho
"
o
odvode po x pa z neenacbo
J"u
Fr
Vrste vseh teh odvodov po Weierstrassovem M-testi konvergirajo absolutno in enakomerno.
Zato je funkcija u(z,t) na D, neskonénokrat odvedliva po t in po x.

(1) < ((2n = 1k)™™ - e G

<:C7 t)‘ < ((2n - 1)l€)m . 67(277«*1)26’

Ugotovimo torej naslednje: Singularnost (v obliki neodvedljivosti) v zacetnem
pogoju toplotne enacbe popolnoma izgine v casu e, kjer je € poljubno majhno stevilo.
Taksno vedenje resitve je v popolnem nasprotju z vedenjem resitev valovne enacbe,
kjer se singularnost ohranja vzdoz karakteristicnih premic. Videli smo, da je resitev
singularna pri poljubno velkem ¢asu, e je singularen zacetni pogoj. V

7.2 Nehomogena toplotna enacba na konénem nosilcu

Oglejmo si sedaj nehomogen zacetno - robni problem za valovno enac¢bo

wy —ure = F(x,t), (x,t) €[0,1]

z robnima pogojema

in zacetnima pogojema

Ali se tudi reSevanja tga problema lahko lotimo s strategijo, ki smo jo uporabili
pr prejsnjem problemu? Locitev spremenljivk

u(z,t) = X(x)T(t)
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nam da
T'X —TX" = F(x,t)

Tu se vse skupaj ustavi. Vendar pa smo se pri reSevanju prejSnjega, homogenega
problema naucili necesa zelo pomembnega. Videli smo namre¢, da lahko funkcije, ki
nastopajo v problemu, izrazamo v obliki (neskon¢nih) vsot sinusoid. Lahko bi rekli,
da ta pristop k obravnavi funkcije imenujemo Fourierova analiza. Osnovna Fourierova
analza nam pove naslednje:

1. Zvezna periodi¢na funkcija f(x) s periodo 1 je izrazljiva s konvergentno funk-

cijsko vrsto oblike

f(ZE): Z an627rina:

n=—oo

2. Zvezna funkcija f(z), ki ustreza Dirichletovima robnima pogojema

je izrazljiva s konvergentno vrsto

n=oo

E a, sin (2mnx)

n=1
3. Zvezna funkcija f(x), ki ustreza Neumannovima robnima pogojema

f:c(o)zov f:c(l) =0

je izrazljiva s konvergentno vrsto

n=0o0

flz) =ao+ Z a, cos (2mnx)

n=1

Prostor zveznih funkcij s kompleksnimi vrednostmi dafiniranih na intervalu [0, 1]
je podprostor Hilbertovega prostora L?[0,1]. Ta prostor je opremljen s salarnim

produktom ,
(f(2),g(x)) = / f(2)9(z) da

Osnovni izrek Fourierove analize nam pove,druzina funkcije {e*"™®:n € Z} kom-
pletni ortonormiran sistem v prostoru L2[0,1] S stalisca linearne algebre je kom-
petni ortonormira sistem ortonormirana baza neskoncno dimenzionalnega prostora.
V splosnem so funkcijski prostori neskonc¢no dimenzioalni.
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Pri studiju zacetno-robnih problemov za (1+ 1) ali (24 0) parcialne diferencialne
enache so relevantni Hilbertovi prostori in najprimernejsi kompletni ortonormirani
sistemi (KONS) doloceni z robnimi pogoji:

1. Periodi¢ni robni pogoji: Prostor - V, = {f(z); f(0) = f(1), fz(0) = f(1)},
KONS - {e*™m=:n € 7}

2. Dirichletovi robni pogoji: Prostor V; = {f(x); f(0) = f(1) = 0},
KONS - {\/i5 sin (27nz);n € N}

3. Neumannovi robni pogoji: Prostor V,, = {f(x); f.(0) = f.(1) =0},
KONS - {\/i5 cos (2mnz);n € N}

Poglejm na neki zacetno-robni problem z nekoliko drugacnega stalisca. Mislimo
si, da je funkcija u(zx,t) pot

0,7] — V
t — u(z,t),

ki vsakemu casu t € [0,7] priredi tocko u(x) v prostoru V. Tocka v(z) € V je
funkcija. Tocke neskoncn dimenzionalnega prostora V so pa¢ funkcije.

Pot
(1) = (e (), 2a(t), (1)) : [0,T] — B

poznamo, ¢e vemo, kako se s ¢asom spreminjajo sve tri koordinate x(t), zo(t) in x3(t)
te poti. Ce funkcije z;(t), i = 1,2,3 poznamo, potem poznamo pot

Y(t) = (21(2), 22(t), 23(t)) = Zl’i(t) el

Ce zelimo poznati pot u(z,t) v neskonéno dimenzionalnem prostoru V', moramo poz-
nati casovno evolucijo vseh neskonéno mnogo koordinat a,,(t). Ce koordinate funkcije
o, (t) poznamo, lahko iskano funkcijo u(z,t) izrazimo kot pot

u(et) = 3 () gala)

v primernem prostoru V. Funkcije g,(z) tvorijo ustrezni KONS. Za tri razlicne tipe
robnih pogojev imamo torej:
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1. Periodi¢ni robni pogoji:

o0

u(z,t) = Z o (t) e (66)
2. Dirichletovi robni pogoji;
u(z,t) = i Bn(t) sin (2minx) (67)
n=0
3. Neumannovi robni pogoji:
u(z,t) = yo(t) + i Yn(t) cos (2minx) (68)
n=1

Zgornji izrazi so torej smiselni nastavki za resitve homofenih in nehomogenih zacetno/robnih
problemov za (1 + 1) diferencialne enac¢be. Videli bomo, da s pmocjo teh nastavkov
parcialne diferencialne enacbe preoblikujemo v sistem neskon¢no mnogih navadnih
diferencialnih enacb za neskonino mnogo neznanih funkcij. Na prvi pogled se to morda

ne slisi spodbudno, toda dobljeni sistemi bodo relativno enostavni. Najpomembnejsa
lastnost dobljenih sistemov je razklopljenost . To pomeni, da v vsaki enabi sistem
nastopa le ena neznana funkcija. Poleg tega so vse eacbe v bistvu iste oblike. Ce

zamo reSiti eno, zamo resiti vse.

Vrnimo se sedaj k nehomogenemu problemu, ki smo ga navedli na zacetku razdelka,
in ga resimo. Spomnimo se: ReSujemo enacbo

U — Uyy = F(x,t), (x,t) €[0,1] (69)

pri robnih pogojih
u(0,t) =u(l,t) =0

in pri zacetnih pogojih

u(z,0) = f(x)
uz(x,0) = g(x).

Ker je problem dirichletov, bomo resevali z nastavkom
u(z, t) = ZTn(t) sin (2mnx).
n=1
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Nastavek vstavimo v enac¢bo (69) in dobimo

Z T!(t) sin (2nx) + Z T/ (t)(27n)? sin (2nx) = F(z,t)

Zaradi kompatibilnosti mora veljati F(z,ty) € Vy za vsak tg. Zato ahko tudi F(z,t)
pri vsakem fiksnem ¢ razvijemo po bazi, sestavljeni iz sinusov. Dobimo

Z hn(t) sin (2mnx)

in od tod

Z <T7’l' + (27n)*T,, ) sin (27nz) Z hy(t) sin (27n),

n=1

oziroma

WE

(Tg + (27n)*T, — hn(t)> sin (2mnz) =0

1

n
Ker je {\% sin (2mnz);n € N} kompleten ortonormiran sistem prostora Vy in ker je
linearna kombinacija linearno neodvisnih vektorjev enaka nic le, ¢e so vsi koeficienti
linearne kobinacije enaki ni¢, iz zgornjega sledi

T + (27n)*T,, — ha(t) =0, za vsak n €N,

oziroma
T + (27n)*T,, = h,(t), za vsak n € N.

Dobili smo sistem navadnih diferencialnih enac¢h druge stopnje za neznane funkcije
T,(t). V vsaki enacbi res nastipa le ena neznanka 7,,(t). Nehomogenosti h,(t) so
podane z razvojem desne strani F'(z,t).

Za vsak n je zgornja enacba nehomogena linearna navadna enacba drugega reda
s konstatnimi koeficienti. Resitve so oblike

T, (t) = A, cos (2mnt) + B, sin (27nt) + p,(t),

kjer so funkcije p,(t) podane s h,(t) in jih lahko izracunamo z variacijo konstante.
Splosna resitev robega problema

U — Uyp = F(2,t), (2,t) €[0,1]
u(0,t) = u(l,t) =0
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je torej

[e.9]

u(z,t) = Z (An cos (2mnt) + B, sin (2mnt) + pn(t)> sin (2mnz) (70)

n=1

V zgornji formuli nastopajo Se nedolocene konstante A, in B,,. Dolo¢imo jih tako,
da splosno resitev vstavimo v izraza, ki podajata oba zacetna pogoja. Seveda moramo
tudi zacetna pogoja razviti v Fourierovo vrsto. Zaradi zahteve po kompatibilnosti
zacetnih in robnih pogojev bomo lahko zacetna pogoja f(x) in g(z) lahko razvili po
sinusih. Oznacimo

u(z,0) = f(z) = Zan sin (2mnx), w(x,t) =g(z) = Z% sin (27mnx).

n=1
Dobimo torej
An:¢n_pn(0)7 neN
in
1

Bu= 5— (o — 1, (0))

Ko vstavimo zgornje izraze za A, in B, v formulo (70), dobimo resitev, enacbe, ki
ustreza tako robnim, kot tudi zac¢etnim pogojem.

7.3 Zacetno robni problemi in lastni problemi diferencialnih
operatorjev

Metodo, ki smo jo uporabili pri reSevanju zaceno robnega problema za valovno enacbo
lahko posplosimo na Sirok razred linearnih problemoov, povezanih z diferencialnimi
enachami.

Zelo povrsno si bomo ogledali zacetno robne probleme za paraboli¢ne in hiper-
boli¢ne enacbe naslednjih oblik.

Paraboli¢ni problemi:

up = (@(2)ter + b(2)uy + c(x)u) = Fz,t),  (2,1) € [a,b] x (0,T)

B.u] = oau(a,t) + fug(a,t) = 0
Bylu] = ~yu(b,t) + ous(b,t) = 0
u(z,0) = f(x).
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Hiperboli¢ni problemi:
gy — (a() gy + 0(z)uy + c(x)u) = F(x,t), (z,t) € [a,b] x (0,T)

B.u] = oau(a,t) + fug(a,t) = 0
Bylu] = ~yu(b,t) + du,(b,t) = 0

u(@,0) = f(z), w(z,0)=g(z)
V obeh problemih nastopa diferencialni operator drugega reda
Llu] = a(x)tze + b(z)uc + c(z)u, (71)

definiran na prostoru C?[a, b] dvakrat zvezno odvedljivih funkcij na [a, b]. Pridruzimo
temu operatorju Se robna pogoja B, in By,. Ta dva pogoja dolocata linearen podpros-
tor

Ve = {f(2): Bulf] = By[f] = 0} € C*[a, )]

Denimo, da poznamo resitev lastnega problema za operator
L:V,—V,.

Lastne vrednosti {\, } ey naj bo negativno in po absolutni vrednosti narasc¢ajoce za-
poredje brez stekalis¢, lastne funkcije {¢, }nen pa naj tvorijo kompleten ortonormiran
sistem glede na skaparni produkt na V., podan s predpisom

f.g) = / F(@)g(a) r(z) de,

kjer je r(x): [a,b] — R povsod pozitivna integrabila funcija. Ta funkcija se imenuje
utez ali utezna funkcija. Torej imamo

<¢m7 ¢n>r = 5m,n

in vsaka funkcija f € V, je izrazljiva v obliki

flz) = Zan¢n(x)a
kjer je .
oy, = / f(z)pn(x)r(z) da.

Zgornja problema lahko sedaj spet resujemo s pomocjo nastavka
(e, t) =Y To(t)pn(x)
n=1
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Ce razvijemo po bazi {¢, }nen S¢ nehomogenost

F(a,t) = 3 ha(t)6(x)

lahko npr. parabolicno enac¢bo zpisemo v obliki

DT = ATa(B]da(z) = D h(t)én

Kakor prej, spet dobimo sistem nehomogenih linearnih navadnih diferencialnih enacb
T (t) — N\ Tn(t) = h(t), neN.

Pri vsakem n je splosna resitev take enacbe enodimenzionalen afin podprostor v
ustreznem funkcijskem prostoru. Resitev je torej oblike

ane M+ p (1),

kjer je p, = —A, > 0, funkcija p,(t) pa je neka partikularna resitev nehomogene
enacbe. Splosna resitev robnega problema

up = [a(@) Uy + b(2)uy + c(z)u] = F(z,1),  (z,1) € [a,0] x (0,T)

B,Ju] = oau(a,t)+ fug(a,t) = 0
Bylu] = ~u(b,t) + duy(b,t) = 0
je torej druzina funkcij
(e, t) = Y [Ane™" + pa(t)) ().
n=1

Dolociti moramo $e konstante A,. To storimo tako, da razvijemo zacetni pogoj f(z)
po bazi {¢, () }nen. Naj bo

Za vsak n € N nam enacba u(z,0) = f(z) poda algebrai¢no enacbo A,,, katere resitev
je
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So, the solution of the initial boundary problem is

o0

u(z,t) = Z[(an - pn<0))6_ﬂnt + pu(t)]on ().

n=1

Zgornji opis je le groba skica postopka, s katerim lahko resimo nekatere linearne
paraboli¢ne in hiperboli¢ne probleme drugega reda. Postopek lepo deluje, ¢e je baza
lastnih vektorjev diferencialnega operatorja £, podanega v (71), sebi adjungirana.
Vemo, da so lastni vektorji nekega operatorja, definiranega na kakem Hilbertovem
prostoru ortogonali le, ¢e je ta operator sebi adjungiran glede na skalarni produkt v
prostoru. Vsak operator £ oblike (71) ni sebi adjungiran glede na obicajni L? skalarni
produkt

wmmm:/f@%wm

Pod milimi pogoji pa lahko ta skalarni produkt popravimo z utezno funkcijo r(x),
tako, da bo £ sebi adjungiran glede na modificirani, utezeni skalarni produkt

b
Uwgm»:/f@%mmmm

Bralec lahko za vajo poskusi sam izra¢unati utezno funkcijo r(x) is koeficientov a(x),
b(x) in ¢(x) operatorja L.

Omeniti moramo, da je resSitev lastnega problema za poljubno izbran operator
oblike L zelo tezka in v splosnem neresljiva naloga. Poznamo le nekaj operatorjev, za
katere a lastni problem eksplicitno, analiti¢no resen.

Teorija, ki obravnava probleme, opisane v tem razdelku se imenuje Sturm-Liouvilleova
teorija. Zacetki teorije segajo precej globoko v 19. stoletje, vendar je Se danes zelo ak-
tualna. Casovno odvisna Schrodingrjeva enacéba kvantne mehanike je primer enaébe,
ki sodi v Sturm-Liouvilloevo teorijo.

7.4 Toplotna enacba in Fourierova transformacija

7.4.1 Diracova delta funkcija

V nadaljevanju bomo s pomocjo Fourierove transformacije resili Cauchyjevo nalogo
za toplotno enacbo na neskonc¢nem nosilcu. Pri resevanju bomo naleteli na objekt, ki
se imenuje delta funkcija ali Diracov . Zato si najprej oglejmo, kaj je to Diracova 9-

funkcija.
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Definicija 11 Naj bo {p.}eso druzina gladkih funkcij, za katere velja:

supp(pe) C (—€,€) in @, >0 na (—ee).

/Rgoe(a:)dx _ /_ ou(2)dr = 1.

Potem pravimo, da druZina {¢c}eso generira Diracovo §- funkcijo s polom v x = 0.

Oglejmo si primer druzine {¢. }e~o. Naj bo za funkcija ¢(x) podana s predpisom

B _Pél) Exp(+=), kojez € [-1,1]
p(x) = .
0, sicer

Pri tem je

P(l):/ Exp( ! ) d.

2
-1 1—1'

za vsak € > 0 sedaj definiramo funkcijo . (x) s predpisom

o.(z) = | 77 Bop(=iap), kojez € —ed
0, sicer
Sedaj je
‘ 1
Ple)= | Erp(-—7—3)dr.
() / xp(l_(ex)Q) T

—€

Enostavnejsi primer, ki pa je kljub enostavnosti velikokrat uporaben je podan
z najenostavnejso druzijo stopnicastih funkcij, ki ustrezjo obema pogojema zgornje
definicije.

Za vsak € definiramo funkcijo ¢, s predpisom

=, kojex € [—¢ ¢
cpe(I) = {26 .
0, sicer

Velja naslednja enostavn a pomembna trditev.
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Trditev 1 Naj bo {¢c}eso poljubna druzina funkcij, ki ustreza definiciji 11. Potem
za vsako zvezno funkcijo f(x), definirano na realni osi, velja

e—0

iy [ f(o)p.lz) dz = f10)
R
Dokaz: Za vsak fiksen € velja po izreku o povpreéni vrednosti

[ fa@odayds = [ faoda o = 1@ [ o) e = 163

kjer je T € [—¢, €]. Ko posljemo € — 0, res dobimo

lim / f(2)pe(x) dw = £(0)

e—0

O

Naj bo W = {f: R — R} poljuben prostor funkcij. Na vsakem takem prostoru
lahko za vsako tocko a € R definiramo evalvaciski funkcional

Eve: W — R
f@) — fla),

ki izbrani funkciji f priredi njeno vrednost f(a) pri argumentu a € R. Vidimo torej:

lim/Rf(x)goE(w) dz = Evq|f]

e—0

Ocitno bomo dobili evalvacijo v poljubni tocki a z enostavnim premikom druzine
{()06}€>0 v druzijo {90?}6>07 kjer je

pe(r) = ¢e( —a).

Seveda imamo

lim / F(@)gi(x) dz = lim / f(@)ge(z — a)dz = f(a)

e—0

n zato
e—0

lim/Rf(x)gog(a:) dx = Ev,[f].

Spomnimo se Fischer-Rieszovega reprezentacijskega zreka, ki pravi, da za vsak
zvezni linearni funkcional F', definiran na Hilbertovem prostoru L? obstaja vektor
wr, za katerega velja:

FIf = / " f@)wr() dr.
7
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V kontekstu, ki nas bo zanimal, bomo evalvacijski funkcional opazovali na prostoru
zveznih funkcij. Prostor zveznih funkcij ni Hilbertov in Fischer-Rieszov izrek na tem
prostoru ne velja. Lahko pa vseeno, nekoliko na silo, vpeljemo nekaksno funkcijo, ki
na prostoru zveznih funkcij reprezentira ealvacijski funkcional. Ta funkcija se imenuje
Diracova delta funkcija in jo oznacujemo s simbolom §,(z)

Definicija 12 Naj bo {¢c}eso poljubna druzina funkcij z lastnostmi iz definicije 11.
Diracova delta funkcija §,(x) s polom v a je objekt definiran z enakostjo

e—0

/R £() 6a(x) dr = lim / f(@)pelz — a) dz = Bva[f).

Za Diracov delta oc¢itno velja

do(2) = do(x — a)

Diracov delta ni funkcija v obicajnem pomenu besede. Ce si ga ze hotemo pred-
stavljati kot funkcijo, potem je ”funkcija” J,(z) enaka 0 povsod, razen v a, v tocki
a je njena vrednost enaka neskon¢no, integral d,(z) po vsej realni osi pa je enak 1.
Omenimo, da obstaja ¢vrsto vpeljana matemati¢na teorija znotraj katere ima pojem
Diracov delta in Se mnogi drugi koncepti, ki izgledajo nesmiselni v obicajnem difer-
encialnem racunu, povsem jasen pomen. Znotraj te teorije so tudi izpeljana pravila
za rac¢unanje stemi objekti in to ratinanje nam v analizi diferencialnih enach, v ver-
jetnosti in na drugih podroc¢jih da zelo koristne in pomembne rezultate. Ta teorija
se ienuje teorija distribucij. V sredini 20. stoletja jo je razvil francoski matematik
Laurent Schwartz.

Predstavitev Diracovega delte s pomocjo druzin oblike {p,}e~o je morda najbolj
naravna, a je le ena od mnogih moznosti. Motivirani bralec lahko razmisli in se
preprica, da na videz nesmiselna enakost

oo

6a(l’): Z eQﬂin(a}—a)

n=—oo

ima smisel. Za rigorozen dokaz pa je potrebno nekaj orodja iz teorije distribucij.
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7.4.2 Toplotna enacba in toplotno jedro

Naj bo podana naslednja Cauchyjeva naloga:

Uy = KUpy (z,t) € R x RY
u(z,0) = f(x).

To nalogo bomo resili s pomocjo teorije integralskih jeder.

Predpostavili bomo, da je zacetni pogoj f(z) funkcija, ki hitro pada proti 0, ko
grex proti +oo.

Definicija 13 Schwartzev razred S je prostor gladkih funkcij realne osi vase, ki v
obeh neskoncnostih padajo proti O hitreje kot vse negative potence in katerih vsi odvodi
padajo proti O prav tako hitro. Torej

S={fecC>; lirin 2" f(x) =0, lim z™f™(z)=0 m,n,eN}
T—>r00

z—+o00

Izkazalo se bo, da za vsako resitev toplotne enacbe velja
u(z,0) € S = u(z,t) €S zavsakt >0

Velja naslednja trivialna a pomembna trditev

Trditev 2 Za vsak cas ty > 0 je preslikava ¢asovne evolucije

£ :S — S

flz) — u(z,ty),

ki Zacetnemu stangu priredi vrednost u(x,to) v ¢asu ty linearna preslikava.
Dokaz: Naj bosta fi in f, dva razliéna zacetna pogoja in us(x,t) ter us(z,t) resitvi
pri teh dveh zacetnih pogojih. Naj bosta a in b poljubni realni konstanti. Zaradi lin-

earnosti toplotne enacbe je fukcija w(z,t) = auq(x,t) + bus(z, t) tudi resitev toplotne
enacbe. Za njeno zacetno vrednost pa velja

w(x,0) = auy(x,0) + bus(x,0) = afi(x) + bfa(x).

Torej res velja

Et[afl + bfz] = Clgt[fl] + bSt[fQ]
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za poljubno izbran ¢ > 0. g

Pri delu z linearnimi preslikavami med kon¢no dimenzionalnimi prostori si zelo
pogosto pomagamo z matrikami. Ce v domeni in kodomeni preslikave izberemo bazi,
smo s tem izbrani linearni preslikavi priredili matriko. Kot vemo, to prinese Stevilne
prednosti. Smiselno se je vprasati, ali lahko tudi linearne preslikave med neskonéno
dimenzionalnimi prostori predstavimo na nacin, ki bi bil analogen predstavitvi kon¢no
dimenzionalnih preslikav z matrikami.

Spomimo se, da je matrika v resnici fukcija dveh diskretnih spremenljivk. Spre-
menljivki sta podani kot indeksa elementov v matriki. Denimo, da smo v domeni in
kodomeni izbrali bazi. Linearni preslikavi

L:V—W
priredimo matriko
aii air2 ... A1n
a1 Q22 ... d2n
M = i )
m,1 Ammn --- Amn
Vektor v = (v, vs,...,v,) iz prostora V prslikamo z matriko M v prostor W po
pravilu
n
a1 i .. Aip vy > i1 01,5 Vj wy
n
. Q21 Q22 ... Q2 U2 ijl a2,5 V5 W2
M sV = . . . . = X e
n
a/m7]‘ ajm?” D am7n Un Z]ZI am7j /l)j wm

V bolj kompaktni obliki bi lahko zgornji racun zapisali takole: Kor reéno, lahko
matriko M razumemo kot funkcijo dveh diskretnih spremenljivk ¢ in j. Torej

M = M(Z,j) = Qjj-
Vektor ¢ pa je funkcija ene diskretne spremenljivke j. Torej
v =0(j) = v;.

Torej



Ce v vektorju @ diskretno spremenljivko zamenjamo z zvezno, dobimo realno
funkcijo f(z). In ¢ée v matriki obe diskretni spremenljivki zamenjamo z zvevnima,
dobimo funkcijo dveh spremenljivk K (z,y). Naj bo sedaj

L:V—W

linearen operator med dvema funkcijskima prostoroma. Kontimuumska analogija
mnozenja matrike v vektorjem, podanega s formulo (72) je o¢itno formula

~ [ K ) dy = o (73)

Vprasamo se lahko, glede na kaksno bazo smo linearnemu opratorju £ priredili ”ma
triko” ozirmoa integralsko jedro. Tu e morem biti prav rigorozni, lahko pa si mislimo,
da smo funkcije f razvili po bazi delta funkcij. Torej

_ / £(a) 8a(x) da (74)

Ta razvoj je analogen razvoju diskretnega vektorja ¢ po Kroneckerjevih delta vektor-
jih. Imamo

j=1

Hitro lahko vidimo, da je enakost (74) ekvivalentna definiciji Diracove delta funkcije
12. Res, imamo
fx) = [pf(a)da(z)da
= Jp f(a)do(z —a)da
= Jp f(a)do(a—2)da

= f]R a)da

Zadnja rstica je res prav definicija 12 Diracove delta funkcije. Pri tretjem enacaju
smo uporabili dejstvo, da lahko brez skore za splosnost druzino {¢}eso, s katero
definiramo d¢(z), izberemo tako, da so vse funkcije ¢, sode. Na ta nacin vidimo, da
se dp(x) vede kot soda funkcija.

Definicija 14 Funkcija dveh spremenljivk K(z,vy), za katero velja (73) se imenuje
integralsko jedro linearnega operatorja L.
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Naj bo sedaj f(x) zateta vrednost Cauchyjeve naloge za toplotno enacbo in
u(x, t) resitev te Cauchyjeve naloge. V nadaljevanju bo nasa naloga poiskati funkcijo
K(x,y;t), za katero bo valjalo

/K:cy, (y)dy = u(x,t)

Poiskali bomo torej enoparametricno druzino jeder K (x,y;t), parametrizirano s t.
Pri vsakem fiksnem ¢y, bo funkcija dveh spremenljick K(z,y;to) integralsko jedro,
pripadajoce linearni preslikavi casovne evolucije & .

Pri resevanju Cahchijevega problema

U = kg, (r,t) e R x RY
u(z,0) = f(x).

postopali podobno, kot smo pri reSevanju zacetnega problema za toplotno enacbo na
kon¢énem nosilcu. Denimo najprej, da obravnavmo funkcije, definirane na intervalu
[—%, %] in jih na tem intervalu razvijamo v eksponentne Fourierove vrste. Ni tezko
videti, da pri vecanju intervala [—%, %], ko gre L. — oo Fourierova vrsta preide v

Fourierovo transformacijo. Simboli¢no lahko zapisemo

L ~ zfx
Z ane’ f(z \/ﬁ / dg.

n——oo

(76)

Pri resevanju problema (76) bomo torej uporabili nastavek

(1) = \/% /_ A(E, )6 d.

Nastavek vstavimo v enac¢bo in dobimo
1 & ) 1 o -
— A (€, 1)e d :—k—/ ZAE 1) d
= [ adeneTac- -k [ eaenea
in od tod
A t) + kA t)’fzd — 0 77
= / (61 + R EA(E, 1)) e de (77)
Na levi strani imamo inverzno Fourierovo trasforacijo funkcije

A& t) + R EA(E 1)

Ker je zacetni pogoj f(x) = u(x,0) element Schwartzevega razreda S, so tudi Fourierove
transformacije funkcije u(c,t) glede na x za vsak ¢ elementi S. Fourierova transfor-
macija je na S bijekcija, forej so za sak t elementi S tudi funkcije £ — A(,1) in
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x — A&, t). Zaradi bijektivnosti in linearnosti Fourierove trasformacije na S, je
njeno jedro trivialno, zato iz (77) sledi

A6 1) +REPAE L) =0

To je diferencialna enacba glede na t, spremennjlivka £ pa je parameter, ki je analogen
indeksu n, ki nastopa pri obravnavi zacetno robnih problemov s pomocjo Fourierovih
vrst. Enacbo resimo:

e = ke
In(A(£,1) = —k&t+C(&)
A6 t) = F(&e M

V funkciji F(€) so "zbrane nedolo¢ene konstante”, ki jih bomo doloéili s pomo¢jo
zacetnega pogoja. Imamo:

1 > 2,
u(x,t) = — F(&e *teltr g 78
@t =—=[ F© ¢ (19)
in od tod ] -
u(z,0) = — F(&)e** d¢ = G(F(¢)),
@0 = —= [ P e = gr(e)
kjer smo z G oznacili inverzno transformacijo Fourierove transformacije F
G=F"':8—S.
Imamo torej
kjer je
1 * -
F() = — x)e” % dy 79
©=—=[ 1w (79

Ce sedaj vstavimo (79) v (78) dobimo resitev Cauchyjevega problema (76) v obliki

u(z,t) = % /: [/O:O f(y)e™ dy} e kel e (80)

Nas problem je torej resen, vendar je zgornja reSitev precej nepregledna. Vsebuje
dvojno integracijo in ni lahko videti, akSen je pomen in vpliv posameznih sestavin
formule. Na zacetku obravnave smo povedali, da zelimo rev sitev izraziti v pregled-
nejsi obliki, s pomocjo integralskega jedra. Zgornjo formulo bomo torej preoblikovali
tako, da bomo dobili resitev v zZeleni obliki.
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Postopali bomo takole: Najprej bomo resili za¢etni problem (76) pri katerem bo
zacetni pogoj Diracova delta funkcija, f(z) = do(z). Iz dobljene resitve bomo hitro
dobili resitev nekoliko splosnega problema z zacetnim pogojem f(z) = d,(x), kjer je
a € R poljubna realna tocka. Te re’v sitve bomo nazadnje lahko "seSteli” v resitve
problemov s poljubnimi za¢etnimi stanji f(z) € S.

Resitev pri zacetnm pogoju f(z) = dp(z): Vstavimo f(z) = do(z) v resitev (80).
Evalvacijska lastnost delta funkcije nam da

/ Fly)e @ dy = / Soly)e " dy = 1.

Od tod | oo
u(z,t) = %/ e R it g

Funkcijo na desni lahko izracunamo s kompleksno integracijo, lahko pa tudi nekoliko
drugace z zanimivim trikom. Poglejmo si ta postopek. Odvajanje zgornje enakosti
nam da | e
ug(z,t) = —/ ice™ €t e
2r J_ o

Integrirajmo po delih:

u = % dv = Ee Mty
du = ize®® e
N R T O L
Sz ) = _[_ kétz&} / ket igo g
wlrt) = ool ot ) T T K
I
= _— R _ft ngd
T B
1
= —Q—Idxu(x,t)

katere resitev je



Doloé¢iti moramo Se funkcijo D(f). Imamo

1 e 1 1
Dobili smo torej
1 x?
t) = -
U(.Z‘, ) \/m exp( 4k5t)

Rezultat je torej Gaussova normalna porazdelitev. V skladu z obi¢ajnimi oznakami
parametrov v Gaussovi porazdelitvi lahko zapisemo

uat) = —=— exp(—5(2)"). o= VA

Pricakovana vrednost the Gaussove funkcije je torej enaka 0, njena varianca (sigma)
pa je enaka o(t) = Vkt. Sigma je merilo razprenosti Gussove funkcije. Vecja ko je o,
bolj je funkcija raztegnjena in manj izrazit je njen maksimum. Vidimo, da pri resitvi
u(z,t) nasega zav cetnega problema o(t) raste s korenom iz ¢asa. Lahko si mislimo,
da je v casu 0 vsa toplota skoncentriranav tocki 0, nato pa se s ¢asom §iri po nosilcu.
Lahko si mislimo, da je hitrost Sirjenja sorazmerna korenu iz prete’v cenega c¢asa. Tak
nacin Sirjenja neke informacije (npr. toplote) se imenuje difuzijsko Sirjenje.

Resitev problema pri zacetnem pogoju f(z) = d,(z): Do resitve nas bo pripelala
naslednja preprosta trditev.

Trditev 3 Naj bo u(x,t) resitev zaétnega problema za toplotno enacbo (76) pri zacetnem
pogoju g(z). Tedaj je resitev pri premaknjenem zacetnem pogoju g(x — a) enaka
ug(z,t) = u(x — a,t).

Dokaz je trivialen. Vstavimo funkcijo u(xz — 1,¢) v enac¢bo in vidimo, da jo res resi.
Poleg tega o¢itno ustreza zacetnemu pogoju fgz — a).

Razlog za veljavnost zgornje trditve je linearnost toplotne enacbe in pa konstant-
nost koeficientov enacbe. Za enacbo

up = k(T)uyy,
kjer bi bila k(x) nekonstantna funkcija, trditev seveda ne bi veljala

Vidimo torej, da velja: Resitev zacetnega problema

U = kg, (r,t) e R x RY
u(z,0) = d.(x),
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je

Ug(z,t) = #(t) exp (—%(i&;)z)? o(t) = Vkt. (81)

V teoriji verjetnosti zgornji izraz predstalja Gaussovo porazdelitev s procakovano
vrednstjo a in varianco o = vV kt

Resitev problema pri poljubnem zacetnem pogoju: Najbosedaj f(x) poljubna
funkcija v Schwartzevem prostoru S. Do resitve bomo prisli na nerigorozen nacin, ki
pa ima matemati¢ni in fizikalni smisel. Spomnimo se na izpeljavo (75). Prvo vrstico
lahko razumemo kot razvoj funkcije f(x) po "bazi” {d,(z);c € R}, torej

:/Rf(a)é 2)da

Izpeljava (75) je dokaz, da je zgornja enakost pravilna. Uporabimo trditev 2, ki pove,
da je c¢asovna evolucija pri linearnih enac¢bah linearna transformacija. Ce je torej
uq(x, t) resitev problema

U = kg, (r,t) e R x RT
u(z,0) = da(z), ’

potem je

u(z,t) / fla)ug(z,t)d (82)
resitev problema z zac¢etnim pogojem f(x). Spomnimo se, da velja

Uq(x,t) = ug(x — a,t)

Zgornjo resitev lahko torej zapisemo v obliki
u(z,t) = / w(z —a,t)f(a)da
R
Definicija 15 Naj bosta g(x) in h(z) dve integrabilni fukciji, dafinirani na celotni
realni osi. Funkcija k(zx), podana s forumlo

se imenuje konvolucija funkcij g(x) in h(z).
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Konvolucija je poseben primer uporabe integralskega jedra. Enakost iz definicije bi
lahko zapisali v obliki

k(z) = / K(z,a)h(a) da,
R
pri cemer je integralsko jedro K podano s predpisom
K(z,a) = g(z — a),
torej s funkcijo ene spremenljivke.

Zapisimo sedaj kocno resitev nasega Cauchijevega problema za toplotno enacbo.
Upostevamo, da je u,(x,t) iz formule (81) podano s formulo (82) in dobimo.

Izrek 7 Resitev u(x,t) Cauchyjevega problema

U = KUpy (r,t) e R x R
u(z,0) = f(x).

je podana s formulo

u(x,t) :/R#(t) exp (—%(%)3 - fla) da, o(t) = Vkt

Resitev torej dobimo s konvolucijo Gaussove normalne porazdelitve in zacetnega pogoja
f(z). Konvolucijska spremenljivka v Gaussovi normali porazdeltvi je pricakovana
vrednost porazdelitve, ¢asovna odvisnost pa je podana z varianco o(t).

Funkcija

\/ﬁ;a(t) P <_%(xa@)a>2)’ o(t) = Vki

se imenuje toplotno jedro.
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