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Poglavje 1

Barvanja grafov

Graf je k-obarvljiv, ce obstaja taka preslikava ¢ : V(G) — {1,...,k}, da je c(u) #
c¢(v) za poljubni sosednji tocki u in v grafa G. Tako preslikavo imenujemo barvanje
oziroma k-barvanje grafa. Kromaticno stevilo x(G) grafa G je najmanjse Stevilo k,
za katero je G k-obarvljiv. 1-obarvljivi grafi so grafi brez povezav in 2-obarvljivi grafi
so natanko dvodelni grafi. Seveda stevilo barv, ki so potrebne, da bi graf obarvali, ni
vecje, kot je stevilo tock grafa. Nordhaus-Gaddumov izrek [75] poda zelo zanimive

meje za kromaticni stevili grafa ter njegovega komplementa.

Izrek 1.0.1 (Nordhaus in Gaddum). Za dani graf G na n tockah naj bo x =

X(G) ter X = x(G). Tedaj velja

n+1>2

2vn<x+x<n+1 in n§x~Y§< 2

Naj bo G graf maksimalne stopnje A. Potem je G (A+1)-obarvljiv. To pokazemo
takole. Naj bodo vy, v, ..., v, tocke grafa GG. Barvajmo tocke drugo za drugo. V
splosnem koraku, pri barvanju tocke v;, zmeraj obstaja prosta barva, s katero bi to
tocko obarvali, saj je stopnja tocke v; strogo manjsa od A + 1. Postopek se konca
tako, da dobimo (A + 1)-barvanje grafa GG. Naslednji Brooksov izrek [13] pa nam
pove, kdaj je G A-obarvljiv. Dokaz izreka je povzet po Melnikovu in Vizingu [69].

Izrek 1.0.2 (Brooks). Naj bo G graf z maksimalno stopnjo A. Ce G ni lih cikel
niti poln graf na A + 1 tockah, potem je x(G) < A.

Dokaz. Predpostavimo, da je izrek napacen in naj bo G ¢im manjsi protiprimer.
Ni se tezko prepricati, da mora biti A > 3 ter da je vsaka tocka grafa G stopnje A.

Naj bo n stevilo tock grafa G ter v poljubna tocka grafa G. Po minimalnosti obstaja
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4 POGLAVJE 1. BARVANJA GRAFOV

A-barvanje grafa G — v. V tem barvanju so vse sosede tocke v razlicno obarvane,
sicer barvanje lahko razsirimo na GG. Naj bodo vy, vs, ..., va sosede tocke v ter naj
bodo ustrezno obarvane z barvami 1,2, ..., A. Oznac¢imo s H (i, j) podgraf grafa G,
induciranega s tockami, ki imajo barvo ¢ ali barvo j. Komponento grafa H (i, j), ki

vsebuje tocko u, oznacimo s H,(i, 7).

Trditev 1.  Poljubni dve sosedi v; in v; tocke v sta v isti komponenti grafa H (3, j).

Ce to ni res, potem v komponenti, v kateri je v;, vse tocke z barvo i prebarvamo z

barvo j in obratno. Nazadnje v obarvamo z barvo i in dobimo iskano barvanje grafa

G.

Trditev 2.  Vsaka tocka iz H,,(i,7), ki je razlicna od v; in vj, je stopnje 2.

Iz tocke v; se zaénimo sprehajati po grafu H,,(i,j). Naj bo u prva tocka, ki jo
srecamo, stopnje > 3 ter razlicna od v; in v;. Zagotovo obstaja barva, razlicna od i
in j, s katero ni obarvana nobena od sosed tocke u. S to barvo obarvamo tocko u in

dobimo protislovje iz trditve 1.

Trditev 3.  Za poti H,,(i,7) in H,,(k,j) je v; edina skupna tocka.

Recimo, da je u druga skupna tocka teh poti. Tedaj ima tocka u Stiri sosede, ki so
pobarvane z barvami ¢ in k. Zaradi tega obstaja prosta barva, s katero pobarvamo

tocko u ter dobimo protislovje iz trditev 1.

Ker G ni polni graf, na A + 1 tockah obstajata taki v; in v;, ki nista sosedi. Naj
bo u tocka grafa G, ki je obarvana z barvo j ter je sosednja z v;. Ta tocka je razlicna
od v;. Najbok #iink # j. V H,(i,k) tockam zamenjamo barve. V novem
barvanju je tocka u skupna za poti H,, (i, j) in H,,(k, j). To pa nasprotuje trditvi 3

in s tem je dokaz koncan. =

1.1 Problem stirih barv, izrek ali domneva?

O zgodovini barvanj grafov ne moremo govoriti, ne da bi omenili problem o §tirih
barv. Zacelo se je takole. Leta 1852 je Francis Guthrie opazil, da se regionalni
zemljevid Anglije da obarvati s Stirimi barvami tako, da sta katerikoli dve sosednji

regiji razlicno obarvani. (Regiji sta sosednji le, ¢e imata skupni rob.) Ugotovil je,
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da so v splosnem potrebne vsaj stiri barve ter je postavil domnevo, da to stevilo
barv tudi zadostuje [38].

Problem §tirih barv (Francis Guthrie). Regije poljubnega zemljevida se lahko

obarvajo s stirimi barvams tako, da sta katerikoli dve sosednyji regiji razlicno obarvani.

Francis Guthrie je povedal gornjo domnevo svojemu bratu Fredericku. Frederick
pa je predstavil ta problem svojemu profesorju DeMorganu. Le-ta pa je pisal o njem
problemu svojemu kolegu Wiliamu Rowanu Hamiltonu. To pismo je prvi (znani)
dokument, v katerem se omenja problem Stirih barv.

Problem je bil v celoti pozabljen do leta 1878, ko ga je Artur Cayley omenil
¢lanom Londonskega drustva matematikov. Leta 1879 je Tait [89, 90] objavil resitev
problema. Tudi Kempe [52, 53] je objavil resitev. Njuna dokaza pa nista bila
popolna. Leta 1890, torej deset let kasneje, je Heawood [44] ugotovil napako v

Kempejevem dokazu ter prvi dokazal, da za barvanje zadostuje 5 barv.
Izrek o petih barvah (Heawood). Vsak ravninski graf je 5-obarvljiv.

Leta 1969 je Heesch [45] predstavil metodo prenasanja naboja, leta 1977 pa je s
to metodo Appel in Haken uspelo resiti problem. Vendar je dokaz, ki so ga izpeljali
Appel in Haken [5] ter Appel, Haken in Koch [6], zelo dolg ter zahteva racunalnisko
obdelavo podatkov. Bolj enostaven dokaz so nasli Robertson, Sanders, Seymour in
Thomas [78]. Vendar tudi njihov dokaz uporablja rac¢unalnisko obdelavo podatkov.

Bralec naj torej sam presodi, ali je prav zapisati problem stirih barv kot izrek.
Izrek o stirih barvah (Appel in Haken). Vsak ravninski graf je 4-obarvljiv.

Med najbolj pomembnimi izreki o barvanju ravninskih grafov sta vsekakor nasled-
nja dva. Prvi je Grotzschev izrek [36], ki pravi, da za ravninske grafe brez trikot-
nikov lahko potrebno stevilo barv zmanjsamo za 1. Drugi pa je Borodinov izrek [12]

o aciklicnem barvanju, t.j. barvanju, pri katerem vsak par barv inducira gozd.

Izrek 1.1.1 (Grotzsch). Vsak ravninski graf brez trikotnikov je 3-obarvljiv. Velja
pa Se vec, poljubno 3-barvanje nekega 4-cikla ali 5-cikla grafa se da razsiriti na 3-

barvanje celotnega grafa.

Izrek 1.1.2 (Borodin). Vsak ravninski graf je aciklicno 5-obarvljiv.
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1.2 Kriti¢éni grafi

Graf G je k-kriticen, ¢e je x(G) = k in je vsak strogi podgraf grafa G (k—1)-obarvljiv.
Koncept o kritiénih grafih je prvi definiral ter zacel uporabljati Dirac [22]. Ni se
tezko prepricati, da vsak graf z x(G) > k vsebuje k-kriti¢en podgraf.

V razredu 1-kriti¢nih grafov je en sam graf, in sicer K;. Podobno je Kj edini
2-kriticni graf. Razred lihih ciklov je natanko razred 3-kriti¢nih grafov. V tem delu
se bomo ukvarjali predvsem s k-kriticnimi grafi za k£ > 4. Teh je veliko in se ne
dajo tako lepo opisati. Za k > 4 velja, da je polni graf K} edini k-kriticni graf na
k tockah ter ne obstaja k-kriticen graf na k 4+ 1 tockah. Iz Brooksovega izreka 1.0.2

sledi, da za k-kriticen graf na n (> k > 4) tockah in z m povezavami velja zveza
2m > (k—1)n+ 1.
Dirac [26] je to neenakost precej izboljsal.

Izrek 1.2.1 (Dirac). Naj bo G k-kriticen graf na n(> k > 4) tockah in z m
povezavami. Tedaj je
om > (k—ln+k— 3. (1.1)

Gallai [31] je podal podobno neenakost (1.2). Ce bi ti dve neenakosti primerjali,
bi lahko rekli naslednje: Diracova neenakost (1.1) se izkaze kot bolj priro¢na pri
k-kriticnih grafih z majhnim stevilom tock. Kadar pa imamo opraviti s k-kriti¢nimi

grafi z velikim 7, nam pride veliko bolj prav Gallaieva neenakost (1.2).

Izrek 1.2.2 (Gallai). Naj bo G k-kriticen graf na n(> k > 4) tockah in z m

povezavami. Tedaj je
k—3

2 _ 3n

2m > (k —1)n + (1.2)

Nedolgo tega pa sta Kostochka in Stiebitz [59] posplosila Diracovo in Gallaievo

neenakost.

Izrek 1.2.3 (Kostochka in Stiebitz). Naj bo G k-kriticen graf na n tockah in z

m povezavami. Predpostavimo, da je n >k > 4 ter n # 2k — 1. Potem je

k—3
V' k-kriticnem grafu G je minimalna stopnja vsaj k& — 1. Naslednji Gallaiev

izrek [31] pa pove, da tocke stopnje k — 1 grafa G tvorijo lepo strukturo.
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Izrek 1.2.4 (Gallai). Naj bo G # Ky k-kriticen graf s k > 4 in naj bo M mnoZica
tock v G stopnje k — 1. Potem tocke iz M inducirajo podgraf v G, katerega bloki so
le polni grafi reda najvec k — 1 ter lihi cikli.

Naslednji Gallaiev izrek [32] pa govori o dekompoziciji kriticnih grafov z majhnim

Stevilom tock.

Izrek 1.2.5 (Gallai). Naj bo G k-kriticen graf s k > 4 nan tockah. Cejen < 2k—
2, potem obstajata ki-kriticni graf Gy in ky-kriticni graf Gy tako, da je G = G+ Ga
ter k = k1 + ko.

1.2.1 k-konstruktibilni grafi
Graf G je k-konstruktibilen, e izpolnjuje enega od naslednjih pogojev:

(b) G dobimo iz k-konstruktibilnih grafov G in G5 takole. Naj bo x;y; povezava
v (1 in xays povezava v Go. Odstranimo povezavi x1y; in xays, identificirajmo

tocki x1 in x4, ter nazadnje povezimo y; in ys.

(¢) G dobimo tako, da v nekem k-konstruktibilnem grafu identificiramo dve ne-

sosednji tocki.

Zgornjo definicijo je podal Hajés [42]. Poskusal je pokazati, da ne obstajajo
ravninski 5-konstruktibilni grafi. (Vendar mu to ni uspelo.) Potem pa bi iz nasled-

njega rezultata sledil izrek o stirih barvah.

Izrek 1.2.6 (Hajés). Graf ima kromaticno Stevilo vsaj k natanko tedaj, ko vsebuje

k-konstruktibilen graf kot podgraf. Vsak k-kriticen graf je k-konstruktibilen.

1.3 Hadwigerjeva in Hajéseva domneva

Domneva 1.3.1 (Hadwiger). Naj bo G graf s kromati¢nim Stevilom > k. Potem
jge polni graf Ky minor v G.

Zgornjo domnevo je podal Hadwiger [41] ter je dokazal njeno veljavnost za k < 3.
Dirac [26] je pokazal, da velja tudi, za k = 4. Po Wagnerjevi karakteriziaciji K-

minor-prostih grafov [110] sledi, da je primer & = 5 ekvivalenten izreku o §tirih
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barvah. k-kriticen graf G je k-minor-kriticen, ce je vsak minor grafa G (k — 1)-
obarvljiv. Potem je Hadwigerjeva domneva ekvivalentna trditvi, da je polni graf
K} edini k-minor-kriticen graf. Veljavnost primera k& = 6 Hadwigerjeve domneve
so pokazali Robertson, Seymour in Thomas [77]. Pravzaprav so dokazali naslednji

izrek:

Izrek 1.3.2 (Robertson, Seymour in Thomas). Vsak 6-minor-kriticen graf G,

razlicen od Kg, je apeks.

Po izreku o §tirih barvah sledi, da je vsak apeks graf 5-obarvljiv. Torej zgornji
izrek implicira, da je K edini 6-minor-kriticen graf.

Kostochka [57] je dokazal naslednjo sibkejso verzijo zgornje domneve.

Izrek 1.3.3 (Kostochka). Obstaja taka konstanta c, da vsak graf G s kromaticnim
stevilom
lgt
G)>cty]|——
X(G) = ety 22

Domneva 1.3.4 (Hajés). Naj bo G graf s kromaticnim $tevilom k = 5 ali 6.

vsebuje polni graf K; kot minor.

Potem G vsebuje subdivizijo grafa Ky kot podgraf.

Pravzaprav je Hajés postavil zgornjo domnevo za vsak k > 1. Veljavnost domn-
eve za k < 4 je dokazal Dirac [22]. Catlin [16] je dokazal, da je domneva neveljavna
za k> 17.

1.4 Popolni grafi

Spomnimo se, da je w(G) red najvecje klike grafa ter a(G) mo¢ najvecje neodvisne
mnozice v grafu G. Graf G je popoln, ce za vsak inducirani podgraf H grafa G velja
X(H) = w(H). Dvodelni grafi so podrazred popolnih grafov. Malo manj o¢itno je,
da so komplementi dvodelnih grafov tudi popolni grafi. Naslednji Lovészev izrek [68]

nam to posplosi.

Izrek 1.4.1 (izrek o popolnih grafih). Graf G je popoln natanko takrat, kadar
je G popoln.

Naslednji Lovéaszev izrek [68] pa implicira izrek o popolnih grafih.
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Izrek 1.4.2 (Lovasz). Graf G je popoln natanko takrat, kadar velja

[V(H)| = a(H)w(H) (1.4)
za vsak inducirani podgraf H grafa G.

Ni se tezko prepricati, da za popolni graf G velja, da nobeden od grafov G in G
ne vsebuje induciranega lihega cikla dolzine > 5. Naslednja Bergeeva domneva [10]

trdi, da je to tudi zadosten pogoj, za popolnost grafa.

Domneva 1.4.3 (domneva o popolnih grafih). GrafG je popoln natanko takrat,

kadar nobeden od grafov G in G ne vsebuje induciranega lihega cikla dolZine > 5.

1.5 Grafi na ploskvah

Naj bo G graf, vlozen na ploskvi § z Eulerjevim rodom ¢g. Potem Eulerjeva formula
pravi, da je

V(G = EG)|+[F(G)=z2-yg (1.5)
in da enakost velja natanko takrat, ko je vsako lice 2-celica.
Heawoodovo stevilo H(g) je definirano takole:

T+ VT —l——24gJ
—=.

H(g) = | (16)

Za to stevilo velja naslednji zanimiv Heawoodov izrek [44].

Izrek 1.5.1 (Heawood). Naj bo G graf, vloZen na ploskvi S z Eulerjevim rodom
g. Potem je x(G) < H(g).

Definirajmo kromaticno stevilo ploskve S kot najmanjse stevilo k, za katero velja,
da so vsi grafi vlozljivi na tej ploskvi k-obarvljivi. To Stevilo ozna¢imo z x(S). Po
izreku o §tirih barvah, Franklina [30] ter Ringel in Youngs [76], sledi naslednji zelo

pomemben izrek, znan pod imenom izrek o barvanju zemljevidov.

Izrek 1.5.2 (izrek o barvanju zemjevidov). Najbo S ploskev, razlicna od Kleinove
staklenice, z Bulerejevim rodom g. Potem je x(S) = H(g). Ce pa je S Kleinova
steklenica, je x(S) = 6.
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Kadar § ni sfera oz. Kleinova steklenica, sledi gornji izrek iz rezultata [76], ki
pravi da je maksimalni polni graf, vlozljiv v S, pravzaprav Ky, kjer je g Eulerjev

rod ploskve §. Velja pa se tole:

H(g)—3)(H(g) —4 H(g)—2)(H(g) —3
{( (9) 1; (9) )] <4< [( (9) 1§ (9) )w_ (17)
Naslednji izrek je znan kot Diracov izrek o barvanju zemljevidov. Njegov dokaz

izreka najdemo v Dirac [24, 25] za g = 2 in g > 4 ter v Albertson in Hutchinson [2]
zag=11ing=3.

Izrek 1.5.3 (Dirac). Naj bo G graf, vloZen na ploskvi S z Eulerjevim rodom g > 1.
Ce G ne vsebuje Ky kot podgraf, potem je x(G) < H(g) — 1.

Po izreku 1.5.2 sledi, da je kromaticno stevilo grafa G, vlozenega na ploskvi z
Eulerjevim rodom g, reda O(,/g). Naslednji izrek Gimbela in Thomassena [33] pa

pove, da se red bistveno zmanjsa za grafe brez trikotnikov.

Izrek 1.5.4 (Gimbel in Thomassen). Naj bo x3(S) maksimalno kromaticno Stevilo
grafov brez trikotnikov, ki so vloZljivi na ploskvi S, ter naj bo g Eulerjev rod ploskve

S. Obstajata konstanti ¢y in co, tako da velja

3
01\/§ < x3(S) S@Si-
lgg \lgg

Naslednji izrek so pokazali Dirac [23] za k > 8, Mohar [72] in Thomassen [92] za
k =7 ter Thomassen [97] za k = 6.

Izrek 1.5.5. Naj bo S ploskev ter k > 6 naravno stevilo. Tedaj obstaja koncéno

mmnogo kriticnih grafov, vloZljivih na S.

Graf G iz naslednjega izreka [39] ima 5-kriticen podgraf G'. Za graf G’ velja
[V(G")| > ew(G). To nam pove, da imamo na poljubni ploskvi, razliéni od sfere,

neskon¢no mnogo 5-kriticnih grafov.

Izrek 1.5.6 (Fisk). Naj bo G triangulacija neke ploskve. Ce ima G natanko dve

tocki lihe stopnje in ce sta ti dve tocki sosednji, potem G ni 4-obarvljiv.

Kot smo ze rekli, so lihi cikli 3-kritic¢ni grafi. Graf je kolo, ¢e je sestavljen iz cikla
ter dodatne tocke, ki je povezana z vsemi tockami iz cikla. Ce je cikel dolzine n,
potem kolo oznac¢imo z W,,. W,, je ravninski graf in za lihi n je ta 4-kriticen. Tako

smo prisli do naslednje posledice.
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Posledica 1.5.7. Naj bo S ploskev, razlicna od sfere. Potem obstaja neskoncéno

mnogo k-kriticnih grafov, vloZljivih na S natanko takrat, kadar je k € {3,4,5}.

1.5.1 Grafi na ploskvah majhnega roda

Kromatiéno stevilo grafov na ploskvah majhnega roda je dobro raziskano. V nadalje-
vanju bomo omenili nekaj zanimivih rezultatov. Thomassen [95] je dokazal naslednjo

varianto Grotzschevega izreka 1.1.1.
Izrek 1.5.8 (Thomassen).

(a) Naj bo G graf, vlozen na torusu. Ce G nima ciklov dolzine < 4, potem je
X(G) < 3.

(b) Naj bo G graf, vloZen na projektivni ravnini tako, da ni stisljivih 3- ali 4-ciklov.
Tedaj je x(G) < 3.

Thomas in Walls [91] sta podoben izrek pokazala za Kleinovo steklenico.

Izrek 1.5.9 (Thomas in Walls). Naj bo G graf, vioZen na Kleinovi steklenici. Ce
G nima ciklov dolzine < 4, potem je x(G) < 3.

Ce so v ravninskem grafu lica sode dolzine, potem je graf dvodelen. Na ploskvah
veGjega roda pa to ni ve¢ tako. Naslednji Youngsov izrek [109] nam namre¢ pove,

da za kvandragulacije na projektivni ravnini kromati¢no stevilo ni 3.

Izrek 1.5.10 (Youngs). Ce je graf vlozen na projektivni ravnini tako, da je vsako

lice dolZine 4, potem je kromaticno Stevilo grafa G enako 2 ali 4.

Po drugi strani pa nam izrek Gimbela in Thomassena [33] pove, kateri grafi brez

trikotnikov na projektivni ravnini so 3-obarvljivi.

Izrek 1.5.11 (Gimbel in Thomassen). Naj bo G graf brez trikotnikov vloZen
na projektivni ravnini. Potem G ni 3-obarvljiv natanko takrat, kadar G vsebuje

kvadarangulacijo ploskve, ki ni dvodelen graf.

6-kriticnih grafov v ravnini ni. Na projektivni ravnini je samo graf K. Thomassen [94]
pa je za torus ugotovil naslednje. Oznac¢imo s H, graf, ki ga dobimo s Hajésovo kon-
strukcijo iz dveh kopij grafa Ky. Naj bo Ti; (krozni) graf, ki ga dobimo iz 11-cikla

Tox1 -+ - T10To tako, da dodamo povezave x;x;1; za 1 =0,...,10 ter j = 2, 3.

Izrek 1.5.12 (Thomassen). Grafi K¢, C3+ Cs, Ko+ Hy7 in T1q so edini 6-kriticni

grafi na torusu.
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1.6 Barvanje povezav grafa

Podobno kot pri barvanju tock barvamo povezave tako, da bosta poljubni dve sosed-
nji povezavi razlicno obarvani. Najmanjso Stevilo potrebnih barv, da bi obarvali
povezave grafa GG, imenujemo kromaticni indeks grafa G in ga oznacimo z X'(G).
Ocitno je, da je A(G) potrebno stevilo barv za barvanje povezav grafa G. Osupljiv

rezultat Vizinga [103] pa pove, da zadostno stevilo barv ni bistveno vecje.

Izrek 1.6.1 (Vizing). Naj bo G graf z maksimalno stopnjo A. Potem je
A<Y(G)<A+1. (1.8)

Za multigrafe je zgornja meja Vizingovega izreka A+, kjer je p multiplikativnost
povezav grafa G. Vizingov izrek pa poraja zelo zanimiv problem. Naj bo razred I
sestavljen iz grafov, za katere velja, da je A = x’. Grafi, za katere pa to ne velja,
naj tvorijo razred II. Za dani graf se lahko vprasamo, v katerem razredu je.

Barvanje povezav dolocenega grafa G lahko obravnavamo kot barvanje tock
nekega grafa L(G) (t.j. povezavni grafgrafa G). Za graf L(G) velja, daje V(L(G)) =
E(G), dve tocki e, f € V(L(G)) pa sta sosednji natanko takrat, ko sta povezavi e
in f incidencni v grafu G. Tako je povezavni graf L(G) enoliécno dolocen ter velja
zveza X' (G) = x(L(Q)).

Naslednji izrek Kiersteada in Schmerla [54] ni v zvezi z barvanjem povezav,
vender posplosi Vizinogov izrek. Do posplositve pride, ker povezavni graf L(G) ne
vsebuje niti K5 — e (to je graf K5 brez ene povezave) niti K3 kot induciranega
podgrafa ter je w(L(G)) = A(G).

Izrek 1.6.2 (Kierstead in Schmerl). Naj bo G graf, ki ne vsebuje niti K5 — e
niti Ky 3 kot induciran podgraf. Potem je w(G) < x(G) < w(G) + 1.

Med najstarejsimi izreki o grafih sta vsekakor Konigov izrek [62], ki pove, da so
dvodelni grafi v razredu I ter Taitov [90] izrek, ki poda zelo zanimivo zvezo med

barvanji tock ter barvanji povezav ravninskih grafov.
Izrek 1.6.3 (Konig). Naj bo G dvodelen multigraf. Potem je
X' (G) = A(G). (1.9)

Izrek 1.6.4 (Tait). Izrek o Stirih barvah je ekvivalenten trditvi, da so po povezavah

2-povezani ravninski kubicni grafi v razredu I.
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Kubicen graf je snark, e je po povezavah 2-povezan ter po povezavah ni 3-
obarvljiv. Najmanjsi snark je vsekakor Petersenov graf. Tutte [100] je podal zelo

zanimivo domnevo, ki posplosi izrek o §tirih barvah.

Slika 1.1: Petersenov graf.

Domneva 1.6.5 (Tutte). Vsak po povezavah 2-povezan kubicen graf, ki ne vsebuje

Petersenovega grafa kot minor, je po povezavah 3-obarvijiv.

7 drugimi besedami, domneva trdi, da vsak snark vsebuje Petersenov graf kot
minor. Pred kratkim so Robertson, Seymour in Thomas dokazali zgornjo domnevo.

Dokaz Se ni objavljen in temelji na metodi prenasanja naboja.

1.7 Popolno barvanje grafa

Pri popolnem barvanju grafa barvamo hkrati tocke in povezave tako, da morata
poljubna dva sosednja oz. inciden¢na elementa iz V(G) U E(G) biti razli¢no obar-
vana. NajmanjSe stevilo barv, ki je potrebno, da bi popolno obarvali graf GG, imenu-
jemo popolno kromatiéno Stevilo in ga oznac¢imo z x”(G). Tovrstno barvanje sta

zacela prva studirati Vizing [103, 104] in Behzad [9]. Podala sta naslednjo domnevo:

Domneva 1.7.1. Naj bo G graf z maksimalno stopnjo A ter multiplikativost povezav
. Potem je
X' (G) <A+p+1. (1.10)
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Za enostavne grafe je multiplikativost povezav enaka 1. Torej naj bi bila v tem
primeru zgornja meja A + 2. Trivialna spodnja meja za popolno kromati¢no Stevilo
grafa je A + 1. Pri enostavnih grafih se porodi zanimivo vprasanje, kateri grafi
stopnje A so A + 1 totalno obarvljivi. Lahko definiramo, da ti grafi tvorijo razred
I, vsi ostali grafi pa razred II.

Za grafe z maksimalno stopnjo < 2 zgornje domneve ni tezko preveriti. Za cikle
velja naslednja zveza:

X'(Cn) =

{3, n=23kkeN (1.11)

4, sicer.

Rosenfeld [79] in Vijayaditya [102] sta neodvisno drug od drugega dokazala, da
je za totalno barvanje multigrafov z maksimalno stopnjo A < 3 dovolj 5 barv.
Kostochka [56, 61] je dokazal za multigrafe stopnje A <4 oz. A <5, da je 6 oz. 7
zadostno Stevilo barv. Molloy in Reed sta dokazala Sibkejso verzijo zgornje domneve.

Dokaz Se ni obljavljen in temelji na verjetnostnem racunu.

Izrek 1.7.2 (Molloy in Reed). Obstaja taka konstanta c, da za poljuben multigraf
G velja
X"(G) < A(G) + u(G) +c. (1.12)

1.8 Nepravilno barvanje

Graf G je m-obarvljiv z nepravilnostjo d, ali krajse (m,d)*-obarvljiv ¢e lahko tocke
grafa obarvamo z m barvami tako, da ima vsaka tocka grafa najvec¢ d sosed, obar-
vanih s svojo barvo. Torej barvni razred ne vsebuje zvezde K 441 kot podgrafa.
Opazimo, da je nepravilno barvanje posplositev navadnega barvanja. Navadno m-
barvanje je pravzaprav (m,0)*-barvanje.

Tovrstno barvanje so definirali L. J. Cowen, R. H.Cowen in Woodall [19]. Dokazali
so, da je vsak ravninski graf (3,2)*-obarvljiv in (4, 1)*-obarvljiv. Po izreku o §tirih
barvah so ravninski grafi (4,0)*-obarvljivi. To je vsekakor boljsi rezultat, vendar pa

je dokaz o (4, 1)*-obarvljivosti bistveno krajsi.

Izrek 1.8.1 (Cowen, Cowen in Woodall).

(a) Vsi ravninski grafi so (m,d)*-obarvljivi natanko tedag, ko je (m,d) > (4,0) ali
(m,d) > (3,2).



1.9. PORAZDELITVENO STEVILO 15

(b) Vsi zunanje-ravninski grafi so (m,d)*-obarvljivi natanko tedaj, ko je (m,d) >
(3,0) ali (m,d) > (2,2).

Za grafe na ploskvi z Eulerjevim rodom ¢ so L. J. Cowen, R. H. Cowen in Woodall
dokazali, da so (4, k)*-obarvljivi tedaj, ko je k = max(14, [%2] — 1). Postavili so
vprasanje, ali se 4-obarvljivost da zamenjati s 3-obarvljivostjo. Na to vprasanje je
prvi pritrdilno odgovoril Archdeacon [7]. Dokazal je namre¢, da so grafi na ploskvi z
Eulerjevim rodom g (3, k)*-obarvljivi tedaj, ko je k = max(15, [22%] — 1). Cowen,

Goddard in Jesurum [20] so velikost k bistveno izboljsali.

Izrek 1.8.2 (Cowen, Goddard in Jesurum). Naj bo G graf, vloZen na ploskvi
S Eulerjevega roda g. Tedaj je G (3, k)*-obarvljiv, ko je k = max(12,1/12g + 6).

Woodall [111] je pokazal, da velja spodnji izrek. Podal je tudi vprasanje, za

katere pare (m,d) so grafi na projektivni ravnini oz. torusu (m,d)*-obarvljivi.
Izrek 1.8.3 (Woodall).
(a) Vsak Kss-minor-prost graf je (2,2)*-obarvljiv.
(b) Vsak Kss-minor-prost graf je (3,2)*-obarvljiv.
Cowen, Goddard in Jesurum [20] so za grafe na torusu dokazali naslednji izrek.

Izrek 1.8.4 (Cowen, Goddard in Jesurum). Vsi grafi na torusu so (m,d)*-
obarvljivi za (m,d) > (3,2), (m,d) > (5,1), ali (m,d) > (7,0).

Zanimivo odprto vprasanje za grafe na torusu (in projektivni ravnini) je (4, 1)*-

obarvljivost.

1.9 Porazdelitveno stevilo

Graf G je k-izrojen, ¢e ima vsak podgraf grafa G tocko stopnje < k. Ocitno so k-
izrojeni grafi tudi (k + 1)-izrojeni. 0-izrojeni grafi so grafi brez povezav in 1-izrojeni
grafi so natanko acikli¢ni grafi (i.e. gozdovi). Oznacimo z ps(G) najmanjse Stevilo
potrebnih barv, ; da vsak barvni razred inducira s-izrojen graf. To Stevilo imenu-
jemo porazdelitveno stevilo reda s. Tako je po(G) pravzaprav kromatiéno stevilo

X(G) grafa G. Tockasto drevesnost grafa G je najmanjse Stevilo potrebnih barv,
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za taksno barvanje grafa, da vsak barvni razred inducira gozd. Tockasta dreves-
nost grafa G oznacimo z p(G). Torej velja p(G) = pi1(G). Tockasto drevestnost
so vpeljali Chartrand, Kronk in Wall [17] ter dokazali, da je tockasta drevesnost
ravninskih grafov < 3. Kasneje sta Chartrand in Kronk [18] pokazala, da je ta meja
natanéna. Ce je p(G) = k in ima vsak pravi podgraf grafa G tockasto drevesnost
< k, potem je G k-drevesno-kriticen. 2-drevesno-kriticni grafi so natanko cikli. Ni
tezko videti, da vsebuje vsak graf G z p(G) = k k-drevesno-kriticen podgraf. V [18]
so dokazali, da je minimalna stopnja k-drevesno-kriti¢nih grafov > 2k — 2. Kronk
in Mitchem [67] sta dokazala Brooksov, Kronk [66] pa Heawoodov izrek za tockasto
drevesnost. Pravzaprav je Kronk dokazal spodnji izrek samo za orientabilne ploskve.
Dokaz za neorientabilne ploskve roda g > 3 je enak. Grafi, ki se dajo vloziti v pro-
jektivno ravnino, imajo tockasto drevesnost < 3. To hitro sledi, ker ima na tej
ploskvi vsak graf tocko stopnje < 5. Grafi na Kleinovi steklenici imajo tudi tockasto

drevesnost < 3.

Izrek 1.9.1 (Kronk). Naj bo S ploskev z Eulerjevim rodom g. Potem je

p(S) = f”— '14+249J, (1.13)

kadar je S razlicna od sfere in Kleinove steklenice, sicer pa je p(S) = 3.

Mihok [70] je pokazal, da imajo k-drevesno-kriticni grafi (k > 3) naslednjo lepo

Gallaievo strukturo.

Izrek 1.9.2 (Mihék). Naj bo G k-drevesno-kriticen graf, k > 3, in naj bo M
mnozica tock stopnje 2k — 2. Potem je vsak blok grafa G[M)] bodisi poln graf na
< 2k — 1 tockah ali cikel.

1.10 Posploseni Grotzschev izrek

Hipergraf H je podan z mnozico tock V(H) ter mnozico hiperpovezav E(H). Vsaka
hiperpovezava je pravzaprav podmnozica iz V(H). k-barvanje hipergrafa H je
funkcija ¢ : V(H) — {1,...,k}, tako da nobena povezava v ‘H ni monokromatska,
t.j. |c(e)] > 2 za vsako povezavo e € FE(H). (Monokromatska povezava pomeni,
da so vse njene tocke obarvane z isto barvo.) Najmanjse stevilo k, za katero je H

k-obarvljiv, imenujemo kromatic¢no $tevilo hipergrafa H in ga oznac¢imo z x(H). Naj
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bo G graf. Hipergraf H = H(G) z isto mnozico tock kot G, katerega (hiper)povezave
so maksimalne klike grafa G, imenujemo hipergraf maksimalnih klik grafa G ali krajse
klicni hipergraf grafa G.

Za klicni hipergraf popolnih grafov so Duffus, Sands, Sauer in Woodrow [28§]
podali naslednjo zanimivo domnevo 1.10.1. Dokazali so, da je H(G) za vsak kompa-
rabilni graf 2-obarvljiv. (Graf G je komparabilen, ¢e obstaja taka delna urejenost P
nad V(G), da sta tocki u,v € V(G) primerljivi v P natanko tedaj, ko sta sosednji v
G.) Dobro je znano, da so komparabilni grafi podrazred v popolnih grafih. Duffus,

Kierstead in Trotter [27] so dokazali, da je x(H(G)) < 3. Omenimo Se, da so po

Lovaszovem izreku 1.4.1 komplementi komparabilnih grafov tudi popolni grafi.

Domneva 1.10.1. Obstaja taka konstanta k, da je za vsak popoln graf G
(H(@)) < k. (1.14)

Basco, Gravier, Gyarfas, Preissmann in Sebo [8] so podali domnevo, da je kon-
stanta k iz zgornje domneve enaka 3. Dokazali so, da je domneva veljavna tudi za
nekatere druge zanimive podrazrede popolnih grafov.

V nadaljevanju bomo studirali kromaticno stevilo kli¢nega hipergrafa za ravninske
grafe z naslednjo motivacijo: Ce je graf G brez trikotnikov, potem je H(G) = G.
Od tod sledi, da je v tem primeru x(H(G)) = x(G). Po Grotzschevem izreku 1.1.1
je klicni hipergraf ravninskega grafa brez trikotnikov 3-obarvljiv. V nadaljevanju

bomo pokazali, da to velja celo za vsak ravninski graf.

Posledica 1.10.2. Naj bo G ravninski graf z natanko enim 3-ciklom C' = xyz ter
naj bo ¢ : V(C) — {1,2,3} barvanje hipergrafa H(C). Potem c lahko razsirimo na
3-barvange hipergrafa H(G).

Dokaz. Ce sta dve tocki hipergrafa H(C') enako obarvani, privzamemo, da sta to
tocki y in z. Subdividiramo povezavo yz tako, da dodamo novo tocko w. Naj bo
clw) € {1,2,3} \ {c(y),c(2)}. Zdaj pa po Grotzschevem izreku 1.1.1 razsirimo ¢
najprej na Int(C'), potem pa se na Out(C'). Tako dobimo iskano barvanje hipergrafa
H(G). O

Ravninski grafi, ki se “najbolj razlikujejo” od ravninskih grafov brez trikotnikov,

so grafi, pri katerih vsaka povezava lezi na nekem trikotniku.
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Izrek 1.10.3. Naj bo G ravninski graf z vsaj eno povezavo ter naj vsaka povezava
grafa G lezi na nekem trikotniku. Tedaj je x(H(G)) = 2.

Dokaz. Po izreku o §tirih barvah obstaja 4-barvanje ¢ grafa G. Za i1 = 1,2, 3,4,
naj bo U; C V(G) barvni razred barve i. Postavimo c(v) = 1, ¢e je v € Uy U Us, in
c(v) =2, ¢ejev e UsUU,.

Ker ima vsaka maksimalna klika K grafa G vsaj tri tocke, smo pri 4-barvanju
tock klike K uporabili vsaj tri razlicne barve. Od tod sledi, da je |¢(K)| = 2. Zaradi
tega je ¢ 2-barvanje hipergrafa H(G). -

Barvanje je krepko, kadar ne obstaja monokromatski trikotnik.

Lema 1.10.4. Naj bo G graf kot v izreku 1.10.3. Potem ima H(G) krepko 3-

barvanje.

Dokaz. Dokaz je enak kot pri prejsnjem izreku, samo da uporabimo izrek o petih

barvah in postavimo c(v) = 3, ¢e je v € Us. -

Trditev 1.10.5. Naj bo G ravninski graf brez separacijskih trikotnikouv.

(a) Predpostavimo, da G nima povezave, ki lezi na natanko enem 3-ciklu. Tedaj

je G bodisi triangulacija ali graf brez trikotnikov.

(b) Naj bo C' zunanji cikel grafa G. Predpostavimo, da nobena povezava iz E(G)\
E(C) ne lezi na natanko enem 3-ciklu. Tedaj je G bodisi skoraj-triangulacija

ali je C' edint mozni trikotnik v G.

Dokaz. Ni tezko videti, da je vsak 3-cikel grafa G rob nekega lica. Ce G ni
(skoraj-)triangulacija niti graf brez trikotnikov (z edino izjemo cikla C' v primeru
(b)), potem obstaja taka tocka u, vsebovana v nekem 3-ciklu C’ (in C’ # C' v primeru
(b)), da lica, ki so inciden¢na s tocko w, niso sami trikotniki. Tedaj obstajata vsaj
dve povezavi, inciden¢ni z u, ki lezita na natanko enem trikotniku. (V primeru (b)

pa ti povezavi nista na ciklu C.) -

Lema 1.10.6. Naj bo G ravninski graf z zunangim 3-ciklom C' in naj bo ¢ : V(C) —
{1,2,3} barvanje hipergrafa H(C'). Potem se da barvanje c¢ razsiriti na krepko 3-
barvange hipergrafa H(G).
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Dokaz. Dokaz izvedemo z matemati¢no indukcijo po |V(G)| + |E(G)|. Lahko
predpostavimo, da je G # C. Naj bo €’ 3-cikel grafa G' (moznost ¢’ = C je
dopustna), tako da ima C’ vsaj eno tocko v notranjosti ter Int(C’) ¢im manjsi.
Naj bo G, graf, ki ga dobimo iz G tako, da odstranimo vse tocke in povezave v
notranjosti cikla C’. Po indukcijski predpostavki lahko razsirimo ¢ na krepko 3-
barvanje ¢; hipergrafa H(G1). Barvanje ¢; inducira 3-barvanje ¢ hipergrafa H(C"),
ker je ¢; krepko barvanje. Ce je C" # C, potem je Int(C") manjsi graf od G. Zaradi
tega po indukcijski predpostavki ¢’ lahko razsirimo na krepko 3-barvanje hipergrafa
H(Int(C")). Ker je vsak 3-cikel grafa G bodisi v G; ali v Int(C”), smo dobili iskano
barvanje hipergrafa H(G).

Zdaj pa predpostavimo, da je C' = C. Tedaj G nima separacijskih 3-ciklov.
Predpostavimo, da ima G povezavo e = wv, kjer je u ¢ V(C) in e lezi natanko
na enem 3-ciklu C* = wvw. Ker separacijskih trikotnikov ni in ker je u ¢ V(C),
dobimo, da je C* rob nekega lica in je C* razlicen od C. Naj bodo vy, vs,...,v4
(d = deg(u)) sosede tocke u, nastete v smeri urnega kazalca okrog tocke u. Lahko
privzamemo, da je v; = v in v9 = w. Naj bo k > 2 tak, da je uvv;11 3-cikel za
i=1,...,k — 1 in uvgvry; (indeksiramo po modulo d) ni 3-cikel v G. Ker e lezi
na natanko enem 3-ciklu, Stevilo k obstaja. Naj bo G’ podgraf grafa v G, ki ga
dobimo tako, da odstranimo povezave uvs, uvy, uve, . .., uvg (¢e je k sod) oziroma
UVg, Uy, UV, - . ., uVk_1 (Ce je k lih). Po indukeijski predpostavki hipergraf H(G')
dopusca razsiritev ¢ na krepko 3-barvanje. Ni tezko videti, da nobena od povezav
vy, U3, ULs, . .. ne lezi na nekem 3-ciklu grafa G'. Zaradi tega so tocke vy, v3, vs, . . .
drugace obarvane kot u. To pa implicira, da je 3-barvanje hipergrafa H(G’) ravno
tako krepko 3-barvanje hipergrafa H(G).

Zdaj pa lahko predpostavimo, da GG nima separacijskih 3-ciklov in nobena od
povezav E(G) \ E(C) ne lezi na nekem 3-ciklu grafa G. Po trditvi 1.10.5(b) je
G bodisi triangulacija ali je C' edini 3-cikel v G. V drugem primeru lahko ¢, po
posledici 1.10.2, razsirimo na (krepko) 3-barvanje hipergrafa H(G). Torej naj bo G
triangulacija. Zaradi tega bo vsaka povezava grafa GG lezala na nekem 3-ciklu grafa
G. Lema 1.10.4 implicira, da je H(G) krepko 3-obarvljiv. Velja Se ve¢, iz dokaza
leme 1.10.4 lahko uporabimo 5-barvanje grafa G in po potrebi te barve permutiramo
tako, da je ustrezno krepko 3-barvanje hipergrafa H(G) razsiritev barvanja c¢. To

pa je tudi konec dokaza. =

Konéno smo prispeli do iskane posplositve Grotzschevega izreka. Rezultat je



20 POGLAVJE 1. BARVANJA GRAFOV

privzet iz Mohar in Skrekovski [73].
Izrek 1.10.7. Klicni hipergraf poljubnega ravninskega grafa je krepko 3-obarvijiv.

Dokaz. Ce ima G 3-cikel C, potem poljubno obarvamo H(C) ter z uporabo
leme 1.10.6 razsirimo to barvanje na Int(C) in zatem na Out(C). Sicer je G graf
brez trikotnikov. Tedaj je po Grotzschevem izreku 1.1.1 x(H(G)) = x(G) <3. o

Kratochvil in Tuza [63] sta pokazala, da obstaja algoritem, ki v polinomskem
casu ugotovi, ali je H(G) za ravninski graf G 2-obarvljiv. Ta rezultat skupaj z
izrekom 1.10.7 implicira, da obstaja polinomski algoritem, ki za ravninske grafe

izracuna kromaticno stevilo hipergrafa maksimalnih klik.

1.11 Pretoki grafov

Usmeritev grafa je predpis, ki vsaki povezavi doloc¢i eno od dveh moznih smeri. Z
usmeritvijo D grafa G dobimo usmerjeni graf, ki ga bomo oznacili z D(G). Usmeritev

D lahko obravnavamo kot funkcijo, za katero velja:

D(u, v) = { 1, ugmeritev povezave uv je iz u proti v
—1, sicer.
Tako za vsako povezavo uv velja D(u,v) = —D(v,u). Pretok grafa G je urejeni par

(D, f), kjer je D usmeritev in f utez grafa G, ki izpolnjuje Kircoffov pogoj:

Vo e V(G): > D(v,u)f(vu)=0. (1.15)
ueN (v)

Za utez f grafa G je nosilec mnozica povezav e € E(G), za katere je f(e) # 0.
Nosilec oznacimo s supp(f). Pretok (D, f) grafa G je nikjer-nicelni pretok, ce je
supp(f) = E(G). Ce f slika v grupo I, potem pravimo, da je par (D, f) I-pretok.
Ce pajeT' = (Z,+), par (D, f) imenujemo celostevilski pretok. k-pretok grafa G je
celostevilski pretok (D, f), pri katerem je |f(e)| < k za vsako povezavo e € E(G).

Graf z mostovi ne dopusca nikjer-nicelnega pretoka. Ce graf dopuséa nikjer-
nicelni k-pretok, potem tudi za vsak h > k dopusca nikjer-nicelni h-pretok. Ce graf
G dopusca nikjer-nicelni k-pretok za dano usmeritev, potem dopuscéa tudi nikjer
nicelni k-pretok za poljubno usmeritev. Za dani celostevilski pretok grafa GG naj
bo H podgraf grafa G, induciran z liho utezenimi povezavami. Tedaj je H sod
graf. Od tod sledi, da graf dopusca nikjer-ni¢elni 2-pretok natanko takrat, ko je
sod. Tutte [98] je dokazal naslednja dva izreka o pretokih.
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Izrek 1.11.1. Naj bo (D, f) (Zk, +x)-pretok grafa G. Potem G dopusca k-pretok
(D, f') tako, da velja f(e) = f'(e) (mod k) za vsako povezavo e grafa G.

Kot posledico dobimo naslednji izrek:

Izrek 1.11.2. Graf G dopusca nikjer-nicelni k-pretok natanko takrat, ko dopusca
nikjer-nicelni (Zy, +y)-pretok.

Obstaja zelo zanimiva zveza med celostevilskimi pretoki in barvanji grafov. Vsak
nikjer nicelni k-pretok ravninskega grafa namrec¢ inducira k-barvanje dualnega grafa
in obratno. Torej se izkaze, da je teorija k-pretokov nekako naravna posplositev
dobro znane teorije barvanja ravninskih zemljevidov. Vlozitev grafa na sklenjeni
ploskvi imenujemo celicno, ¢e je vsako lice grafa homeomorfno odprtemu disku.
Tutte [99] je dokazal tudi naslednja dva izreka:

Izrek 1.11.3 (Tutte). Naj bo G celicno vloZen graf na neki orientabilni ploskvi.
Ce je G po licih k-obarvljiv, potem G dopusca nikjer-nicelni k-pretok.

Izrek 1.11.4 (Tutte). Naj bo G ravninski graf brez mostov. Tedaj je G po licih

k-obarvljiv natanko takrat, ko dopusca nikjer-nicelni k-pretok.

Pri barvanju grafov vsakemu grafu priredimo kromati¢no stevilo. Podobno pri
pretokih priredimo vsakemu grafu G pretoéno stevilo k(G), ki pomeni najmanjse
stevilo k, za katero G dopusca nikjer-nicelni k-pretok. Ce tak k ne obstaja, potem

definiramo k(G) = co. Na primer, ¢e ima graf G most, je k(G) = 0.

Domneva 1.11.5 (domneva o zgornji meji). Obstaja tako naravno Stevilo k,

da vsak graf brez mostov dopusca nikjer nicelni k-pretok.

Domneva 1.11.6 (domneva o 5-pretoku). Vsak graf brez mostov dopusca nikjer-

nicelni 5-pretok.

Domnevo o zgornji meji sta neodvisno dokazala Kilpatrick [55] in Jaeger [46].
Oba sta pokazala, da je zgornja meja 8. Kasneje je Seymour [80] pokazal, da je tudi

stevilo 6 zgornja meja.

Izrek 1.11.7 (Seymour). Vsak po povezavah 2-povezan graf dopusca nikjer-nicelni

6-pretok.
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To je hkrati tudi najboljsi priblizek domnevi o 5-pretoku. Torej za vsak graf G
brez mostov je x(G) < 6. Domneva o 5-pretoku je posplositev trditve, da je vsak
ravninski graf 5-obarvljiv. Vemo, da Petersenov graf ne dopusca nikjer-nicelnega
4-pretoka. Torej v tej domnevi ne moremo zamenjati 5 s 4.

Naslednja Tuttova domneva govori o posploSitvi izreka o stirih barvah. Iz izreka

1.11.4 in izreka stirih barv dobimo naslednji rezultat:
Posledica 1.11.8. Vsak ravninski graf brez mostov dopusca nikjer-nicelni 4-pretok.

Petersenov graf ne dopusca nikjer-nicelnega 4-pretoka in se ne da vloziti v ravnino.
Tutte [100] posplosi domnevo 1.6.5 takole:

Domneva 1.11.9 (domneva o 4-pretoku). Vsak graf brez mostov, ki ne vsebuje

subdivizije Petersenovega grafa, dopuscéa nikjer-nicelni 4-pretok.

Grotzschev izrek 1.1.1 pravi, da je vsak ravninski graf brez zank in trikotnikov
3-obarvljiv. Iz dualnosti sledi, da je vsak ravninski graf brez 1- in 3-prerezov po licih

3-obarvljiv. Tuttova zadnja domneva o pretokih govori o posplositvi te posledice.

Domneva 1.11.10 (domneva o 3-pretoku). Vsak graf brez mostov in brez 3-

prereza dopuSca nikjer-nicelni 3-pretok.

Razen domneve o zgornji meji, ki je sedaj izrek, se je izkazalo, da so vse druge
domneve pretrd oreh. Res pa je, da so nekatere stare ze vec¢ kot stiri desetletja in

da je bilo doslej v tej smeri zelo malo narejenega.



Poglavje 2

Seznamska barvanja

Oznacimo s C razred vseh barv. Naj bo L : V(G) — P(C) preslikava, ki vsaki
tocki v grafa G priredi mnozico barv L(v). Preslikavi L pravimo izbira barv za tocke
grafa G, mnozico L(v) pa imenujemo seznam dopustnih barv za tocko v. Preslikava

¢: V(G) — C je L-barvanje (tock) grafa G, ¢e veljata naslednja pogoja:

(a) c(v) € L(v) za vsako tocko v grafa G,

(b) za poljubni dve sosednji tocki u in v grafa G je c(u) # c(v).

Naj graf G dopusca L-barvanje za vsako izbiro barv L, za katero velja, da je
|L(v)| > k za vsako tocko v € V(G). Potem pravimo, da je G k-izbirljiv. Najmanjse
stevilo k, za katero je G k-izbirljiv, imenujemo seznamsko kromaticno stevilo grafa
G in ga oznacimo z y;(G). Koncept seznamskega barvanja so neodvisno vpeljali
Vizing [105] ter Erdds, Rubin in Taylor [29].

Intuitivno se zdi, da je seznamsko barvanje lazje kot navadno. Cim bolj so
seznami pri sosednjih tockah razli¢ni, toliko lazje naj bi jih potem obarvali razli¢no.
Na zalost v splosnem to ni tako. Na to kaze graf K, 3 ter ustrezna izbira barv iz
slike 2.1. Seveda so 1-izbirljivi grafi natanko tisti, ki so brez povezav. Rubin [29]
je karakteriziral 2-izbirljive grafe. Za to karakterizacijo bomo uporabili naslednje
definicije: Naj bo G poljuben graf. Iz G zacnimo odstranjevati tocke stopnje < 1
in jih odstranujemo toliko ¢asa, dokler ne dobimo grafa na eno tocko ali pa grafa,
katerega tocke so stopnje > 2. Graf, ki smo ga dobili, ozna¢imo s core(G). Oznac¢imo
S Ogpc graf, ki je sestavljen iz dveh tock ter treh poti med tema tockama. Prva je
dolzine a, druga dolzine b in tretja dolzine c. Z izjemo krajis¢ zahtevamo, da so te

poti disjunktne.

23
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a,C

ab cd

b,d

Shka 2.1: K273.

Izrek 2.0.11 (Rubin). Graf je 2-izbirljiv natanko tedaj, ko je core(G) € { K1, Capnya,
@272,2m -m Z 1}

Erdés, Rubin in Taylor [29] so pokazali naslednji izrek, iz katerega sledi, da

obstajajo grafi, za katere je x;(G) — x(G) poljubno veliko stevilo.

Izrek 2.0.12 (Erdés, Rubin in Taylor). Za m > (2]“,;1) dvodelni polni graf

Ky 1t k-izbirljiv.

Barvanje lahko posplosimo takole. Namesto da bi posamezni tocki dodelili eno
barvo, ji dodelimo mnozico ¢ razliénih barv. Te mnozice imenujemo g¢-terice. Ce
sta si tocki sosednji, potem zahtevamo, da sta ustrezni g-terici disjunktni. Takemu
barvanju pravimo g-teriéno barvanje. Graf je (m,q)-izbirljiv, ¢e je g-tericno L-
obarvljiv za vsako izbiro barv L, za katero velja, da je |L(v)| > m pri vsaki tocki
v € V(G). Ena od osnovnih domnev o seznamskem barvanju govori o ¢-teri¢nem

barvanju. Najdemo jo v [29].

Domneva 2.0.13 (Erdds, Rubin in Taylor). Naj bo graf G (m, q)-izbirljiv. Potem

je G (km, kq)-izbirljiv za vsako naravno stevilo k > 1.

V nadaljevanju razdelka si bomo ogledali nekaj zanimivih rezultatov seznamskega
barvanja. V glavnem so ti rezultati posplositev znanih izrekov za navadno barvanje.
Naj bo L izbira barv za graf G. Ce graf G ne dopusca L-barvanja ter je vsak
pravi podgraf grafa G L-obarvljiv, potem je G L-kriticen graf. Graf G je seznamsko
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k-kriticen, ¢e G ni k-izbirljiv, vsak pravi podgraf grafa G pa je k-izbirljiv. Iz teh
dveh definicij hitro sledi, da za seznamsko k-kriticen graf GG obstaja taka izbira barv
L, da je |L(v)| > k za vsako tocko v € V(G) ter da je G L-kriticen graf.

Ni tezko videti, da je v L-kriticnem grafu G vsaka tocka v stopnje vsaj |L(v)].
Tocka je majhna, ¢e velja enakost |L(v)| = d(v). Naslednji izrek je posplositev

Gallaievega izreka 1.2.4 in je dokazan v [60].

Izrek 2.0.14. Naj bo G L-kriticen graf. Potem maghne tocke inducirajo podgraf v
G, katerega bloki so lihi cikli ali polni grafi.

Kot posledico zgornjega izreka dobimo naslednjo posplositev Brooksovega izreka
1.0.2.

Izrek 2.0.15. Naj bo G povezan graf z maksimalno stopnjo A in naj bo L taksna
izbira barv, da bo |L(v)| > A za vsako tocko v grafa G. Tedaj G dopuséa L-barvanje
razen v primeru, kadar L priredi vsaki tocki enakih A barv ter je G izomorfen

polnemu grafu Kaq ali lihemu ciklu za A = 2.
Gravier [35] je podal Hajdésovo konstrukcijo za seznamsko barvanje.

Izrek 2.0.16 (Gravier). Vse grafe s seznamskim kromati¢nim Stevilom > k lahko
konstruiramo iz polnih dvodelnih grafov s seznamskim kromaticnim Stevilom > k z

naslednjimi operacijams:
(a) Dodamo tocko ali povezavo.

(b) Naj bo x1y; povezava v Gy in xoys povezava v Go. Odstranimo povezave x1y;

in Tayo, tdentificiramo tocki xq1 in xo ter nazadngje poveZemo yy in ys.

(c) Ce G ni L-obarvljiv za neko izbiro barv z |L(v)| > k za vsako tocko, potem
identificiramo dve nesosednji tocki u in v, za kateri velja L(u) = L(v), ter

odstranimo vzporedne povezave.

2.1 Seznamsko barvanje ravninskih grafov

Spomnimo se, da je ravninski graf skoraj-triangulacija, ¢e so vsa lica razen morda zu-
nanjega, trikotniki. Po izreku o stirih barvah za barvanje vsakega ravninskega grafa
zadostujejo stiri barve. Katero pa je najmanjse Stevilo k, za katero so vsi ravninski

grafi k-izbirljivi? Na to zanimivo vprasanje bomo odgovorili v tem razdelku.



26 POGLAVJE 2. SEZNAMSKA BARVANJA

Lema 2.1.1 (Thomassen). Naj bo G 2-povezana skoraj-triangulacija in naj bo
C = xy29 - - - xx1 T0b ZUNANJEga lica. Za izbiro barv L grafa G naj velja |L(x)| > 3,
ce je x € V(C), sicer pa |L(z)| > 5. Predpostavimo, da je ¢ L-barvanje tock x; in

xn. Tedaj je mogoce ¢ razsiriti na L-barvangje grafa G.

Dokaz. Predpostavimo, da lema ne velja in naj bo G protiprimer s ¢im manjsim
[V(G)| + |E(G)|. Ker je G 2-povezan graf, je C cikel.

Najprej predpostavimo, da ima C' diagonalo z,z, (p < ¢). Brez izgube za
splosnost lahko predpostavimo, da je ¢ # n. Postavimo Gy = Int(zy - - - z,x, - - - Tp21)
ter Go = Int(z,2p41 - - - 4xp). Po minimalnosti grafa G najprej razsirimo ¢ na grafu
(. Potem pa c iz {z,, x,} razsirimo na G5 in tako dobimo barvanje grafa G.

Zdaj pa lahko privzamemo, da je cikel C' brez diagonal. Naj bo G' = G — x5
in naj bosta a,b dve razliéni barvi iz L(z3) \ {¢(x1)}. Izbira barv L' za G’ naj bo
podana takole: ¢e je tocka z € V(G') \ {1, 23} sosednja s tocko xq, potem naj bo
L'(z) = L(z) \ {a, b}, sicer pa naj bo L'(x) = L(x). Par G', L’ izpolnjuje zahtevo
leme in G’ je manjsi graf kot G. Zaradi tega lahko ¢ razsirimo na L'-barvanje grafa
G'. Postavimo c(z3) € {a,b} \ {c(x3)} in tako dobimo, da je ¢ iskano L-barvanje za

G. To pa je protislovje in s tem je dokaz koncan. =
Zgornja lema implicira naslednji pomemben Thomassenov izrek [93].
Izrek 2.1.2 (Thomassen). Vsak ravninski graf je 5-izbirljiv.

Voigtova [106] je pokazala, da se meja 5 iz zgornjega izreka ne da izboljsati
na 4. Bolj natan¢no receno, konstruirala je ravninski graf na 238 tockah, ki ni 5-
izbirljiv. Kasneje je Mirzakhani [71] nasel manjsi tak graf na 69 tockah. Voigtova
in Wirthova [108] sta pokazali, da obstajajo tudi 3-obarvljivi ravninski grafi, ki niso

A-izbirljivi.

2.1.1 Ravninski grafi brez trikotnikov

Ravninski grafi brez trikotnikov so posebej zanimiv podrazred ravninskih grafov.
Kot smo ze omenili, so po Grétzschevem izreku 1.1.1 ti grafi 3-obarvljivi. Podobno
kot v podrazdelku 2.1 se lahko vprasamo po najmanjSem Stevilu, za katerega so ti
grafi k-izbirljivi. Ker so ravninski grafi brez trikotnikov 3-degenerirani grafi, hitro
sledi, da so tudi 4-izbirljivi. Voigtova [107] je pokazala, da obstaja ravninski graf

brez trikotnikov, ki ni 3-izbirljiv na 166 tockah. Torej je najmanjse tako Stevilo 4.
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Gutner [37] je podal taksen graf na 164 tockah. V nadaljevanju bomo mejo 164

znizali na 119.
Lema 2.1.3 Graf G' s slike 2.2 nima L'-barvanja.

Bralcu prepustimo, da preveri veljavnost zgornje leme.

u

Yy
\'

Slika 2.2: Graf G’ z izbiro barv L'.

Zdaj bomo konstruirali graf G z izbiro barv L, kot je opisano v nadaljevanju.
Vzemimo devet kopij Gy, ..., Gg grafa G'. Zai =0, ...,8, naj bo L; izbira barv grafa
G, ki jo dobimo iz L' tako, da barve iz seznama (z1, x, y, z3) ustrezno zamenjamo z

barvami iz ¢;:

= ( = (8,5,9,10) t, = (9,5,10,6)
ts = (5,6,10,7) ty = (6,7,10,9) t5 = (10,7,9,6)
( (9,6,8,7) ts=(6,7,8,5).

Identificirajmo vseh devet tock u grafov G; (i = 0, ..., 8) in potem identificirajmo
vseh devet tock v teh grafov. Na koncu identificirajmo tocko ws grafa G; s tocko wy iz
grafa G,;41 za vsak i = 0,...,8 (indeksiramo po modulu 9). Naj bo L(u) = {5,6,7}
in L(v) = {8,9,10}, za vsako drugo tocko x € V(G) pa naj bo L(z) = L;(x),
kadar je x € G;. Izbiro barv L smo dobro definirali, ker je L;(wy) = L;11(wy) za
i=0,...,8 (indeksiramo po modulu 9).

Ni se tezko prepricati, da je G ravninski graf brez trikotnikov. Ta graf ima
12-9+9+2 =119 tock. Za poljubno L-barvanje grafa G vedno obstaja tak indeks
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i € {0,...,8}, da sta barvi pri tockah u in v pravzaprav druga in tretja barva v
seznamu t;. Zdaj pa iz leme 2.1.3 sledi, da se barvanje tock v in v ne da razsiriti
na barvanje grafa ;. To nasprotuje predpostavki, da graf G dopuséa L-barvanje.

S tem smo dokazali naslednjo trditev iz Skrekovski [S6].

Trditev 2.1.4. Obstaja ravninski graf brez trikotnikov na 119 tockah, ki ni 3-

12birljiv.

2.1.2 Seznamsko barvanje s separacijo

Izbiri barv L grafa G pravimo (p,r) izbira barv, ¢e velja |L(v)| > p za vsako tocko
v € V(G) ter |L(u) N L(v)| < p — r za vsak par sosednjih tock u,v grafa G. Graf
G je (p, q,r)-izbirljiv, ¢e za vsako (p,r) izbiro barv L dopuséa g-tericno L-barvanje.
Tovrstno seznamsko barvanje so vpeljali Kratochvil, Tuza, in Voigt [65]. Dokazali

so naslednji izrek ter postavili naslednji problem:

Izrek 2.1.5 (Kratochvil, Tuza in Voigt).

(a) Vsak ravninski graf je (4,1, 3)-izbirljiv.

(b) Vsak ravninski graf brez trikotnikov je (3,1, 2)-izbirljiv.
Domneva 2.1.6. Vsak ravninski graf je (4,1, 2)-izbirljiv.

Dokaz izreka 2.1.5 ni dolg, vendar se sklicuje na nekatere izreke iz teorije prire-
janja v grafih. V nadaljevanju bomo izrek 2.1.5(a) dokazali direktno in sicer na
podoben nacin, kot je Thomassen dokazal 5-izbirljivost ravninskih grafov. Dokaz je
privzet iz Skrekovski [86].

Lema 2.1.7. Naj bo G povezan ravninski graf z zunanjim obhodom C' = xq - - - x,x1.
Za izbiro barv grafa G naj velja |L(x)| > 3, ée je x € V(C), |L(x)| > 4, ce je
z e V(G)\V(C), in |L(z)N L(y)| <1, ¢e sta x,y sosednji tocki grafa G. Naj bo ¢

L-barvanje tock x1,xs. Potem se ¢ da razsiriti na L-barvanje grafa G.

Dokaz. Predpostavimo, da je lema napacna in da je G protiprimer s ¢im manjSim

V(G-

Trditev 1. G je 2-povezan graf.
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Predpostavimo, da G ni 2-povezan graf. Iz minimalnosti grafa G sledi, da lahko ¢
razsirimo na bloku, ki vsebuje z; in z,. Zatem ponavljamo naslednjo proceduro:
izberemo blok B z natanko eno obarvano tocko, recimo tocko u. Naj bo v tocka iz
B sosednja z u in naj hkrati lezi na zunanjem obhodu bloka B. Postavimo c¢(v) €
L(v) \ {c(u)} in zatem c iz u, v razsirimo na B (to lahko naredimo po minimalnosti

grafa ). Na koncu dobimo iskano barvanje grafa G.

Trditev 2. C je brez diagonal.

Predpostavimo, da je uv diagonala za cikel C'. Oznac¢imo s C; in Cy oba cikla
brez diagonal v grafu C'U {uv}. Naj bo G; = Int(C}) in Gy = Int(Cy). Lahko
predpostavimo, da je x,x; povezava v (G;. Zdaj po minimalnosti lahko razsirimo ¢

iz x,,r1 na G1. Potem pa c iz u, v razsirimo na Gs.

Trditev 3. C ima diagonalo.

Predpostavimo, da je ¢ brez diagonal. Ni tezko videti, da lahko izberemo c¢(zy) €
L(z2) \{c(x1)} tako, da je c(z3) # ¢(x3). Zdaj pa postavimo G’ = G'\ {z2} in naj bo
L’ izbira barv, za katero velja, da je L'(x) = L(z)\{c(z2)}, e je x € N(xo)\{zp, 21},
sicer pa je L'(x) = L(x). Par G', L izpolnjuje zahteve lem hkrati pa je graf G’ manjsi
od grafa GG. Zaradi tega lahko ¢ razsirimo na L'-barvanje grafa G’ in s tem dobimo

iskano L-barvanje za G.
Ocitno je, da iz trditvah 2 in 3 pridemo do protislovja. 0
Problemi, nasteti v nadaljevanju, so privzeti iz Skrekovski [86]. Podobno kot za

(4,1, 2)-izbirljivost se lahko vprasamo za (3, 1, 2)-izbirljivost. Kot smo ze omenili, je

problem veljaven za ravninske grafe brez trikotnikov.
Problem 1. Ali je vsak ravninski graf (3,1, 2)-izbirljiv?

Naj bo f: N — N funkcija. Oznacimo z L(G, f) vse izbire barv L grafa G, ki
priredijo vsaki tocki vsaj eno barvo, ter naj bo |L(u) N L(v)| > f(x(G)).

Problem 2. Ali obstaja taka funkcija f : N — IN, da je za vsak graf G ter izbiro
barv L € L(G, f) G L-izbirljiv.

Pravzaprav je v [86] postavljena razli¢ica zgornjega problema. Ta problem
sprasuje, ali obstaja tako velika konstanta c, da je iskana funkcija f(z) = = + c.

Iz primera, ki sta ga podala Voigtova in Wirtova [108], sledi, da je ¢ > 1.
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Razlicici zgornjega problema za ravninske grafe sta spodnja dva. Ce sta ta dva
problema resni¢na, potem sta posplositvi izreka o Stirih barvah ter Grotzschevega

izreka (v konceptu seznamskih barvanj).

Problem 3.Naj bo G povezan netrivialen graf ter naj bo L taka izbira barv grafa G,

da je |L(u) U L(v)| > 4 za poljubni dve sosednji tocki w in v. Ali je G L-obarvljiv?

Problem 4.Naj bo G povezan netrivialen graf brez trikotnikov ter naj bo L taka
izbira barv grafa G, da je |L(u) U L(v)| > 3 za poljubni dve sosednji tocki u in v.
Ali je G L-obarvljiv?

2.2 Seznamsko barvanje povezav

Podobno kot pri seznamskemu barvanju tock, povezave barvamo tako, da vsaka
povezava dobi barvo iz svojega seznama, pri tem pa morata biti poljubni dve sosednji
povezavi biti razlicno obarvani.

Naj graf G dopuscéa L-barvanje povezav za vsako izbiro barv L : E(G) — P(C)
za katero velja, da je |L(e)| > k za vsako povezavo e € E(G). Potem recemo, da
je G po povezavah k-izbirljiv. Najmanjse stevilo k, za katerega je G po povezavah
k-izbirljiv, imenujemo seznamski kromaticni indeks grafa G in ga oznac¢imo z x;(G).

Naslednja domneva je znana kot Dommneva o seznamskem barvanju povezav.
Domneva 2.2.2 pa je znana kot njena Sibkejsa verzija. Po Vizingovem izreku 1.6.1

veljavnost prve domneve implicira veljavnost druge domneve.
Domneva 2.2.1. Za poljuben multigraf G velja x;(G) = X'(G).
Domneva 2.2.2. Za poljuben multigraf G velja x)(G) < A(G) + p.

Osupljiv rezultat Galvina [34] je, da sta obe domnevi resni¢ni za dvodelne multi-

grafe.
Izrek 2.2.3 (Galvin). Naj bo G dvodelen multigraf, potem je x;(G) = A(G).

Kostochka [58] je dokazal, da je domneva 2.2.2 veljavna za grafe z dolzino na-
jkrajsega cikla > 8A(lg A + 1.1). Juvan, Mohar in Thomas [51] so dokazale, da so
zgornje domneve resnicne za K -minor-proste grafe. Omenimio samo, da so zunanjo-

ravninski grafi K -minor-prosti.
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2.3 Seznamsko popolno barvanje

Pri totalnem seznamskem barvanju barvamo hkrati tocke in povezave grafa tako, da
vsaka tocka oz. povezava dobi barvo iz svojega seznama ter morata biti poljubna dva
sosednja oz. inciden¢na elementa razlicno obarvana. Naj graf G dopusca popolno
L-barvanje za vsako izbiro barv L : V(G) U E(G) — P(C), za katero velja, da je
|L(x)| > k za vsak element z € V(G) U E(G). Potem recemo, da je G popolno
k-izbirlyiv. Najmanjse Stevilo k, za katerega je G popolno k-izbirljiv, imenujemo
seznamsko popolno kromaticno stevilo grafa G in ga ozna¢imo z x/ (G). Za tovrstno

seznamsko barvanje imamo dva zanimiva problema.

Domneva 2.3.1. Za poljuben multigraf G velja x| (G) = x"(G).

Domneva 2.3.2. Za poljuben multigraf G velja x/(G) < A(G) + p+ 1.
Ni tezko videti, da je

X/ (G) < xi(G) +2.

Dokazemo takole. Najprej obarvamo tocke grafa G. Ker je y;(G) < A(G) + 1 in
X;(G) > A(G), barvanje tock obstaja. Potem pa ima vsaka povezava na voljo Se
X;(G) barv. Po definiciji sledi, da to barvanje lahko razsirimo na povezave grafa G.

Zdaj pa iz izreka 2.2.3 za dvodelne multigrafe sledi
X/ (G) < xi(G) +2 =A(G) + 2. (2.1)

V nadaljevanju bomo pokazali, da je vsak multigraf G z A(G) = 2 totalno
X" (G)-izbirljiv.

Lema 2.3.3. Naj bo L izbira barv grafa C,, (n > 2) tako, da velja

3, teV(GQ)
> .
IL{®)] = { 4,  te E(G). (2:2)
Potem ima C,, totalno L-barvanje.
Dokaz. Naj bo C,, = vjvs---v,v;. Primer n = 2 je trivialen. Zato naj bo

n > 3. Najprej obarvajmo tocke grafa. Tedaj vsaki povezavi ostaneta na voljo
vsaj dve barvi. V primeru da ne moremo povezave pobarvati, potem je n liho

Stevilo ter ima vsaka povezava isti dve barvi na voljo. Lahko predpostavimo, da je
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L(v;) = {c(vi1, e(vy), c(vig1)} za i = 1,...,n. Sicer lahko spremenimo barvo tocki
v; tako, da dobimo na voljo povezavo s tremi barvami ali pa dve povezavi, ki nimata
istega para barv na voljo. Ker je c¢(vy) # ¢(v3) in ¢(ve) # ¢(v,), lahko spremenimo

barve pri tockah v; in vy. Spremenjeno barvanje lahko razsirimo na graf C,. 0

Usmerjen graf je Eulerjev, ¢e za vsako tocko grafa velja, da je stevilo povezav, ki
so usmerjene stran od te tocke, enako Stevilu povezav, ki so usmerjene k tej tocki.
Eulerjev usmerjen graf je sod oz. lih, ¢e je Stevilo povezav sodo oz. liho. Za usmerjen
graf G definiramo £¢(G) (oz. £°(G)) kot mnozico sodih (oz. lihih) vpetih Eulerjevih
usmerjenih podgrafov v G. Naj bo £(G) = £°(G) U £°(G). Torej £(G) je mnozico
Eulerjevih usmerjenih vpetih podgrafov v G. Alon in Tarsi [4] sta dokazala naslednji

izrek, ki ga bomo uporabili v dokazu izreka 2.3.5.

Izrek 2.3.4 (Alon in Tarsi). Predpostavimo, da ima graf G usmeritev D, za
katero velja, da je izhodna stopnja vsake tocke < d ter |E¢(D)| # |E°(D)|. Potem,
je xi(G) < d+1.

Nasledjni izrek je privzet iz Juvan, Mohar in Skrekovski [85].
Izrek 2.3.5. Ce je G cikel dolZine 3n, potem je x| (G) = 3.

Dokaz. Ozna¢imo s T totalni graf za G, t.j. za graf T velja, da je V(T) =
V(G)UE(QG), kjer sta tocki iz T sosednji natanko tedaj, kadar sta ustrezna elementa
iz G sosednja oz. incidencna v G. Dovolj bo pokazati, da je x;(T') = 3. Ni tezko
videti, da je T izomorfen kroznemu grafu C(6n,2), t.j. grafu, ki je sestavljen iz
enega 6n-cikla C in dveh paroma prepletajocih se 3n-ciklov Cy in C'5. Naj bo D
usmeritev grafa T' tako, da so cikli (', Cy, C3 usmerjeni v enako smer. Naj bo
E = &(D) ter definirajmo

& = {He&|YoeV(D):d 1
& = {He&|YoeV(D):dyv)=1
& = {He&|YweV(D):d; 1
Tedaj velja & N & = &;. Ni tezko videti, da & vsebuje samo dva usmerjena

grafa C; ter CoUC5. Najbo H € £. Ce obstaja tocka v z df;(v) = 2, potem ni tezko
videti, da pri vsaki tocki u € V(D) velja dj;(u) > 1. To pa implicira £ = & U &,.
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Naj bo ¢ : &€ — & preslikava definirana takole o(H) = D — E(H). Tedaj je ¢
bijektivna preslikava ter p(H) # H za vsak H € £. Ker je |E(D)| sodo stevilo,
©(E°(D)) = E°(D) in p(&E°(D)) = £°(D). To pa implicira, da sta |£¢(D)] in |E°(D)]
soda stevila. Ce je |£¢(D)| = |£°(D)|, potem je |E| = 4k za nek k. Da bi uporabili
izrek 2.3.4 bo dovolj, da pokazemo, da je |E| = 4k + 2 za neko naravno stevilo k. Iz
©(&) = & in p(&) = & sledi, da je |&| = |&]. Torej bo dovolj, ¢e pokazemo, da
je |&| sodo stevilo.

Vsak graf iz & je sestavljen iz 0, 1, ali 2 usmerjenih ciklov. Natanko eden graf je
brez ciklov, to je tisti, ki nima povezave. Podobno, natanko eden graf ima dva cikla,
to je Cy U (5. Doloéili bomo stevilo grafov, ki imajo natanko en cikel. Oznac¢imo s
fi stevilo razliénih nacinov, s katerimi Stevilo 7 lahko zapisemo kot (urejeno) vsoto
stevil 1 in 2. Ni se tezko prepricati, da je stevilo f; doloceno z naslednjo rekurzivno

7ZVvezo.
h=1 fo=2 in fi=/fi1+fie, ©12>3.

Izberimo tocko v € V(D). Vsak usmerjen cikel v D, ki vsebuje tocko v, se lahko
enolicno predstavi kot sekvenca stevil 1 in 2, katerih vsota je 6n. Zaradi tega je
stevilo takih ciklov natanko fg,. Vsak cikel, ki ne vsebuje tocke v, zagotovo vsebuje
povezavo med obema sosedama tocke v in (. Podobno kot prej je Stevilo takih

ciklov enako fg, 2. Tako dobimo, da je

|€0| = fﬁn + f6n—2 + 2= fGn—l + 2f6n—2 + 2.

Ker je fs,_1 sodo stevilo za vsako naravno stevilo, smo izrek dokazali. 0
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