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Poglavje 1

Izjavni racun

1.1 Osnovno o izjavnem racunu
Izjava je stavek, ki je bodisi resnicen ali neresnicen.
Zgledi:

e  Zunaj dezuje.

e DS je lahko narediti.

e Ce zunaj snezi, potem ne grem na faks.

e (e se ne ucim, potem letnika ne naredim.
Vsak stavek ni izjava. Recimo:

e  Zapri vratal

e Bodi tiho!

e Kaj bo za vecerjo?

Izjave po vsebini lo¢imo na

e resnicne: 6 ni prastevilo;

e neresnicne: 6 je prastevilo.

Izjave po zgradbi lo¢imo na

e osnovne: Zunaj sije sonce. Peter sedi na vrtu.

e sestavljene: Ce zunaj sije sonce, Peter sedi na vrtu.



1.2 Izjavni vezniki

Izjave sestavljamo z izjavnimi vezniki. Pri tem zahtevamo, da je resni¢nost sestavljene
izjave enolicno dolo¢ena z resni¢nostjo njenih sestavnih delov. n-izjavni veznik je neka
n-Clena operacija v mnozici {0, 1}, oziroma to je preslikava oblike F' : {0,1}" — {0, 1}.

Zgled: Preslikava F' je trimestna operacija oz. trimestni veznik.

p g r|Fpgr)
000 0
00 1 1
010 1
011 1
100 0
101 1
110 0
111 1

Ponavadi uporabljamo naslednje veznike:
e O-mestne: 1 (resnica) in 0 (neresnica)
e l-mestne: — (negacija)

e 2-mestne: A (konjunkcija), V (disjunkcija), = (implikacija), < (ekvivalenca), @&
(ekskluzivna disjunkcija), T (Shefferjev veznik), | (Lukasiewiczev veznik).

Opomba: Dvomestne izjavne veznike pisemo infiksno.

1.2.1 Negacija —-A

Beremo: ne A oz. nires, da (velja) A

Al -A
0] 1
110

Velja: —A je resnicna natanko takrat, ko je A neresni¢na.

1.2.2 Konjunkcija AAB

Beremo: A in B

A B
0 0
0 1
1 0
1 1

—_ o o o>

Velja: A A B je resni¢na natanko takrat, ko sta obe izjavi A in B resnicni.



1.2.3 Disjunkcija AV B
Beremo: A ali B

AV B

A
0
0
1
1

B
0
1
0
1

V
0
1
1
1

Velja: AV B je resni¢na natanko takrat, ko je vsaj ena od izjav A in B resnicna.

1.2.4 Implikacija A= B

Beremo: iz A sledi B oz. ¢e A, potem B oz. A implicira B

A B|A=B
0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1

Izjavi A pravimo antecedens, izjavi B pa konsekvens.
Velja: A = B je neresnic¢na le v primeru, ko je A resni¢na in B neresni¢na.

1.2.5 Ekvivalenca A< B

Beremo: A ekvivalentna B oz. A, ¢e in samo ¢e B oz. A natanko tedaj, ko B

A B|A& B
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Velja: A < B resnic¢na, kadar imata A in B enako vrednost.

Naloga 1 Koliko je n-mestnih izjavnih veznikov?

Zgled: V tabeli je nastetih vseh 16 dvomestnih izjavnih veznikov.



Alo 0 11

Blo 10 1

0000 0
000T1| AAB
001 0|~(A=B)
0011 A
01 0 0|~(B=A)
0101 B
0110 A®B
01 11| AVB
1000 A|B
1001 AsB
1010 -B
1011 B=A
1100 =A
1101 A=B
1110 ATB
1111 1

1.2.6 Dogovor o prednosti veznikov
Ce ni z oklepaji drugace doloceno, potem:

e —  veze mocneje kot A

e A veze mocneje kot V

e \V veze mocCneje kot =

e = veze mocCneje kot <&

e Levi nastop veznika veze mocneje od desnega nastopa istega veznika .

Zgledi: Izraz
pPA—qg =1 pVyg

identificiramo z
(pA(=q)) = 1) < ((=(=p)) V q).
Podobno, izraz
P=>q=>1r=8=>1

identificiramo z
(p=q =r1)=3s) =t

Izraz
p=>qV r<<pAs

pa pomeni isto kot
(p=(aV (7)) & (pAs).
Naloga 2 Poenostavi naslednje izraze tako, da odstranis odvecne oklepaje:

e ((pV(=g) & (r=p)

e ((pVva) = (rAs)) = (1)
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1.3 Izjavni izrazi
Izjavne izraze definiramo induktivno:
1. vsaka izjavna spremenljivka je izjavni izraz;
2. ¢eje F n-mestniizjavni veznik in so Ay, ..., A, izjavni izrazi, je tudi F'(A4y,..., A,)
izjavni izraz.
Zgledi: 0, 1, p, q, =p, ¢N\(p= —r), p=q=p.
Opomba. Vsak izjavni izraz dolo¢a neko izjavo, zato jim bomo rekli kar izjave. Vec

razlicnih izjavnih izrazov lahko doloca isto izjavo.

1.3.1 Resni¢nostna tabela

Naj bodo py,pa, ..., p, izjavne spremenljivke, ki nastopajo v izjavnem izrazu A. Potem
vrednosti A predstavimo v tabeli z 2" vrsticami, ki ustrezajo vsem naborom vrednosti
spremenljivk pi, po, ..., p,. Tako tabelo imenujemo resni¢nostna tabela izjave A.
Zgled:

p g r|(pVoq & (r=rp

000 1 1 1

0 01 1 0 0

010 0 0 1

011 0 1 0

100 1 1 1

1 01 1 1 1

110 1 1 1

1 11 1 1 1

1.3.2 Tavtologija, protislovje

Izjavni izraz A je
1. tavtologija, ce je resnicen pri vseh naborih vrednosti izjavnih spremenljivk;
2. protislovje, ¢e je neresnicen pri vseh naborih vrednosti izjavnih spremenljivk;
3. nevtralen, ce ni niti tavtologija niti protislovje.

Da je izjava A tavtologija, oznacimo z = A.

Zgledi:
e tavtologije: 1, pV —p, (p=q)V (¢ = p),...
e protislovja: 0, p A —p, ..., negacije tavtologij;
e nevtralni izrazi: p, p=qVr,...

Naloga 3 Sestavi resnicnostne tabele ter ugotovi, kaksni sta naslednji dve izjavi:

pPA(p=q) =q in pA-(pVa).

11



1.3.3 Enakovredne izjave

Izjavna izraza A in B sta enakovredna, ¢e imata pri vseh naborih vrednosti izjavnih
spremenljivk enako vrednost. V tem primeru pisemo A ~ B.

Zgled: Izraza p = ¢ in —q = —p sta enakovredna.

P ¢g|p=q|7q = P
0 0 1 1 1 1
01 1 0 1 1
10 0 1 0 O
11 1 0 1 0

Trditev 1 Velja
A ~ B natanko takrat, ko je = A< B.

Dokaz. Sklepamo takole:
A in B sta enakovredna, n.t.k.
A in B sta vedno enake vrednosti (v tabeli), n.t.k.
A < B ima vedno vrednost 1, n.t.k.
A < B je tavtologija. O

Vprasanje 1 Al je izjava
P=4q < 7q = TP

tavtologija?
Enakovrednost izjav ~ je ekvivalen¢na relacija:
o refleksivnost: A ~ A
e simetric¢nost: ce je A ~ B, potem je tudi B ~ A
e tranzitivnost: ¢e je A ~ B in B ~ C, potem je tudi A ~ C'.

Naloga 4 S pomocjo resnicnostnih tabel ugotovi ali sta izjavi enakovredni:

pV(pAq) in pA(pPVr).

1.3.4 Zakoni izjavnega racuna

Naj bodo A, B, C' poljubni izjavni izrazi. Veljajo naslednji zakoni.

e Lastnosti 0 in 1:

ANO ~ 0 A=0 ~ -A A0 ~ —A
AN ~ A A=1 ~ 1 Al ~ A
AVO ~ A 0=A4A ~ 1 -0 ~ 1
AVl ~ 1 1=A ~ A -1 ~ 0

e dvojna negacija: -—A ~ A

12



e idempotentnost:
ANA ~ A A= A~1

AVA ~ A As A~

e komutativnost:

AVB ~ BVA
A B ~ B&s A ANB ~ BAA

e asociativnost:

(AVB)VC ~ AV (BVC)
(ANB)ANC ~ AAN(BAC)
(AeB)e(C ~ As(Be0)

e absorpcija:
AV (ANB)~ A AN(AVB)~ A

e distributivnost:

AN(BVC) ~ (AANB) V (ANC)
AV (BAC) ~ (AVB) AN(AV(O)

e De Morganova zakona:

“(AANB) ~ =AV-B -~(AVB) ~ =AN-B

e kontrapozicija:
A= B ~ -B=-A ~ -AVB

e ekvivalenca:

A& B ~ (A= B)AN(B=A)
~ (mAV B)A(AV-B)
~ (ANB)V (-AAN-B).

Zgled: Pokazimo z izpeljavo, da je p = q¢ ~ —q = —p takole:
p=q ~ 7pVqg ~ "pVoog ~ mmqVop o~ g = Tp.
Naloga 5 Pokazi z izpeljavo, da je izjava
pAP=qN(r =g =7
tavtologija.
Naloga 6 Preveri zakon asociativnosti za implikacijo:

p=>q)=r ~ p=>(g=>r).

13



1.4 Izbrane oblike izjav

Najprej bomo poskusili odgovoriti na naslednje vprasanje:
Vprasanje 2 Kako za predpisano resnicnostno tabelo poiséemo ustrezno izjavo?

Naj A(p) pomeni, da je vrednost (sestavljene) izjave A lahko odvisna od vrednosti
enostavne izjave oz. spremenljivke p. Naj bosta A(0) in A(1) izjavi, ki ju dobimo, ¢e v
izjavi A zamenjamo vse nastope spremenljivke p z 0 oziroma 1.

Trditev 2 Velja,
Alp) ~ (pANAQ) VvV (=pAA(0)).

Dokaz. Enostavna izjava p ima lahko le dve vrednosti 0 in 1, zato obravnavamo ti dve
moznosti loceno.
Ce je p ~ 0, potem je desna stran

ONA(L)V-0ANAWDO) ~ OVIAAQO) ~ 1AAW0) ~ A(0).
Podobno za p ~ 1, dobimo
INAL)V-1ANA0) ~ A(1)VOANAD) ~ A(1)VO ~ A(1).

V obeh primerih je izjava na desni strani enakovredna izjavi na levi strani. S tem je
trditev dokazana. U

Vprasanje 3 Kako zgornjo trditev posplosimo na primer dveh enostavnih izjav p in q,
Alp.q) =7

Zgled: Recimo da imamo predpisano spodnjo tabelo. Pois¢imo A.

poq|A
0 01
0 11
1. 0]0
1 1)1
Ce je A odvisna od n enostavnih izjav py, ps, . . ., pn, potem A zapisemo takole
A(p17p27"’7pn—17pn) ~
A(lulv’”7171> A P A p2 A A DPn—1 A Pn
v AL L L., L0) A pr A pe Aee A puar ATy
v AL ...,0,1) A pr A py A A TPl A Py
v oA(LL...,0,0) A pr A py Aee A TP ATy
\% A(0a0790a1) AN pr A pe A A Tppa A Pn
Vo A(0,0,...,0,0) A —mpr A mpe A A Tppar ATy

Zgornja zveza nam poda postopek, kako lahko poljubno izjavo (podano s tabelo)
zapisemo v povezavi z =, A, V. Od tukaj sklepamo da velja:

Izrek 3 Vsaka i1zjava se da zapisati samo z vezniki —, N\, V ter enostavnimi izjavamsi od
katerih je odvisna.
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1.4.1 Disjunktivna normalna oblika

Osnovna konjunkcija je konjunkcija izjavnih spremenljivk in/ali njihovih negacij.
Zgled: pAgq, pA—qAr soosnovne konjunkeije; izjava p A (¢ V 1) pa ni.

Disjunktivna normalna oblika (krajse DNO) izjave A je enakovredni izjavni izraz,
ki je disjunkcija osnovnih konjunkcij.

Zgled: Izraz -pAq V pAqje DNO za izjavo A iz tabele:

P q|A
0 010
0 11
1 00
1 1|1

Kako naredimo

DNO za s tabelo podano izjavo A zgradimo tako, da za vsak nabor pravilnostne tabele,
pri katerem je izraz A resnicen, priredimo eno osnovno konjunkcijo spremenljivk in/ali
njihovih negacij glede na to ali je ustrezni nastop 1 oz. 0. Na koncu naredimo disjunkcijo
izbranih osnovnih konjunkcij.

Zgled: Poiscimo DNO za izjavo A iz tabele:

p q r|A
000[0
00 1)1
01 0|0
01 1]1
1 0 01
1 0 11
1 1 010
1 1 1)1

Opazimo, da je A resni¢na v 2., 4., 5., 6. ter 8. vrstici. Za vsako od teh vrstic
vzamemo ustrezno konjunkcijo ter vse te konjunkcije zdruzimo z disjunkcijo ter tako
dobimo A. Torej,

A~ (=p A —g AN T)
V. (0p A g A7)
vV (p AN g A 1)
vV (p AN g ANT)
vV (p AN g N T).

Izrek 4 Vsak izjavni izraz, ki ni protislovje, ima DNO.

1.4.2 Konjunktivna normalna oblika

Osnovna disjunkcija je disjunkcija izjavnih spremenljivk in/ali njihovih negacij.
Zgled: pVgq, pV —qVrsoosnovne disjunkcije; izjava p V (¢ A r) pa ni.

15



Konjunktivna normalna oblika (krajse KNO) izjave A je enakovredni izjavni
izraz, ki je konjunkcija osnovnih disjunkcij.

Zgled: IzrazpVq N —pVqje KNO za izjavo A iz tabele:

p q|A
0 0[0
0 1|1
1 0/0
1 1)1

Kako naredimo KNO

KNO za s tabelo podano izjavo A zgradimo tako, da za vsak nabor pravilnostne tabele,
pri katerem je izraz A neresnicen, priredimo eno osnovno disjunkcijo spremenljivk in/ali
njihovih negacij glede na to ali je ustrezni nastop 0 oz. 1. Na koncu naredimo konjunkcijo
izbranih osnovnih disjunkcij.

Zgled: Poiscimo KNO za izjavo A iz tabele:

p g rlA
0000
00 1|1
0100
01 1|1
1 001
1011
1100
11 1)1

Opazimo, da je A neresni¢na v 1., 3., ter 7. vrstici. Za vsako od teh vrstic vzamemo
ustrezno disjunkcijo, ter vse te disjunkcije zdruzimo s konjunkcijo. Torej,

A~ > Vv ¢V 1)
AN (p NV —qg VvV 1)
A (=p V =g V r).

Izrek 5 Vsak izjavni izraz, ki ni tavtologija, ima KNO.

Trditev 6 Velja naslednja zveza
KNO(A) = =DNO(—-A).

1.4.3 Veitchevi diagrami
Veitchev postopek minimizacije:
e  Resnic¢nostno tabelo napisemo v dvorasezni obliki (na torusu).

e Enojke pokrijemo s pravokotniki, ki vsebujejo 1, 2, 4, 8, 16, ... kvadratkov. Pri
tem uporabimo:

—  ¢im manj pravokotnikov;
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]

T2
1 1
T4
1 1 1
1 1
T3

—  &im vecje pravokotnike.

e  Vsak pravokotnik ustreza neki konjunkciji. Dobljene konjunkcije povezemo dis-
junktivno.

Dobljeno obliko izraza imenujemo minimalna disjunktivna normalna oblika (MDNO).

Zgled: Poisci MDNO za izraz podan s tabelo:

p q r|F
0001
0O 0 1|0
01 0|0
01 1|1
1 0 01
1 0 1|1
1 1 01
1 1 1|1

Zgled: Poisci MDNO za izraz podan z diagramom:

L1

x2

Ty

xs3

1.5 Polni nabori

Mnozica N izjavnih veznikov je poln nabor, ¢e za vsak izjavni izraz A obstaja enakovre-
den izjavni izraz B, ki vsebuje samo veznike iz N.
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Zgledi: {—, A, V} je poln nabor po izreku 3.
Ker
aVb ~ —(-aA-b)

sledi, da je {—, A} poln nabor.
Podobno, ker
aNb ~ —=(—aV -b)

sledi, da je {—, V} poln nabor.

1.5.1 Kako ugotovimo, da je dani nabor poln?

Trditev 7 Naj bo Z znan poln nabor izjavnih veznikov in N neka mmnoZica izjavnih
veznikov. Ce lahko vsak veznik iz Z izrazimo samo z vezniki iz N, je tudi N poln na-
bor.

Dokaz. Naj bo A poljuben izjavni izraz. Ker je Z poln nabor, obstaja izraz B, ki je
enakovreden A ter vsebuje samo veznike iz Z. V B vsak veznik iz Z izrazimo z vezniki iz
N, dobimo izraz C' ~ B. Ker je C' ~ A, sklepamo, da je N poln nabor. U

Naloga 7 Pokazi, da sta {—,=} in {0,=} polna nabora.

1.6 Se trije izjavni vezniki

1.6.1 Stroga (ekskluzivna) disjunkcija A ® B
Uporabljamo tudi: AY B oz. A XOR B

Beremo: bodisi A bodisi B oz. natanko ena izmed izjav A in B je resnicna

A B|A® B
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

Velja: A & B je resni¢na natanko takrat, ko je A < B neresni¢na. Velja tudi

(AeB)@&C ~ Aa(BaO).

1.6.2 Shefferjev veznik A T B
Uporabljamo tudi: A NAND B

Beremo: ne A ali ne B oz. vsaj ena od izjav A, B ni resnicna

A B|ATB
0 0] 1
0 1| 1
1 0] 1
1 1] 0

Velja: A T B je resni¢na natanko takrat, ko je A A B neresnicna.
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1.6.3 Lukasiewiczev veznik A | B

Uporabljamo tudi: A NOR B

Beremo: niti A niti B oz. nobena od izjav A, B ni resnicna

A B|A|B
0 0] 1
0 1] 0
1 0] 0
1 1] 0

Velja: A | B je resni¢na natanko takrat, ko je A V B neresnicna.

1.6.4 Dogovor o prednosti veznikov @&, T ter |

e  Ekskluzivna disjunkcija & veze tako mocno kot navadna disjunkcija V ;

e  Shefferjev in Lukasiewiczev veznik vezeta enako moc¢no kot konjunkcija A .

Zgledi: Izraz
AVvB&CVD

identificiramo z
(AVB)®(C)V D.

Izraz

A1BAC|D1TE

pa pomeni isto kot
(ATB)AC) | D)TE.

Izrek 8 {1} in {|} sta polna nabora izjavnih veznikov.

Dokaz. Pokazimo najprej, da je {1} poln nabor. Spomnimo se, daje AT B ~ —(AAB).
Vemo, da je {—, A} poln nabor. Zato bo dovolj, ¢e izrazimo —in A s T.
Negacijo izpeljemo takole

AT A~ —(ANA) ~-A.

Ker je
—(A1B)~-=(AAB)~ANAB,

konjunkcijo zapisemo takole:
ANB~(ATB)] (AT B).

Zdaj se lotimo nabora {]} podobno kot {1}. Vemo, da je {—, V} poln nabor. Zato bo
dovolj, ¢e izrazimo — in V z |. Negacijo izpeljimo takole

AlANﬁ(AVA)NﬁA.

Ker je
—(A] B)~-=(AVB)~AVB,
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disjunkcijo zapisemo takole:

AVB~(A|B)| (Al B).

Trditev 9 Nabor {A,=} ni poln.

Dokaz. Uporabimo naslednjo lastnost: ce imata spremenljivki p in ¢ vrednost 1, potem
imata vrednost 1 tudi izjavi pAq ter p = ¢q. Naj bo sedaj A(p1, ps, - - ., Pn) poljuben izjavni
izraz, v katerem nastopata kot izjavna veznika samo A in =-. Po omenjeni lastnosti, velja
A(1,1,...,1) ~ 1.

Iz tega sledi, da izjave B za katero velja B(1,1,...,1) ~ 0 ni mozno zapisati v naboru
{N,=}. O

Naloga 8 Pokazi, da nabor {—,<} ni poln.
Naloga 9 V naboru {|} zapisi izjave

p=qAr in p=>q=>71.
1.7 Sklepanje

Zgled: Ali je spodnji sklep pravilen?

A.1  Ta zival ima krila ali pa ni ptic.
A2 Ce je ta zival pti¢, potem leze jajca.

A3 Ta zival nima kril!

B. Torej ta zival ne leze jajc.
Formalizirajmo sklep tako, da vpeljemo naslednje spremenljivke:
e p = ta zival ima krila;
e ¢ = ta zival je ptic;
e 1 = tazival leze jajca.

Kon¢no lahko sklep zapiSemo v izjavnem racunu takole:

Al.  pV—q
A2, q=r
A3, —p
B. —-r

Zgornji sklep je veljaven, ¢e velja: kadar so vse predpostavke A;, Ay, As resnicCne, je
resnicen tudi zakljucek B.
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Zaporedje izjavnih izrazov Ai, As, ..., A,, B je pravilen sklep s predpostavkami
Ai, Ag, ..., A, in zakljuckom B, ¢e je zakljucek resnicen pri vseh tistih naborih vrednosti
izjavnih spremenljivk, pri katerih so resni¢ne vse prepodstavke.

Pisemo:

Ay, Ay o A, E B

in beremo:
Iz predpostavk Ay, As, ..., A, logicno sledi zakljucek B.
Zgled: Preverimo sklep
pV g, r=q, p E o

pV—q | r=q | p| r

e e ] B =R e R e B el i o
—_ = O O = O O R
_ O = O _— o = O 3

Naslednji izrek nam prevede problem sklepanja na problem ugotavljanja tavtologije.

Izrek 10 Sklep
Al> A2a SRR An ): B

velja natanko tedaj, ko
EAL A AN - NA, = B.

Dokaz. Najbo A= A; N Ay A--- AN A,. Najprej predpostavimo, da je sklep veljaven. 1z
definicije veljavnosti sklepa izhaja: ce je zakljucek B lazen, potem je lazna vsaj ena od
predpostavk A;. Torej v tem primeru

A=B ~ 0=0 ~ 1.
V nasprotnem primeru, ko je zaklju¢ek B resnicen, pa vedno velja
A=B ~ A=1 ~ 1.

Tako pridemo do zakljucka, da je izjava A = B tavtologija.

Zdaj pokazimo izrek v drugo smer. Naj bo = A = B in naj bodo vse predpostavke
A; resni¢ne. Tedaj je resnicna tudi izjava A. Ker je A = B ~ 1sledi, daje B ~ 1.
To pa pomeni, da je sklep A = B veljaven. O

Zgled: Po izreku sledi, da je nas sklep
pV g, r=q, p | T
pravilen natanko takrat, ko je izjava
PV AN(r=qA-p=-r

tavtologija.
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1.7.1 Pravila sklepanja

A A=B E B modus ponens (MP)

A= B,-B E —-A modus tollens (MT)

AV B, -B = A disjunktivni silogizem (DS)
A= B, B=C = A= C hipoteti¢ni silogizem (HS)
A B = AANB zdruzitev (Zd)

ANB | A poenostavitev (Po)

AkE AVB pridruzitev (Pr)

Zgled: Preverimo veljavnost sklepa (HS)

N
™
Q

A= B | B=C | A=C

— == =IO O OO
— = O Ol = OO
O = Ol O = O

1.7.2 Dokazovanje pravilnosti sklepov

Pravilnost sklepa
Ay, Ay oo A, E B

lahko dokazemo tudi tako, da sestavimo zaporedje izjavnih izrazov
Ci, Cy, Cs,...,Chq, Oy
kjer je C,, = Binzai=1,...,m velja:

C; je ena od predpostavk; ali

)

(b)  C; je tavtologija; ali
) C; je enakovreden enemu od predhodnih izrazov v zaporedju; ali
)

C; logi¢no sledi iz predhodnih izrazov v zaporedju po enem od osnovnih pravilnih
sklepov.

Zgled: Dokazimo naslednji sklep:

p=q,pVr,q=s,r=1t s E t.
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p=4q
pVr
q=5
r=1t
-5
p=S

P

S Al B

predpostavka

predpostavka

predpostavka

predpostavka

predpostavka
HS(1, 3)
MT(6,5)
DS(2,7)
MP(4, 8)

1.7.3 Kako pokazemo, da sklep ni pravilen?

Pois¢imo protiprimer, t.j. nabor vrednosti izjavnih spremenljivk, pri katerem so vse pred-

postavke resni¢ne, zakljucek pa ne.

Zgled: Preverimo veljavnost zacetnega sklepa o pticih, jajcih in krilih:

pV g, q=>71, p E T

pV q

q=r

-p

-

e ) B = e R e B e B o
= = O o = — o [en) N w)
_ O — (@») ) — (@») =

1.8 Pomozni sklepi

1.8.1 Pogojni sklep

Pogojni sklep uporabljamo, kadar ima zakljuc¢ek sklepa obliko implikacije.

Trditev 11 Sklep

Al,AQ,...,An ): B=C

velja natanko tedaj, ko velja sklep

Al Ay, ... Ay, B E C.
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Dokaz. Ozna¢imo A = A; A Ay A--- AN A,,. Zadosca pokazati, da je

FA= (B=C)
natanko tedaj, ko je
EAANB=C
To pa je res, saj velja
A= (B=C) ~ -AvV(=-BVC(C)

~ (mnAV-B)VC
~ =(AANB)VvVC
~ (AANB)=C.

Zgled: S pomocjo pogojnega sklepa dokazimo naslednji sklep

p=qVr,—r E p=gq.

1. p=qVr predpostavka

2. -r predpostavka
3.1. P predpostavka PS
3.2. qVvr MP(1,3.1)

3.3. q DS(3.2,2)

3. p=q PS(3.1,3.3)

1.8.2 Sklepanje s protislovjem - reduction ad absurdum

Sklepanje s protisloviem lahko uporabimo kadarkoli.

Trditev 12 Sklep
Al> AZa SRR An ): B

velja natanko tedaj, ko velja sklep
Ay, Ay, oo Ay, B E 0.
Dokaz. Kot prej naj bo A = A3 A Ay A--- A A,,. Zadosca pokazati, da je
FA=DB

natanko tedaj, ko je
EAA-B=0.

To pa je res, saj velja

AN=-B =0 ~ =(AA-B)V0
~ -AVB
~ A=DB.
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Zgled: S pomocjo RA dokazimo naslednji sklep:

p=-lg=r),(sANg)=r s | -p.

1. p=—(q=r) predpostavka
2. (sANq)=r predpostavka
3. S predpostavka
4.1. —=p predpostavka(RA)
42. P ~ 41

4.3. —(g=1) MP(1,4.2)
4.4. qnN—r ~ 4.3

4.5. q Po(4.4)

4.6. - Po(4.4)

A7, sAq Zd(3,4.5)
4.8 r MP(2,4.7)
4.9. 0 7d(4.8,4.6)
4. —p RA(4.1,4.9)

Zgled: S pomocjo RA dokazimo naslednji sklep:

Ce nocem jutri zamuditi pouka, moram zgodaj vstati; ¢e pa grem nocoj na
zur, se bom vrnil pozno. Ce se bom pozno vrnil in zgodaj vstal, bom spal
le 5 ur. Ne morem si privosciti samo 5 ur spanja. Potemtakem bom moral
zamuditi pouk ali pa se odpovedati zuru.

Oznacimo enostavne izjave, ki nastopajo v sklepu, takole:

e p = jutri ne bom zamudil pouka;
e ¢ = zjutraj bom zgodaj vstal;

e 7 = N0COj grem na 7Zur;

e s = nocoj se bom pozno vrnil;

e t = spal bom le 5 ur.

Potem sklep zapisemo takole:

p=q9 ANr=s),(sNq) =t ~t = a(pAT).
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1. (p=q N(r=1s) predpostavka

2. (sANq) =t predpostavka
3. -t predpostavka
4.1. PAT predpostavka(RA)
4.2. p Po(4.1)

4.3. p=q Po(1)

4.4, q MP(4.2,4.3)
4.5. r Po(4.1)

4.6. r=s Po(1)

A7, s MP(4.5, 4.6)
4.8. sAq 7d(4.4,4.7)
4.9. ' MP(2, 4.8)
4.10. ~tAt~0 7d(3,4.9)

4. —(pAT) RA(4.1,4.10)

1.8.3 Analiza primerov

Analizo primerov uporabljamo, kadar ima ena od predpostavk obliko disjunkcije.

Trditev 13 Sklep
Ay, Ay, oo Ay, BIV By E C

velja natanko tedaj, ko veljata oba sklepa
Ay, Agy oo AL B ECoin Ay As, L AL By ECL
Dokaz. Spet naj bo A= A; A Ay A--- A A,,. ZadoSca pokazati, da je
EAA(BV By) = C
natanko tedaj, ko je
FEAAB =C in EFAAB=C.

oziroma, ko je

FEAANB =C) N (ANBy=C).
To pa velja

A/\(Bl\/Bg):>C ~ _\(.A/\(Bl\/BQ))\/C
~(AANBVANBy)VC
(=(AABy)A=(AABy)) Vv C
(7(AANB)VC)A(=(AANBy)) V()
(ANB; = C)N(ANBy=C).

2 22

2

26



Zgled: S pomocjo AP dokazimo naslednji sklep:

p=r,q=r,pVqlFE r.

1. p=T predpostavka

2. q=r predpostavka

3. pVq predpostavka
4.1.1. P predpostavka AP
4.1.2. r MP(1,4.1.1)
4.2.1. q predpostavka AP
4.2.2. r MP(2,4.2.1)

4. r AP(3,4.1.2,4.2.2)

Opomba. Analizo primerov lahko posplosimo na disjunkcijo vecih ¢lenov takole:

Trditev 14 Sklep
A B VByV---VB, £ C

velja natanko tedaj, ko velja vsak od sklepov

AB EC i AB EC in---in AB, E C.

Opomba. Analiza primerov je zelo priro¢na, kadar imamo dve ali ve¢ predpostavk dis-
junkcije. Velja namrec tole:

Trditev 15 Sklep
A, BV By, CiVCy = D

velja natanko tedaj, ko velja vsak od stirth sklepov
AvaCl ): D7 A731702 ): Da

A, B, C, E D, A, By, Cy = D.
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Poglavje 2

Predikatni racun

2.0.4 Osnovno o predikatnem racunu
Ali je spodnji sklep pravilen?

1. Vsi zajci ljubijo korenje.
2. Feliks je zajec.
3. Torej Feliks ljubi korenje.

Zgornji sklep se nam po obcéutku zdi pravilen, vendar ga v izjavnem racunu prevedemo
le takole:

1. p
2. q
3.

ker nobena od izjav ne vsebuje veznikov. Izjavni sklep je o¢itno nepravilen za p = ¢ = 1,
r=0.

Tezava je v tem, da v izjavnem racunu izgubimo zveze med izjavami oz. njihovo
notranjo zgradbo:

e pin ¢ govorita o zajcih”;
e ¢ in r govorita o " Feliksu”;
e pin r pa o "ljubezni do korenja”.

V predikatnem racunu to popravimo z upostevanjem notranje zgradbe osnovnih izjav.
Najprej oznacimo:

o Z(x) = xje zajec;

e L(xr) = x ljubi korenje;

e o = Feliks.

Zdaj zgornji sklep zapiSemo v obliki:

1. Vz:(Z(x)= L(x))
2. Z(a)
3.  L(a)

V predikatnem rac¢unu je to pravilen sklep. Nastopajoci simboli so:
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e /. L sta enomestna predikata;
e 1 je individualna spremenljivka;
e ¢ je individualna konstanta;

e VY je univerzalni kvantifikator.

2.0.5 Domena in predikati

Domena oz. podroc¢je pogovora D je neprazna mnozica, iz katere izbiramo individu-
alne konstante oz. individue. n-mestni predikat P : D" — {0,1} je n-mestna funkcija
iz. pogovornega podrocja D, ki vsaki n-terici individuov priredi vrednost 1 (resnica) oz. 0
(neresnica). Manj formalno: V izjavah predikati predstavljajo lastnosti oz. odnose med
individui iz podrocja pogovora.

Ce je P 1-mestni predikat potem predstavlja neko lastnost individuov iz podrocja
pogovora.

Zgled: Naj bo P(x) predikat "z je prastevilo”, podrocje pogovora pa naj bo mnozica
naravnih stevil N. Potem,

e P(6)=0;
« PB)=1.

Ce je P n-mestni predikat za n > 2, potem predstavlja relacijo oz. odnos med n
individui iz podrocja pogovora. Tako za P(ay,as, ...,a,) recemo, da so ay,as,...,a, v
odnosu oz. relaciji P.

Zgled: Naj bo V(z,y,z) predikat "z je vsota y in 2", podro¢je pogovora pa naj bo
mnozica naravnih stevil N.

e V(6,3,2)=0;
o V(6,4,2)=1.

2.0.6 Kvantifikatorji

Poznamo dva kvantifikatorja: V - univerzalni ter 3 - eksistencni.
Ve = zavsak z, ...

Jx obstaja tak z, da ...

Ko hocemo poudariti, da je x iz podrocja pogovora D, zapisemo:

Vo e D in dr eD.

Zgled: Naj bo P(x) predikat "z je prastevilo”, podroé¢je pogovora pa naj bodo naravna
Stevila N:
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Va : P(x) Vsako naravno stevilo je prastevilo.
) Vsaj eno naravno Stevilo je prastevilo.
) Nobeno naravno stevilo ni prastevilo.
) Ni res, da obstaja vsaj eno prastevilo.
dz : =P(x) Vsaj eno naravno stevilo ni prastevilo.
) Ni res, da je vsako naravno stevilo prastevilo.

Vprasanje 4 Katere od zgornjih izjav povedo eno in isto?

Se nekaj prevodov:

S(x) = wxjestudent; U(x) = x se udi;
Vsi studentje se uéijo Va o (S(x) = U(x))
Noben student se ne uéi Vo : (S(z) = -U(x))
Nekateri studentje se ucijo dz: (S(x) ANU(x))
Nekateri studentje se ne ucijo dz : (S(z) AU (x))
V splosnem si pomagamo z naslednjim obrazcem:
Vsi Aso B Vo : (A(z) = B(x))
Noben A ni B Vo : (A(x) = -B(z))
Nekateri A so B Jz : (A(z) A B(z))
Nekateri A niso B dz : (A(x) A —B(z))

Omejeni oz. pogojni kvantifikatorji. Pogosto imamo opraviti z ve¢ mnozicami
oz. domenami hkrati. Zato je smiselno vpeljati:

o VreA:P(r) pomeni Vz:(A(x)= P(x));
e dreA:P(x) pomeni dx:(A(z)A P(z)).

Zgornje prevode lahko zapisemo takole:

Vsi studentje se ucijo Ve e S:U(x)
Noben $tudent se ne uci Ve e S:=U(x)
Nekateri studentje se ucijo dz e S:U(x)
Nekateri studentje se ne ucijo dreS:-U(x).

2.1 Sintaksa predikatnega racuna

Izjavni rac¢un ne zadosSca za analizo pravilnega sklepanja, zato jezik izjavnega racuna
razsirimo. Jezik 1. reda je doloc¢en z mnozico simbolov &, mnozico termov 7 in mnozico
izjavnih formul F.

I. Simboli. Mnozico simbolov S sestavljajo:
1. individualne spremenljivke: x,y, 2z, ..., z1, 29, ...

2. individualne konstante: a,b,c,..., a1, a0, ...
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3. predikati: P,Q,R,..., P, P, ...

So enomestni, dvomestni, itn.

4.  funkcijski simboli: f,g,h,..., f1, fa, ...
So tudi enomestni, dvomestni, itn.

ot

izjavni vezniki: -, A, V, ...
6. kvantifikatorja: V in 3
7. locila: () :

II. Termi. Mnozica termov 7 je podana induktivno takole:
1. Vsaka individualna spremenljivka je term.
2. Vsaka individualna konstanta je term.

3. Ceje f n-mestni funkcijski simbol in so ty, ta, . . . , t, termi, potem je f(t1,to, ..., 1)
term.

Zgled: =z, a, 1, f(a,x), f(a,b), x + 3, g(z, f(b,y)) so termi.

Term je zaprt, ¢e ne vsebuje individualnih spremenljivk.

Zgled: V zgornjem zgledu so zaprti termi le a, 1 in f(a,b).

II1. Izjavne formule. Mnozica izjavnih formul F je definirana induktivno takole:

1. Ce je P neki n-mestni predikat in so ty,ts, ..., t, termi, potem je P(ty,t,...,1,)
izjavna formula.

2. Cesta ZinY izjavni formuli, potem so tudi:
~(2), (Z)N(Y), (Z)V(Y), (2) = (Y),...
izjavne formule.

3. CejeY formula in z individualna spremenljivka, potem sta
(Vz:Y) in (Jz:Y).

izjavni formuli.

Zgled: P(z), P(a), Q(z,y), Vo : P(x), Vo : P(x) AVy : Q(b,y) so izjavne formule.
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2.1.1 Dogovor o prednosti in opuscanje locil:
e  Kvantifikatorji vezejo mocneje kot izjavni vezniki;

e Dvopicje pred kvantifikatorjem opuscamo.

Zgledi:
hd Vatﬂy@(x,y,z)#ﬂyp(y,z,x)

o Vady:(Qr,y,2) = Fy: Ply,z 1))

2.1.2 Doseg kvantifikatorjev

Obmocje delovanja ali doseg kvantifikatorja v izjavni formuli je najkrajse nadaljevanje
za kvantifikatorjem, ki je samo zase izjavna formula.

Zgledi:
Vo : P(z)V Q(x)
Va1 (P(z,y) = 3y : Qy))

Vo (P(z) A3z Q(x,2) = Ty : R(z,y)) V Q(z,y)

2.1.3 Zaprte izjavne formule oz. izjave

Nastop spremenljivke v izjavni formuli je vezan, ce
e se nahaja tik za kvantifikatorjem; ali
e je v dosegu kvantifikatorja, ki se nanasa nanjo.

Sicer je nastop prost.

Zgledi:
Vo : P(z)V Q(x)

Va1 (P(z,y) = 3y : Qy))
Vo : (P(x) AJe: Q(z,2) = Jy : R(x,y))

Izjavna formula je zaprta, ¢e ne vsebuje prostih nastopov individualnih spremenljivk.
Zaprti formuli recemo izjava.

Zgledi: Naslednje izjavne formule so zaprte:
e P(a)
e du:P(x)
o Vady: (P(z,y) = Qy))
Zapiranje izjavnih formul. Odprto izjavno formulo lahko zapremo tako, da:

e proste spremenljivke nadomestimo z individualnimi konstantami; ali
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e formulo zapremo s kvantifikatorji.

Zgled: Naj bo R(z,y) predikat "z ima rad y”. Kot izjavna formula R(z,y) ima dve
prosti spremenljivki z,y in zato ni zaprta. Izjavno formulo zapremo na 8 nacinov takole:

VaxVy : R(x,y) Vx : x ima rad vsakogar.
Vsi imajo radi vsakogar.
VyVz : R(z,y) Yy : vsakdo ima rad y.
Vsi imajo radi vsakogar.
Va 3y : R(x,y) Vx : z ima nekoga rad.
Vsakdo ima koga (vsak svojega) rad.
Vydx @ R(x,y) Yy : nekdo ima rad y.
Vsakogar ima nekdo rad.
dxVy : R(x,y) Jz : x ima rad vse.
Nekdo ima rad vse.
JyVz: R(x,y) Jy : vsi imajo radi y.
Vsi imajo radi nekoga (vsi istega).
JzJy : R(x,y) Jz : x ima nekoga rad.
Nekdo ima nekoga rad.
Jy3x : R(x,y) Jy : nekdo ima rad y.

Nekdo ima nekoga rad.

2.2 Semantika predikatnega racuna
Interpretacijo 7 jezika 1. reda podamo takole:

1. Izberemo neprazno mnozico Dz. To je domena interpretacije oz. podrocje
pogovora.

2. Za vsako individualno konstanto a izberemo neki element ay € D7.
3. Za vsak n-mestni predikat P izberemo neko n-mestno relacijo Pr C D7".

4. Za vsak n-mestni funkcijski simbol f izberemo neko n-cleno operacijo f7 : D" —
Dr.

Opomba. V dani interpretaciji
e vsakemu zaprtemu termu ustreza dolocen element domene;
e vsaki zaprti izjavni formuli pa ustreza dolocena izjava o elementih domene, ki je

lahko resni¢na oz. neresnicna.

Zgled: Vzemimo izjavne formule P(a), Vx : P(x), P(f(a,b)), kjer je P enomesten
predikat. Obravnavajmo naslednjo interpretacijo Z:

[ ] DI:N
o ar =2

e b7r=3

33



o falny) =20+
e Pr(x) =z je prastevilo.
Potem dobimo:
e fr(az,bz) =224 3 =7 je naravno Stevilo.
e  Pr(az) je resnicna izjava, ker je ar = 2 prastevilo.
e Vx: Pr(x) je neresnic¢na izjava.
o  Pr(fr(az,br)) = Pr(7) je resni¢na izjava.
Opomba. Odslej bomo indeks Z opuscali.

Zgled: Vzemimo izjavno formulo Vz 3y : R(x,y) v razliénih interpretacijah:

Iy D =N in R(z,y) =z > y. Potem,

Vx3dy : R(x,y) = Za vsako naravno Stevilo obstaja manjse naravno Stevilo. (NI
RES)

Ls: D=7 in R(x,y) =x >y. Potem,

Vo Jy : R(z,y) = Za vsako celo stevilo obstaja manjse celo stevilo. (RES)
Zs: D =N in R(z,y) =z < y. Potem,

Vax 3y : R(z,y) = Za vsako naravno Stevilo obstaja ve¢je naravno stevilo. (RES)
Iy D = { ljudje } in R(z,y) = x ima rad y-a. Potem,

Vx 3y : R(z,y) = Vsakdo ima koga rad. (Mogoce je RES, mogoce pa NI RES)

Opomba. Ista izjavna formula je lahko v eni interpretaciji resni¢na in v drugi neresnicna.

2.2.1 Splosno veljavne izjave in enakovrednosti

Zaprta izjavna formula ¢ je logi¢no veljavna (oz. splosno veljavna), e je resni¢na v
vsaki interpretaciji. Pisemo = .

Zgled: Velja
V2 P(x) = —dz: —P(x).

Dokaz. Ce imajo vsi objekti iz domene interpretacije D lastnost P, potem gotovo ne
obstaja objekt iz D, ki nima lastnosti D. O

Zaprti izjavni formuli 1 in @9 sta enakovredni, ce sta v vsaki interpretaciji bodisi
obe resni¢ni bodisi obe neresni¢ni. V tem primeru pisemo ¢q ~ s.

Trditev 16 Naj bosta p1, o zaprti izjavni formuli. Potem je o1 ~ w9 natanko tedaj, ko
je E o1& .
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Dokaz. Naj bo najprej ¢1 ~ 3. Vzemimo poljubno interpretacijo Z. V njej imata ¢ in
9 enako resni¢nostno vrednost, torej je formula ¢ < 5 splosno veljavna.

Naj bo zdaj | ¢1 < @2 in Z poljubna interpretacija. V njej je formula ¢; < ¢
resnicna, torej imata ¢; in ¢y v Z enako resni¢nostno vrednost. Ker je bila Z poljubna,
Jje 1~ pa. O

e Kako pokazemo, da neka izjavna formula ¢ ni logicno veljavna? — Pois¢emo
"protiprimer”tj. interpretacijo v kateri ¢ ni resnic¢na.

e Kako pokazemo, da formuli ¢; in , nista enakovredni? — Pois¢emo ”pro-
tiprimer”tj. interpretacijo, v kateri je ena resnicna, druga pa ne.

Zgled: Pokazi Va3dy : P(x,y) o JyVe: P(x,y)!
Protiprimer: Naj bosta D = N in P(x,y) = x <y. Potem:

e Vz3y : x <y je resnicna izjava (lahko vzamemo kar y = x).
e JyVx : x <y trdi, da obstaja naravno stevilo, ki je "najvecje”. Zato je to neresnicna

izjava.

Zgled: Pokazi Vz : (P(z)V Q(z)) # Vx:P(x)VVr:Q(x)!
Protiprimer: Naj bo D = N in P(x) = z je sodo stevilo, Q(x) = z je liho stevilo.
Potem:

o Vx: (P(z)V Q(x)) trdi, da je vsako naravno Stevilo sodo ali liho. To je res!
e Yz : P(x)VVz : Q) trdi, da so vsa naravna Stevila soda ali pa so vsa naravna

stevila liha. To pa ni res!

2.2.2 Zakoni predikatnega racuna

V nadaljevanju si oglejmo nekaj tavtologij oz. enakovrednosti (urejenih glede na izjavne
povezave):
1. Negacija. Veljata naslednji zvezi:

—Vz:P(x) ~ Jx:=P(x) in -3Jx:P(x) ~ VYor:-P(z).
Tako sta kvantifikatorja V in 3 med seboj zamenljiva:

Ve:P(x) ~ =3z :=P(x) in dz:P(z) ~ —Vo:-P(z).

Zgled: Negacija izjave: Vsi so postenini: Vsi so neposteni ampak je: Nekdo ni posten.

2. Konjunkcija. Tu veljata naslednji zvezi:

Vo : (P(z) NQ(x)) ~ Vao:Plx)AVr:Q(x)
dz: (P(x) ANQ(z)) = dx:P(x)Adx:Qx).

Naloga 10 Pokazi, da naslednja implikacija ne velja:

Jr: Plx) ANz : Q(x) = dx: (P(z) ANQ(x)).
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3. Disjunkcija. Tu veljata naslednji zvezi:

dr:Plx)VIr:Qx) ~ FJx:(Pz)VQ(x))
Vo:P(x)VVe:Q(z) = Va:(Px)VQ(x)).

Naloga 11 Pokazi, da naslednja implikacija ne velja:

Vo : (P(z)VQ(z)) = Vo: Plx)VVr:Qx).
4. Implikacija. Tu veljata naslednji zvezi:
Vo: (P(x) = Qx)) = (Vo:P(x)=Vr:Qx))
Vo: (P(x)= Qx)) = (Jo:P(r)=3z:Q(x)).
5. Ekvivalenca. Splosno veljavna je naslednja izjava:
Vo: (P(x) < Qx)) = (Vo:P(zx) e Vr:Qx))
Naloga 12 Ugotovi ali sta splosno veljavni naslednji izjavi:
Ve : P(zr)=Vr:Qx) = Vr:(P(r)= Q(x))
dz:Plx)=3dx:Q(zr) = Vz:(Px)=Qx)).
Se nekaj zakonov:
VaVy : P(x,y) ~ VyVo: P(x,y)
Jrdy: P(x,y) ~ Jydz: P(z,y)
JaVy : P(x,y) = Vydo: P(x,y).
Naloga 13 Ali je veljavna implikacija:
Vydr : P(x,y) = JaVy: P(z,y)?

2.2.3 Splosnejsa oblika predikatnih zakonov

Ko smo podali zakone predikatnega racuna, smo se omejili na mestnost predikatov P in
@ ter privzeli, da spremenljivki x,y nastopata v P in (). Te omejitve lahko opustimo in
dobimo spodnji seznam zakonov.

Za poljubne izjavne formule ¢, 1) velja:

1. —Vr @ ~  dr:-p

2. -dz @ ~ Vx:-p

3. Ve Vy @ ¢ ~ YyVz:p

4. drdy:p ~ dydr:ep

5. Ve:(pAY) ~ Nr:oAVr:y

6. Ve:(pVy) ~ VYr:oVVr:i.

Ce z ne nastopa prosto v ¢, potem

7. eV ~ Vr:(pV)
8. eV dr: ~ Jx:(p V).

Podobna zakona lahko zapisemo za A.
Ce je y nova spremenljivka oz. ne nastopa v ¢(z), potem

9. Ve:p(x) ~ Yy:e(y)
10. Jz:p(r) ~ Fy:ey).

Ce x ne nastopa prosto v ¢ (opuscanje nepotrebnih kvantifikatorjev):

11. Vz:ip ~ ¢ in 12. dx:p ~ o.
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2.2.4 Prenexna normalna oblika

Izjavna formula F je v prenexni normalni obliki, ¢e je oblike
F = @Qir1Qaxy -+ Quuy : L,
kjer je vsak @; € {V, 3} in je £ formula, ki ne vsebuje kvantifikatorjev.
Zgled: Izjavna formula v prenexni normalni obliki:
Vo Jydz: (P(x) = Q(x,y) A R(a, 2)) .
Recept za preoblikovanje izjavne formule v prenexno normalno obliko:

1. Vse izjavne veznike nadomestimo z =, A, V.

2. Vse negacije premaknemo na predikate (uporabimo De Morgana, negacija kvan-
tificirane formule, A).

3. Individualne spremenljivke preimenujemo tako, da:

e nobena spremenljivka ne nastopa hkrati vezano in prosto;

e nobena spremenljivka ne nastopa v ve¢ kot enem kvantifikatorju.

4.  Uporabimo distributivnost kvantifikatorjev glede na A in V: ¢e x ne nastopa
prosto v ¢, potem

eVVr:p ~Vr:(pVyY) in @V Iz ~ Jx:(p V).

Podobne formule dobimo za A.

Zgled: Zapisi izjavno formulo F v prenexni normalni obliki:
R(z,y) = Jy: (Py) = 3z : P(x) = Qy))) .
V 1. koraku F zapisemo takole:

—R(z,y)V3Iy: (=P(y) vV (-3z: P(x) vV Qy))),
po 2. pa takole:

—R(x,y) V 3y : (=P(y) VvV (Vz: ~P(x) VQ(y))),

v 3. koraku vpeljemo zamenjave x — u in y — v ter dobimo:
—R(z,y) vV Iv: (-P(v) VVu: =Pu) VQ(v)) ~
Ju: (=R(z,y) VaP(v) VVu: =P(u) VQ(v)) ~

JoVu : (=(R(x,y) AN P(v) A P(u))VQ(v)).

Zaradi preglednosti lahko naredimo en korak vec in zapiSemo takole:

37



JoVu : (R(x,y) A P(v) A P(u) = Q(v)) .

Zgled: Zapisi izjave
Vo : P(z) = Vr: Q(x)
in
Vo : (P(x) = Vy: (Q(z,y) = —Vz: R(y, 2)))
v prenexni normalni obliki.
Prvo izjavo uredimo takole:

Vo : P(x) = Vz: Q(x)

2

—Vz : P(x) VVz: Q(x)
dx: =P(z) VVy: Qy)

davy - (2P (2) V Q(y))
~  Favy s (Plr) = Qy)) -

e 2

Drugo izjavo pa takole:

Vo : (P(z) = Vy : (Q(z,y) = —Vz: R(y, 2))) ~
Vo : (=P(x) VVy : (—Q(x,y) V Iz : ~R(y, 2)))
VaVy : (=P(z) VvV 3z : (-Q(x,y) V -R(y, 2)))
VaVy3z : (=P(z) V -Q(z,y) V —~R(y, 2)))
VaVy3dz . (P(x) A Q(z,y) = —R(y, 2)) .

22

2.3 Sklepanje v predikatnem racunu

Sklep

1, P2, Pk FE P
je pravilen (oz. logi¢no veljaven ali splosno veljaven), e je v vsaki interpretaciji, v
kateri so resnicne vse predpostavke, resnicen tudi zakljucek.

Zgled: Pokazi, da je sklep

v1. Vo (P(x)= (Fy: R(z,y) = 3z : R(z,2)))
wo.  Vx:(P(x)AN3Jz:R(z,x) = R(x,x))

p3.  —dz: R(x,x)

p. Vz:(P(r)=VYy:-R(z,y))

pravilen.

Dokaz. Vzemimo zy € D in predpostavimo, da velja P(xg). 1z @1 dobimo po (MP), da
velja
©4. Jy : R(zo,y) = 3z : R(z,x0) .

Ce bi veljalo 3z : R(2,2¢), bi iz @3 po (MP) dobili R(x, x¢), kar pa je v protislovju s
3. Torej velja =3z : R(z,x¢), kar nam skupaj s ¢4 po (MT) da =3y : R(zo,y) oziroma
Yy 1 = R(zo,y).

Povzemimo: iz predpostavke P(xg) smo izpeljali Vy : =R (zo,y) in po (PS) velja

P(x,y) = Vy : ~R(zo, y).
Ker pa je bil xg poljuben, velja torej

Vo : (P(x) = Vy: ~R(z,y)).
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Zgled: Pokazi da spodnji sklep ni splosno veljaven.

p1.  Vsi gasilci so mocni.

ps.  Nekateri gasilci so hrabri.

3.  Nekateri mocni ljudje niso gasilci.

®. Torej, nekateri moc¢ni ljudje niso hrabri.

Vpeljemo naslednje oznake:
e (G(r) = z je gasilec;
e M(x) = x je mocan;
e H(x) = z je hraber.

Sklep zapisemo takole:

v1. Vo :(G(z)= M(z))
2. Fu:(G(x) AH(x))
w3,  Jx: (M(x) AN —G(x))
w. dxr:(M(x)AN-H(x)).

Poiséi protiprimer!
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Poglavje 3
Mnozice

Mmnozica je zdruzitev doloc¢enih razlicnih objektov v neko skupino ali zbirko. Te ob-
jekte imenujemo elementi mnozice. Izjavo "a je element mnozice A” zapiSemo a € A.
Podobno a € A pomeni ”a ni element mnoZice A”.

Mnozica je lahko podana z

e naStevanjem, recimo A = {a,b,e, f,...}
e izjavno formulo, recimo A = {x; ¢(x)}. Pri tem je ¢(z) izjavna formula, ki ne

vsebuje prostih nastopov spremenljivk, razen x.

Zgledi: Obravnavajmo naslednje mnozice
o {xax#a)
o {nrxeZNIy:(yeZNhx=2y)};
e {r;x=0vVe=1Vae=2}

Russellova mnozica:

R=A{z;x & z}.

3.0.1 Enakost, inkluzija in stroga inkluzija

Definirajmo enakost, inkluzijo ter strogo inkluzijo mnozic:

A=B & Vrx:(reAszxeDB)
ACB & Vr:(reA=ux€B)
ACB & ACB AN A#B.
Ce velja A C B, retemo, da je A podmnozica mnozice B. Ce pa velja A C B,
recemo, da je A prava podmnozica mnozice B.

Trditev 17 Velja
A=B & ACBANBCA.
Dokaz. Izpeljavo naredimo takole:

A=B & Vr:(reAsxeB)
& Vo:i(reA=zeB)AVx:(re€B=xcA)
& ACB AN BCA
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3.0.2 Osnovne operacije z mnozicami

Unija AUB={z;x € AVx e B}
Presek ANB={zx;zx€ AANx € B}
Razlika A\B={r;x€ ANz ¢ B}.

Lastnosti osnovnih operacij:

idempotentnost: AUA=A
ANA=A

komutativnost: AUB = BUA
ANB = BNA

asociativnost: (AUB)UC = AU

=
>
=
>
Q
|
.
>
oyl
>
88

absorpcija: AU(ANB) = A
AN(AUB) = A

distributivnost: AN(BUC) = ( YU ( )
AU(BNC) = (AUB)N(AUC).

Lastnosti z inkluzijo:
1. AnB C A C AUB
2. ACB = AuC C BUC

3. ACB = ANC C BnNnC.

3.0.3 Prazna mnozica in univerzalna mnozica

Prazna mnozica je mnozica, ki ne vsebuje nobenega elementa; oznacimo jo z ().

Zgledi:

o {0}#0
o {03} #{0}.

Pri uporabah teorije mnozic nas ponavadi zanimajo elementi ter podmnozice neke
izbrane oz. vnaprej dolo¢ene mnozice S. Tej mnozici recemo univerzalna mnozica.
Lastnosti: Naj bo A poljubna mnozica. Potem velja

1. pcCACS
2. QUA=A in 0NA=0
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3. SUA=S in SNA=A
4. A\D=A in A\S=0.
Mnozici A, B sta disjunktni, ¢e je AN B = ().
Zgled: Prazna mnozica () je disjunktna z vsako mnozico. Univerzalna mnozica S je

disjunktna samo s prazno.

3.0.4 Komplement mnozic

Komplement mnozice definiramo kot:

A = S\ A.

Lastnosti:
1. (A=A
2. AUA=S in ANA°=(
3. De Morganova zakona:

(ANB)=A°UB° in (AUB)‘=A°NB°

4. A\B=AnBe

5. =8 in S=40

6. ACB & DB°CA°

7. AnB=() & ACB° & BCA-

3.0.5 Vsota mnozic

Vsoto oz. simetri¢cno razliko mnozic definiramo takole:

A+B = (A\B)U (B\A).

Lastnosti:

1. A+B=(AUuB)\(ANB)

2. A+P=A
3. A+ A=0
4. A+ A =S8

5. A+B=B+A
6. (A+B)+C=A+(B+C)
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7. A+B=0 & A=B

8. AnB=0 & A+B=AUB

9. (A+B)NnC = (AnC)+(BNCO).

Lastnost 6 nam zagotovi, da lahko vsoto posplosimo takole:

A+ A+ 4+ A, = (- (AL +A)+A3)+--+ A).

Vprasanje 5 Naj bodo Ay, As, ..., A, mnoZice. Pois¢i potreben in zadosten pogoj, da bi
bil nek element x vsebovan v vsoti Ay + Ag +---+ A, 7

Naloga 14 Dokazi 9. lastnost!

3.1 Enacbe z mnozicami

Zgled: Kdaj so enacbe resljive:
1. XUA=B5B;
2. XNA=B5B;
3. X+A=05.

Zgled: Poisci vse resitve sistema enach

XUA = B
XNA = C

kjer so A, B, C dane mnozice. Kdaj je sistem resljiv?
3.1.1 Postopek za resevanje sistema enacb z neznano mnozico

Zgled: Poisci vse resitve sistema enach

ANX = B\X
CUX = X\A.

kjer so A, B, C dane mnozice. Kdaj je sistem resljiv?

Korak 1. Vse c¢lene prenesemo na levo stran enacb z uporabo ekvivalence:
P=qQ & P+Q=10

0z. vsaki enacbi na obeh straneh pristejemo njeno desno stran.
Torej,
AnX 4+ B\X =

CUX + X\A =
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Korak 2. Vse enacbe zdruzimo v eno samo z uporabo ekvivalence
P=0 in Q=0 & PUQ=0.
Pri nasem zgledu je to:
(ANX+B\X)U(CUX+X\A)=0.

Korak 3. Vse operacije izrazimo z U, N, :

P\Q = PNQE°

P+Q = (PNQHUQNPT)

Z uporabo de Morganovih zakonov in distributivnosti levo stran enacbe zapisemo v obliki

unije presekov danih mnoZic, neznane mnozice ter njihovih komplementov (“DNO”).
Pri nasem zgledu dobimo,

(ANXN(BNX9) U (BNX‘N(AnX)9) U
(CUX)N(XNA9Y)) U (XNAN(CUX)) = 0

in od tukaj

(ANXN(B°UX)) U (BNX‘N(A°UX°)) U
(CUX)N(X°UA) U (XNnANCNnXe = 0.

Uporabimo absorpcijo ter druge zakone, da poenostavimo takole:

(ANX)U(BNX)U(CNX)YU(CNA) =0.

Korak 4. Vsak presek oblike Py "\ Py, N --- P,, kjer so P; znane mnoZice ali njihovi
komplementi, nadomestimo s

(PNPN---P,nX)U(PNPN---P,NX°).

S tem dosezemo, da v vsakem preseku nastopa bodisi X bodisi X°€.
V nasem primeru dobimo

(ANX)U(BNX)U(CNX)YU(CNANX)U(CNANX®) =0,
s pomocjo absorpcije pa poenostavimo
(ANX)U(BNX)U(CNXe)=0.
Korak 5. Izpostavimo X in X¢ in s tem enacbo prevedemo v obliko:
(PNX)u(@@NX)=0.
Od tod hitro dobimo:
(PNX)U@nNX)=0 & PNnX=0in QNX°=0
= QcXxcrpe.
Torej resitev obstaja le, ¢e je Q C P¢ oziroma QNP =10.
V nasem primeru dobimo
(ANX)U((BUC)NX®) = 0.

Odgovor: Nag sistem ima resitev natanko tedaj, ko je AN (BUC) = (). Tedaj je
resitev vsaka mnozica X, za katero velja:

BuC C X C A“
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3.1.2 Potenc¢na mnozica

Potenéna mnozica dane mnozice A je

P(A) = {X: X C A}.

Zgledi:
o P{a,bc}) ={0,{a}. {0}, {c},{a, b}, {a, c},{b,c} {a b c}}
o PO ={0}

o P(PW®)={0,{0}}.
Naloga 15 Izracunaj P*(0). Koliko elementov ima mnoZica P>(0)?

Za, potenéno mnozico velja:
e P(A)NPB)=PANB)
e P(A)UPB)CPAUB)
e ACB=P(A)CPB).

3.1.3 Druzine mnozic

Naj bo M = {A, B,C,...} druzina mnozic. Pojem unija in presek lahko razsirimo na
druzine mnozic takole:
Unija druzine M je
Uy={s;3veM:zev}.
Yem
Presek druzine M je
ﬂ Y={x;WeM:zeY}.
Yem
Vcasih uporabimo okrajsavo
UM=JY i nMm=[)Y.
Yem YeM

Pogosto uporabljamo indeksno obliko. Naj bo Z indeksna mnozica ter

Potem je

1€l 1€

Zgled: Veljata

Ulf=on w O fa]=m

1€N S
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Veljata posploseni distributivnosti:

BN <UA2) = U(BmAZ-)

1€l

! Bu(ﬂAi) = [(BUA).

1€l

3.1.4 Pokritja in razbitja
Druzina podmnozic M = {A;; i € 7} mnozice A je pokritje mnozice A, ce je
A = A
i€T

Druzina podmnozic M = {A;; i € 7} mnozice A je razbitje oz. particija mnozice
A, ce velja:

1. M je pokritje mnozice A;

2. elementi iz M so neprazni;

3. elementi iz M so paroma disjunktni, tj. A; N A; = 0 za poljubna dva indeksa

i,jeT.

3.1.5 Urejeni pari in n-terice

Vemo, da je 2-elementna mnozica {z,y} neurejen par, tj. {x,y} = {y,x}. Urejeni par s
1. komponento x ter 2. komponento y definiramo takole:

(z,y) = {{z,u} {=}}
Trditev 18 (Osnovna lastnost urejenih parov) Velja:
(r,y) = (u,v) & xT=uANy=wv.
Urejeno n-terico definiramo takole

(a17a27a37 . '7an> = ( o ((a17a2)7a3)7 . '7an) .

3.1.6 Kartezicni produkt

Kartezicni produkt dveh mnozic podamo na naslednji nacin:

Ax B={(a,b);ac Ainbe B}.

Lastnosti:
1. Kartezi¢ni produkt z unijo:
Ax(BUC) = (AxB)U(AXx(O)
(BUC)xA = (BxA)U(CxA)



2. Kartezi¢ni produkt s presekom:

Ax(BNC) = (AxB)N(AxC)
(BNC)x A = (BxA)N(Cx A)

w

. (ANB)x (CND)=(AxC)N(B x D)

4. A= vB=0 & AxB=0

5 ACCANBCD = AxBCCxD

6. AxBCCxDANAxB#£0) = ACCABCD

J

. Naj bo A kon¢na mnozica z n elementi in B kon¢na mnozica z m elementi, potem
je A x B kon¢na mnozica z n - m elementi.

Kartezi¢ni produkt n mnozic podamo takole:

AlXAZX"'XAn:{(a'laa'Qa"')an);a’ieAi}‘
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Poglavje 4
Funkcije

Funkcija je enolicna relacija f € Rel(A, B) tj.
Ve e Ay,yp €B:(xfyr AN afys = y1=1o)

Funkcija f je preslikava iz A v B, ¢e je Dy = A. PiSemo f : A — B in namesto = fy

pisemo y = f(z).
Za preslikavo f: A — B velja:

e A =D; je domena oz. definicijsko obmocje

e B je kodomena

e Slika oz. zaloga vrednosti je
Zy={yeB;3rc A: f(z) =y}.

BA=1{f; f:A— B} je mnozica vseh preslikav iz A v B.

4.0.7 Nekateri tipi funkcij
e prazna funkcija 0z : ) — B. Velja

1. B(}):{@B}
2. 04 =0,ce AZ£D.

e identiteta idy : A — A, Vo € A:ids(z) = z. Identiteta je bijektivna funkcija.
e vlozitevi: A — Bceje AC Bteri(x) =x zavse x € A. Funkcija i je injektivna.

e projekcija na i-to komponento je p; : A} x---x A, — A;, e pi(ay,as, ..., a,) =
a;. Ta funkcija je surjektivna.

e naravna (kanonska) projekcija je p: A — A/R, kjer je R ekvivalenéna relacija
na A ter p(z) = R[x] za vse x € A. To je surjektivna funkcija.

e karakteristicna funkcija podmnozice A mnozice B

1 z€ A

Xa(z) =
0 zeB\A.

e zozitev funkcije f: A — B na A; C A je funkcija g : Ay — B, ¢e g(x) = f(x) za
vsak x € A;. Pisemo g = f|4, .
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4.0.8 Lastnosti preslikav
Naj bo f: A — B preslikava. Definiramo
e f je injektivna, ce Vr,y € A: (f(x) = f(y) = z =vy);
e f je surjektivna, ¢e Z; = B;
e f je bijektivna, ce je injektivna in surjektivna.
Naloga 16 Katere od zgornjih lastnosti imajo funkcije
o f:7Z —Z kjer je f(x) =2z
e idy

o [:R—RTU{0} kjerje f(x) = 2%?

4.0.9 Inverzna funkcija oz. preslikava

Za vsako funkcijo f obstaja inverzna relacija f~'. Kdaj je relacija f~! funkcija oz. pres-
likava?

Trditev 19 Naj bo f funkcija iz A v B. Potem
(a) Relacija f~ je funkcija natanko tedag, ko je f injektivna;
(b) Relacija [~ je preslikava natanko tedaj, ko je f bijektivna.

Dokaz. Dokazimo najprej trditev (a) takole
f~tje funkcija < Va,y,z:(vfly A xflz
& Vr,y,z (yfx/\zfx:>y z
& Vryzi(z=fy) Nr=fz) = y=2)
& Yz (fly) = f(2) = y=2)
& f je injekcija.
Sledi dokaz tocke (b): f~! je preslikava natanko takrat, kadar je f~! funkcija za katero
velja Dy-1 = B. Po trditvi (a) je f~' funkcija natanko takrat, ko je f injektivna. Torej,
funkcija f~! je preslikava natanko takrat, ko je f surjekcija. Od tod pa sledi trditev. [

<

I

N
~—

4.0.10 Kompozitum funkcij
Naj bosta f C A x Bin g C B x C. Definirajmo kompozitum go f C A x C takole
Vz € Dy:go f(z) = g(f(z)).
Trditev 20 Za poljubni funkciji f C Ax B in g C B x C velja
gof=1rxg,
kjer je operacija x relacijski produkt.

Dokaz. Pokazimo, da je y = g o f(x) natanko takrat, kadar sta x in y v relaciji f * g:

x(fxg)y < 3Jze€B:(vfzANzgy)
& dzeB:(f(r)=2Ng(2)=1y) O

& y=yg(f(x)).
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4.0.11 Lastnosti kompozituma

Trditev 21 Velja
e Naj bosta f, g funkciji. Potem je go f funkcija.
e Naj bosta f: A— B ing: B — C preslikavi. Potem je go f tudi preslikava.
Problem 1 Naj bo f: A — B preslikava. Pokazi, da velja:
e foidy=f=idgof
o f je injektivna < f~lo f =idy
o [ je surjektivna < fo f~1 =idp.
Trditev 22 Naj bosta f : A — B in g : B — C preslikavi. Potem velja
e f in g injekciji = g o f injekcija;
e fin g surjekciji = go [ surjekcija,
e go f injekcija = f injekcija,
e go f surjekcija = g surjekcija.

Trditev 23 Naj za preslikavi f : A— B ing: B — A velja go f =id4 ter fog=1idg.
Potem sta f in g bijektioni ter g = f~1.

Dokaz. Iz fog =1idp sledi, da je g injektivna ter f surjektivna. Podobno iz go f =id4

sklepamo, da je f injektivna ter g surjektivna. Torej sta funkciji g in f bijekciji. Pokazimo,
da je prva inverzna drugi:

g=idaog=(fToflog=fTo(fog)=foidp=f"".

4.0.12 Slike in praslike
Naj bo f C A x B funkcija ter A; C Ain B; C B.
e Slika mnozice A; je
f(A) ={y e B;Fx € A :y= f(z)}
e Praslika mnozice B; je

fH(By) ={z € A; f(x) € Bi}.

Lastnosti: Za funkcijo f € A x B ter A1, Ay C A in By, By C B velja:
o fHf(A)) DAL (ceje f injektivna, velja enacaj)

o f(fYBy) 2By (ceje f surjektivna, velja enacaj)

20



o f(0)=10

o [fA1UA) = (A1) U f(As)

o [(AiNA)C f(A)N [f(A)

o [UBIUBy) = fH(B)UfH(Bs)
o [TY(BiNBy) C fH(B)NfH(Ba)

4.1 Permutacije

Naj bo A kon¢éna mnozica. Permutacija na A je poljubna bijektivna funkcija. Mnozico

vseh permutacij na A ozna¢imo s S(A). Mnozico vseh permutacij na {1,2,...,n} oznac¢imo
s S,. Za vsako permutacijo iz .5, recemo, da je dolzine n ter jo ponavadi podamo s tabelo
takole:

1 2 3 -+ n—1 n

ap az az -+ Ap1 Ay )
kjer so vsi a; paroma razliéni elementi mnozice {1,2,...,n}.
Zgledi:

° ( ; ? ) je permutacija reda 2;

1 2 3 4. ..
° (2 5 1 4)Je permutacija reda 4.

Vprasanje 6 Koliko je razlicnih permutacij reda n?

4.1.1 Produkt permutacij

Ker so permutacije funkcije oz. relacije, lahko uporabljamo produkte o oz. *. Torej za
poljubni permutaciji « in 3 iz .S,, velja

aofl = [x*xa.

Zgled: Naj bo

Potem je
Boa—axde 1234) (1234)_(1234
amaxP=19 1 4 3 231 4) 3241
n
o= f % an 1234\ (1234)_(1234
aep=pra=19 314 2143) 1423

Naloga 17 Ali je * oz. o komutativna operacija?

Opomba: Med * in o za ”default”izberemo *. Torej, a f pomeni « * 3!
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4.1.2 Identiteta in fiksne tocke

Identiteta reda n je
i — 123 - n—-1mn
“T\l1 23 0 on—1 0 )

Za vsako drugo permutacijo m € 5, velja id x 7 = 7 xid = 7.

1

Trditev 24 Za vsako permutacijo ™ obstaja “inverzna”permutacija 7" in tako velja

Stevilo k je fiksna to¢ka permutacije m, ¢e je w(k) = k. Recemo tudi, da 7 pribije
k. Velja:

e id pribije vsa stevila;

e 7 in 7! pribijeta ista Stevila.

4.1.3 Cikli

Permutacija 7 je cikel natanko takrat, ko obstaja neprazno zaporedje razli¢nih stevil
ag, a1, A2,y .+« Qp_q
iz mnozice {1,2,...,n} ter velja:
e 7 pribije vsa Stevila, ki niso v zaporedju;
e za Stevila iz zaporedja velja 7(ax) = ar+1 mod r -

V takem primeru zapisemo 7 = (agaj ag -+ Gr_1). Stevilo r je dolzina cikla.
Vaja:

e  Zapisi cikel (3624) kot permutacijo dolzine 6!

e Zmnozi cikla (123) in (316).

Velja:

o CejeC = (ayay---ay), potem je C~' = (ay ap_y -~ ay).

e CestaC;in C, disjunktna cikla, potem C; x Cy = Cy x (Y.

4.1.4 Orbite

Trditev 25 Vsaka permutacija se da (enolicno) razcepiti na produkt disjunktnih ciklov.
Razcep je enolicen do vrstnega reda ciklov.

Elementi vsakega cikla razbitja tvorijo orbite.

Zgled: Permutacija

(123456
647251

oo
O oo
w O
— =
o O
~_

3
7
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se zapisSe kot produkt disjunktnih ciklov takole:
a = (16)(24)(3789)(10).
Orbite te permutacije so {1,6}, {2,4}, {3,7,8,9} ter {10}.
Velja:

o Cejer = CyxCyx---xCy disjunktni razcep, potem je 7=+ = Cy 1« Cy L x- - Oyt

4.1.5 Sode in lihe permutacije

Cikel dolzine 2 imenujemo transpozicija. Vsak cikel daljsi od 2, lahko zapisemo kot
produkt transpozicij takole:

(aras -+ ag) = (araz) (ayag) -+ (ayag) .

Trditev 26 Vsaka permutacija se da zapisati kot produkt transpozicij. Zapis ni enolicen,
ohrani pa se parnost stevila transpozicij.

Zgledi: (123)(45) je liha permutacija, (125)(34)(6789) pa je soda permutacija. Per-
muacije reda 3 so S3 = {id, (123), (132), (1)(23), (2)(13), (12)(3) }, sode permutacije iz S;
so Ay = {id, (123), (132)} .

Velja:
e id je soda permutacija,

e 7 in 7! sta enake parnosti.

4.1.6 Cikli¢éna struktura
Naj ima permutacija w € S,, v zapisu k; ciklov dolzine i, za i =1,... n.

Potem pravimo, da ima 7 ciklicno strukturo

(k1ykay ooy kn).

Velja
1-ki+2-ka+3-ks+---+n-k,=n.

Zgledi:
e Permutacija (123)(45)(6 10)(7)(89) ima cikli¢no strukturo
(1,3,1,0,0,0,0,0,0,0)
e Ciklicna struktura permutacije id dolzine n je
(n,0,...,0).

1

Naloga 18 Pokazi, da imata ™ in 7= enako ciklicno strukturo.
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4.1.7 Red permutacije

Red red(w) permutacije 7 je najmanjse pozitivno naravno Stevilo k, za katerega velja
k .
™ = id.

Zgled: Poiscimo red permutacije
(1 2345678910
““\64725189310)"

Trditev 27 Red permutacije ima naslednje lastnosti:

e (e je C cikel dolzine m, potem je red(C) = m.

o Ceje produkt tujih ciklov dolzine my, my, . .., my, potem je red(w) = lem(my, my, . . .

e Za poljubno permutacijo © velja red(r) = red(71).
Relacijo konjugiranost ~ na S(A) definiramo takole:
T R T, te ITreG:my=T1omor L.

Izrek 28 Permutaciji m in o sta konjugirani natanko takrat, ko imata enako ciklicno
strukturo.

Dokaz. (=). Ceje C' = (iyiy - - - iz) cikel, potem je
ToCor ' = (7(iy) 7(ig) - -~ 7(ix)).

Pri produktu disjunktnih ciklov pa tako uc¢inkuje posebej na vsakem ciklu. Naj bo

m={(arag -+ ag)o(byby - b)o---0(cicyg - Cp).
Potem je
Toror ' =rTo(ayay---ag)o(biby - b)o---(cico -+ cp)oT !
=70 (ayag - ag)o[rtor]o(biby---b)o[rtor]o-(creg -+ cp)oT?
=[ro(ajay---ag)or Hol[ro(biby ---b)or o [ro(cicy - cp)oT
= (t(a1) 7(as) - 7(ar)) o (7(br) 7(bs) -+ 7(by)) 0 -+ (7(c1) T(ca) -+ T(Cm))-
(<) Recimo:
7= (a1as - ag)o(biby - b)o-o(crey - cm)
in
o= (dyay - ap)o(byby---b)o--o(dich - cp).

Definirajmo funkcijo 7 : = — 2. O¢citno, da je 7 permutacija iz S(A). Velja pa
Tomor ! = 0. To vidimo takole:

romor (&) = Tom(x) = (i) = oy, = ola).

7 7

Naslednja trditev je hitra posledica prejsnjega izreka.

Posledica 29 Konjugiranost ~ je ekvivalencna relacija.
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Poglavje 5
Moé¢ mnozic

5.1 Konéne mnozice

Naj bo A konéna mnozica. Potem z |A| ozna¢imo Stevilo elementov oz. mo€ mnozice A.

Konéni mnozici A in B sta enako moc¢ni, ¢e je |A| = |B|. V tem primeru pisemo A ~ B.
Zgledi:

e [0]=0

e |{0,1}=2

e [{{0,1}}[=1

.« 0} =1.

Trditev 30 Naj bosta A, B konc¢ni mnoZici. Potem je A ~ B natanko takrat, kadar
obstaja bijektivna preslikava f : A — B.

Lastnosti: Naj bodo A, B, C konéne mnozice. Potem velja:
e [AxB|=|4-|B
o« [P(A) =21
o« B =I|{fif:A— B} = |B
e [A\B|=]A[-[ANB]
e Ceje BC A, potem |A\ B| = |A| — |B]
o |AUB|=|A|+|B|-]|ANB|
e Ceje ANB =, potem je |AU B| = |A| + |B|
e |AUBUC|=|Al+|B|+|C|—|ANB|—|BNC|—-|AnC|+|ANnBNC]|.

Naloga 19 Koliko je stevil na intervalu [1,100], ki so deljiva s 3, a niso deljiva s 57
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5.1.1 Princip vkljucitve & izkljucitve

Naj bodo Ay, As, ..., A, konctne mnozice. Potem velja
AU A U - UA,| = A+ A+ + A,
— |AINA) —|AiNAs]—---— A1 N A,

+ [AiNANAz|+- -+ A, 2NA, 1 NA,|
- |A1ﬂA2ﬂA3ﬂA4|—

(—D)"H A N AN NA,L

Kompakten zapis principa: Naj bo

S= Y INAl

IC{1,2,...n
IZ|=k

potem
n

Ay U AU U A, =D (—1)71S;.

=1

5.1.2 Komplementarna vkljucitev & izkljucitev

Naj bo A kon¢na mnozica in Ay, As, ..., A, podmnozice A. Definiramo A = A\ A,.
Potem velja

AT AN - NALL = A= Ay = [Ag] — - — |Ay]
+ JAIN Ay +|ATNAs|+ -+ |A, 1N A,
- |A1ﬂA2ﬂA3|——|An_2ﬂAn_1ﬂAn|
+

|A1ﬂA2ﬁA3ﬂA4|+

(=1)"A NAyn---NA,l
Kompaktnejsi zapis: Postavimo Sy = |A|. Potem je

[AfNAgN - NAS =D (—1)'S;.
=0

5.2 Neskon¢éne mnozice

Mnozici A in B sta enakomocni, kadar med njima obstaja bijektivna funkcija f : A — B.
Pisemo A ~ B.

Zgled: Funkcija f:7Z — N

2z, z22>0
f(z)_{ —2:—1, 2<0

je bijekcija med Z in N. Torej, Z ~ N.

Trditev 31 Relacija ~ je enakovrednost.
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Ekvivalenénim razredom enakovrednosti ~ recemo kardinalna Stevila. Poljubni
mnozici A ustrezno kardinalno stevilo ozna¢imo z |A| oz. card(A).

Dedekindova definicija. MnoZica A je neskon¢na natanko tedaj, ko obstaja neka
prava podmnozica B C A tako, da A ~ B. MnoZica A je konéna natanko tedaj, ko ni
neskoncna.

Krajse zapisemo:
A neskonéna < dBC A:A~B.

Zgled: Funkcija g(x) = x + 1 je bijekcija med N in N\ {0}. Torej, mnozica naravnih
stevil N je neskoncna.

Trditev 32 Naj bo A C B. Ce je A neskoncna, potem je tudi B neskoncna.

Dokaz. Ker je mnozica A neskoncna, obstajata A’ C A in bijekcija f : A — A’. Naj bo
D=AU(B\A). Tedaj je D C B in je preslikava

flx) axeA
g(r) =
x x € B\ A,
bijekcija med B in D. Torej je B neskoncna. O

Posledica 33 Vsaka podmnoZica koncne mnoZice je koncna.

Posledica 34 Naj bo f : A — B injektivna preslikava ter A neskoncna. Potem je B
neskoncna.

Zgledi: Naslednje mnozice so neskoncne:
e Z,QR
o NU{3 33}

e P(N),RxR.

5.2.1 Stevna neskoné¢nost

Mnozica A je Stevno neskonéna, kadar je A ~ N. Mnozica A je Stevna, kadar je koncna
ali stevno neskoncéna. Razred Stevno neskon¢nih mnozic oznacimo z Ry (beri: alef 0).

Zgled: Funkcija f(m,n) = ("+72n+1) + n je bijekcija med N x N in N. Torej, mnozica
N x N je stevno neskoné¢na.

Problem 2 Naj bo ¥ koncna abeceda ter naj bo X2 mnoZica vseh koncnih besed na abecedo
3. Ali velja % ~ N?

Problem 3 Al je Q ~ N?
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5.2.2 Moc¢ kontinuuma

Izrek 35 (Cantor) MnoZica vseh realnih stevil na intervalu (0,1) ni $tevno neskoncna.

Dokaz. Preslikava f : n +— n+r2 je injekcija iz N v (0,1). Torej je (0,1) neskoncna
mnozica.
Vsako stevilo z € (0,1) lahko (enoli¢no) zapisemo kot neskonéno decimalno stevilo

r=0. T1X2X3Xy4 - - .
Torej, za Stevilo % izberemo zapis 0.499999. .. in ne zapis 0.50000. . ..

Predpostavimo, da je mnozica (0, 1) Stevna. Potem obstaja bijekcija f : N — (0,1).
Torej

f(0) = 0.ada%adadalal. ..
f(1) = 0.ajalalalalal ...
f(2) = 0.d}aia3a3aia? ...
f(3) = 0.adada3adalal ...

Obravnavajmo stevilo
b - 0.b0b1b2b3b4 ey

b 1, at#1
12, ai=1.

za katerega velja, da je

Ker je b € (0,1), obstaja k € N za katerega velja, da je f(k) = b. Obravnavajmo
br € {1,2}: premisli ali je by = 1 oz. by = 2! O

Zadnji izrek nam implicira naslednjo posledico:

Posledica 36 Velja
(0,1) £ N.

Za mnozice, ki so enakomocne mnozici (0,1), recemo, da imajo mo¢ kontinuuma.
Ustrezno kardinalno stevilo oznac¢imo s c.

Zgledi: Naslednje mnozice imajo mo¢ kontinuuma:
e (a,b)zaa<b: f(r)=a+ (b— a)x je ustrezna bijekcija med (0,1) in (a, b);

e RT: ustrezna bijekcija je f(z) = 7% ;

e R: ustrezna bijekcija je f(z) = ml(l—fi) .
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5.2.3 Relacija =<

Mnozica A ima manjSo ali enako mo¢ kot B, ¢e obstaja kaksna injekcija f : A — B,
pisemo A =< B. Velja:
ACB = A<B.

Definiramo lahko $e strogo manjso moc:
A<B = A=XB in A#B.
Izrek 37 (Shréder-Bernsteinov izrek) Ce A < B in B < A, potem A ~ B.

Izrek 38 (Izrek o trihotomiji) Poljubni mnozici A in B sta primerljivi glede na njuno
mo¢ in velja natanko ena izmed moznosti: A < B ali B < A ali A ~ B.

Trditev 39 Relacija = je sovisna.

Izrek 40 (Izrek o surjekciji) Za poljubni mnozici A # () in B velja A < B natanko
takrat, ko obstaja surjekcija g : B — A.

Za dve mnozici A, B pokazemo, da je A ~ B na naslednje nacine:
e  poiscemo bijekcijo med njima;

e  poistemo injekcijo v obeh smereh;

e  poiStemo surjekcijo v obeh smereh;

e  poiscemo injekcijo in surjekcijo v isti smeri;

e pokazemo A~ C'in B~ C.

Naslednji izrek nam pove, da je Stevna neskoncénost najmanjsa neskoncénost. Na
vprasanje: Ali sta Rg in ¢ edini neskocnosti? - bomo odgovorili v naslednjem razdelku.

Izrek 41 Vsaka neskoncna mnoZica vsebuje stevno neskoncno podmnoZzico.

5.2.4 Moc¢ potenéne mnozice

Izrek 42 (Cantor) Za poljubno mnozico A velja

A<P(A).
Dokaz. Najprej pokazimo, da je A < P(A). Obravnavajmo preslikavo g : P(A) — A
x X ={zx}
9(X) =
a sicer,

kjer je a vnaprej izbran element iz A. Ker za vsak x € A velja {z} € P(A), sklepamo, da
je g surjekcija. Torej po izreku 40 sledi A < P(A).

Zdaj pa pokazemo, da je A ¢ P(A). Predpostavimo nasprotno. Potem obstaja
bijekcija f : A — P(A). Za nekatere elemente © € A velja x € f(x), za nekatere pa
x & f(x). Zdruzimo slednje v mnozico:

B={reAzd )}

Ker je f bijekcija, obstaja b € A tako, da je f(b) = B. Ce poskusimo odgovoriti na
vprasanje: Ali je b € B? - pridemo v protislovje, ker
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¢e b€ B, potem b ¢ f(b) = B;
¢e b ¢ B, potem b € f(b) = B.

O

Zadnji izrek nam takoj implicira naslednjo posledico. Ta nam pove, da obstaja neome-
jeno mnogo neskon¢nih mnozic, ki so vse razli¢cnih kardinalnosti.

Posledica 43 Velja

N < P(N) < P(P(N)) < P(P(P(N))) - --

Hipoteza kontinuuma. Ali je med Xy in ¢ se kaksno kardinalno stevilo?

5.2.5 Nekaj uporabnih trditev in zgledov

Trditev 44 Ce je A neskonéna in B stevna je AU B ~ A.

Trditev 45 Ce je A neskonéna in B konéna, potem je A\ B ~ A.

Zgledi: Veljajo naslednje zveze:

0,1) ~ (0,1] ~ [0,1) ~ [0,1].

P(N) ~ [0,1]in[0,1] ~ R. Odtod, P(N) ~ R.
NY ~ RY ~ R.

N ~ N2 ~ N3...

Druzina vseh koncénih mnozic naravnih stevil je stevno neskonéna.

Druzina sintakticno pravilnih programov v Javi je Stevno neskonéna.
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Poglavje 6
Relacije

Naj bodo Ay, A, ..., A, neprazne mnozice ter naj bo R C A; x Ay x --- x A,. Potem

recemo, da je R n-mestna relacija. Ce (x1,T9,...,x,) € R, potem retemo, da so

elementi x1, z, . .., x, v relaciji R. Lahko definiramo ter uporabljamo relacijo-predikat
R(zy,x9, ... x,) = (21,29,...,7,) € R.

Zgledi:

1. Naj bo A = {a,b,c,d} ter R = {(a,b), (b,¢), (c,a),(c,d)}. Potem je R C A x A
2-mestna relacija.

2. 3-mestna relacija-predikat:

S(x,y,z) = x je otrok matere y in oceta z .
3. Relaciji < "manjsi”ter < "manjsi ali enak”v R
(<) ={(z,y); z,y € Rter z <y}

in
() ={(,9); 2,y € Rter x < y}.

4. Relacija deli | v NT, definirana kot:
alb = JkeNT:b=k-a.

5. Relacija vsebovanost C v P(A).

6.1 Dvomestne oz. binarne relacije

Naj bo R C A x B dvomestna relacija. Recemo, da je R relacija iz mnozice A v mnozico
B. Uporabljamo tudi pisavo a Rb, ¢e (a,b) € R. Za A = B retemo, da je R relacija na
mnozici A.

Domena oz. definicijsko obmocje relacije R je

Dr={x€A;IyeB:xRy}.
Zaloga vrednosti relacije R je
Rr={yeB;3dxc A:zRy}.

Nekatere znane relacije:
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e polnarelacijaTyp=AXDB
e niéelna relacija ()

e identitetna relacija [, = {(z,x) : x € A}.

6.1.1 Graf relacije G

Naj bo A kon¢éna mnozica ter R relacija na A. Relacijo R grafiécno predstavimo tako, da:
1. za vsak element a € A izberemo tocko v R?, to tocko kar poimenujemo a;
2. za vsak par (a,b) € R nariSemo usmerjeno povezavo iz tocke a do tocke b.
Tako risbo imenujemo graf relacije R ter ga ozna¢imo z Gpg.
Naloga 20 Naj bo A = {a,b,c,d} ter R = {(a,b),(a,c),(b,c),(c,a), (c,c),(c,d)} C
A x A. Narisi graf Gg relacije R.
6.1.2 Relacijska matrika Mp

Naj bo A konéna mnozica ter R relacija na A. Vsakemu elementu iz A priredimo eno
vrstico ter en stolpec matrike My tako, da v preseciscu vrstice a € A ter stolpca b € A
zapisemo 1, ¢e je a R b, v nasprotnem primeru pa zapisemo 0, tj.

1 a RD;
Mpla,b] = {O sicer.

Matriko Mg imenujemo relacijska matrika relacije R.
Naloga 21 Naj bo A = {a,b,c,d} ter R = {(a,b), (a,c), (b, c),(c,a), (c,c),(c,d)}
A x A. Pois¢i matriko Mg relacije R.

6.1.3 Osnovne lastnosti binarnih relacij

1. R je refleksivna, ce
YVae A:aRa

2. R je simetriéna, ce:
Va,be A: (aRb=bRa)

3. R je antisimetri¢na, ce:

Va,be A: (aRb N bRa = a=D0)

4. R je tranzitivna, ce:

Va,b,ce A: (aRb N bRc = aRc).

Naloga 22 Naj bo A neprazna mnozica. Ugotouvi, katere od zgornjih lastnosti imata
naslednji relaciji:

o relacija L4;

e relacija C na P(A).
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6.1.4 Druge lastnosti binarnih relacij

1. R je irefleksivna, ce
YVae A:-aRa

2. R je asimetriéna, ce:

Va, b€ A: (aRb= —-bRa)

3. R jeitranzitivna, ce:

Va,b,ce A: (aRb in bRc¢ = —aRc)

4. R je sovisna, ce
Va,be A: (a#b=aRb V bRa)

5. R je strogo sovisna, ce

Va,b€ A: (aRb V bRa)

6. R je enoli¢na, ce

Va,bc€e A:(aRb N aRc = b=c¢).

Naloga 23 Za relaciji < ter < na R ugotovi, katere od zgorngih lastnosti veljajo.

6.2 Operacije na relacijah

Naj bosta R, S relaciji iz A v B. Ker R, S C A x B, lahko naravno definiramo unijo,
presek, razliko in simetri¢no razliko na relacijah R in S:

RUS RNS R\ S R+ S.
Velja:
rRUSYy & xRy VvV xSy
rRNSy & xRy N xSy
tR\Sy & zxRyA-xSy
xR+ Sy & rRy ® xzSvy.

Komplement oz. dopolnitev:

R = (Ax B)\R.

Velja:
(R°) = R.

Obratna oz. inverzna relacija R~! C B x A:
R~ = {(y,2); (z,y) € R}.
Produkt relacij R, S C A x A:
RxS={(xv,y);3z€ A: (z,2) € R in (z,y) € S}.

Velja:
TRy & —r Ry
xRy <& yR 'z
rR+xSy & Jz:(xRzAN=zSy).
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6.2.1 Lastnosti operacij z relacijami

Naj bodo R, S, T relacije na A. Potem veljajo naslednje lastnosti:
L (RFYHY 1 =R
2. (RuS)™t =R1tust
3. (RNS)t =R 1tngst
4. (RxS)™ = S« R7!

5. Rx(SUT) = RxSURxT
(SUT)«R=S+«RUTxR

6. (R*S)*xT = Rx(S«T)
7. Rxly = IR =R

8. RCS = R+xT CS«T in TxRCTxS.

6.2.2 Algebrai¢na karakterizacija lastnosti operacij
Naj bo R relacija na A. Potem velja:

1. R jerefleksivna < [, CR

2. Rjeirefleksivna < RNI4=10

3. R je simetritcna < R=R!

4. R je antisimetricna < RNR1CIy

5. R je asimetricna < RNR =10
R je tranzitivha < R*xRCR
R je itranzitivna < R*xRNR =10
8. Rjesovisna < RUR1IUIL=AxA
9. R jestrogosovisna < RUR'!'=AxA

10. Rjeenolicna <« R '+RCI,.
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6.3 Potence relacije

Potence relacije R C A x A definiramo takole:
o RO=1,
e R"TI=R"xR.

Velja:
Rn * Rm — Rn-‘,—m
QCR = Q" CR"

6.3.1 Grafovski pomen potence

Trditev 46 Velja a R* b natanko takrat, ko v grafu Gg obstaja sprehod dolZine k iz tocke
a v tocko b.

Negativne potence definiramo takole:

R™ = (R°Y", zan>0.

Opomba: Ce sta m in n celi stevili razlicnega predznaka, potem R™ % R™ ni nujno enako
R,

Zgled: Najbo A = {a,b,c}in R = {(a,c), (b,c)} C AxA. Tedajje R~* = {(c,a),(c,b)}.
Dobimo pa

Rx R ={(a,a),(a,b),(b,a),(b,b)} # 14.

6.3.2 Relaciji R" in R*
Definiramo relaciji:
R*=RUR*UR*U---
ter
RF=I4URUR’UR’U---
Velja:
trRYy ~ dIn>1:xR"y
xRy ~ dn>0:x2R"y

R = J4UR™"
Rt = RxR*
R = R*xR*.

Zgled: Naj bo A = {a,b,c,d} ter R = {(a,b), (a,c), (b, c),(c,a), (c,c),(c,d)} C Ax A.
Poiscéi R* in R*.

Vprasanje 7 Kako iz G konstruiramo grafa Gr+ in Gg«?

Zgled: Za relacijo R iz prejsnjega zgleda narisi G+ in Gg-.
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Naloga 24 Pokazi:
1. Ce je R tranzitivna relacija, potem R = R*;

2. Ce je R tranzitivna in refleksivna relacija, potem R = R*.

6.4 Ovojnice relacij

Naj bo R C A x A ter naj bo £ neka relacijska lastnost. Relacija R* je ovojnica relacije
R glede na lastnost L, ce velja:

(01). RCR*
(02).  RF ima lastnost £
(03). Ce ima relacija S C A x A lastnost £ ter R C S, potem RS C S.
Izrek 47 Relacija R™ := I U R je refleksivna ovojnica relacije R.
Dokaz. Ocitno R C R* in [ C R*™ tj. veljata (O1) in (02).
Pokazimo se lastnost (O3). Naj bo S refleksivna relacija, ki vsebuje R, tj. [ C

Sin R C S. Pokazati moramo, da je R C S. To pa je ocitno, ker R**f = T UR in
TURCS. OJ

Izrek 48 Relacija R¥™ := RU R~ je simetriéna ovojnica relacije R.
Dokaz. Ocitno R C RS™ tj. velja (O1). Pokazimo lastnost (O2):
(RF™) ' = (RURYHY '=R'"URHY'=R'"UR=R™.
Zdaj pa pokazimo Se lastnost (O3). Naj bo S simetri¢na relacija, ki vsebuje R, tj.

S = S71in R C S. Pokazati moramo, da je R®™ C S. Velja R~! C S~! = S. Torej
RUR™C S od tod pa B™ C S, kar je bilo treba dokazati. O

Izrek 49 DokaZi, da je R* tranzitivna ovojnica relacije R.
Dokaz. Ker je R C R", velja (O1). Pokazimo (02), tj. da je R tranzitivna:
RTURT«R"=R"*(IUR")=R"*R*=Rx R"+«R =R+« R =R"
iz ¢esar sledi, da je RT * R™ C R™, to pa je pogoj tranzitivnosti.
Preostane nam Se lastnost (O3). Recimo @ O R in, da je @ tranzitivna. Torej Q = Q*
(to smo ze dokazali). Od tod pa
Q=Q"=([RUQ)" 2R"

iz cesar sledi, da je RT C Q). O

Izrek 50 Dokazi, da je R* tranzitivna in refleksivna ovojnica relacije R.
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Dokaz. Kerje R C R*, velja (O1). Pokazimo (O2), tj. da je R* refleksivna in tranzitivna.
Refleksivnost sledi iz I C R, tranzitivnost pa sledi iz R* * R* = R*.
Preostane nam 8e lastnost (O3). Recimo @ O R in () refleksivna ter tranzitivna. Torej

Q = Q* (to smo ze dokazali). Od tod pa
Q=0Q" = (RUQ) 2R
iz cesar sledi, da je R* C Q). O
Iz prejsnjih stirih izrekov velja:

Refl = RU I,

° RSim:RUR_l
Rtranz — P+ — RURZPURY .-

Rreﬂ+tranZ:R*:IAURUR2UR3U"'

6.5 Ekvivalencne relacije

Relacija R C A x A je ekvivalenéna oz. enakovrednost, ce je
e refleksivna,
e simetricna in
e tranzitivna.
Naj bo R ekvivalen¢na relacija na A ter naj bo x € A, definiramo:
o Rlz] ={y € A;z Ry} je ekvivalenéni razred z-a;
o A/R = {R[z];z € A} je faktorska oz. kvocientna mnozica.

Naloga 25 Pokazi, da je =(mod 12) ekvivalencna relacija v Z. Kateri so ekvivalencéni
razredi?

Izrek 51 Relacija R na A je enakovrednost natanko takrat, ko velja
Dr=A in R'sR=R.

Dokaz. Recimo, da je R enakovrednost. Potem nam pogoj refleksivnosti /4 C R zago-
tovi, da je Dr = A. Iz simetricnosti ter tranzitivosti velja

R=R*' in R)*CR.
Od tod pa dobimo
R'*R=R+*R=R+(IUR)=R*xIUR*=R*UR=R.

Zdaj pa pokazimo v drugo smer. Obravnavajmo vse tri lastnosti posebej.
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simetricnost: Lastnost pokazemo takole
R'=R'*R)'=R's(RY'=R'«R=R.
tranzitivnost: Iz pogoja simetricnosti R~' = R dobimo, da je R? = R™! %
R = R, kar nam zagotovi pogoj tranzitivnosti R? C R.

refleksivnost: 1z Drp = A sledi, da za vsak x € A, obstaja y € A tako, da
je x Ry. Potem pa iz simetri¢nosti dobimo y Rz. Od tu pa naprej po
tranzitivnosti z R x, kar je lastnost refleksivnosti.

O
Trditev 52 Naj bo R ekvivalencna relacija na A ter naj bosta x,y € A. Potem velja
Rlz] = Rly] & zRy.

Dokaz. 1z a Ra sledi, da je a € R[a] za vsak a € A. Torej, iz R[z] = R[y] sledi, da je
y € R[z] in od tod x Ry.
Pokazimo obratno smer. Recimo z Ry. Za poljuben element a € R[z|izy Rz in z Ra

po tranzitivnosti dobimo y Ra, tj. a € R[y|. To pa nam zagotovi R[z] C Rly]. Podobno
lahko pokazemo, da je R[y] C R[z]. Od tod pa dobimo R[z| = R|y]. O

Trditev 53 Naj bo R ekvivalencéna relacija na A ter naj bosta x,y € A, za katera velja
(z,y) € R. Potem R[z] N R[y] = 0.

Dokaz. Recimo daa € R[z]NR[y]. Potem nam = R a in a Ry po tranzitivnosti zagotovita,
da je x Ry, kar je narobe. O

Spomnimo se: B = {B1, By, ..., By} je razbitje oz. particija mnozice A, ¢e velja:
1. PcB CA

2. BNBj=0zai#j

3. A=BUBU---UB,.

Izrek 54 Naj bo R ekvivalencna relacija na A. Potem je faktorska mnoZica R/A razbitje
mnoZice A.

Dokaz. Ocitno za vsak a € A velja R[a] C A, kar je prva lastnost razbitja. Iz reflek-
sivnosti za vsak a € A velja a Ra in od tod a € R[a]. Tako dobimo tretjo lastnost

razbitja
U =4
X€eA/R

Preostane nam pokazati Se drugo lastnost, tj., da za poljubna razlicna Ra] in R[b]
velja R[a] N R[] = (. Iz R[a] # R[b] po trditvi 52 sledi, da je (a,b) ¢ R. Od tod pa po
trditvi 53 sledi, da je R[a] N R[b] = 0. O

Izrek 55 Naj bo B = {Ay, As, ..., A} razbitje mnoZice A, potem je relacija:
R={(a,b);Jicac A AbeA} = [JAix A

el

enakovrednost.
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Poglavje 7

Urejenosti

Relacija (M, <) je delna urejenost, ¢e veljajo naslednje tri lastnosti:
e refleksivnost: Va e M :a <a
e antisimetricnost: Va,b e M :a<bin b<a = a=0
e tranzitivnost: Va,b,ce M :a<bin b=<c = a <c.
Linearna urejenost je sovisna delna urejenost.
Zgled: Relacija < na mnozicah N,Z, Q, R je linearna urejenost.
Naloga 26 Naj bo A neprazna mnoZica. Pokazi, da je (P(A), C) delna urejenost.

Naloga 27 Pokazi, da je mnozica deliteljev D(n) naravnega Stevila n z relacijo deljivosti
| delna urejenost.

Elementa x,y € M sta primerljiva, ce je © < y ali y < x, sicer sta neprimerljiva.
Ce z <y ter  # y, potem piSemo tudi x < y. Element z je neposredni predhodnik y
oz. y je neposredni naslednik z, ¢e

e r <1y,
e ne obstaja ”vmesni”element, tj. ne obstaja element z € M tako, da je v < z < .

Element a € M je minimalen, ce
VeeM:(x=a = x=a).
Element a € M je maksimalen, ce
VeeM:(a<z = z=a).
Element a € M je prvi oz. najmanjsi, ce
Vee M:a=<ux.
Element a € M je zadnji oz. najvecji, ce
VeeM:z=<a.

Trditev 56 V delni urejenosti (M, <) velja:
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1. Ce je a € M prvi, potem je minimalen;

2. Ce je a € M zadnji, potem je maksimalen;

3. Ce sta ai,as € M prva, potem a; = as;

4. Ce sta ay,as € M zadnja, potem a; = as.
Trditev 57 V linearni urejenosti (M, =) velja:

1. Ce je a € M minimalen, potem je prvi;

2. Ce je a € M maksimalen, potem je zadnji.

7.0.1 Hassejev diagram

Hassejev diagram delne urejenosti (M, <) je risba, pri kateri elemente mnozice A pred-
stavimo s tockami v ravnini tako, da za poljubne a,b € M velja

e Cea =0, potem b lezi "nad”a;
e @ in b povezemo, Ce je a neposredni predhodnik b-ja.
Naloga 28 Narisi Hassejev diagram delne urejenosti (P({a,b, c}), Q).

Naloga 29 Narisi Hassejev diagram delne urejenosti (D(60), ) .

7.0.2 Inverzna urejenost
Inverz urejenosti < oznac¢imo z >, tj.
===t

Trditev 58 Ce je (M, =) delna urejenost, potem je tudi (M, =) delna urejenost. Velja
se:

1. c¢e je x minimalen za <, potem je x maksimalen v =;

2. ¢e je x prvi za =X, potem je x zadnji v >.

Vprasanje 8 Ce je (M, =) linearna urejenost, ali je potem tudi (M,>) linearna ure-
jenost?

7.0.3 Produkt urejenosti

Za delni urejenosti (Mi, <1) in (Msy, =5) lahko definiramo urejenost (My, <1) x (Ma, <o)
z mnozico M; x M, ter relacijo

(x1,22) = (Yy1,y2) = @1 21y In 29 2940
Zgled: (N,<)x (N, <).

Trditev 59 Ce sta (M, =) in (My, <o) delni urejenosti, potem je tudi (M;,=;) X
(Ms, =5) delna urejenost.
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7.0.4 Leksikografska urejenost

Naj bo (M, <) linearna urejenost. Leksikografsko urejenost <., na mnozici M x M
definiramo takole:

(m1,n1) Siex (Ma,n2) = my <my V (Mg =ma A ny 2 ng).

Zgled: (N x N, <jy).

Trditev 60 (M x M, <) je linearna urejenost.
Zgled: Slovarcek .

7.1 Druge urejenosti

Med tranzitivnimi relacijami, poleg linearne ter delne urejenosti, nas obicajno zanimajo
se:

1. navidezna urejenost: tranzitivnost + refleksivnost;

2. Sibka urejenost: tranzitivnost + stroga sovisnost;

3. polurejenost: tranzitivnost 4+ antisimetri¢nost;

4. stroga delna urejenost: tranzitivnost + irefleksivnost;

5. stroga linearna urejenost: tranzitivnost + irefleksivnost + sovisnost.

Lastnosti:
1. Ce je R nekaksna urejenost, potem je R~' urejenost istega tipa.

2. Naj bo R nekaksna urejenost na A ter naj bo B C A. Zozitev Rjp := RN B x B
je urejenost iste vrste.

3. Ce je relacija R polurejenost, je RUI delna urejenost in R\ I stroga delna urejenost.

4. Naj bo R navidezna urejenost, potem je R N R~! enakovrednost.

7.1.1 Topolosko urejanje

Naj bo (M, =) polurejenost, kjer je M koncna. Pravilno oStevilCenje je preslikava
i:M—{1,...,|M|}, za katero velja:

r#£y = i(z)#£i(y) in <y = i(zr) <i(y).

Izrek 61 Vsako koncno polurejeno mnozico lahko pravilno ostevil¢imo.

71



Dokaz. Pravilno ostevilcenje dobimo z naslednjim postopkom:
S:=M;j:=0;
while S # () do

izberi: x je minimalni element S';

Ji=Jj+1
i(z) = j;
S =S\ {z};
end O

Pravilnemu osteviléenju ustreza urejanje oz. sortiranje elementov v vrsto

ai, Az, ag,..., anM|

tako, da mora za a; < a; veljati ¢ < j. Takemu sortiranju recemo topolosko urejanje.

72



Poglavje 8

Mreze

8.0.2 Supremum in Infimum

Najmanjsa zgornja meja sup(a,b) elementov a ter b je element v € M, za katerega
velja:

e o Xvinb=r;
e Ce za poljuben z € M velja a < x in b < z, potem v <X x.

Najvecja spodnja meja inf(a,b) elementov a ter b je element A € M, za katerega
velja:

e \<ain A <1
e Ce za poljuben x € M velja x < a in x <X b, potem =z =< \.
Trditev 62 V delni urejenosti so naslednje trditve enakovredne:

a=b < a=inf(a,b) <&  b=sup(a,b).

8.0.3 Relacijska definicija mreze

Definicija R. Delna urejenost (M, <) je mreza, ¢e za vsak par a,b € M obstajata
elementa:

e sup{a,b}
e inf{a,b}.

Zgled: Delna urejenost (D(n),|) je mreza in za vsak a,b € D(n) velja

inf(a,b) = ged(a,b) in  sup(a,b) = lem(a,b).

Zgled: Delna urejenost (P(A), C) je mreza, za vsak X, Y C A pa velja:

inf(X,Y)=XnNnY in sup(X,Y)=XUY.
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8.0.4 Algebrska definicija mreze

Definicija A. Algebrajska struktura (M, V,A\) je mreza, ¢e veljajo naslednje lastnosti:

idempotentnost: aVa=a
aNa=a

komutativnost: aVb = bVa
aNb = bAa

asociativnost: (aVb)Ve = aV (bVc)

absorpcija: aV (aAb) = a
aN(aVb) = a.

Zgled: Izjavni racun ({0,1}, A, V) je mreza.

8.0.5 Zveza med algebrajsko ter relacijsko definicijo mreze

Velja naslednje:
a<b & aVb=b (& aANb=a)

ter
sup{a,b} =aVvb in inf{a,b} =aAb.

8.0.6 Podmreze

Naj bo (M, V,A) mreza ter N neprazna podmnozica v M tako, da velja pogoj
Ya,be N:aVbe N in aNbe N.

Potem recemo, da je (N,V,A) podmreza v (M, V, ).
Interval med a,b € M je

la,b] ={z:a <z < b}.

8.0.7 Omejenost in komplementarnost
Mreza je omejena, ko v njej obstaja najvecji element 1 in najmanjsi element 0:

Va:0=<a=<1,

oz. ekvivalentno:
OVa=a in OAa=0

I1Va=1 in 1Aa=a.
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Trditev 63 Vsaka koncna mrezZa je omejena.
V omejeni mrezi je element b komplement elementa a, ce velja
aVb=1 in aAb=0.
Mreza je komplementarna, ¢e ima vsak element komplement.

Opomba 1 V splosnem ima element lahko ve¢ komplementow.

8.0.8 Homomorfizem mrez

Naj bosta (M, Vv, A) ter (N, L, M) mrezi. Preslikava h : M — N je homomorfizem mrez,
ce Vx,y € M velja

h(xVy)=h(x)Uh(y) in h(zAy)=h(z)h(y).

Kadar je h bijekcija, imamo izomorfizem mrez.
Ce sta M ter N omejeni mrezi, potem surjektivni homomorfizem h ohranja ”mejne”
elemente:

8.1 Distributivne mreze

Mreza je distributivna, ¢e veljata oba distributivnostna zakona:
(D1) an(bVe)=(anb)V(aNc)

(D2) aVv(bAc)=(aVb)A(aVec).

Trditev 64 Ce v mrezi (M,V,A) velja eden od zakonov (D1) in (D2), potem velja tudi
drugi.

Dokaz. Predpostavimo, da velja (D1) ter izpeljimo (D2):

aV(bne) = (aV(aNc)V(bAc)

Podobno pokazemo, da iz (D2) sledi (D1). O

8.1.1 Opis distributivnih mrez

Naloga 30 Pokazi, da mrezi My in N5 nista distributivni.

Izrek 65 (Birkhoff) Mreza je distributivna natanko takrat, ko ne vsebuje My in N5 kot
podmreZe.
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M5 NS

8.2 Booleova algebra
Komplementarni distributivni mrezi recemo Booleova algebra.
Trditev 66 V Booleovi algebri ima vsak element natanko en komplement.

Dokaz. Recimo, da sta b in ¢ komplementa elementa a. Tedaj velja

b = bA1
bA (aVec)

I
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Komplement elementa a ozna¢imo z —a. Booleovo algebro oznacimo z B = (B, V, A, —).

Trditev 67 Naj bo h : By — By izomomorfizem Booleovih algeber. Potem velja

Vx € By : h(—x) = =h(x).

8.2.1 De Morganova zakona

Trditev 68 V Booleovi algebri veljata De Morganova zakona:
—(aANb)==-aV-b in —(aVb) =-aA-b.

Dokaz. Pokazimo le prvi zakon, dokaz drugega je analogen. Za dokaz bo dovolj, ce
preverimo naslednji zvezi:
(@Nb) A (maV—b)=0

ter
(aNb)V (-aV-b)=1.

Prvo zvezo izpeljemo takole:
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(aND)A(maV—=b) = aA(bA(-aV b))
= aAN[(bA—-a)V (DA D)
= a/ADA—a
= bAO
= 0.
Zdaj pa Se drugo zvezo, pa bo konec dokaza:
(@nb)V (maV-b) = ((aV-a)A(bV-a))V-b
(LA(bV —a))V —b
bV -bVa
= 1Va
= 1.

8.2.2 Dualnost

Najbo B = (B, V, A, ) Booleova algebra. Lahko priredimo novo algebro B* = (B, A, V, ).
Velja:

e 0vBijelv B
e 1vBjelv B
e Vv BjeAv B
e ANv BjeVvDB*.
Vprasanje 9 Kako dobimo Hassejev diagram algebre B* iz diagrama algebre B?

Opomba 2 Za vsako trditev T obstaja dualna trditev T*, ki jo dobimo iz T tako, da
zamenjamo V and N. Opazimo, da je (Dy)* = (D2) o0z. (D3)* = (Dy).

8.2.3 Opis Booleovih algeber

Naloga 31 Naj bo A mnozZica. Preveri, da je (P(A),U,N) Booleova algebra. Kako je
definiran komplement =X za poljubno mnozico X € P(A)?

Izrek 69 (Stone) Vsaka Booleova algebra je izomorfna Booleovi algebri (P(A),U,N) za
neko mnoZico A.

Vprasanje 10 Al obstaja Booleova algebra z 10 elementi?
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Poglavje 9

Teorija stevil

9.1 Zgornji in spodnji celi del
Spodnji celi del
|z] = max{k € Z; k < x}.

Zgornji celi del
[] =min{k € Z; k > z}.

Lastnosti:
l.zeZ & z=|z| & z= |z
2. |z]<z<|z]+1 In z-1<|z|<z
3. Jz]—1<z<[z] in z<|zl|<z+1

4. Za poljuben k € Z imamo

[ z] T €L [z] rel
6. [z] = |x] +1 sicer ter [z = [x] —1 sicer.

Problem 4 Za m,n € N izracunaj, koliko je naravnih stevil med 1 in n deljivih z m.

Resitev: To so stevila m,2m,3m, ..., km, kjer je km < n in (k+ 1) m > n. Tako je k iskano
Stevilo. Velja
k<2 i k41>,
m m
od tod pa dobimo, da je k = [ ]. g

Problem 5 Zan € N in p prastevilo poisci eksponent prastevila p v razcepu $tevila n! na
prafaktorje.
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Resitev: Kerjen!=1-2-3---(n—1)-n iz prejsnje naloge sledi, da je stevilo faktorjev deljivih
n n

Sp L%J Stevilo faktorjev deljivih s p? je LFJ Stevilo faktorjev deljivih s p? je LFJ’ itd.
Tako sklepamo, da je iskano Stevilo enako vsoti:

el e [
p p? p? pF ]
kjer je k € N stevilo, za katerega velja pF < n < pFt1 tj. k = g, n]. O

Naloga 32 Poisci eksponent prastevila 5 v razcepu $tevila 2007! na prafaktorje.

9.2 Deljivost celih stevil

Za stevila m,n € Z pravimo, da m deli n ter piSemo m | n, ¢e obstaja stevilo k € Z tako,
da je n = k- m. Recemo tudi:

e n je deljivzm
e m je delitelj n
e n je veckratnik m.
Ce m ni delitelj n, potem pisemo m I n.
Zgledi:
e 32007, ker je 2007 = 669 - 3;
e 512007, ker je 401 -5 < 2007 < 402 - 5.
Naj bo n celo stevilo. Potem velja:
o 1|n, kerjen=n-1;
e n|n,kerjen=1n;
e n |0, ker je 0 =mn-0;

e n|—n,kerje—n=(-1)-n.

9.2.1 Lastnosti relacije |

1. refleksivnost: n | n

2. tranzitivnost:
ElmAm|n = IpeZ -m=p-kANIqEZ:n=q-m

= dpgq€Z:n=(p-q) -k
= dreZ:n=r-k
= kn

nlmAm|n = IpeN:m=n-pANIqgeN:n=m-q
= dp,geN:n=(p-q)-m
= p=qg=1
= m=n

3. antisimetricnost na N:
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4. delna urejenost na N: sledi iz lastnosti 1.-3.

5. Cem | ainm|b, potem m | a+b:
mlaAm|b = IpEZ:a=p-mANIQEL:b=q-m
= dp,q€Z:a+b=(p+q)-m
= dreZ:a+b=r-m
= m|a+b

6. Cem | a, potem za vsak n € Z velja m | n - a:
mlaAn€EZ = IpEZ:a=p-m
= dp€Z:n-a=(p-n)-m
= dreZ:n-a=r-m
= m|n-a.

9.2.2 Izrek o deljenju

Izrek 70 Naj bosta n,m € Z ter m > 0. Potem obstajata enolicno dolocena k,r € Z
tako, da je
n=k-m+r in 0<r<m. (9.1)

Recemo ter piSemo:
e [ je kvocient oz. koli¢nik stevil n in m;
e 1 je ostanek pri deljenju stevila n z m.

e r =n mod m.

Dokaz. Najbo k= |2]in7 =n—k-m. Potem:

S ¢
-1 < k < =
n—m < k-m < n
m-n > —k-m > —n
m > n—k-m >0
m > T > 0.
Pokazimo Se enolicnost. Recimo, da (9.1) velja tudi za par ky, 7. Tako imamo

n=k-m+r==k-m+4nrq.
Od tod (k— ki) -m =ry —r. Torej m | r;y —r. Ker je —m < ry —r < m, sledi da je
ri —r =0,tj. 11 =7r. Iz tega pa tudi sledi, da je k; = k. 0
Zgledi:
e I7Tmod3 =2, kerjel7=5-3+2in0<2 < 3;
o (—17)mod 3 =1, kerje—-17=(—6)-3+1in0<1<3.
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Najveéji skupni delitelj. Ce m,n € Z nista 0, potem ga definiramo takole:
ged(m,n) =max{d € N; d|mind |n},

sicer ged(0,n) = n.

Najmanjsi skupni veckratnik. Ce m,n € Z nista oba 0, potem ga definiramo takole:
lem(m,n) =min{fv € N; m [vinn | v in v > 0},
sicer lem(0,n) = 0.
Zgled: gcd(20,30) =10 lem (20, 30) = 60
ged(0,5) =5 lem(0,5) = 0.
Trditev 71 Naj bo n skupni veckratnik Stevil a in b. Potem lem(a,b) | n.
Dokaz. Po izreku o deljenju naj bo n =k -lem(a,b) +r in 0 < r < lem(a, b). Potem je
r =k -lem(a, b) — n skupni veckratnik stevil a in b. Zato iz 0 < r < lem(a, b) sledi, da je
r=0. UJ
9.3 Evklidov algoritem
Trditev 72 Naj boa=kb+r ter 0 <r <b. Potem
ged(a, b) = ged(b, ).
Dokaz. Velja naslednje

mlainm|b = mla—kb=m|r
m|binm|r = ml|kb+r=m|a.

Zgornja izpeljava nam zagotovi, da je poljubno stevilo m delitelj stevil a in b natanko
takrat, ko je delitelj stevil b in r, tj.

{meN;ml|lainm|b} = {meN;m|binm|r}
max{m € Nym|ainm|b} = max{meN;m|binm|r}
ged(a,b) = ged(b, 7).

Zgled: Izracunajmo gcd(899,812)!

Velja
899 = 1-812+87
812 = 9-87+129
87 = 3-29+0.
Torej

gcd (899, 812) = ged(812, 87) = ged(87,29) = ged(29, 0) = 29.
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9.3.1 Razsirjeni Evklidov algoritem
REA poisce ne le ged(a, b), ampak tudi s, t € Z tako, da velja
a-s+b-t=ged(a,b).

Zgled: a =899, b =812, ged(a,b) = 29!
Velja
29 = 1-812—9-87
812—9-(899 — 1-812)
— 812-10+899 - (=9).

Torej, s =10 in t = —9.

REA postopek

e Zacetne vrednosti:

r-1=a 8_1:1 t_1:0
o = b Sp — 0 to =1.
o [teracija: za1=1,2,...,n+ 1 izracunaj
ki = ;=]
ri = rio—ki-mi
5; = Si—o—ki-5i1

ti = tio—ki-tiq,
kjer je n + 1 najmanjsi indeks, za katerega je r,.1 = 0.

Prikaz postopka s tabelo:

a 1 0
Ky b 0 1
ko r1 S1 131
ks 9 S9 to

kn-i—l Tn 7é 0 Sn, tn
Tn41 = 0 Sn+1 tn—i—l

Trditev 73 Velja:
e a-s;+b-t;=r;za1=-1,0,...n+1;
o rulrizai=nn-—1,...,0,—1;
e gcd(a,b) =1,

Dokaz. Prvo trditev pokazimo z indukcijo po i:

t=—1: a-14b-0 = a

1=0: a-04+b-1 b

1>0: a - SZ—Fbtz a(si_g — kisi—l) —|—b(ti_2 — kz 'ti—l)
(a Si—92 ‘l‘bti_g) — kz (G,Si_l +bti_1)
Ti—g — ki T
= ;.
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Drugo trditev pokazemo z indukcijo po ¢ nazaj:

i=n:  rh|Th
1=n—1: 0=rpi1=rn1—kpy1-rpodtodr, 1 =k,q1-1y,.
Torej rp, | oot -
1<n—2: Tivo = T; — Kivo - T;4q Oziroma r; = kjio - Ti01 + Tivo.

Ker r, | rix1 in 7, | 7312, dobimo r, | ;.
Pokazimo zadnjo trditev. Po drugi trditvi, r,, | 7_1 = a in r, | 7o = b, kar sledi, da

je 1, skupni delitelj a in b. Ce je d skupni delitelj a,b potem d | a in d | b in od tod
d|a-s,+b-t,=r, Torej, r, = gcd(a,b). O

Zgled: Prikaz postopka s tabelo na primer:

899 1 0

11812 0 1
gr 1 —1
3129 -9 10
0 28 =31

9.4 Tuji stevili
Ce je ged(a, b) = 1 za stevili a,b € N, potem recemo, da sta tuji ter pisemo a L b.
Zgled: 3 18, 12 135 6 /£ 15.
Trditev 74 Za stevila a,b,c € N velja
albe AN alb = alc
Dokaz. Ker a | be, obstaja k € Z tako, da je be = ka. Po (REA) iz ged(a, b) = 1 sledi
ds,teZ:as+bt=1.

Zmnozimo s ¢ zadnjo enacho:
asc+btec=c,

zdaj vstavimo bc = k a ter izpostavimo a
a(sc+tk)=c
in od tod sklepamo, da a | c. O
Trditev 75 Za stevili a,m € N velja
mla < mLl(amodm).

Dokaz. Po (ID) naj bo a = km +r tj. » = amod m. Potem iz (EA) sledi, da je
ged(a,r) = ged(a,m) = 1. Torej je m L r natanko takrat, ko je m L (a mod m). O
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9.5 Zveza med gcd in lem

Izrek 76 Za poljubni naravni stevili a in b velja
ged(a, b) - lem(a,b) =a-b.

Dokaz. Naj bo d = ged(a,b) ter a = a;d in b = by d za neka a;,b; € N. Potem velja
ay L by. 1z zveze

%b:albld:alb:bla

sledi, da je %b skupni veckratnik stevil a in b.
Zdaj naj bo v = lem(a,b) ter v =ap in v = bq za neka p,q € N. Potem

v=pad=qhd = pa =qb = b |pas.
Iz ay L by sledi, da by | p, tj. p = kb; za nek k € N. Torej
v = k:abl = kalbld = a1b1d|v

Ker pa je a; by d veckratnik od a in b, sklepamo, da je v = a; by d, tj. %b = wv. To pa je

iskana zveza. U

Zgled: Preveri zgornji izrek za a = 12 ter b = 15.

9.6 Prastevila

Naravno stevilo n > 2 je prastevilo, ¢e ima natanko dva delitelja, 1 in n. Sicer je n
sestavljeno Stevilo.

Zgled: Prastevila do 100 so 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59,
61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97.

Par prastevil oblike (p, p 4+ 2) imenujemo prastevilska dvojcka.
Naloga 33 Koliko je parov prastevilskih dvojékov med 1 in 1007
Trditev 77 Naj bosta a,b naravni stevili. Potem velja:

1. Ce je p prastevilo, potem p L a ali p | a;

2. Ce je p prastevilo ter p | a - b, potem p | a ali p | b;

3. Za a > 2 obstaja prastevilo p tako, da p | a.

Izrek 78 (Evklid) Prastevil je neskoncno.

Dokaz. Predpostavimo obratno, naj bodo pi,ps,ps. .., pr_1, Pr vsa prastevila. Obrav-
navajmo Stevilo

P=pipaps---pr_1pr+1.

Velja P > 2 ter Pmodp, = 1 za 1 = 1,2,..., k. To pa je v protislovju s prejsSnjo
trditvijo. 0

Hipteza 1 (Goldenberg) Prastevilskih dvojckov je neskonéno mnogo.
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9.7 Kongruenca po modulu m

Naj bosta a,b € Z ter m € N. Ce m | @ — b potem recemo, da sta a in b kongruentna
po modulu m ter pisemo a = b (mod m).

Zgledi:
e 17=26 (mod 3)
e 25 # 18 (mod 3)
e =) (mod 2) < ain b sta enake parnosti.

Velja:
a=b (modm) < amodm = bmodm,

od tod pa sledi, da je = (mod n) ekvivalen¢na relacija na Z ter je stevilo razredov m —
za vsak ostanek en razred.

9.7.1 Lastnosti kongruence:

1. Ce a =b (mod m) ter ¢ € Z, potem

a+c = b+c (modm)
a—c = b—c (modm)
a-¢c = b-c (modm).

2. Cea=b (mod m) ter ¢ =d (mod m), potem

a+c = b+d (modm)
a—c = b—d (modm)
a-¢c = b-d (modm).

3. Cea=b (mod m) ter n € N, potem a” = 0" (mod m).
4. Cea-c=b-c (mod m) ter ¢ L m, potem a = b (mod m).
Naloga 34 Izracunaj 32°°" mod 13.

Naloga 35 Naj bosta p in q razlicni prastevili tako, da a =b (mod p) in a =b (mod q).
Pokazi, da a =b (mod pq).

9.8 Eulerjeva funkcija ¢(n)

Zan € N je Eulerjeva funkcija ¢(n) stevilo naravnih stevil med 1 in n, ki so tuja n, tj.

pon)=HkeN; 1 <k<nAkLn}.

Zgledi:
p(4) =2 1,2,3,4
p(b) =4 1,2,3,4,5
©(8) =4 1,2,3,4,5,6,7,8.
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Trditev 79 Za vsako prastevilo p velja ¢(p) =p — 1.

Dokaz. Trditev velja, ker je vsako izmed stevil 1,2,...,p — 1 tuje s p. O]

Trditev 80 Za prastevilo p velja o(p™) = p™ — p"~ L.

Dokaz. Ce poljubno stevilo ni tuje s p, potem je to stevilo deljivo s p. Torej, p, 2p,

3p,...,p" 1 p" so natanko Stevila na intervalu [1,p"], ki niso tuja s p. Takih Stevil je

p"~1. Ostalih p™® — p"~! pa je tujih s p. O
Izrek 81 Za poljubni tuji stevili a,b € N velja ¢(a - b) = p(a) - ¢(b)!

Dokaz. Zapisimo Stevila od 1 do ab v tabeli:

1 2 3 e a

a—+1 a—+ 2 a-+3 - 2a

20 +1 2a 4+ 2 20+ 3 <o 3a
b—1a+1 (b—-—1)a+2 (b—1a+3 --- ba

Stevila, ki so tuja ab, morajo biti tuja a in tudi b. Oglejmo si po stolpcih, koliko je
tujih z a in koliko z b.

Stevila v k-tem stolpcu so oblike i - a + k, kjer je i = 0,...,b— 1. Torej imajo vsa ta
Stevila ostanek k pri deljenju z a. Zato sklepamo, da so bodisi vsa Stevila v nekem stolpcu
tuja a bodisi nobeno ni tuje a. Stolpcev, ki vsebujejo stevila, ki so tuja a, je ¢(a). Naprej
dokaz prepustimo bralcu, da ga dokonca. O]

Naloga 36 Preveri zgornji izrek za p(15) = ¢(3) - ¢(5).

Posledica 82 Naj bon = plfl p'§2 -+ p prastevilski razcep Stevila n, kjer so py,pa, ..., pr
razlicna prastevila. Potem:

ao=e(i-2) (- 2) (- 2)

Dokaz. Iz prejsnjega izreka sledi:
o) = o) e(pe?) - o))
— pl_pl— 2 o R2— ﬁr-_ I;'T—l
(k} _IL )1(}2)2 _pj ) kEp _f )
pit (1 pl)Pz (1 p2) (1 pr.)

= n(-H -5 a-h),

Zgled:
©(720) = ¢(9-8-10)
= 0(2Y)p(3%)p(5)
= (2'-29)-(3-3)-(6-1)
= 8:6-4
= 192.
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Izrek 83 Za vsako naravno Stevilo n velja:

> p(d)=n.

deD(n)

Dokaz. Obravnavajmo mnozico

A:{E;O§k<n}.
n

Ocitno je |A| = n. Zdaj okrajsamo vse ulomke iz A. Imenovalci dobljenih ulomkov so
delitelji n. Stevci ulomkov z imenovalcem d so Stevila tuja z d, takih ulomkov pa je ¢(d).
Vseh ulomkov je torej

Al={E0sh<nf= 3 o

Zgled: Naj bon = 12. Potem

A o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

127 127 127 127 127 127 127 127 127 127 127 12

0 1 111 5 1 7 23 5 11

1712767 473712727127 374767 12

01121315 1 5 7 11

1727323747476 67 127127 127 12)°

9.9 Uporaba v kriptorgafiji

9.9.1 Sistemi s tajnim kljuéem

K je tajni kljuc, ki ga poznata le posiljatelj in prejemnik. Imamo dva postopka, kodiranje
£ in dekodiranje D, za katera velja:

e E(M,K)=C

e D(C,K)=M,
kjer je M neko sporocilo in C' ustrezni kriptogram.

Opomba. Pomanjkljivost je, da morata tajni klju¢ K poznati oba, tako posiljatelj kot
prejemnik!

9.9.2 Sistemi z javnim kljucem
Pri sistemih z javnim klju¢em ima vsaka oseba X dva kljuca:
e Jx je javni kljué, ki je znan vsem;

e T'x je tajni kljuc, ki je znan samo lastniku.
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Problem avtentikacije oz. digitalni podpis

Recimo, da oseba A zeli poslati osebi B sporocilo M. Vprasanje je: kako bo B vedel, da
je sporocilo zares poslal A! Uporabimo naslednji postopek:

1. Oseba A kodira sporocilo M s svojim tajnim kljucem T4 ter tako dobi sporocilo
T4(M). Potem kodira T'4(M) z javnim klju¢em Jpg ter dobi sporocilo Jg(T4(M)).

2. Oseba B dekodira sporocilo Jg(T4(M)) s tajnim kljuc¢em Tz ter dobi sporocilo
Ty(M). Potem dekodira Ty (M) z javnim kljucem J4 ter dobi zacetno sporocilo M.

9.9.3 Kriptografska shema RSA
Kljuca Jx in Tx dobimo takole:

1. izberimo razlicni veliki prastevili p in g;

2. izracunajmo: n =p-qginm = (p—1)-(q—1);

3. izberimo 1 < e < m tako, da je e L. m;

4. z REA izracunajmo 1 < d < m tako, dajed-e =1 (mod m);

5. kljuca sta Jx = (n,e) in Tx = d.
Kodiramo in dekodiramo takole:

e Kodiranje: C' := M*¢ (mod n)

e Dekodiranje: M := C? (mod n).
Da sta postopka kodiranja in dekodiranja usklajena, sledi iz naslednjega izreka:
Izrek 84 Velja M = M (mod n).
Dokaz. Za neko stevilo k velja

de=km+1=k(p—1)(¢g—1)+1.

Trdimo, da M? = M (mod p). Ce p| M, potem trditev ocitno velja. Ce pa p L M,
potem MVE 1 (mod p) in po Malem Fermatovem izreku sklepamo, da je MP~! = 1
(mod p). Ce potenciramo, dobimo M*®=D@=1) =1 (mod p). Zdaj pa takoj sledi trditev.

Podobno dokazemo, da M% = M (mod q).

Iz p | M — M in g | M%* — M sledi, da pq | M — M, kar je enako trditvi M9 = M
(mod n). O
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