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Program dela

V delu naj bodo predstavljeni osnovni rezultati homomorfizmov in barvanja, ki se dajo
predstaviti kot homomorfizmi grafov. Posebej naj bodo obdelani krozno barvanje ter
nikjer-nicelni krozni pretoki. Poudarek naj bo na kroznem kromati¢cnem stevilu ravnin-

skih grafov z velikim notranjim obsegom. Kot osnovna literatura naj sluzi ¢lanek [6].
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Povzetek

V delu so podrobneje predstavljeni homomorfizmi grafov in uporaba le-teh pri barvanju
grafov ter osnovne lastnosti kroznega kromatic¢nega stevila grafa. Obdelani so tudi krozni
pretoki in njihova povezava s kroznim barvanjem, predstavljena pa so tudi nekatera druga
grafovska barvanja. Kljucni del diplomskega dela predstavlja izrek, ki pravi, da ima
ravninski graf z notranjim obsegom vsaj &3_2 krozno kromaticno stevilo kve¢jemu 2 4 %,
kar je bolje od dosedanjih rezultatov. Dobljeni rezultat sledi iz splosnejsega dognanja,
v katerem grafe homomorfno preslikujemo v posebne slike, pri ¢emer imamo dan no-
tranji obseg grafa in najvecjo povprecno stopnjo vozlis¢. V ostalih primerih uporabe
se dotaknemo Se deljenega, orientiranega in acikli¢cnega barvanja ter homomorfizmov v

mesane grafe z obarvanimi povezavami.

Abstract

This paper shows in detail how graph homomorphisms can be used to present the colour-
ing of graphs. It also gives a close look at circular chromatic number of a graph and
its basic properties. Circular flows and their connection with circular colouring are also
mentioned, as well as some of the other variants of colouring. The main part of the
paper represents a theorem which says that a planar graph with girth at least % has
circular chromatic number at most 2 + %,
a general result establishing homomorphisms into special targets for graphs with given

improving earlier result. This follows from

girth and given maximum average degree. Other applications concern fractional, oriented

and acyclic colouring and homomorphisms into mixed graphs with colored edges.

Math. Subj. Class. (2000): 05C15

Kljucne besede: barvanje grafa, homomorfizem grafa, ravninski graf, krozno barvanje,

orientirano barvanje, prenasanje naboja, t-lepi grafi

Keywords: graph coloring, graph homomorphism, planar graph, circular coloring, ori-

ented coloring, discharging, t-nice graphs



1 Homomorfizmi grafov

1.1 Osnovne definicije

Graf je urejen par (V, E), kjer je V mnozica vozlisé ali tock, E pa mnozica povezav grafa.
Mnozico vozlis¢ grafa G = (V, E) ozna¢imo z V(G), mnozico povezav pa z F(G). Red
grafa G je definiran kot Stevilo vozlis¢ grafa G.

Vsako povezavo e € E(G) lahko zapisemo kot neurejen par {x,y} njenih krajis¢ (v
tem primeru sta to z,y € V(G)). Vozliséi x in y sta sosednji (oz. sta soseda), ¢e je {z,y}
povezava v grafu G. Povezavi e # f sta sosednji, Ce imata skupno krajisce. Povezavi,
in veckratnih povezav med dvema vozlistema (oz. vzporednih povezav). Grafu, kjer
dovoljujemo veckratne povezave recemo multigraf. Ce so v grafu G vsa vozliséa med seboj
sosednja, potem je G poln graf. Poln graf na n vozlis¢ih oznacimo s K,,. Stopnja vozlisca
v je Stevilo povezav, ki imajo za krajisce vozliste v. Oznacimo jo z d(v). V primeru
enostavnih grafov je stopnja vozlis¢a v enaka stevilu njegovih sosedov. Izolirano vozlisce
je vozlisce s stopnjo 0. Z ¢ := min{d(v);v € V(G)} oznatimo minimalno stopnjo grafa
G,z Ag := max{d(v);v € V(G)} pa maksimalno stopnjo grafa G. Ce imajo vsa vozlisca
grafa G stopnjo r, potem je G r-regularen graf. Oznacimo z d(G) = erv(G) dg(z). V
vsakem grafu je d(G) = 2|E(G)|, to pa zato, ker pri vsoti stopenj d(G) vsako povezavo
hitro prepricamo, da je v grafu vedno lahko le sodo vozlis¢ lihe stopnje.

Graf G je r-delen, ¢e lahko mnozico V(G) razbijemo na r disjunktnih podmnozic,
pravimo grafu G dvodelen graf.

Komplement G¢ grafa G ima ista vozliséa kot G, pri éemer sta vozliséi v in v sosednji
v G, ¢e in samo e nista sosednji v G. Spoj disjunktnih grafov G in H je graf, ki ga
dobimo, ¢e povezemo vsako vozlisce grafa G z vsakim vozlis¢em grafa H. Spoj grafov G
in H ozna¢imo z G + H. Bolj na kratko ga definiramo takole: G + H = (G° U H®)“.

Graf je ravninski, ¢e ga lahko v ravnini nariSemo tako, da se njegove povezave sekajo
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omejujejo povezave tega grafa, recemo lice. Natanko eno lice je neomejeno. Pravimo mu
zunanje ali neomejeno lice. Dve lici v ravninskem grafu sta sosednji, ¢e imata skupno
povezavo. Dualni graf ravninskega grafa G je graf G*, v katerem vozlis¢a predstavljajo
lica grafa GG, pri cemer sta dve vozlis¢i v G* sosednji, e in samo ¢e sta sosednji tudi lici
v grafu G, ki ustrezata tema dvema vozlis¢cema. Graf je zunanje ravninski, ¢e ga lahko
nariSemo tako, da so vsa vozlis¢a na zunanjem licu.

Graf je povezan, e za poljubni vozlisci obstaja pot med njima, kjer je pot v grafu tako
zaporedje razlicnih vozlis¢ vy, vy, ..., vg, da sta v;_1 in v; sosednji za vsak 1 = 1,2,... k.
Komponenta grafa G je maksimalen povezan podgraf grafa G. Vozlisée x € V(G) je
prerezno vozlisce, ¢e ima podgraf G — x ve¢ komponent kot graf G. Povezavi, ki ima za
¢e ima G vsaj k+ 1 vozlis¢ in je G — X povezan za vsako mnozico vozlisc X C V(G), za
katero je | X| < k. Najvedji k, za katerega je graf G' k-povezan, je povezanost grafa. Graf
G je povezavno k-povezan, ¢e ima GG vsaj k 4+ 1 povezav in je G — X povezan za vsako
mnozico povezav X C E(G), za katero je | X| < k.

Znana je FEulerjeva formula, ki pravi, da za vsak povezan graf G, vlozen v ravnino,
velja n —m + f = 2, kjer je n stevilo vozlis¢, m stevilo povezav, f pa Stevilo lic grafa
G. Oziroma za grafe vlozene v bolj splosne ploskve: n —m + f = x, kjer je s x oznacen
Eulerjev rod ploskve. Za ravnino oc¢itno velja y = 2. Eulerjev rod nekaterih drugih
ploskev bomo srecali v 5. poglavju, ko bomo dokazovali nas glavni izrek.

Na zacetku definiran graf G' je neusmerjen graf, saj so bile povezave neurejeni pari
njenih krajis¢, kar pomeni, da zapis {x, y} pomeni isto kot {y,z}. Ko pa imamo urejene
pare vozlis¢, govorimo o usmerjenih grafih ali digrafih. Tem urejenim parom vozlis¢
recemo loki ali usmerjene povezave in jih ozna¢imo z (z,y). Lok e = (x,y) je usmerjen
od vozlis¢a x proti vozliscu y. V tem primeru recemo, da je x rep loka e, y pa glava loka
e.

Imejmo digraf G. Temeljni graf digrafa G je graf z istimi vozliséi kot G, kjer je {u, v}
povezava, Ce je bodisi (u,v) bodisi (v, u) lok v digrafu G.

V nadaljevanju tega diplomskega dela bomo uporabljali poenostavljeno oznacevanje
lokov in povezav, kjer bo zapis uv predstavljal bodisi lok (u,v) bodisi povezavo {u,v},
kar pa bo razvidno iz konteksta. Zanko v vozlis¢u u bomo zapisali z uu. Rekli smo, da
e sta vozliséi v in v sosednji v neusmerjenem grafu, potem je uv = vu. Ce je uv lok

v digrafu, re¢emo, da sta vozlis¢i u in v sosednji v smeri od u proti v, oziroma da je
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vozliscée u vhodni sosed vozliséa v in v izhodni sosed vozliséa u. V vsakem primeru sta
vozliséi v in v sosednji v digrafu, ¢e je vsaj eden od wv in vu lok. Tudi v tem primeru
recemo, da sta vozlisci u in v soseda in tevilu sosedov vozlisca v (razlicnih od v) re¢emo
stopnja vozlis¢a v. Vendar pa v primeru digrafov lahko gledamo stopnjo vozlisca tudi
glede na usmeritev lokov. Stevilo vhodnih sosedov oziroma izhodnih sosedov vozliéa v
je imenovano vhodna stopnja oziroma izhodna stopnja vozlisca v.

Graf G je podgraf grafa H in H je nadgraf grafa G, ¢e je V(G) C V(H) in E(G) C
E(H). G je induciran podgraf grafa H, ¢e je podgraf grafa H in vsebuje vse povezave
(oziroma loke) grafa G med vozliséi v grafu G. Klika v grafu G je poln podgraf grafa G.
Velikost najvecje klike v grafu G oznacimo z w(G).

Vsi v nadaljevanju omenjeni grafi bodo konéni. Ce bomo govorili o neskonénih grafih,
bomo to posebej poudarili. Prav tako bodo nasi grafi (razen redkih izjem) enostavni,
torej brez vzporednih povezav oziroma vecih lokov v isti smeri. Navedene definicije sicer
dopuscajo, da je mnozica vozlis¢ prazna, vendar se v formulacijah izrekov naceloma ne
bomo ukvarjali s primeri grafov s prazno mnozico vozlisc.

Homomorfizem iz grafa G v graf H je preslikava f : V(G) — V(H), za katero je
f(u)f(v) € E(H), ¢e je wv € E(G). Tak homomorfizem f oznac¢imo z f : G — H.
Homomorfizmu iz grafa G v graf H pravimo tudi H-barvanje grafa G (glej trditev 1.6).
Ce obstaja homomorfizem f : G — H, pisemo G — H, oziroma G - H, ¢e tak
homomorfizem ne obstaja. Ce je G — H, re¢emo, da je graf G homomorfen grafu H,
oziroma da je graf G H-obarvljiv. Kompozitum f o ¢ homomorfizmov ¢ : G — H in
f + H — K je homomorfizem iz G v K. Torej je binarna relacija homomorfnosti na
mnozici digrafov tranzitivna. S HOM(G, H) ozna¢imo mnozico vseh homomorfizmov
f: G — H, s hom(G, H) pa stevilo elementov mnozice HOM(G, H). Izomorfizem je
bijektivni homomorfizem. Avtomorfizem je izomorfizem grafa nase. Graf G je vozliscno
tranzitiven, e za poljubni vozliséi u,v € G obstaja avtomorfizem ¢ grafa G, da je ¢(u) =
v.

Zgornja definicija homomorfizma velja tako za neusmerjene grafe, kot tudi za digrafe,
le da v prvem primeru z f(u)f(v) in uv ozna¢ujemo povezave, v drugem pa loke. Torej
homomorfizmi neusmerjenih grafov ohranjajo sosednost, medtem ko homomorfizmi di-
grafov ohranjajo tudi usmerjenost lokov. Torej je homomorfizem digrafov G — H tudi

homomorfizem ustreznih temeljnih grafov, ne pa tudi obratno.
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1.2 Homomorfizmi in sosednost

Omejimo se za zacetek le na neusmerjene grafe.

Dejstvo, da so homomorfizmi preslikave vozlis¢, ki ohranjajo sosednost, ima nekaj
zanimivih na¢inov uporabe, na primer pri homomorfizmih poti in ciklov. Sprehod v
grafu G je zaporedje vozlis¢ vy, vy, ..., v v grafu G, tako da sta v;_; in v; sosednji za
vsak © = 1,2,...,k. Tak sprehod oznacimo z vyv;...vx. Sprehod je sklenjen, ce je
vg = vg. Sklenjenemu sprehodu recemo tudi obhod. Pot v grafu G je sprehod, v katerem
so vsa vozlisca razlicna. Naravnemu stevilu k recemo dolZina sprehoda oziroma poti.

Grafu z vozliséi 0,1, ..., k in povezavami 01,12, ..., (k — 1)k pravimo pot Pj. Pot Py
vsebuje k + 1 vozlis¢ in k povezav (glej sliko 1.2).

Trditev 1.1 Preslikava f : V(P;) — V(G) je homomorfizem iz grafa Py v graf G, ce in
samo ce je zaporedje f(0)f(1)... f(k) sprehod v grafu G.

Homomorfizmi iz grafa G v graf H torej slikajo poti v grafu G' v sprehode v grafu H
in tako ne povecajo razdalj. Ce z dg(u,v) oznacimo razdaljo (t.j. dolzino najkrajse poti)

med vozliS¢ema u in v v grafu G, pridemo do naslednjega dejstva:

Posledica 1.2 Ce je f : G — H homomorfizem, potem je dg(f(u), f(v)) < dg(u,v) za

vsak par vozlis¢ u,v grafa G.

Dokaz. Oznacimo u = vy, v = vy, in f(u) = f(vg), f(v) = f(v). Ce je vovy ... vy pot
v grafu G, potem je f(vo)f(v1)...f(vx) sprehod enake dolzine v grafu H, t.j. dolzine
k. Ker vsak sprehod od f(u) do f(v) vsebuje tudi pot od f(u) do f(v), mora veljati

du(f(u), f(v)) < k. n

Cikel v grafu G je zaporedje razlicnih vozlis¢ vivy ... v, grafa G, tako da je vsak v;
soseden v;_1 za 1 = 2,3, ...,k ter vy soseden v;. Kot vidimo, je cikel sklenjena pot, torej
lahko tudi na ciklih uporabimo definicijo dolzine.

Grafu z vozliséi 0, 1, ...,k — 1 ter povezavami i(i+1) zai =0,1,...,k—1 (seStevamo

po modulu k) re¢emo cikel Cy. Kot vidimo je Cj sestavljen iz k vozlis¢ in k povezav.

Trditev 1.3 Preslikava f : V(Cy) — V(G) je homomorfizem iz grafa Cy, v graf G, ce in
samo ce je f(0)f(1)... f(k—1) sklenjen sprehod v grafu G.
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Posledica 1.4 C5,1 — Cyyq, Ce in samo ce je l < k.

Dokaz. Lih cikel nima sklenjenega sprehoda, ki bi bil krajsi od njegove dolzine, ima pa

sklenjen sprehod katerekoli lihe dolzine, vecje ali enake dolzini cikla. |

Slika 1.1 prikazuje homomorfizem f : C7 — C5. Slike f(v) vozlisc v € V(C7) so
prikazane na grafu C, tako da lahko razberemo sklenjen sprehod f(0)f(1)... f(6)f(0) v

tem grafu.

0 £(0)

4)=£(6
f(4)=£(6) )

4 3 FB) =1 5@

Slika 1.1: Homomorfizem f : C7 — Cj

Rekli smo, da z f : G — H oznacimo preslikavo iz mnozice V(G) v mnozico V (H).
Vemo tudi, da homomorfizem ohranja sosednost. Homomorfizem torej lahko definiramo
tudi kot preslikavo f# iz mnozice E(G) v mnozico E(H), tako da velja f#(uv) = f(u)f(v)
za vse povezave uv € E(G).

Homomorfizmu f : G — H bomo rekli vozliséno injektiven (oz. vozliséno surjektiven,
oz. vozliséno bijektiven), ¢e je preslikava f : V(G) — V(H) injektivna (oz. surjektivna,
oz. bijektivna). Podobno bomo homomorfizmu rekli povezavno injektiven (oz. povezavno
surjektiven, oz. povezavno bijektiven), ¢e je preslikava f# : E(G) — E(H) injektivna (oz.
surjektivna, oz. bijektivna). Homomorfizmu f bomo rekli injektivni homomorfizem (oz.
surjektivni homomorfizem, oz. bijektivni homomorfizem), Ce je tako vozliséno- kot tudi
povezavno- injektiven (oz. surjektiven, oz. bijektiven). Homomorfizem, ki je vozliséno
injektiven, je tudi povezavno injektiven, ne pa tudi obratno. Prav tako velja, da ¢e graf H
ne vsebuje izoliranih vozlis¢ in je homomorfizem povezavno surjektiven, potem je tudi vo-

zliscno surjektiven. Tudi tu obrat ne velja. Z drugimi besedami, injektivni homomorfizmi
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so isto kot vozliséno injektivni homomorfizmi, medtem ko so surjektivni homomorfizmi,
ko nimamo izoliranih vozlis¢, isto kot povezavno surjektivni homomorfizmi.

Z INJ(G, H) ozna¢imo mnozico vseh injektivnih homomorfizmov iz grafa G v graf
H, z inj(G, H) pa stevilo elementov mnozice INJ(G, H). Analogno definiramo mnozici
SUR(G, H) in BLJ(G, H) ter stevili sur(G, H) in bij(G, H).

Fulerjev sprehod v grafu G je sprehod wvgvy...v, v grafu G, tako da v,_jv;, i =
1,2, ..., k, vsebuje vsako povezavo grafa G natanko enkrat. Fulerjev obhod je sklenjen

Eulerjev sprehod.

Trditev 1.5 Naj bo G graf z m povezavami. Potem velja:
o Fulerjev sprehod je povezavno bijektiven homomorfizem P,, — G;

e Fulerjev obhod je povezavno bijektiven homomorfizem C,, — G.

Dokaz. V trditvah 1.1 in 1.3 je prikazano, kako lahko take homomorfizme gledamo kot

ustrezne sledi. n

Oglejmo si sedaj, kako je z digrafi. Definicije injektivnosti, surjektivnosti in bijek-
tivnosti ostanejo enake kot pri neusmerjenih grafih. Vec¢ino ostalih definicij tudi lahko
razsirimo z neusmerjenih grafov na digrafe. Beseda soseden tu pomeni sosednost v vsaj
eni smeri. Torej na digrafih lahko uporabimo ze navedene definicije sprehodov, poti,
ciklov (in njihovih dolzin), saj smo jih navedli v smislu sosednosti. Omenimo 3e, da za
sprehode, poti in cikle v digrafih ne zahtevamo, da so njihove povezave usmerjene v isto
smer. Imenovali jih bomo orientirani sprehodi (oz. orientirane poti, oz. orientirani cikli).

Bolj natancno je orientiran sprehod v digrafu G zaporedje vozlis¢ vguy . .. vy iz grafa
G, tako da sta v;_; in v; sosednja v G za vsak i = 1,2,..., k. Ce je lok usmerjen od
vozliséa v;_1 proti vozliséu v; (torej je v;_; rep loka, v; pa glava loka), re¢emo, da je
lok v;_1v; € E(G) naprej usmerjen lok sprehoda, medtem ko je v;v;_1 nazaj usmerjen
lok sprehoda. Usmerjen sprehod v digrafu G je orientiran sprehod, v katerem so vsi
loki naprej usmerjeni. Analogno definiramo orientirane in usmerjene poti oziroma cikle.
Orientirane in usmerjene sprehode uporabljamo pri definiciji povezanosti digrafov. Digraf
je povezan, Ce sta poljubni vozlisci digrafa povezani z orientiranim sprehodom in je krepko

povezan, ¢e sta poljubni vozliséi digrafa povezani z usmerjenim sprehodom (v vsaki od



1.3. Barvanje grafov 12

obeh smeri). Vsak krepko povezan digraf je ocitno tudi povezan, vsak povezan digraf pa
ni nujno tudi krepko povezan.
Usmerjene poti ﬁk in usmerjene cikle ék definiramo tako kot grafa P in CY%, le da so

tokrat (i + 1) loki in ne povezave (glej sliko 1.2).

0 1 2 0 1 2

Slika 1.2: Poti P, in P,

Vecino tega, kar smo dejali za neusmerjene grafe, velja tudi za digrafe, seveda z us-
treznimi spremembami. Omenimo recimo, da so homomorfizmi iz f’k usmerjeni sprehodi,
saj homomorfizmi ne ohranjajo samo sosednosti, ampak tudi usmerjenost lokov. Eulerjevi
sprehodi v digrafu so usmerjeni sprehodi, ki vsebujejo vsakega od lokov natanko enkrat,
in ustrezajo povezavno bijektivnemu homomorfizmu grafa P;. Podobno Eulerjev obhod
ustreza povezavno bijektivnemu homomorfizmu grafa ém, torej enako kot v trditvi 1.5,

le da imamo tu usmerjene povezave.

1.3 Barvanje grafov

Za boljso predstavo o homomorfizmih si poglejmo povezavo z barvanjem vozlis¢ v grafu.
Definirajmo k-barvanje grafa G kot dodelitev k barv vozliscem grafa G, tako da sta
sosednji vozlis¢i obarvani razlicno. Pri tem vsakemu vozlis¢u dodelimo natanko eno
barvo. Oznac¢imo s Kj poln graf na vozliscih 1,2, ...,k in oznacimo z istimi Stevili tudi
“barve” v k-barvanju. V tem primeru lahko k-barvanje grafa G' gledamo kot preslikavo
f:V(G) — {1,2,...,k}. Zahteva, da so sosednja vozliica razlicno obarvana, pomeni,
da je f(u) # f(v), ¢e je uv € E(G). Videti moramo le e, da je pogoj f(u) # f(v)
ekvivalenten pogoju f(u)f(v) € E(Kj) in pridemo do naslednje trditve:

Trditev 1.6 Homomorfizmi f : G — K} so natanko k-barvanja grafa G.

Ta trditev nam, med drugim, omogoca, da izpeljemo naslednjo posledico, ki govori
o kromati¢nih Stevilih. Kromaticno Stevilo grafa G, x(G), je definirano kot najmanjse
naravno Stevilo k, za katero obstaja k-barvanje grafa G. Grafu s x(G) = k recemo

k-kromaticen graf.

Posledica 1.7 Ce je G — H, potem je x(G) < x(H).



1.3. Barvanje grafov 13

Dokaz. Najbo h: G — H homomorfizem. Ce za graf H obstaja k-barvanje f : H — K,
potem je f o h k-barvanje grafa G. Torej za graf G obstaja x(H)-barvanje in velja
X(G) < x(H). n

Omenimo Se posledico, podobno prejsnji, le da ta govori o lihih notranjih obsegih.
Notrangi obseg grafa G je dolzina najkrajsega cikla v grafu G. Podobno je lihi notrangi

obseg grafa GG, ki ni dvodelen, dolzina najkrajsega lihega cikla v grafu G.

Posledica 1.8 Ce je G — H, potem je dolzina lihega notranjega obsega grafa G vsaj

toliksna kot dolZina lihega notranjega obsega grafa H.

S pomocjo posledic 1.7 in 1.8 lahko skonstruiramo grafa GG in H, ki sta neprimerljiva
v smislu, da je G - H in H - (G. Denimo, da sta G in H taka grafa, da je kromati¢no
stevilo grafa G vecje od kromaticnega sStevila grafa H in da je lihi notranji obseg grafa
G vecji od lihega notranjega obsega grafa H. Potem je G - H po posledici 1.7 in
H - G po posledici 1.8. Ta konstrukcija se pri delu s homomorfizmi pogosto uporablja,
vendar pa je odvisna od obstoja grafov s poljubno velikimi kromati¢nimi Stevili in li-
himi notranjimi obsegi. Naslednji pomemben izrek, ki ga je formuliral veliki madzarski
matematik Paul Erdés, nam zagotavlja, da obstaja graf s poljubno velikim kromati¢nim
stevilom in poljubno velikim notranjim obsegom (in zaradi tega tudi poljubno velikim

lihim notranjim obsegom). Dokaz tega izreka je naveden v [23, 14].

Izrek 1.9 Za poljubni naravni Stevili k,l obstaja graf s kromaticnim Stevilom k in no-

tranjim obsegom wvsaj .

Pogosteje srecamo definicijo k-barvanja grafa kot particijo mnozice V(G) na k neod-
visnih mnozic. Mnozica vozlis¢ je neodvisna v G, ¢e nobeni dve vozliS¢i te mnozice nista

sosednji. Ce z f oznac¢imo zgoraj definirano k-barvanje, torej kot preslikavo iz mnozice

vozlis¢ V(G) v mnozico barv {1,2,... k}, potem lahko preslikavi f priredimo particijo
6 mnozice V(G) na neodvisne mnozice f~*(1), f71(2),..., f~*(k). Obratno lahko vsaki
particiji # mnozice V(G) na neodvisne mnozice Sy, Ss, ..., Sk priredimo preslikavo f, ki

obarva vsako vozlis¢e mnozice S; z barvo 1.
To je standardna povezava med preslikavami in particijami in jo lahko uporabimo
tudi pri homomorfizmih. Ce sta G in H grafa (bodisi neusmerjena bodisi usmerjena) in

je f : G — H homomorfizem, potem prirejena particija 6 vsebuje praslike preslikave
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f, torej mnozice f~'(z), x € V(H). Ce na vozliséu z ni zanke, potem je mnozica S,
neodvisna. Ce je H graf brez zank, so torej vsi deli prirejene particije neodvisni. Ce
ry ¢ E(H), potem uv ¢ E(G) za poljubni vozliséi u € f~(z), v € f~!(y). Velja pa tudi
obrat, torej lahko recemo, da je preslikava f : V(G) — V(H) homomorfizem iz grafa G v
graf H, ¢e in samo Ce prirejena particija 0y ustreza dvema prej navedenima lastnostima
(mnozica f~'(z) je neodvisna, ¢e zz ni zanka v grafu H in uwv ¢ E(G), ¢e zy ¢ (H) in
stau e f~Hz),ve f(y)).

Strnimo to v naslednjo trditev:

Trditev 1.10 Naj bosta G in H grafa (bodisi neusmerjena bodisi usmerjena). Potem je
G — H, c¢e in samo ce lahko vozlisca grafa G razdelimo v mnoZice S,, v € V(H), tako

da sta izpolnjena naslednja pogoja:
e ce xx ni zanka v grafu H, potem je mnozZica S, neodvisna v grafu G;

o cexy ¢ E(H), potem uwv ¢ E(G), kjer staw € S, inv e S,.

Ce sta G in H neusmerjena grafa, nam navedena pogoja povesta, da je 0; particija
mnozice vozlis¢ V(G) na neodvisne mnozice, za katere velja, da ni povezav med dvema
mnozicama, katerih indeksa sta nesosednji vozlisci v grafu H. Na sliki 1.3 je predstavljena

particija 0y, ki je prirejena homomorfizmu f : C7 — C5 s slike 1.1.

Slika 1.3: Prirejena particija za homomorfizem s slike 1.1
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Glede na zgornjo formulacijo je f injektivni homomorfizem, ¢e in samo ce je 0y trivi-
alna particija, kjer so vsi deli particije singletoni. Preslikava f je surjektivni homomor-
fizem, Ce in samo Ce so vsi deli particije 6 neprazni in velja uv € E(G) za neki vozlisci
we f~Hx),ve fy), e in samo e je xy € E(H).

Oglejmo si sedaj to Se v obratni smeri. Denimo, da imamo poljubno particijo 6
mnozice vozlis¢ V(G) na neprazne dele S;, i € I. Definirajmo kvocient grafa G glede na
0 kot graf G/0 na mnozici vozlis¢ I, v katerem obstaja zanka ii € F(G/6), samo ¢e S;
vsebuje neki vozliséi u in v, za kateri velja uv € E(G), in v katerem je ij € E(G/6), samo
¢e za nek uwv € E(G) velja u € S; in v € S;. Potem je kanoni¢na preslikava, ki vsakemu
vozliséu u € V(G) priredi enolicen i, tako da je u € S;, ravno surjektivni homomorfizem
f:G—G/o.

Ce je f katerikoli homomorfizem iz G' v H, potem grafu z vozliséi f(v), v € V(G), in
povezavami f(v)f(w), vw € E(G), retcemo homomorfna slika grafa G glede na f in ga
oznac¢imo z f(G). Pri tem je f(G) podgraf grafa H in f : G — f(G) je surjektivni homo-
morfizem. V naslednji posledici bomo navedli povezavo med kvocienti in homomorfnimi

slikami.

Posledica 1.11 Vsak kvocient grafa G je homomorfna slika grafa G, in obratno, vsaka

homomorfna slika grafa G je izomorfna kvocientu grafa G.

Dokaz. Denimo, da je 6 particija mnozice V(G) na neprazne dele S;, i € I. Potem je
zgoraj definirana kanoni¢na preslikava f : V(G) — I surjektivni homomorfizem grafa G
v njegov kvocient G/ in je zato G/ homomorfna slika grafa G glede na f. Obratno pa s
pomocjo particije 8¢, ki je prirejena surjektivnemu homomorfizmu f : G — H, definiramo
kvocient G /6y, ki je izomorfen grafu H, saj obstaja izomorfizem, ki vsakemu delu f~*(z)

particije 0 priredi vozlisce x grafa H. |

Analogno prejsnjim navedkom obravnavamo digrafe. V nadaljevanju (slika 1.4) je
prikazan Se primer particije 6 in njej ustreznega kvocienta (homomorfne slike).

Omenimo Se pojem minorja grafa, ki ga prav tako lahko povezemo s kvocientom. Naj
bo G graf in 0 particija mnozice V(G), tako da vsak del inducira povezan podgraf grafa
G. Grafu G', ki ga dobimo iz kvocienta G/6, tako da odstranimo vse zanke, re¢emo
skrcitev grafa G. Minor grafa G je skréitev nekega podgrafa grafa G.

Surjektivnemu homomorfizmu grafa G v poln graf K pravimo polno k-barvanje. Torej

vsakemu polnemu k-barvanju ustreza particija mnozice V' (G) na k nepraznih mnozic, ki so
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S S, S

c

Slika 1.4: Particija in njen kvocient v primeru digrafa

paroma povezane z vsaj eno povezavo. Vsako k-barvanje grafa GG s kromati¢nim Stevilom
X(G) = k je polno.
V nadaljevanju omenimo Barvni interpolacijski izrek, ki ga je najlazje dokazati prav

z uporabo particij.

Izrek 1.12 Ce za graf G obstajata polno k-barvanje in polno l-barvanje, potem obstaja

tudi polno i-barvange za vse i med k in [.

Dokaz. Naj bo Ay, As, ..., Ag particija mnozice V(G) na k neodvisnih mnozic in naj bo
By, Bs, ..., B; particija mnozice V(G) na [ neodvisnih mnozic, kjer je k < I. O¢itno je
dovolj najti polno (k+1)-barvanje grafa G. Za vsaki =0,1,2,...,Inajbo C; = Ui<;j<; B,
in naj bo 6; particija mnozice V(G) na tiste mnozice izmed By, Ba, ..., B;, A1 \ C;, As \
Ciy..., Ax \ C;, ki so neprazne. Pri tem je 6y particija na dele Ay, As, ..., Ag, 0, pa
particija na dele By, By, ..., B; (saj so ostali deli prazni). Torej je G/6; izomorfen K; in
obstaja indeks 7,7 = 0,1,2,...,l, tako da G/6; ni k-obarvljiv. Iz minimalnosti i-ja sledi,
da je G/6; (k + 1)-obarvljiv, saj B; preprosto pobarvamo s (k + 1)-to barvo. Potem je
G /0; homomorfna slika grafa G, za katero obstaja polno (k + 1)-barvanje, torej obstaja

polno (k 4+ 1)-barvanje tudi za graf G. u

Najvecje naravno Stevilo k, za katerega obstaja polno k-barvanje grafa G, je akro-
maticno Stevilo grafa GG. Barvni interpolacijski izrek torej pravi, da za graf G obstaja

polno k-barvanje za vsak k£ med kromati¢nim in akromati¢nim Stevilom grafa G.
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1.4 Homomorfizmi grafov z obarvanimi povezavami

Zacénimo z nekaj definicijami. Drevo je povezan graf, ki ne vsebuje ciklov. 7 drugimi
besedami je drevo graf, v katerem sta poljubni vozliséi povezani z natanko eno potjo.
Vozliséa s stopnjo 1 v drevesu imenujemo listi. Gozd je graf, v katerem sta poljubni
vozlis¢i povezani z najve¢ eno potjo. Gozd je torej disjunktna unija dreves. Grafu
brez ciklov (gozdu) recemo tudi aciklicen graf. V primeru usmerjenih povezav je digraf
aciklicen, ¢e ne vsebuje nobenega usmerjenega cikla. Zvezda (oziroma n-zvezda) je graf
na n + 1 vozliscih, med katerimi ima eno vozlisce stopnjo n, ostala pa so listi.

Naj bosta G = (W4, E1) in Gy = (Vs, E3) enostavna grafa z obarvanimi povezavami.
Preslikava ¢ : Vi — V5 je homomorfizem, ¢e sta za vsak par sosednjih vozlis¢ v in v grafa
G vozliséi ¢(u) in ¢(v) sosednji v Gy in je barva povezave ¢(u)¢(v) enaka barvi povezave
uv. V nadaljevanju tega razdelka si bomo ogledali nekaj opazanj glede obstoja grafa G,
¢igar povezave so obarvane z barvami iz mnozice C', v katerega se homomorfno preslika
vsak graf iz danega razreda grafov, ki so prav tako povezavno obarvani z barvami iz
mnozice C'. Ob vsakem od teh primerov bomo predstavili zgornjo mejo za stevilo vozlis¢
grafa GG. Ideja barvanja povezav je bolj detajlno predstavljena v [2], kjer najdemo tudi

sledece izreke in njihove dokaze.

Izrek 1.13 Za vsako naravno stevilo n > 1 obstaja koncéni graf G,, ¢igar povezave so
obarvane z barvami iz mnozice {1,2,...,n}, tako da iz vsakega ravninskega grafa, pove-

zavno obarvanega s temi barvami, obstaja homomorfizem v graf G,,.

Zanimalo nas bo, kako majhne grafe G, lahko sestavimo, da bo izrek Se veljal.

Oznacimo z A, najmanjSe mozno Stevilo vozlisé grafa GG,,. Potem velja:

Trditev 1.14 Za vsako naravno stevilo n velja
n®+3 <\, <b5nt

Zgornjo mejo trditve bomo dokazali kot posledico bolj splosnega dognanja. Za druzino
grafov G in naravno Stevilo n > 1, oznac¢imo z A(G, n) najmanjse mozno Stevilo vozlis¢ v
grafu H z obarvanimi povezavami, tako da lahko vsakega ¢lana druzine G, ¢igar povezave
so obarvane z barvami iz mnozice {1,2,...,n}, homomorfno preslikamo v graf H. Pri

tem je A(G,n) = oo, ¢e tak koncen graf H ne obstaja.
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Aciklicno kromaticno $tevilo grafa G je minimalno Stevilo barv v pravilnem barvanju
(vozlise) grafa G, tako da so vozliséa vsakega cikla obarvana z vsaj tremi razli¢nimi
barvami. Taksno barvanje je uvedel Griinbaum [20]. Borodin je v [9] dokazal, da je
aciklicno kromaticno Stevilo vsakega ravninskega grafa najve¢ 5. Zgornja meja trditve

1.14 sledi iz splosnejsega izreka (1.15), ki ga bomo dokazali v nadaljevanju.

Izrek 1.15 Naj bo G druzina vseh grafov z aciklicnim stevilom ne veéyim od k. Potem za

vsak lih n velja A\(Gy,n) = n+1 in za vsaki naravni stevili k in n velja \(Gy,n) < k-n*=L.

Omenimo, da ni tezko pokazati, da je druzina G;,_, vseh polnih dvodelnih grafov s k—1
vozlis¢i na eni strani sestavljena iz grafov z aciklicnim kromati¢nim Stevilom kvecjemu k.
Ce je n > 2, velja

MNGr_,n) =n""t k-1,

kar kaze, da je meja zgornjega izreka skoraj ostra.

V 4. poglavju si bomo ogledali nekaj dokazov, ki uporabljajo zelo podobne ideje kot v
tem razdelku. Ubadali se bomo namre¢ s homomorfizmi med usmerjenimi grafi. Raspaud
in Sopena sta v [36] pokazala, na primer, da obstaja usmerjen graf H z 80 vozlisci, ki
ne vsebuje nobenega cikla dolzine 2, tako da lahko vsako orientacijo ravninskega grafa
homomorfno preslikamo v graf H. Dokaz temelji, kot v tem razdelku, na aciklicnem
barvanju. Ceprav rezultatov, dobljenih v tem razdelku, ne moremo prevesti v rezultate
v omenjenem delu (in nasem 4. poglavju), pa ocitno lahko enak nacin dokazovanja
uporabimo pri obeh.

Za dokaz izreka 1.15 potrebujemo Se dve preprosti lemi.
Lema 1.16 Ce je T druZina vseh gozdov, potem za vsak lih n velja N(T,n) =n + 1.

Dokaz. V druzino gozdov spada tudi zvezda. Zaradi zvezde z n povezavami razlicnih
barv velja A(7,n) > n + 1. Poln graf na n + 1 vozlis¢ih K1 s pravilnim n-barvanjem
povezav pa nam da A\(7,n) < n+ 1. Vozliséa iz vsakega gozda lahko enega za drugim
preslikamo v vozliscéa grafa K, 1, tako da po vrsti preslikujemo vozlisca, ki imajo med ze
preslikanimi vozlis¢i najve¢ enega soseda. UpoStevamo pa Se dejstvo, da imajo povezave

poljubne barve krajis¢a v vseh vozliscih grafa K, .1, saj je n 4+ 1 sodo Stevilo. |

Lema 1.17 Naj bo U poln dvodelen graf na mnozZicah vozlisé A = {ay,as,...,a,} in

B = {by,by,...,b,} s pravilnim barvanjem povezav z n barvami. Potem za vsak gozd



1.4. Homomorfizmi grafov z obarvanimi povezavami 19

T, katerega povezave so obarvane z istim naborom n barv, in za vsako particijo mnoZice
vozlisé gozda T ma mnozici V in W, pri ¢emer ni nobeno vozlisée iz V' sosednje vozliséu

1z W, obstaja homomorfizem iz T v U, ki preslika Vv A in W v B.

Dokaz. Za dokaz bo zadostovalo preslikati poljubno povezano komponento gozda T'. To
bomo storili tako kot v prejsnjem dokazu, s preslikovanjem vozlis¢ komponente 7' v U,
enega za drugim, pri cemer bomo vozlis¢a preslikovali v ustrezno mnozico vozlis¢ grafa U
in po vrsti preslikovali vozlisca, ki imajo med Ze preslikanimi vozlis¢i enega soseda. Ker

so z vsako barvo povezana vsa vozlisca iz U, lahko to preslikavo pravilno dokoncamo. m

Dokaz izreka 1.15. Iz leme 1.16 sledi, da je A(G2,n) = n+ 1. Da bi dokazali izrek, naj
bo U poln dvodelen graf na mnozicah vozlis¢ A = {ay,as,...,a,} in B ={by,bs,...,b,},
tako da med tema dvema mnozicama obstaja pravilno barvanje povezav z n barvami.
Definirajmo graf G’ z obarvanimi povezavami na naslednji na¢in. Vozlis¢a grafa G’
so k-terice oblike
(1,1, @9, -« Ti1, Tig1y - -y Th)s

(1,1, T2y« oy i1, Ti 1y« -y Tk)
in
(Js Y1 Y2, -+ o Y1y Yt - > Y,
¢e in samo ¢e je ¢ # j. Taka povezava, kjer je ¢ < j, je obarvana z isto barvo kot povezava
az;by, v grafu U.
Trdimo, da lahko vsak graf, katerega povezave so obarvane z barvami {1,2,...,n}
in z aciklicnim kromati¢nim Stevilom ne vec¢jim od k, homomorfno preslikamo v graf G'.
Da bi to dokazali, naj bo G tak graf in Vi, ...,V particija vozlis¢ grafa G, ki predstavlja
barvne razrede acikli¢nega barvanja. Vsak induciran podgraf G;; = G[V; U V}], kjer je
1 <1< j <k, jepotem gozd, tako da po lemi 1.17 obstaja homomorfizem ¢; ; iz vsakega
Gij v U, ki preslika V; v A in V; v B. Denimo, da je ¢;;(v) = ay, ) za vse v € V; in
podobno ¢; j(w) = by, ;(w) za vse w € Vj.
Definirajmo preslikavo ¢ iz vozlisé grafa G v vozliséa grafa G, tako da posljemo v € V;
v vozlisce

(ia wl,l(v)? 2/}2’1'(1}), R 7¢i*1,i(v)7 wi,iJrl (U), s 7¢i,k(v>>
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grafa G'.
Naj bosta sedaj v € V; in w € V; sosednji vozliséi v grafu G, i < j. Potem je vozlisce

w preslikano s preslikavo ¢ v vozlisce

(Jy Y1 5(w), a5 (w), . b1 5(w), Vg 501 (w), .. k(w))

grafa G’. Po definiciji grafa G’ sta vozlis¢i ¢(v) in ¢(w) sosednji in povezani s povezavo iste
barve kot povezava ay, )by, ;(w) = ¢i,j(v)¢ij(w) iz grafa U. Ker je ¢;; homomorfizem,
je z isto barvo obarvana tudi povezava vw v grafu G. S tem smo pokazali, da je ¢

homomorfizem. Graf G’ ima k - n*~1 vozlis¢, torej je dokaz zakljucen. ]

Da bi zakljucili dokaz trditve 1.14, moramo dokazati Se spodnjo mejo za A,,. To bomo
napravili tako, da bomo definirali nov razred grafov, ki jih bomo poimenovali trikotni

grafi in jih oznacili z A. Definiramo jih induktivno na naslednji naé¢in:
o 3-cikel je v A;

e Ce je G € A, potem je v A tudi graf, ki ga dobimo, ¢e v eno od lic dodamo novo

vozlisce in ga povezemo s tremi vozlisci, ki dolocajo to lice.
Ocitno so vsi trikotni grafi ravninski. Dokazimo sedaj naslednjo lemo:
Lema 1.18 \(A,n) > n3 + 3.

Dokaz. Naj bo H graf, katerega povezave so obarvane z barvami iz mnozice barv
{1,2,...,n} in v katerega se homomorfno preslika vsak trikotni graf, ki ima povezave
obarvane z barvami iz iste mnozice. Privzemimo nasprotno, torej da ima graf H manj
kot n3 + 3 vozlise.

Za vsak G € A naj h(G) oznacuje mnozico homomorfizmov iz grafa G v graf H (tu
barv ne upostevamo), ¢(G) pa naj oznacuje mnozico barvanj povezav grafa G z barvami iz
mnozice {1,2,...,n}. Vsaka preslikava ¢ € h(G) inducira enoli¢no barvanje grafa G, za
katero je ¢ tudi homomorfizem obarvanih grafov. S tem dobimo preslikavo h(G) — ¢(G),

ki je po predpostavki surjektivna. Torej imamo

(@) < [(G)]. (1.1)
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Skonstruirajmo sedaj graf G’ € A s subdivizijo lica grafa G. Homomorfizem iz h(G)
lahko razsirimo do G’ na najve¢ n® — 1 nacinov (slika novega vozliséa se mora razlikovati
od slike svojih treh sosedov), tako da je |h(G")| < (n®—1)|h(G)|. Vsako izmed treh novih
povezav v grafu G’ lahko obarvamo na n nacinov, tako da velja |c(G’)| = n3|c(G)|. Torej
lahko s ponavljanjem subdivizije dobimo graf G” € A, za katerega je |c(G")| > |h(G")|,
kar pa je v nasprotju z (1.1). ]



2 Krozno kromati¢éno stevilo

2.1 Ekvivalentne definicije

V tem poglavju si bomo podrobneje ogledali enega od nacinov barvanja grafov, to je
krozno barvanje, in prikazali nekaj lastnosti kroznega kromaticnega stevila. Definicijo
kroznega kromatic¢nega Stevila je leta 1988 vpeljal Vince [41], vendar takrat pod imenom
zvezdno kromatiéno $tevilo. Avtor je krozno kromatic¢no Stevilo definiral v smislu (p, q)-
barvanja grafov, ki ga bomo predstavili v podrazdelku 2.1.2. Kot bomo videli v naslednjih
podrazdelkih, lahko krozno kromaticno Stevilo definiramo na ve¢ razli¢nih, vendar medse-
bojno ekvivalentnih nac¢inov. Navedimo torej za zacetek nekaj najpogosteje uporabljenih
definicij, ki jih bomo, nekatere bolj, druge manj pogosto, uporabljali v nadaljevanju

poglavja.

2.1.1 r-krozno barvanje

Naj bo C' kroznica z obsegom r. Definirajmo r-krozno barvanje grafa G kot preslikavo
¢, ki vsakemu vozliscu x grafa G priredi odprti krozni lok enotske dolzine na kroznici C|
oznaéen s c(z), tako da za vsako povezavo zy grafa G velja c(x) Nc(y) = 0. Ce obstaja
r-krozno barvanje grafa GG, recemo, da je graf G r-krozno obarvljiv. Krozno kromatiéno

stevilo grafa, oznacimo ga s x.(G), je definirano kot

Xc(G) = inf{r: G je r-krozno obarvljiv}.

2.1.2 (p,q)-barvanje

Naslednja uporabna definicija kroznega kromaticnega Stevila uporablja koncept (p, q)-
barvanja, kjer uporabimo le konéno mnogo barv. Naj bosta p, ¢ naravni Stevili, za kateri
velja p > 2q. Definirajmo (p, q¢)-barvanje grafa G = (V, E) kot preslikavo f : V —
{0,1,...,p— 1}, tako da za vsako povezavo zy grafa G velja ¢ < |f(x) — f(y)| <p—q.
Oglejmo si povezavo med obema definicijama. Ce je f (p,q)-barvanje grafa G, potem s
preslikavo g(x) = f(x)/q definiramo t-barvanje grafa G. In obratno, e je g E-barvanje

grafa G, potem je s preslikavo f(z) = |g(z)q| definirano (p, ¢)-barvanje. Torej za vsak

22
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graf G velja
Xe(G) = inf{g . G je (p, q)-obarvljiv}.

Ce je graf G koncen, potem lahko infimum zamenjamo z minimumom. Vendar pa imajo
neskon¢ni grafi lahko krozno kromatic¢no stevilo, ki je iracionalno in tako infimuma ne

moremo zamenjati z minimumom.

2.1.3 Definicija s pomoc¢jo homomorfizmov

V prejsnjem poglavju smo spoznali, da je homomorfizem iz grafa G v graf H preslikava
f:V(G) — V(H), tako da za vsako povezavo xy grafa G velja, da je f(x)f(y) povezava v
grafu H. Grafa G in H sta homomorfno ekvivalentna, G ~ H, ce obstaja homomorfizem
iz enega v drugega in obratno. Za naravni Stevili p > 2¢ naj K, /, oznacuje graf z mnozico
vozlis¢ {0,1,...,p — 1}, kjer je ij povezava, ¢e in samo ¢e velja ¢ < |i — j| < p —¢q. To
enacbo lahko zapisemo tudi |i — j|, > ¢, grafu pa recemo krozni graf. V tem primeru
je (p,q)-barvanje grafa G kar homomorfizem iz grafa G v krozni graf K,,. KroZno

kromaticno Stevilo grafa G lahko definiramo kot

Xc(G) = inf{p/q : obstaja homomorfizem iz G v K,/,}.

0

3 2

Slika 2.1: Krozni graf Ks ),
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Spomnimo se, da smo v razdelku 1.3 definirali obi¢ajno barvanje grafa kot homomor-
fizem v nek poln graf. Torej lahko recemo, da so polni grafi za obicajno barvanje natanko

to, kar so krozni grafi za krozno barvanje.

2.1.4 Definicija s pomocjo orientacije

Naslednjo interpretacijo kroznega kromaticnega stevila je podal Hoffman [24] in pred-
stavlja zvezo med kromaticnim stevilom grafa G in orientacijo grafa G. Orientacijo D
grafa G dobimo tako, da vsaki povezavi iz grafa G dodelimo eno izmed usmeritev (s tem
dobimo namesto povezave lok). Naj bo torej D orientacija grafa G in C' cikel v tem grafu.

NeuravnoteZenost cikla C' iz grafa G glede na orientacijo D je

]
Imb = L
nbe(©) max{|0+|’|0| |

kjer sta C* in C'~ mnozici naprej oziroma nazaj usmerjenih lokov cikla C. Ciklicna

neuravnoteZenost orientacije D je definirana kot
Cyclmb(D) = sup{Imbp(C) : C je cikel grafa G}.
Hoffmanova lema pravi, da za vsak graf G velja
X(G) = inf{[Cyclmb(D)], D je acikli¢na orientacija grafa G}.

V [17] je dokazano, da ¢e vzamemo nezaokrozeno vrednost Cyclmb(D), dobimo ravno

krozno kromaticéno Stevilo grafa G, torej
Xc(G) = inf{Cyclmb(D), D je acikli¢cna orientacija grafa G}.

Da bi dokazali, da ima graf G krozno kromatic¢no stevilo x.(G) < p/q, je dovolj najti
orientacijo D, pri kateri za vsak cikel C' velja |C|/|CT| < p/qin |C|/|C~| < p/q. V [46] je
dokazano, da je dovolj preveriti tiste cikle C, za katere velja, da produkt ¢ |C| po modulu

p zavzame vrednosti iz mnozice {1,2,...,2¢q — 1}.

2.1.5 Definicija s pomoc¢jo napetosti

Naj bo G graf z orientacijo D. Napetost je preslikava f : E(D) — R, ki vsakemu loku e

orientacije D priredi realno stevilo f(e), tako da za vsak cikel C' grafa G velja

> fe)=Y" fle).

ecC+ ecC—
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Za realno stevilo r > 2 je r-napetost grafa GG taka napetost f, da za vsak lok e velja
1 <|f(e)] <r—1. Vsako r-barvanje ¢ grafa G ustreza r-napetosti f grafa G, definirani
z f(e) = ¢(y) — ¢(x), kjer je e = xy lok. Obratno, imejmo r-napetost f grafa G. Naj
bo x* fiksno vozlisce grafa GG. Za vsako vozlisce x grafa GG oznac¢imo z W, poljuben z*z-
sprehod. Potem s ¢(z) = [>° cyp+ f(€) — D oew- f(e)] (mod 7) definiramo r-barvanje

grafa GG. Torej je krozno kromaticno stevilo definirano s

Xc(G) = min{r : obstaja r-napetost grafa G'}.

2.2 Osnovne lastnosti kroznega kromaticnega stevila

Ze iz definicije je razvidno, da ce je Xc(G) = r, potem za vsak r’ > r obstaja tudi 7’-
krozno barvanje grafa G. Prav tako zlahka vidimo, da za vsak podgraf H grafa G velja
YelH) < x.(G).

Prerezimo kroznico C' v poljubni tocki. S tem dobimo interval dolzine r, ki ga bomo
zapisali kot interval [0, 7). Za vsak krozni lok ¢(x) kroznice C' naj ¢/(z) oznacuje zacetno
tocko kroznega loka c(x), kjer ¢(x) te¢e vzdolz kroznice C' v smeri urinega kazalca. Potem
je ¢ taka preslikava iz V(G) v [0,7), da za vsako povezavo zy grafa G velja 1 < |d(x) —
d(y)| < r —1. Zgornji postopek, s katerim dobimo preslikavo ¢ iz preslikave ¢, lahko
izvedemo tudi v obratni smeri. Torej lahko definiramo r-krozno barvanje grafa G tudi s
pomocjo preslikave ¢ : V' — [0,7), za katero velja 1 < |d(z) — d(y)] < r — 1 za vsako
povezavo zy grafa G.

Definirajmo r-intervalno barvanje grafa G kot preslikavo g, ki vsakemu vozliscu x
grafa GG priredi enotski podinterval g(x) intervala [0, ), tako da je presek podintervalov,
ki jih priredimo sosednjima vozlis¢ema, prazen. Vemo, da je kromati¢no stevilo x(G)
grafa G najmanjse realno Stevilo r, za katero je graf G 8e r-intervalno obarvljiv [18].
Podobno r-intervalno barvanje grafa GG ustreza preslikavi f iz mnozice V na interval
[0, 7], tako da velja 1 < |f(z) — f(y)| < r — 1 za vsako povezavo zy grafa G ter velja Se
f(z) <r —1 za vsako vozlisée x € V. Torej vsako r-intervalno barvanje grafa G ustreza
r-kroznemu barvanju grafa G. Po drugi strani bomo za r-krozno barvanje ¢ : V- — [0, 1)
definirali s = max{cd(z) : « € V}. V tem primeru lahko ¢ gledamo kot (s -+ 1)-intervalno

barvanje grafa G. Ker je s < r, dobimo naslednjo neenacbo:

Trditev 2.1 Za vsak koncen graf G velja x(G) — 1 < x.(G) < x(G).
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Trditev 2.1 velja tudi za neskoné¢ne grafe, vendar pa zgornji dokaz za take grafe ne
velja ve¢, saj mnozica {¢/(z) : € V'} ne more imeti maksimuma, supremum te mnozice
pa bi bil lahko enak 1. Razlog, zakaj je x(G) — 1 < x.(G) za neskoncne grafe G (s
konénim kromati¢nim Stevilom), je v tem, da e je x.(G) < n—1, potem je x(H) <n—1
za vsak koncen podgraf grafa G, iz ¢esar sledi, da je x(G) <n — 1.

Po trditvi 2.1 vidimo, da nam x.(G) pove veé o grafu G kot x(G). Ce poznamo
krozno kromatic¢no Stevilo koncénega grafa, potem lahko preprosto razberemo njegovo
kromati¢no stevilo in sicer tako, da navzgor zaokrozimo celi del kroznega kromaticnega
Stevila. Po drugi strani pa imata lahko dva grafa z istim kromati¢nim stevilom razliéni
krozni kromaticni stevili. Krozno kromati¢no Stevilo torej natancéneje doloca strukturo
grafa kot obi¢ajno kromaticno Stevilo, medtem ko je kromati¢no stevilo aproksimacija
kroznega kromaticnega stevila.

Vzemimo za ponazoritev 3-kromaticen graf. Ta seveda ni 2-obarvljiv, vendar ce je
njegovo krozno kromaticno stevilo blizu 2, potem je “skoraj” 2-obarvljiv. Vzemimo kot
primer cikle lihe dolzine Cy;11. V tem ciklu lahko z dvema barvama obarvamo vsa vozlisca
razen enega in ravno zaradi tega enega vozlisca je kromati¢no Stevilo lihega cikla enako
3, pa ceprav je skoraj 2. S pomocjo kroznega kromati¢nega stevila pa pridemo do zeljene
priblizne vrednosti. Ta je, kot bomo pokazali v nadaljevanju, x.(Cay1) =2 + % Ce nek
graf G vsebuje lih cikel Cyy 1, potem je x.(G) > 2 + %

Trditev 2.2 Naj bo G graf z vsaj eno povezavo. Potem je x.(G) > 2, pri cemer enakost
velja natanko tedaj, ko je G dvodelen graf.

Dokaz. Iz definicije (p,q)-barvanja sledi, da je x.(G) > 2, saj je p > 2q. Naj bo G
dvodelen graf. Po trditvi 2.1 velja ocena x.(G) < x(G) = 2, torej je x.(G) = 2. Obratno,
¢e je x(G) = 2, po trditvi 2.1 velja 2 = x.(G) > x(G) — 1. Zato velja x(G) < 3, torej
X(G) = 2. To pa pomeni, da je graf G dvodelen. |

Lema 2.3 Naj bosta G in K poljubna grafa in H vozliséno tranzitiven graf ter oznacimo
z v(G, K) najvecje Stevilo vozlis¢ podgrafa v G, iz katerega obstaja homomorfizem v graf

K. Ce obstaja homomorfizem f : G — H, velja

v(G, K) - v(H, K)
Gl |H|
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Dokaz. Najbodo Hy, H,, ..., H, najvecji podgrafi grafa H, iz katerih obstaja homomor-
fizem v graf K. Ker je H vozlistno tranzitiven graf, je vsako vozlisce grafa H v istem

stevilu grafov H;. Oznacimo to Stevilo z r. Zato je
s-v(H,K)=r-|H|.

Oznac¢imo z G; podgraf grafa G, induciran z mnozico tock f~'(V(H;)). Potem vsako
vozlisce grafa GG pripada natanko r podgrafom G; in iz vsakega GG; obstaja homomorfizem
v graf K. Zato velja
s-v(G,K) >r-|qG|
in tako
v(G, K)
|G|

r  v(H K)
L <
s [H|  ~

V posebnem primeru, ko je K = K, re¢emo vrednosti v(X, K)/|X| razmerje neod-
visnosti in ga oznacimo z i(X). Poleg tega oznacimo z a(X) velikost najvecje neodvisne
mnozice grafa X. Torej je i(X) razmerje med «(X) in Stevilom vseh vozlis¢c grafa X.
Omenimo v nadaljevanju tako imenovano lemo o ne-homomorfizmu, ki je posebni primer

zgornje leme.

Lema 2.4 (Lema o ne-homomorfizmu) Naj bo H vozliséno tranzitiven graf. Ce je
G — H, potem je i(G) > i(H).

Za dolocene razrede grafov velja, da homomorfizmi vedno obstajajo. Tako nam izrek
o stirih barvah [37] zagotavlja, da so vsi ravninski grafi homomorfni polnemu grafu Kj.
Podobno Grétzschev izrek [19] pravi, da so vsi ravninski grafi brez 3-ciklov homomorfni
polnemu grafu Kj.

S pomocjo leme o ne-homomorfizmu bomo dokazali naslednji izrek.
Izrek 2.5 Za poljuben graf K,q velja xc(I,/q) = g,

Dokaz. Ker za graf K, obstaja (p, ¢)-barvanje, moramo le Se pokazati, da ne obstaja

homomorfizem f : K/, — K, /¢, kjer je f]i: < %. Zamenjajmo G iz leme 2.4 s K, ,, H pa
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s Ky . Ker je v poljubnem grafu K,,, moc najvecje neodvisne mnozice enaka y in je

vsak graf K/, vozliscno tranzitiven, velja v(K,/y, K1) = y. Tako po lemi 2.4 velja

b _ |Kp/q| < ’Kp’/q’| _ 2

E U<Kp/anl) B U(Kp/mKl) ?

Trditev 2.6 Ce je G — H, potem je xc(G) < x(H).

Dokaz. Po definiciji je x.(G) infimum po vseh ulomkih p/q, tako da je G — K, . Ce

je G — H, potem iz H — K/, sledi G — K,,/4, kar dokazuje trditev.

Ce hkrati velja G — H in H — G, dobimo enakost x.(G) = x.(H). Ce upostevamo,

da je Ky 1 izomorfen Kj, ter da je K(ox41)/+ izomorfen lihemu ciklu Cyy. 1, lahko zapisemo

naslednjo posledico:

Posledica 2.7 Za polne grafe Ky in lihe cikle Copiq velja
d XC(Kk) =k,
® Xc(Copy1) =2+ %

1 4

Slika 2.2: (5/2)-barvanje grafa Cj

Pomembna lastnost kroznega kromaticnega Stevila koncnih grafov je ta, da infimum

iz definicije vedno dosezemo in ga tako lahko zamenjamo z minimumom.
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Da bi prisli do tega zakljucka, si bomo najprej ogledali, kaj se dogaja s kroznim kro-
maticnim Stevilom grafa K, ¢e iz njega odstranimo poljubno vozlisce. Ko je ¢ =1 in
odstranimo vozlisce iz grafa K,, dobimo poln graf K,_;, kar pomeni, da se je kromati¢no
stevilo (pa tudi krozno kromatiéno stevilo) zmanjsalo za 1. Grafom G, za katere velja
X(G) =k in x(G —v) = k — 1 za vsako vozlisce v € V(G), re¢emo k-kriticni grafi. Graf
G je krozno-kriticen, ¢e je x.(G —v) < x.(G) za vsako vozlisce v € G. Za poljubne vred-
nosti naravnega Stevila ¢ lahko stevilo, za katero se krozno kromati¢no stevilo zmanjsa,
izracunamo na naslednji nacin. Ce sta si naravni stevili pin g tuji ter je ¢ > 1 in p > 2q,
potem obstajata enoli¢ni naravni Stevili p’ in ¢/, 0 < p/ < p, 0 < ¢ < ¢, tako da je
pq" — qp’ = 1. To enacbo po deljenju s gq’ lahko zapisemo tudi

r_p_ 1

¢ q aqq
Izkaze se, da se po odstranitvi enega vozlisca iz grafa K/, njegovo krozno kromaticno
stevilo zmanjsa natanko za vrednost 1/qq’. Vozlisce, ki ga odstranimo, imenujmo ga x,
je povsem poljubno, saj je graf K/, vozliscno tranzitiven. Torej je vsak krozni graf K,

krozno-kriticen.

Lema 2.8 Naj bosta p in q tuji naravni $tevili in naj velja p/q > 2. Naj bosta p' in ¢
enolicéni naravni Stevili, za kateri velja pq' — qp’ = 1, kjer je 0 < p' <p in 0 < ¢ < q.
Potem je za vsako vozlisce x graf K, —x homomorfno ekvivalenten grafu Ky ,p. To pa

pomeni, da je ,

p
Xc(Kp/q — 1) = E

Dokaz. Dovolj je pokazati le prvi del izreka, torej da je graf K, — x homomorfno
ekvivalenten grafu Ky, saj vemo, da imajo homomorfno ekvivalentni grafi enako krozno
kromaticno stevilo, prav tako pa smo ze pokazali, da je x.(Kp,y) = p'/¢'. Oglejmo si

najprej zaporedje vozlisc¢
0:9+1>2Q+177(p/_ 1)Q+1a

grafa K/, kjer gledamo vrednosti po modulu p. Narisimo vozlisca grafa K, v obliki
kroznice kot je bilo prikazano na slikah. Ce po vrsti obiskujemo vozlisca iz zaporedja, se

¢'-krat zavrtimo okoli kroznice, saj je p'q + 1 = pq’. Po drugi strani pa z zaporedjem

07 q/7 2q,7 SR (p/ - 1)q/
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osteviléimo (tokrat po modulu p’) vsa vozlisca grafa Ky /.. Tudi v tem primeru se ¢'-krat
zavrtimo okoli kroznice, ¢e sledimo zaporedju. Priredimo zdaj i-temu vozlis¢u iz prvega
zaporedja i-to vozlisce iz drugega zaporedja in obratno. Tako dobimo izomorfizem med
grafom K, in podgrafom grafa K, /,, induciranim z mnoZzico vozlis¢ X, ki jo sestavljajo
vozliséa 0, + 1,2¢ + 1,...,(p' — 1)¢g + 1. Opazimo, da ¢ ¢ X. Skonstruirajmo zoZitev
grafa K/, — ¢ na podgraf, induciran z mnozico vozlis¢ X. To bo pomenilo, da je graf
K, /4 —q (oziroma katerikoli graf K),/, —x) homomorfno ekvivalenten grafu K, .. Zozitev
J priredi vsakemu vozliscu y grafa K, ,, ki je razlicno od ¢, najvecje stevilo iz X, ki je
manjse ali enako vrednosti y. Brez tezav lahko preverimo, da ¢e za vozliséi y < i’ velja
y+q <y <y+p—gq, potem velja tudi f(y)+q < f(v) < f(y)+p—q, torej se sosednost
ohranja. Ker je f(y) =y za y € X, je to res zozitev. n

Poglejmo si posledico dejstva, da je poljuben graf K, , krozno-kriticen.

Posledica 2.9 Naj za graf G velja x.(G) = % in naj ¢ : V(G) — Z, predstavlja (p,q)-
barvanje grafa G. Potem je ¢ surjektivna preslikava in velja |V (G)| > p.

Dokaz. Vsako (p,q)-barvanje grafa G' je homomorfizem grafa G' v graf K, /,. Ce ¢ ni
surjektivna preslikava, je ¢ tudi homomorfizem grafa G v graf K/, — v za neko vozlisce

v € V(Kpy). Zato velja
P
XC(G) < XC(Kp/q - U) < aa

kar je v nasprotju s predpostavko, da je x.(G) = f. n

Ker je p'/q' < p/q iz leme 2.8, si lahko ogledamo 8e eno posledico o krozni kriti¢nosti

kroznih grafov.

Posledica 2.10 Ce obstaja (p, q)-barvanje grafa G, ki ne uporabi vseh barv 0,1, ..., p—1,
potem obstaja (p', q')-barvange grafa G, p'/q" < p/q, ki uporabi vse barve.

Dokaz. Imejmo (p, g)-barvanje grafa G, ki ne uporabi vseh barv. To barvanje lahko
predstavimo kot homomorfizem f : G — K,/ —  za neko vozlis¢e x. Kompozicija
homomorfizma f s homomorfizmom g : K,,, —x — Ky je (p',¢')-barvanje grafa G,
kjer je p'/q' < p/q in p' < p. Ce tudi to barvanje ne uporabi vseh barv, potem e nadalje
zmanjsamo kvocient p’/q’. Ker se naravno stevilo p’ ob vsakem koraku strogo zmanjsa,

moramo priti do vrednosti, ko barvanje uporabi vse barve. |
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imamo torej po posledici 2.10 na voljo (p, g)-barvanja, za katera velja ¢ < p < n. Ker je
parov (p, q), ki zados¢ajo tej neenakosti konéno mnogo, je infimum vedno dosezen in ga

lahko zamenjamo z minimumom.

Posledica 2.11 Za graf G z n vozlisci velja
Xc(G) = min {]—9 p<n,G— Kp/q} :
q

Za zakljucek tega razdelka podajmo Se en dokaz lastnosti, da je za koncne grafe
G infimum iz definicije kroznega kromaticnega Stevila vedno dosezen ter da je krozno
kromaticno stevilo y.(G) vselej racionalno, le da se bomo v tej razli¢ici naslonili na
nekatere druge pojme kot smo jih navedli v prejsnjih lemah in posledicah. Potrebovali
bomo spodaj navedeno lemo, ki je ekvivalentna lemi, ki jo je dokazal Guichard [21] in je
implicitno uporabljena v [47, 49].

Naj bo ¢ r-krozno barvanje grafa GG. Definirajmo usmerjen graf D = D.(G) na
naslednji nac¢in: imejmo mnozico vozlis¢ V(D) = V(G) in usmerjeno povezavo od vozlisca
x do vozliséa y, ¢e in samo ¢e je xy € E(G) in je levo krajisce kroznega loka ¢(y) enako
desnemu krajis¢u kroznega loka c(z). Pri tem gledamo intervale c¢(v) v smeri urinega
kazalca in je levo (oziroma desno) krajisce kroznega loka c(v) zacetna (oziroma konéna)

tocka kroznega loka c(v).

Lema 2.12 Naj bo G konéen graf in naj bo ¢ r-krozno barvanje grafa G. Ce je D.(G)
aciklicen, potem obstaja 1’-krozno barvange ¢ grafa G, za katerega velja v < 1 in Dy (G)

vsebuje usmerjen cikel.

Dokaz. Denimo, da je D.(G) aciklicen. Za vsako vozlisce z definirajmo nivo I(z) kot
dolzino najdaljse usmerjene poti v D, ki se kon¢a v vozliscu x. Ker je D.(G) aciklicen, taka
pot obstaja. Naj bo xy vozlisée z maksimalnim nivojem. Potem lahko interval (oziroma
krozni lok) ¢(zg) za malenkost premaknemo v desno (t.j. v smeri urinega kazalca), ne
da bi krsili pogoj, da priredimo sosednjima vozlis¢ema disjunktna intervala. Po premiku
postane vozlis¢e x( izolirano vozlisée v ustreznem digrafu. S ponavljanjem tega postopka
dobimo $e eno r-krozno barvanje ¢, tako da digraf D.(G) nima lokov. Torej lahko vsak

interval ¢”’(z) raztegnemo v daljsi interval, recimo v interval dolzine s > 1, ki Se vedno
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ustreza pogoju, da sosednjima vozliS¢éema priredimo disjunktna intervala. Sedaj skréimo
celo kroznico C' v kroznico C' z obsegom r/s. Vsak interval (oziroma krozni lok) dolzine
s na kroznici C' je torej skréen na interval dolzine 1 na kroznici C’. Tako dobimo r/s-
krozno barvanje grafa G.

Ta postopek lahko ponovimo, da dobimo tako r’-krozno barvanje ¢, da je ' < r in
D.(G) vsebuje usmerjen cikel. (To lahko dosezemo v enem samem koraku, ¢e postopek
pravilno uporabimo, vendar ni ni¢ narobe, ¢e uporabimo ve¢ korakov.) S tem smo za-
kljucili dokaz leme 2.12. |

Denimo, da je ¢ r-krozno barvanje grafa G in da je oz ...x,_179 usmerjen cikel
v D.(G). Iz definicije D.(G) sledi, da lahko unijo intervalov c(xo),c(x1),...,c(xp—1)
ovijemo okoli kroznice C' natanko g-krat za neko naravno stevilo ¢q. Ker je obseg kroznice
C enak r, je torej vsota dolzin teh intervalov enaka ¢qr. Po drugi strani pa je vsak izmed
p intervalov ¢(x;) dolzine 1, torej p = qr, iz ¢esar sledi r = p/q. V tem primeru graf G
vsebuje cikel dolzine p in vsako vozlisce grafa G je vsebovano v neodvisni mnozici velikosti
q (ker se unija intervalov c¢(x;) ovije okoli kroznice C' natanko g¢-krat, je zato vsaka tocka
kroznice C' “pokrita” z neodvisno mnozico velikosti ¢).

Ce sedaj uporabimo lemo 2.12, pridemo do zakljucka [44], da ¢e ima graf G r-krozno
barvanje, potem ima G r’-barvanje, za katerega velja v’ < r in v’ = p/q za naravni Stevili
D, q, kjer je p kve¢jemu dolzina najdaljSsega cikla grafa GG, ¢ pa kvec¢jemu velikost najvecje
neodvisne mnozice grafa G. Da bi dolocili krozno kromati¢no stevilo x.(G) grafa G, je
torej dovolj, da ugotovimo, ali je graf G r-krozno obarvljiv, za vsako racionalno stevilo
r=p/q, Kjer je ¢ < a(G) in p < ¢(G) < |V(G)| in je s ¢(G) oznacena dolzina najdaljsega
cikla, z a(G) pa velikost najvecje neodvisne mnozice grafa GG. Ker je takih racionalnih
stevil le konéno mnogo, vedno pridemo do infumuma iz definicije in je x.(G) racionalno
stevilo p/q, kjer je p < ¢(G) in ¢ < a(G) [44].

Problem kroznega barvanja neskonc¢nih grafov je obravnavan v [4, 49]. Krozno kro-
mati¢no Stevilo neskoncnega grafa je lahko iracionalno. Vendar je bilo v [4] pokazano,
da je infimum iz prve definicije kroznega kromati¢nega Stevila dosezen tudi za neskoncéne
grafe. Z drugimi besedami, ¢e je x.(G) = r, potem je graf G r-krozno obarvljiv.

Lema 2.12 velja tudi v drugo stran. ZapiSimo to v naslednji lemi:

Lema 2.13 Ce je graf G r-krozno obarvljiv in ¢e za vsako r-kroino barvanje ¢ grafa

G digraf D.(G) vsebuje usmerjen cikel, potem je x.(G) = r. Torej ima graf G krozno
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kromaticno stevilo x.(G) =, ¢e in samo ¢e je G r-krozno obarvljiv in za vsako r-krozno

barvanje ¢ grafa G digraf D.(G) vsebuje usmerjen cikel.

Za (p,q)-barvanje ¢ grafa G naj bo Dy(G) digraf z mnozico vozlis¢ V(G), kjer je
xy usmerjena povezava, Ce in samo ¢e velja ¢(y) — ¢(x) = ¢ (mod p). Digraf Dy(G) je
analogen digrafu D.(G) za p/g¢-krozno barvanje, imata pa tudi podobne lastnosti. Lema

2.13 velja tudi za Dy4(G), kar bomo zapisali v naslednji lemi, ki je dokazana v [21].

Lema 2.14 Za graf G je x.(G) = p/q, ¢e in samo ce je G (p, q)-obarvljiv in ée za vsako
(p, q)-barvanje grafa G digraf Dys(G) vsebuje usmerjen cikel.

Lemi 2.13 in 2.14 sta zelo uporabni pri doloc¢anju kroznega kromati¢nega stevila grafa.

Naslednji izrek prikazuje uporabo leme 2.14.

Izrek 2.15 Naj bo G graf in X C V(G) podmnoZica mnoZice vozlisc grafa G. Ce je G
(p, q)-obarvljiv, ée je za vsako (p,q)-barvanje f grafa G f(X) =1{0,1,...,p—1} in ée je
zozitev f|X enolicna do permutacije barv, potem je x(G) = p/q.

Dokaz. Privzemimo, da je G graf, ki ustreza pogojem iz izreka. Ker je G (p, ¢)-obarvljiv,
je x<(G) < p/q. Privzemimo nasprotno, da je x.(G) < p/q. Lema 2.14 potem pravi, da
ima G taksno (p, ¢)-barvanje, da je Dy(G) aciklicen. Kot prej definirajmo nivo vozlisca
v digrafa D,(G) kot dolzino najdaljse usmerjene poti, ki se kon¢a v vozliséu v (taksna
pot obstaja, ker je Dy(G) aciklicen). Naj bo v* vozlisce iz X z maksimalnim nivojem.
Naj bo ¢’ preslikava, definirana na naslednji nac¢in: ¢e obstaja usmerjena pot v Dy(G) od
vozliséa v* do vozlisca x, potem je ¢'(x) = ¢(z) + 1 (mod p). Sicer je ¢'(x) = ¢(z). Brez
tezav se prepricamo, da je ¢ tudi (p, ¢)-barvanje grafa G. Se veg, velja ¢'|X = ¢|X, z
izjemo, da je ¢'(v*) # ¢(v*). Torej ¢'| X ne moremo dobiti iz ¢| X s permutacijo barv (ker
so nekatera vozlisca, ki so pobarvana z razlicnimi barvami pri barvanju ¢ sedaj pobarvana

z enakimi barvami pri barvanju ¢'). To pa je v nasprotju z naso predpostavko. |

2.3 Gralfi, za katere velja x.(G) = x(G)

Izrek 2.16 Naj bo x(G) = n. Naj obstaja netrivialna podmnoZica A mnozice V (t.j.
A#Vin A#0) tako da je za vsako n-barvange ¢ grafa G poljuben barvni razred S
barvanja ¢ vsebovan bodisi v mnozici A bodisi v njenem komplementu (torej bodisi S C A

bodisi SN A=10). Potem je x.(G) = x(G).
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Dokaz. Privzemimo, da je A podmnozica mnozice V', ki zados¢a pogojem, navedenim v
izreku, nasprotno pa privzemimo, da je x.(G) = r < n. Naj bo ¢ r-krozno barvanje grafa
GG. Najprej bomo pokazali, da za vsak x € A in vsak y € V' \ A velja c(x) Nc(y) = 0.
Sicer naj bo p € ¢(x) N c(y) za neki vozliséi x € Ainy € V\ A. Vzemimo tocko p in
razporedimo na kroznico C' enakomerno n tock p = py, s, ..., pn. Dolzina kroznega loka
med tockama p; in p;yq je torej r/n < 1, to pa pomeni, da vsak krozni lok ¢(z) enotske
dolzine vsebuje najmanj eno od tock pi,ps,...,p,. Pobarvajmo vozlisée z v grafu G z
barvo i za nek p; € ¢(z), vozliséi x in y pa z barvo 1. To je n-barvanje grafa G, ki vsebuje
barvni razred, in sicer razred z barvo 1, ki pa ni niti v celoti vsebovan v mnozici A niti
v njenem komplementu, kar nasprotuje nasi predpostavki.

Oznacimo P = {p € C : p € ¢(x) za nek x € A}. Potem je c¢(y) N P = () za vsak
y € V\ A. Ker je A netrivialna podmnozica mnozice V', vemo, da je P netrivialna
podmnozica C. Naj bo ¢ robna tocka mnozice P. Lahko je videti, da ¢ ¢ c¢(z) za
katerokoli vozlisée z € V' (pri tem je vsak krozni lok ¢(z) odprta podmnozica C'). Torej
lahko kroznico C' prerezemo v tocki ¢ in tako dobimo r-intervalno barvanje grafa GG, kar

je v nasprotju z naso predpostavko, da je x(G) =n > r. u

Recimo, da je G k-kromaticen graf. Ce G vsebuje k-kromaticen podgraf H, za

katerega je x.(H) = x(H) = k, potem velja
k=X(G) = Xe(G) = Xx(H) = k.

Torej je x.(G) = x(G) = k. Vendar pa je Petersenov graf P primer grafa, ki ne zadosca
pogojem izreka, pa vseeno velja y.(P) = x(P) = 3.

Lema 2.17 Naj bo P Petersenov graf. 'V mnozici V(P) ne obstaja taksna netrivialna
podmnozica A, da bi za vsako 3-barvanje grafa G in za poljuben barvni razred S tega
barvanja veljalo S C A ali SN A = ().

Dokaz. Ce za poljuben par nepovezanih tock grafa P obstaja 3-barvanje grafa, ki tocki
obarva z isto barvo, sta poljubni nepovezani tocki v istem barvnem razredu kakega 3-
barvanja P. Zato je A =0 ali A =V(P), saj je komplement grafa P povezan graf.

Ker je P tockovno tranzitiven graf, je dovolj pokazati, da za izbrano vozlisée v in za
poljubno vozlis¢e u, ki ni sosednje v, obstaja 3-barvanje grafa P, ki vozlis¢i u in v obarva

7 isto barvo.



2.3. Grafi, za katere velja x.(G) = x(G) 35

Slika 2.3: 3-barvanje Petersenovega grafa

Brez skode za splosnost lahko privzamemo, da lezi vozlisée v na zunanjem ciklu grafa
P (slika 2.4) in da poljubno 3-barvanje grafa P obarva vozlisce v z barvo 1. Vozlisce v
ni sosednje s Sestimi vozlisci, ker pa je P simetricen graf, je dovolj pokazati trditev za
vozlis¢a z, y in 2z na sliki 2.4. Na sliki 2.3 vidimo primer 3-barvanja grafa P, ki hkrati

obarva s ¢rno barvo (t.j. barva 1) vozliséa z, y, z in v, kar dokazuje lemo. |

Pokazimo se, da je res x.(P) = x(P) = 3. Lahko je preveriti, da je Petersenov graf

3-kromaticen. Ker je cikel C5 njegov podgraf, velja x.(P) > g Prav tako je cikel Cy

podgraf Petersenovega grafa, zato P ni homomorfen Cj, torej velja
5

5 < XC(P ) < 3.

Zaradi posledice 2.9 lahko x.(P) zavzame le Se vrednosti § ali 3.

Naj bo P’ podgraf Petersenovega grafa na 8 vozliséih (slika 2.5). Graf P’ je podgraf
grafa Kg3, zato je (8,3)-obarvljiv (slika 2.5). Vidimo tudi, da je pri izbranem zacetnem
vozliséu in smeri barvanja (8, 3)-barvanje grafa P’ enolicno doloéeno. Ce sedaj uporabimo
to (8, 3)-barvanje na Petersenovem grafu (slika 2.5), vidimo, da ne moremo dolociti barv

vozlistema x in y. Torej Petersenov graf ni (8, 3)-obarvljiv, zato je

Xe(P) =3 =x(P).

Pogoji iz izreka 2.16 torej niso potrebni in zadostni. Obstajajo Se drugi pogoji, ki
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- S Z

Slika 2.4: Vozlisca, ki bodo obarvana z isto barvo

1 1

VAV
2\

Slika 2.5: Poskus (8, 3)-barvanja Petersenovega grafa

prav tako implicirajo x.(G) = x(G). Izkaze se, da se da vse do sedaj znane zadostne

pogoje izpeljati iz izreka 2.16.
Posledica 2.18 Ce je komplement grafa G nepovezan, potem je x.(G) = x(G).

Dokaz. Ce je komplement grafa G nepovezan, obstajata taksna grafa X in Y, da je
G = X +Y. Torej dobimo G iz disjunktne unije grafov X in Y tako, da povezemo vsako
vozlisce grafa X z vsakim vozliséem grafa Y. Potem ocitno za nobeno barvanje grafa GG
ne ostaja barvni razred, ki bi vseboval vozlisca tako iz V(X)) kot tudi iz V(Y'). Mnozici

V(X) in V(Y) torej zadoscata pogojem izreka 2.16. ]

Poseben primer te posledice je graf GG, ki ima univerzalno vozlisce, to je vozlisce, ki je
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sosednje vsem ostalim vozliséem grafa GG. Ta poseben primer je dokazal Zhu [49], kasneje
pa tudi Guichard [21].

Posledica 2.19 Ce ima graf G univerzalno tocko, potem je x.(G) = x(G).

Posledica 2.20 Ce k-kromaticen graf G vsebuje enolicno k-obarvljiv podgraf, potem je
Xe(G) = X(G) = k.

Dokaz. Ce je H C G enoliéno k-obarvljiv podgraf grafa G, ze vsak barvni razred k-

barvanja grafa H zadoSca pogojem izreka 2.16. Ker velja
k=x(H) = xc(H) < x(G) < x(G) = F,
je Xe(G) = x(G) = k. m

Posledica 2.21 Za wvsaki naravni Stevili n > 1 in g > 3 obstaja graf G z notranjim

obsegom vsaj g in za katerega velja x.(G) = x(G) = n.

Posebna razlicica posledice 2.21 odgovori na vprasanje, ki sta ga zastavila Abbott in
Zhou [1]: Ali obstaja graf G brez 3-ciklov, za katerega velja x.(G) = x(G) =n?

S konstrukcijo takih grafov se je v preteklosti ukvarjalo precej avtorjev, ki so za
dokazovanje uporabili zelo razlicne metode oziroma prijeme. V tem delu bomo pred-
stavili druga¢no metodo konstruiranja grafov z danim kroznim kromati¢nim stevilom. Z
uporabo te metode bomo prikazali preprost nacin konstruiranja grafov GG z notranjim
obsegom vsaj ¢ in kroznim kromati¢nim stevilom x.(G) = r za vsako racionalno $tevilo
r > 2.

Naj bo r = p/q > 2 racionalno stevilo (kjer sta si p in ¢ tuji stevili), @ naj bo graf,
a in b pa naj predstavljata dve razliéni vozlisci grafa Q). Trojici (Q;a,b) recemo krepka

r-krozna nadpovezava, Ce sta izpolnjena naslednja pogoja:
e za vsak |i—j|, > ¢ obstaja (p, ¢)-barvanje c¢ grafa @), tako da je ¢(a) =i in ¢(b) = j;
e za vsak € > 0 in za vsako (r — ¢)-krozno barvanje f grafa Q, velja f(a) N f(b) = 0.

Imejmo sedaj graf G, povezavo e = xy v grafu G ter trojico (Q;a,b), kjer sta a in b
razliéni vozliséi grafa Q. Ce re¢emo, da zamenjamo povezavo e s (Q;a,b), s tem mislimo,
da vzamemo disjunktno unijo grafov G — e in @) ter identificiramo vozlis¢e = z vozlis¢em

a, vozlisce y pa z vozlistem b. Dobljeni graf oznac¢imo z G(e, (Q;a,b)).
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Izrek 2.22 Naj bo x.(G) = r, e = xy naj bo povezava v grafu G, (Q;a,b) pa krepka r-
krozna nadpovezava. Ce zamenjamo povezavo e s (Q;a,b), ima dobljeni graf G (e, (Q; a, b))

krozno kromaticno stevilo Se vedno enako r.

Dokaz. Najbo f (p,q)-barvanje grafa G. Torej je | f(x)— f(y)|, > ¢. Po definiciji krepke
r-krozne nadpovezave lahko barvanje f razsirimo do (p, ¢)-barvanja grafa G(e, (Q;a,b)).
Velja torej x(G(e, (@:a.b))) < p/a.

Pokazati moramo Se, da je x.(G(e, (Q;a,b))) > p/q. Dokazimo s protislovjem. Deni-
mo, da imamo € > 0 in obstaja (r —e)-krozno barvanje c grafa G(e, (Q;a,b)). Po definiciji
krepke r-krozne nadpovezave vemo, da je c(a)Ne(b) = 0. Torej je ¢ (r—e)-krozno barvanje

grafa G, kar je v protislovju s predpostavko, da je x.(G) = r. |

Izrek 2.23 Za vsako racionalno Stevilo r = p/q > 2 in vsako naravno Stevilo g > 3

obstaja graf G z notrangim obsegom vsaj g in x.(G) = r.

Dokaz. Ce imamo tako krepko r-krozno nadpovezavo (Q;a,b), da ima graf Q notranji
obseg vsaj ¢ in razdaljo med vozliséema a in b vsaj g, potem zamenjamo vsako povezavo
grafa K/, s (Q;a,b). Dobljeni graf oznacimo z G 1z izreka 2.22 sledi, da je x.(G) = p/q.
Prav tako se lahko prepricamo, da ima graf G notranji obseg vsaj g.

Pokazati moramo torej Se, da obstaja taka krepka r-krozna nadpovezava (Q; a,b), kjer
ima graf () notranji obseg vsaj g, razdalja med vozlis¢ema a in b pa je vsaj g.

Omejili se bomo le na primer, kjer je » = n naravno Stevilo. Dokaz, kjer r ni naravno
stevilo, je zahtevnejsi, vendar gre za podobno idejo.

Naj bo H graf z notranjim obsegom vsaj g in x(H) = n+ 1. Poleg tega naj za vsako
povezavo e = aa’ grafa H velja x(H —e) = n. (Obstaja kar nekaj postopkov konstrukcije
taksnega grafa.) Dodajmo novo vozlisée b in povezimo vozliséi b in a’. Dobljeni graf
oznac¢imo s (). Pokazali bomo, da je (Q;a,b) iskana krepka n-krozna nadpovezava. Graf
() ima ocitno notranji obseg vsaj ¢, pa tudi razdalja med vozlis¢ema a in b je vsaj g.
Ker graf H ni n-obarvljiv, graf H — e pa je, zaklju¢imo, da obstaja n-barvanje f grafa
H —e, tako da je f(a) = f(a’). Torej za dve razlicni barvi i, j obstaja n-barvanje f grafa
@, tako da velja f(a) =i in f(b) = j. Naj bo € > 0. Pokazati moramo Se, da ¢e je f
(n — €)-krozno barvanje grafa @, potem je f(a) N f(b) = 0. To bo veljalo, ¢e dokazemo,
da je f(a) = f(d), saj je f(b) N f(a') = 0 po definiciji. Privzemimo nasprotno, da za
(n — €)-krozno barvanje f grafa @ velja f(a) # f(a’). Spomnimo se, da f preslika vsako
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vozlisce v grafa () v lok enotske dolzine na kroznici C' dolzine n — €. Naj bo py tocka
na kroznici C, ki lezi na kroznem loku f(a) — f(a’). Zacensi s py postavimo na kroznico
C' v smeri urinega kazalca zaporedoma n tock pg,pi,...,pn_1, tako da je razdalja med
tockama p; in p;_1 enaka (n —¢)/n < 1 za vse i. Za vsako vozlisée v je f(v) lok enotske
dolzine, zato vsak f(v) vsebuje najmanj eno izmed tock p;. Definirajmo n-barvanje ¢
grafa ) na naslednji nacin: ¢(v) = ¢ ¢e in samo ¢e je p; € f(v) in p; ¢ f(v) za vsak j < 1.
To je res nm-barvanje grafa (), saj je vsako vozlisce grafa () obarvano z eno od n barv,
poljubni dve sosednji vozlis¢i pa sta obarvani z razlicnima barvama. Ampak c(a) = 0 in
c(a") # 0, kar pomeni, da je ¢ n-barvanje grafa H, to pa je v nasprotju s predpostavko,

da ima graf H kromatic¢no stevilo enako n + 1. |

Primer, ko » = p/q ni naravno Stevilo, je bolj zapleten. Ce sledimo zgornjemu
postopku, se lahko prepricamo, da je dovolj dokazati obstoj trojice (Q;a,a’), za katero
velja, da ima graf () notranji obseg vsaj g, razdalja med vozlis§éema a in a’ je vsaj g—1, s
tem da je graf H (p, q)-obarvljiv, in za vsako (p, ¢)-barvanje ¢ grafa @ velja f(a) = f(a').

Vidimo, da lahko brez tezav konstruiramo graf H z notranjim obsegom vsaj ¢, tako
da H ni (p,q)-obarvljiv, H — e pa je (p,q)-obarvljiv za vsako povezavo e. (Vzamemo
lahko kar graf H z notranjim obsegom vsaj ¢ in kromati¢nim stevilom [r] + 1 in nato,
¢e je potrebno, odstranimo nekaj povezav tega grafa.) Naj bo sedaj @Q = H — e, kjer je
e = aa’ povezava grafa H. Dobimo trojico (Q;a,a’), kjer je graf @ (p, q)-obarvljiv, pa
tudi, da za vsako (p, q)-barvanje f grafa @ velja |f(a) — f(a')|, < ¢ — 1. Oznacimo

m(Q; a,b) = max{|f(a) — f(d)l, : f je (p,q)-barvanje grafa Q}.

Ce je m(Q; a,b) = 0, kon¢amo. Sicer s pomocjo trojice (Q; a, b) skonstruiramo novo tro-
jico (Q';ad', V), za katero velja m(Q'; a’,t') < m(Q;a,b). Konstrukcija je precej zapletena
in je podrobneje predstavljena v [34], kjer je s pomocjo dobljenih trojic dokazan naslednji

mocnejsi izrek.

Izrek 2.24 Naj bor = p/q > 3, kjer sta p in q tuji naravni Stevili, naj bo g > 3 naravno
stevilo, X naj bo konéna mnoZica in {f; : i = 1,2,...,m} mnoZica preslikav iz mnoZice
X v barve {0,1,...,p — 1}. Potem obstaja graf G z mnozico vozlis¢c V. O X, ki ima

naslednje lastnosti:

1. Notrangi obseg grafa G je vsaj g.
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2. x(G) =p/q.

3. Obstaja natanko m (p, q)-barvanj (do izomorfizma barv) ¢y, ¢, ..., cm grafa G in za

vsak i je zozZitev barvanja ¢; na X enaka f;.

2.4 Grafi, katerih y.(G) je blizu y(G) — 1

Pokazali smo ze, da za vsak graf G velja x(G) —1 < x.(G) < x(G). V prejsnjem razdelku
smo obravnavali primere, ko je x.(G) = x(G). V tem razdelku se bomo dotaknili druge
skrajnosti, t.j. primerov, ko je x.(G) blizu spodnje meje x(G) — 1.

Kot smo ze dejali, krozno kromati¢no stevilo vsebuje ve¢ podatkov o strukturi grafa
kot kromaticno Stevilo. Posledica 2.20 iz prejsnjega razdelka je lep primer tega. Ce je
graf enoli¢no n-obarvljiv, potem ne moremo “prihraniti” nobene barve. Torej je x.(G) =
X(G). Vendar pa po drugi strani, ¢e je graf n-kriticen (t.j. x(G) =nin x(G—v) =n—1
za vsako vozlisce v grafa GG), potem n-te barve skoraj ne potrebujemo. V tem primeru bi
torej lahko “prihranili” nekaj barve, ¢e to gledamo v smislu kroznega kromati¢nega stevila
in ne obicajnega kromaticnega stevila. Guichard je pokazal [21], da ¢e je graf G n-kriticen
in ima notranji obseg vsaj n + 1, potem je x.(G) < x(G). Naslednji izrek [39] prikazuje

povezavo med notranjim obsegom in kroznim kromati¢nim Stevilom n-kriticnega grafa.

Izrek 2.25 Naj bosta m > 1 in t > 1 naravni stevili. Ce v grafu G obstaja vozlisce x,
tako da je G — x m-obarvijiv, in ce je vsak cikel grafa G, ki vsebuje vozlisce x, dolZine
vsaj m(t — 1) 4+ 2, potem je x.(G) < m+ 1/t.

Dokaz. Naj bo ¢ m-barvanje grafa G — x z barvami 1,2,...,m. Usmerimo povezave
grafa (G na naslednji nac¢in. Recimo, da je uv povezava v grafu G. Povezavo usmerimo od
u proti v, ¢e velja bodisi u = = bodisi ¢(u) < ¢(v). Ko smo definirali krozno kromati¢no
Stevilo s pomocjo orientacije, smo rekli, da je za dokaz, da je krozno kromati¢no stevilo
enako p/q, dovolj najti orientacijo, pri kateri za vsak cikel C velja |C|/|CT| < p/q in
|C|/|C~| < p/q. Da bi dokazali izrek 2.25, je torej dovolj pokazati, da za vsak orientiran
cikel C velja |C|/|C~| < m+ 1/t in |C|/|C*| < m + 1/t. Ce cikel C ne vsebuje vozlizca
z, potem je to res, saj G — x ne vsebuje nobene usmerjene poti dolzine m. Ce cikel C
vsebuje vozlisée x, potem je |C| > m(t — 1) + 2. Torej je C'— z pot dolzine vsaj m(t —1).

To pot bomo oznacili s P. Ker P ne vsebuje nobene usmerjeni poti dolzine m, imamo

[P <(m=1)(P7[+1) in [PT[<(m—1)(PT[+1),
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kjer Pt in P~ oznacujeta mnozico naprej oziroma nazaj usmerjenih povezav poti P. Ker
je |P| =|P*|+|P~| > m(t—1), lahko sklepamo, da je |PT| > t—1in |P~| > t—1. Tore]
jelCl/IC™] = (IP[+2)/(IP7|+1) < m+1/tin |C/|CT] = (|P|+2)/(|PT]+1) < m+1/t,

s ¢imer smo zakljucili dokaz. ]

Posledica 2.26 Denimo, da je graf G (n + 1)-kriticen in da je notrangi obseg grafa G
vsaj n(t — 1) + 2. Potem je x.(G) < n+ 1/t.

Meja iz posledice 2.26 je najboljsa meja za krozno kromaticno stevilo kriticnih grafov
v odvisnosti od notranjega obsega. Oglejmo si naslednji primer. Pri n = 3 so 3-kriti¢ni
grafi kar lihi cikli in x.(Cyy1) = 2 + 1/t. Po drugi strani pa naslednji problem ostaja
odprt.

Problem 2.27 Za vsako naravno stevilo n naj g(n) oznacuje najmangjse naravno Stevilo,
tako da za vsak n-kriticen graf G z notranjim obsegom vecjim od g(n) velja x.(G) < x(G).
Koliksna je vrednost g(n)?

Vsekakor je g(n) > 3. Po drugi strani po posledici 2.26 velja g(n) < n. Ce ima
n-kriticen graf G' notranji obseg veéji od n, potem iz posledice 2.26 sledi, da je x.(G) <
n —1/2. Torej je g(3) = 3. Vemo tudi, da je g(4) = 4. Za vsa ostala naravna Stevila n
poznamo le meji 3 < g(n) < n. Ne vemo niti tega, ali je funkcija g(n) morda nepadajoca.

Rezultat g(4) = 4 je izpeljan v [10] kot del studije Mycielskijevih grafov. Ce imamo
graf G z mnozico vozlis¢ V(G) = V in mnozico povezav E(G) = E, je konstrukcija
Mycielskega na grafu G graf M(G) z mnozico vozlisc VU V' U {u}, kjer je V! = {2’ : z €
V'}, in mnozico povezav EU{zy' : zy € E}U{y'u :y € V'}. Vozliscu 2’ recemo dvojcek
vozliséa x (seveda je po drugi strani tudi vozlisce x dvojéek vozlisca z’).

Splosno znano je (glej [29]), da za vsak graf G z vsaj eno povezavo velja w(M(G)) =
w(G@) in x(M(G)) = x(G) + 1. Poleg tega lahko zlahka vidimo, da je, ¢e je graf G
k-kriticen, graf M(G) (k + 1)-kriticen. Naslednji izrek je dokazan v [10].

Izrek 2.28 Ce je x(G) = 3, potem je x.(M(G)) = 4.

Oglejmo si lih cikel Cy,,41, ki je 3-kriticen graf. Potem je M(Cy,11) 4-kriticen graf
s kroznim kromati¢nim stevilom 4. Iz tega sledi, da je g(4) > 4. Ker pa velja g(n) < n,
zakljuc¢imo, da je g(4) = 4.

Naslednji izrek, ki obravnava krozno kromati¢no stevilo Mycielskijevih grafov, je bil
dokazan v [25].
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Izrek 2.29 Denimo, da je x.(G) < x(G) — 1/d. Potem za vsako naravno Stevilo k > 1
velja x.(M*(GQ)) < x(M?**(G)) — 1/d.

M*(G) v izreku je definiran rekurzivno kot M*(G) = M(M*(G)). Ce torej zacnemo
z grafom G, katerega x.(G) je blizu x(G)—1, in na njem zaporedoma uporabimo konstruk-
cijo Mycielskega, dobimo neskonéno mnogo grafov G', katerih x.(G’) je blizu x(G’) — 1.
Ce je graf G barvno kriti¢en, potem so tudi grafi G, ki jih dobimo z zaporedno uporabo
konstrukcije Mycielskega na grafu G, barvno kriticni.

Izrek 2.25 namiguje, da imajo n-kriticni grafi G krozno kromati¢no stevilo blizu n — 1.
Vendar pa obstaja mnogo n-kritiénih grafov G, za katere velja x.(G) = x(G). Naj bo
n > 4. Za vsako naravno stevilo 1 < r < n — 3 lahko vzamemo r-kriticen graf H in
(n — r)-kriticen graf H'. Potem je H + H' n-kriticen graf, za katerega velja y. = x
(glej posledico 2.18). Tako skonstruirani grafi vedno vsebujejo vozlisce visoke stopnje.
Zhou je v [44] zastavil vprasanje, ali obstaja poljubno velik n-kriticen graf G z majhno
maksimalno stopnjo, za katerega velja x.(G) = x(G). Pokazal je, da obstajajo poljubno
veliki 4-kritiéni 4-regularni grafi G, za katere velja x.(G) = x(G) = 4. Vendar pa za
n > 5 ostaja odprt problem, ali obstajajo poljubno veliki n-kriti¢ni grafi GG, za katere
velja x.(G) = x(G) = n in katerih maksimalna stopnja vozlis¢ grafa, A(G), je omejena s

funkcijo stevila n.

2.5 Krozni pretoki

Naj bo G graf in naj D ozna¢uje orientacijo tega grafa. Pretok grafa G (glede na ori-
entacijo D) je preslikava f : E(D) — R, ki vsakemu loku e = xy v orientaciji D priredi

realno Stevilo f(e), tako da za vsak prerez B grafa G velja

Yo fle)=) fle).

ec B+ e€EB~

Tu smo z B oznacili mnozico povezav med podmnozicama mnozice vseh vozlis¢ grafa G.
Oznaéili ju bomo z S in S, kjer je S € V(G) in S = V(G)\S. V enachi je z BT oznacena
mnozica povezav, usmerjenih od S proti S, medtem ko B~ ozna¢uje mnozico povezav,
usmerjenih od S proti S. Za realno stevilo r > 2 je r-pretok grafa G glede na orientacijo
D tak pretok f, da za vsak lok e velja 1 < |f(e)| < r—1. Naj bo f r-pretok grafa G glede

na orientacijo D in naj bo D’ orientacija, ki jo dobimo iz orientacije D, ¢e zamenjamo
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1

lok e = zy z nasprotnim lokom e~! = yz. Ce oznacimo f(e~!) = —f(e), dobimo r-pretok

grafa GG glede na D'. Torej, ¢e ima neka orientacija grafa G r-pretok, potem ima r-pretok
vsaka orientacija in lahko preprosto recemo, da ima graf G r-pretok. KrozZno pretoéno

tevilo ¢.(G) grafa brez prereznih povezav G je definirano kot
¢.(G) = min{r : G ima r-pretok}.

Ekvivalentno lahko za naravni stevili p > 2¢ > 2 definiramo (p, q)-pretok kot preslikavo
f:E(D)—{*q,x(qg+1),...,£(p— q)}, tako da za vsak prerez B grafa G velja

Yo fle)=) fle).

e€BT e€B~

V tem primeru je krozno pretocno stevilo grafa brez prereznih povezav definirano kot

¢(G) = min{p/q : G ima (p, q)-pretok}.

Ce je ¢ = 1, potem (p, 1)-pretok f imenujemo nikjer-nicelni p-pretok. Pretocno stevilo

¢(G) grafa G brez prereznih povezav je definirano kot
®(G) = min{p : obstaja nikjer-nic¢elni p-pretok grafa G}.
Iz definicije sledi, da za vsak graf G velja
A(G) = 1< ¢e(G) < $(G).
Krozno pretoéno Stevilo grafa lahko definiramo tudi s pomocjo orientacij. Naj bo D
orientacija grafa G in C cikel v G. Neuravnotezenost prereza B (glede na D) je

|B] |B|
I — il
mbp(C) max{|B 1B

Prerezna neuravnoteZenost orientacije D je definirana kot
Cutlmb(D) = max{Imbp(B) : B je prerez grafa G}.

Ko smo definirali krozno kromaticéno stevilo, smo omenili, da ¢e vzamemo nezaokrozeno
vrednost ciklicne neuravnotezenosti (glej podrazdelek 2.1.4), dobimo ravno krozno kro-

matic¢no stevilo grafa. Podobno imamo v tem primeru

¢e(G) = min{Cutlmb(D) : D je aciklicna orientacija grafa G'}.
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2.5.1 Hipoteze o pretokih

Eno od osnovnih vprasanj glede pretocnega sStevila in kroznega pretocnega Stevila so
mozne vrednosti preto¢nega Stevila in kroznega preto¢nega stevila grafa glede na poveza-
nost po povezavah. Ce ima graf G prerezno povezavo, potem G nima r-pretoka za noben
r in ¢(G) ter ¢.(G) nista definirana (oziroma jima damo vrednost co). Omenimo tri
znane Tutteove hipoteze [40], pri katerih se preto¢no Stevilo grafa nanasa na njegovo

povezavno povezanost.
Hipoteza o 5-pretoku. Vsak graf G brez prerezne povezave ima ¢(G) < 5.

Hipoteza o 4-pretoku. Vsak graf G brez prerezne povezave in brez Petersenovega

minorja ima ¢(G) < 4.
Hipoteza o 3-pretoku. Vsak povezavno 4-povezan graf G ima ¢(G) < 3.

Vse tri hipoteze so Ze dolgo ¢asa odprte, imamo pa naslednji izrek, ki je skupek
dognanj iz [30, 35, 48].

Izrek 2.30 (a) Za vsako racionalno stevilor € [2,5] obstaja graf G s kroznim pretocnim
stevilom ¢.(G) =r.

(b) Za vsak r € [2,4] obstaja ravninski graf (in zato tudi graf brez Petersenovega mi-

norja) G s kroznim pretoénim Stevilom ¢.(G) = r.

(¢c) Za vsak r € [2,3] obstaja povezavno 4-povezan (ravninski) graf G s kroznim pretoc-

nim Stevilom ¢.(G) = r.

Naslednja pomembna hipoteza, ki jo je predstavil Jaeger [26], je posplositev hipoteze
o b-pretoku ter hipoteze o 3-pretoku in povezuje krozno preto¢no stevilo in povezanost

grafa:
Hipoteza o (2+1/k)-pretoku. Vsak povezavno 4k-povezan graf G ima ¢.(G) < 2+1/k.

Hipoteza pravi, da imajo grafi brez majhnih prerezov majhno krozno pretocno stevilo.
Da bi imel graf majhno krozno pretoc¢no stevilo, je o¢itno pomembno, da v grafu ni

majhnih lihih prerezov. Definirajmo liho povezanost po povezavah grafa G kot najmanjse
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liho Stevilo k, za katero obstaja prerezna povezava moci k. Glede na lihe povezanosti je

Zhang [42] nadgradil Jaegerjevo hipotezo v mocnejso verzijo:

Hipoteza o (2+ 1/k)-pretoku (moé¢nejsa razli¢ica). Vsak graf G z liho povezanostjo
po povezavah vsaj 4k + 1 ima ¢.(G) < 2+ 1/k.

Pri k =1 je ta hipoteza kar hipoteza o 3-pretoku, pri £ = 2 pa pridemo do hipoteze
o 5-pretoku. Da bi to pokazali, denimo, da je hipoteza o (2 + 1/k)-pretoku veljavna za
k = 2. Da bi dokazali, da je hipoteza o 5-pretoku veljavna, je dovolj pokazati, da ima
vsak povezavno 3-povezan kubi¢ni graf G nikjer-nic¢elni 5-pretok [43]. Zamenjajmo vsako
povezavo grafa GG s tremi vzporednimi povezavami. Dobljeni graf G’ je povezavno 9-
povezan in ima zato krozno pretocno Stevilo ¢.(G') < 5/2. Naj bo D orientacija grafa G
in D’ orientacija grafa G, ki jo dobimo iz D, tako da zamenjamo vsak lok orientacije D s
tremi loki, usmerjenimi v isto smer. Naj bo f (5, 2)-pretok na D’. Za vsak lok a orientacije
D naj ay, as, az oznacujejo tri vzporedne loke orientacije D', s katerimi zamenjamo lok a.
Potem je g(a) = [f(a1) + f(az2) + f(a3)] (mod p) nikjer-nicelni Zs-pretok na D, iz Gesar
sledi ¢(G) < 5 [43].

Kljub temu, da so hipoteze o 5-pretoku, 4-pretoku in 3-pretoku Se odprte, pa so
njihove zozitve na ravninske grafe dokazane. Hipoteza o 5-pretoku se namre¢ prevede
na izrek o petih barvah [14], hipoteza o 4-pretoku se prevede na izrek o Stirih barvah
[37], medtem ko se hipoteza o 3-pretoku prevede na Grotzschev izrek [19]. Za hipotezo o
(24 1/k)-pretoku pa njena zozitev na ravninske grafe ostaja odprt problem. Za ravninske
grafe je krozno pretocno stevilo grafa GG enako kroznemu kromaticnemu stevilu njegovega
geometrijskega duala G*. Liha povezanost po povezavah grafa G je ekvivalentna lihemu
notranjemu obsegu grafa G*. Torej je zozitev moc¢nejSe verzije hipoteze o (2 + 1/k)-

pretoku na ravninske grafe ekvivalentna naslednji hipotezi:

Hipoteza o (2 + 1/k)-pretoku za ravninske grafe (mocnejsa razlicica). Vsak

ravninski graf G z lihim notranjim obsegom vsaj 4k 4+ 1 ima x.(G) < 2+ 1/k.

Krozno kromaticno Stevilo ravninskih grafov z velikim notranjim obsegom ali velikim
lihim notranjim obsegom je preucevano v vecih studijah. Najboljsi znani rezultat je

naslednji izrek, ki ga bomo dokazali v nadaljevanju diplomskega dela:
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Izrek 2.31 Ce je G ravninski graf z lihim notranjim obsegom vsaj 20];_2

2+ 1/k.

, potem je x.(G) <



3 Deljeno barvanje

Oglejmo si sedaj eno od posplositev obicajnega barvanja grafov. Vendar pa tokrat
posameznemu vozlisS¢u ne bomo dodelili ene barve, temve¢ bomo vsakemu vozliséu dodelili
mnozico k barv, ob tem pa bomo zahtevali Se, da sta sosednjima vozliS¢ema dodeljeni
disjunktni mnozici barv. Takemu dodeljevanju barv recemo k-terno barvanje, oziroma
k-terno n-barvanje, ¢e izbiramo med n barvami. (Pri tem bomo vedno privzeli, da je
0 < k < n.) Po tej definiciji je 1-terno n-barvanje ocitno kar obicajno n-barvanje. Slika

3.1 prikazuje 2-terno 5-barvanje cikla Cs.

1,2

4,5 3.4

23 5.1

Slika 3.1: 2-terno 5-barvanje cikla Cs

Spet lahko vidimo, da so taka multibarvanja homomorfizmi v ustrezne ciljne grafe.
Oznacimo s K (n, k) graf, ¢igar mnozica vozlis¢ so ravno vse razlicne podmnozice mnozice
X ={1,2,...,n} s k elementi, kjer sta dve vozlii¢i sosednji, e in samo ¢e sta jima
dodeljeni disjunktni podmnozici. To pomeni, da je k-terno n-barvanje grafa G' natanko
homomorfizem iz grafa G v graf K(n,k). Tem grafom K(n,k) recemo Kneserjevi grafi.
Naslednja trditev nam pove, da Kneserjevi grafi vsebujejo ustrezne krozne grafe. Tako
spet pridemo do zakljucka, da so Kneserjevi grafi za deljeno barvanje ravno to, kar so

polni grafi za obicajno barvanje in krozni grafi za krozno barvanje.

47
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Trditev 3.1 Krozni graf K,;, je izomorfen induciranemu podgrafu Kneserjevega grafa
K(p,q).

Dokaz. Sestavimo graf K (p,q) iz mnozice X = {0,1,...,p— 1}. Iz definicij grafov K,
in K (p, q) sledi, da je preslikava, ki vsakemu vozliscu = 0,1,...,p—1 grafa K, , priredi
g-terico {x,x +1,..., 2 + q — 1} grafa K(p,q), izomorfizem grafa K,,, v podgraf grafa
K(p,q), ki je induciran s temi “krozno zaporednimi” podmnozicami s ¢ elementi. Na
sliki 3.2 je prikazano, da je graf K5/, (oznacen je s temnejsimi povezavami) podgraf grafa
K(5,2). n

1,2

4,5 3,4

e\

2,3 1,5

Slika 3.2: Petersenov graf K (5,2) vsebuje K5/, kot induciran podgraf

Deljeno kromaticno stevilo grafa G, oznacimo ga s x(G), je infimum po vseh ulomkih
n/k, za katere v grafu G obstaja k-terno n-barvanje. S slike 3.1 je razvidno, da je deljeno
kromati¢no stevilo cikla Cs najve¢ 5/2. Kasneje bomo s posledico 3.7 pokazali, da je
deljeno kromati¢no stevilo cikla Cs natanko 5/2. Za fiksno stevilo k je najmanjse Stevilo
n, za katero v grafu G obstaja k-terno n-barvanje, imenovano k-terno kromaticno Stevilo
grafa G in ga oznacimo s x*(G). Torej je x (@) = inf x*(G).

Trditev 3.1 nas pripelje do naslednjega zakljucka o spodnji meji kroznega kromaticnega

stevila x.(G) (zgornjo mejo poznamo ze iz trditve 2.1):

Posledica 3.2 Za vsak graf G velja x;(G) < x.(G) < x(G).
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Ker je x¢(G) infimum po ulomkih n/k, za katere obstaja homomorfizem G — K(n, k),
tudi tu velja monotonost deljenega kromati¢nega stevila glede na homomorfizme, podobno

kot smo videli ze v trditvi 2.6 in posledici 1.7.
Trditev 3.3 Ce je G — H, potem je x;(G) < x;(H).

Deljeno kromaticno stevilo je v bistvu resSitev linearnega programa. Formulirajmo
za zacetek obi¢ajno kromatic¢no Stevilo kot 0,1 linearni program. Naj bo G graf in naj
bo x; 0,1 spremenljivka za vsako neodvisno mnozico vozlis¢ I C V(G). Potem lahko
n-barvanje grafa GG predstavimo kot mmnozico n neodvisnih mnozic I, ki predstavljajo
particijo mnozice V(G). Ce dolo¢imo vrednosti z; = 1 za neke mnozice I in vrednosti

xy = 0 za ostale mnozice I, imamo resitev naslednjega sistema:

E;U[:’I’L

Zml = 1, zavse v € V(G).

Prva enacba pravi, da je bilo izbranih natanko n neodvisnih mnozic I, druga pa, da je
vsako vozlisce v grafa G vsebovano v natanko eni izmed izbranih neodvisnih mnozic. Velja
pa tudi obratno: vsaka 0,1 resitev zgornjih enacb doloc¢a n-barvanje grafa G. Zapisimo

vse to v naslednjem izreku.

Izrek 3.4 Kromaticno stevilo x(G) grafa G je enako optimalni vrednosti celostevilskega

linearnega programa

min g Ty
I

E xr =1, za vse v € V(G)
vel
xr = 0,1, za vse neodvisne mnozice 1.

Oglejmo si sedaj zvezno posplositev tega celostevilskega linearnega programa. Kaj bi
se zgodilo, ¢e bi mozne vrednosti spremenljivke x; = 0,1 posplosili do xz; > 07 Ocitno
vrednost spremenljivke x; ne sme biti ve¢ja od 1, torej nam vrednost x; pomeni “stopnjo
izbranosti” neodvisne mnozice I. To lahko podkrepimo Se z dejstvom, da ima linearni pro-

gram s celostevilskimi koeficienti optimum z racionalnimi vrednostmi svojih spremenljivk
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[11]. Denimo torej, da imamo racionalni optimum z; naSega linearnega programa, kjer
je I neodvisna mnozica. Nas§ program je omejen, zato optimum obstaja. Privzamemo
lahko, da imajo vsi ulomki x; isti imenovalec k. Ce enacbo pomnozimo s tem Stevilom

k, dobimo celostevilske vrednosti spremenljivk z;. Ce ima vsota
2w
I
vrednost n, to pomeni, da smo izbrali n neodvisnih mnozic (isto mnozico lahko izbremo
tudi veckrat), ki pokrijejo vsako vozlisce grafa G natanko k-krat, kar pomeni, da imamo k-
terno n-barvanje grafa G. Ker smo ena¢bo pomnozili s k, ima originalna resitev vrednost
n/k. Po drugi strani pa je o¢itno, da vsako k-terno n-barvanje grafa G predstavlja resitev
linearnega programa, saj k-terno n-barvanje ustreza n neodvisnim mnozicam I, ki k-krat

pokrijejo vsako od vozlisé. Torej, ¢e vsaki spremenljivki z; dodelimo vrednost 1/k, imamo

resljiv program, katerega resitev ima vrednost n/k. Zberimo vse to v naslednjem izreku.

Izrek 3.5 Deljeno kromaticno Stevilo grafa G je najmangsi ulomek n/k, tako da za graf

G obstaja k-terno n-barvangje. Poleg tega je x ;(G) vedno racionalno stevilo.

Preden zaklju¢imo z linearnimi programi, vidimo, da lahko nas program preuredimo

vV program
ming Ty
I

Za:; > 1, zavse v € V(Q)

vel

xy > 0, za vse neodvisne mnozice I,
ne da bi s tem spremenili njegovo resitev. Vsako resitev tega spremenjenega programa
namre¢ lahko spremenimo v reSitev originalnega programa na naslednji nacin: ¢e za vo-
zlisce v velja ) ., x; > 1, zmanjSamo vrednost nekaterih spremenljivk x;, kjer je I
neodvisna mnozica in v € I, po drugi strani pa za isto vrednost povec¢amo vrednost spre-
menljivk z;_, (podmnozica neodvisne mnozice je spet neodvisna). Za nas spremenjeni

program lahko formuliramo dual na naslednji nacin:
max Z Yo

Z Yo < 1, za vse neodvisne mnozice [
vel
y, >0, zavse v € V(G).
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V tem linearnem programu dodelimo nenegativne vrednosti y, vozlis¢em grafa G, tako
da je vsota vrednosti po vseh neodvisnih mnozicah najvec 1, pri tem pa skusamo maksi-
mizirati vsoto po vseh vrednostih vozlisé. Ce so vse vrednosti y, celostevilske (v nasem
primeru bi bilo to ali 0 ali 1), je z mnozico vseh vozlis¢ v z y, = 1 definirana maksimalna
klika grafa G. Resitev tega linearnega programa zato imenujemo deljeno klicno stevilo
grafa G.

Deljeno kliéno stevilo smo definirali zato, ker si z njim pomagamo pri dolocevanju
spodnje meje deljenega kromaticnega stevila x¢(G). Vsaka resitev y, (kjer je v € V(G))
dualnega linearnega programa nam da spodnjo mejo > vy, < x¢(G).

Potem velja

xf(G) >

o113

Posledica 3.7 Za vsako naravno Stevilo k velja
Xf(CQk—i-l) =2 + l/k

Dokaz. Ker je Cory1 = Kortr)/k, velja xp(Cort1) < Xe(Cops1) = 2 + 1/k (k-terno
2k + 1-barvanje cikla Cyy41 je za primer k = 2 prikazano na sliki 3.1). Po drugi stani pa
je xf(Caks1) > (2k + 1)/k po posledici 3.6. u



4 Orientirano in acikli¢no barvanje

V tem poglavju se bomo ukvarjali z usmerjenimi grafi (oz. digrafi) brez veckratnih
povezav (t.j. lokov) med vozlisci. Orientacija (neusmerjenega) grafa G je digraf, ki ga
dobimo iz grafa G, ¢e vsaki povezavi dodelimo eno izmed dveh moznih usmeritev. Kot v
primeru obicajnega barvanja grafov lahko tudi barvanje usmerjenih grafov predstavimo
s pomoc¢jo homomorfizmov. Orientirano k-barvanje usmerjenega grafa H je particija

mnozice V(H) na k barvnih razredov, tako da velja:
(7) nobeni dve sosednji vozlis¢i ne pripadata istemu barvnemu razredu;
(73) vsi loki med dvema barvnima razredoma morajo biti enako usmerjeni.

Orientirano kromaticno $tevilo usmerjenega grafa H, oznaceno z x,(H), definiramo
kot najmanjse naravno Stevilo k, za katerega obstaja orientirano k-barvanje grafa H,
oziroma ekvivalentno, kot najmanjse stevilo vozlis¢ usmerjenega grafa H’', za katerega
obstaja homomorfizem H — H’. To idejo lahko razsirimo na neusmerjene grafe G na
naslednji na¢in. Orientirano kromati¢no stevilo grafa G' (tudi tega oznac¢imo s x,(G)) je
definirano kot maksimum orientiranih kromati¢nih stevil x,(G’) po vseh orientacijah G’
grafa (G. Orientirano kromatic¢no stevilo grafa G je torej orientirano kromatic¢no stevilo
“najslabse” izmed orientacij grafa G.

Opazimo lahko, da iz pogojev (i) in (i7) sledi, da morata biti dve poljubni vozlisé,
ki sta povezani z usmerjeno potjo dolzine 1 ali 2, obarvani z razlicnima barvama v
kateremkoli orientiranem barvanju. Tako dobimo, na primer, da je orientirano kromati¢no
Stevilo usmerjenega cikla na petih vozlis¢ih ravno 5. Po drugi strani pa je Xo(éﬁ) = 3.
To lastnost lahko drugace povemo s tem, da re¢emo, da homomorfizmi usmerjenih grafov

“ohranjajo” usmerjene poti dolzine 2 (slika take poti je spet usmerjena pot dolzine 2).

naj bo najve¢ k. Obstaja 2™ razliécnih orientacij tega grafa, vsaka od particij vozlis¢ v
k razredov pa je lahko orientirano k-barvanje za najvec 2(2) teh orientacij. Ker je takih
particij najve¢ k™, dobimo neenacbo

:

om < 9(3) . g, (4.1)

52
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Oglejmo si naslednji primer. Na sliki 4.1 vidimo graf, ki ga dobimo iz polnega grafa
K,, ¢e vsako povezavo tega grafa razpolovimo z novim vozliséem (na sliki 4.1 je primer
za n = 5). Kromati¢no stevilo dobljenega grafa je 2, saj je graf dvodelen, vendar pa je
njegovo orientirano kromati¢no stevilo vsaj n, saj lahko povezave v grafu usmerimo tako,
da je vsak par zacetnih vozlis¢ (to so vozlisca, ki dolocajo graf K,,) povezan z usmerjeno

potjo dolzine 2 in morajo biti zato obarvana z razlicnimi barvami.

Slika 4.1: Dvodelen graf z orientiranim kromati¢nim stevilom ve¢jim od 4

Trditev 4.1 Ce je G drevo, potem je x.(G) < 3.

Dokaz. Iz vsakega drevesa z usmerjenimi povezavami obstaja homomorfizem v Cs (t.].
usmerjen 3-cikel). Poljubno si izberemo sliko enega izmed vozlis¢ drevesa, nato pa po
definiciji homomorfizma rekurzivno dolo¢imo ostale slike. Denimo, da vozliste v pre-
slikamo v vozlisce ¢ cikla C_;g. Ce je vw lok v drevesu G, potem preslikamo vozlisée w v
vozlisée i + 1 (po modulu 3). Podobno, ¢e je uv lok v grafu GG, preslikamo vozlisce u v

vozlisée i — 1 (po modulu 3). ]

Z enakim dokazom se prepricamo, da iz vsakega drevesa z usmerjenimi povezavami
obstaja homomorfizem v usmerjen 4-cikel, t.j. Cj4. Se ve¢, iz drevesa z usmerjenimi
povezavami, ki je obarvano z dvema barvama (kjer sta sosednji vozlis¢i vedno obarvani

z razlitnima barvama), obstaja homomorfizem v Cj, tako da preslikamo vozliséa, ki so
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obarvana z eno barvo v vozliséi 0 oziroma 2, vozlisca druge barve pa v vozliséi 1 oziroma
3 (kjer so z 0,1, 2,3 oznacena vozlis¢a usmerjenega cikla 64).

V splosnem ni res, da je orientirano kromaticno stevilo grafa G kvec¢jemu enako naj-
veCjemu orientiranemu kromati¢nemu stevilu njegovih komponent. Kot primer vzemimo
usmerjen 3-cikel A in tranzitivno trojico B. Ta dva grafa sta prikazana na sliki 4.2.
Orientirano kromaticno stevilo vsakega od njiju je 3, vendar pa je orientirano kromati¢no
stevilo njune disjunktne unije enako 4. Po drugi strani pa iz zgornje trditve in sledecih
opazk sledi, da za vsak gozd z usmerjenimi povezavami obstaja orientirano 3-barvanje in
da iz vsakega gozda z usmerjenimi povezavami, obarvanega z dvema barvama, obstaja
homomorfizem v 64, kjer slikamo vozlisca ene barve v soda vozlisca, vozlis¢a druge barve

pa v liha.

A B

Slika 4.2: Digraf z orientiranim kromati¢nim stevilom 4

Oglejmo si sedaj povezavo med orientiranim barvanjem in naslednjo obliko barvanja.
Aciklicno k-barvanje grafa G je k-barvanje grafa GG v obicajnem smislu, kjer je vsak
cikel obarvan z vsaj tremi barvami. Z drugimi besedami, barvanje grafa G je acikli¢no,
¢e je vsak podgraf grafa (G, induciran z dvema barvnima razredoma, gozd. Acikli¢no
kromati¢no stevilo, x,(G), grafa G je najmanjse naravno Stevilo k, za katerega obstaja
aciklicno k-barvanje grafa G.

V [9] je dokazano, da v vsakem ravninskem grafu obstaja aciklicno 5-barvanje. Ta
dokaz je zelo obsezen, zato ga bomo spustili. Dokazano je tudi, da je ocena o aciklicnem
5-barvanju najboljsa mozna. To pomeni, da obstajajo ravninski grafi, za katere ne obstaja

aciklicno 4-barvanje.
Izrek 4.2 Ce v grafu G obstaja aciklicno k-barvange, potem je xo(G) < k - 281,

Dokaz. Oznacimo s c aciklicno k-barvanje grafa G. Vzemimo poljubni barvi i in 7, 7 < j.

Mnozica vozlis¢ v iz grafa G, za katere velja c(v) = i ali ¢(v) = j, inducira gozd v grafu G.
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Oznacimo ga z F; ;. Vsaka orientacija G’ grafa G' doloca ustrezno orientacijo F}; gozda
F] ;. Pri tem so vozlisca grafa F} ; obarvana z i in j, tako da sta sosednji vozlisci obarvani
z razlicnima barvama. Kot smo ze ugotovili, obstaja homomorfizem c¢;; : F; — Cy, ki
vsa vozlisca v, za katera je c(v) = i, preslika v soda vozlisca cikla C}, vsa vozlisca, za
katera je c¢(v) = j pa v liha vozlis¢a cikla Cy.

Definirajmo sedaj preslikavo na mnozici vozlis¢ orientacije G'. Vsako vozlisce v iz G’
pripada k — 1 gozdovom, ki so obarvani z dvema barvama. Naj bo c(v) = [. Potem

vozliscée v lezi v orientiranih gozdovih
/ / / / /
Fl,l: FZ,I? T >Fl—1,l’ Fl,l-ﬁ-l? Tt 7Fl,l~c'
Definirajmo

f(v) = (Ler(v),ca.(v), .. a—10(0), cur1(vV), - .. (V).

Stevilo vrednosti, ki jih lahko zavzame f, je k- 2F~!, saj imamo k moznih vrednosti za
[, za vsakega od teh pa lahko vsaka druga komponenta f(v) zavzame le eno izmed dveh
moznih vrednosti (za ¢;; sta ti vrednosti 0 ali 2, za ¢;; pa 1 ali 3).

Trdimo, da je f orientirano barvanje grafa G’. Jasno je, da so sosednja vozlisca
razlicno obarvana, saj so razlicno obarvana ze pri barvanju c. Preveriti moramo torej
e, da je homomorfna slika f(G’) usmerjen graf, t.j. ne obstajata loka zy, 2t € E(G’),
za katera bi veljalo f(z) = f(¢) in f(y) = f(2). Privzemimo nasprotno, da sta xy in zt
taksna loka. Potem je c¢(z) = ¢(t) in ¢(y) = ¢(z). Brez 8kode za splosnost privzemimo,
da je c(z) = c(t) =i < j = c(y) = c(z). Potem so x,y, z,t vozlisca grafa F}; in ¢;;
homomorfizem iz F}; v Cy. To pa je nemogoce, saj iz tega sledi, da sta ¢; j(z)c; ;(y) in

¢ij(2)ci;(t) = ¢ j(y)ei j(x) loka v orientiranem ciklu Cy. ]
Posledica 4.3 Vsak usmerjen ravninski graf je orientirano 80-obarvljiv.

Dokaz. Omenili smo zZe, da je v [9] dokazano, da v vsakem ravninskem grafu obstaja

aciklicno 5-barvanje. Ce k = 5 vstavimo v izrek 4.2, dobimo y,(G) < 80. n

V naslednji posledici omenimo nekaj grafov z omejenim orientiranim kromaticnim
stevilom. Pojmov drevesna Sirina in rod, ki se pojavljata v posledici, v nadaljevanju ne
bomo vec srecali, zato jih ne bomo posebej definirali. Definiciji teh dveh pojmov si lahko
ogledate v [14].
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Posledica 4.4 Grafi z omejeno stopnjo vozlis¢, omejeno drevesno sirino ali omejenim

rodom, imajo omejeno orientirano kromaticno Stevilo.

Dokaz. 1z [12] vemo, da imajo grafi z omejeno stopnjo vozlis¢, omejeno drevesno Sirino
ali omejenim rodom, omejeno aciklicno kromaticno stevilo, torej je po izreku 4.2 omejeno

tudi njihovo orientirano kromati¢no stevilo. |

Zmano je, da obstajajo usmerjeni ravninski grafi z orientiranim kromati¢nim stevilom
vsaj 16 [38]. Konstrukcija takih grafov je precej zapletena, zato bomo na sliki 4.3 pred-
stavili usmerjen graf z orientiranim kromati¢nim stevilom 15. Zlahka se lahko prepri¢amo,
da med dvema nesosednjima vozliStema obstaja usmerjena pot dolzine 2. Torej ne ob-
staja homomorfizem v manjsi usmerjen graf. Orientirano kromati¢no stevilo tega grafa

je zato enako Stevilu njegovih vozlis¢, to pa je 15.

S S
rd rd

S S
7 7

Slika 4.3: Ravninski graf z orientiranim kromati¢nim Stevilom 15

Izrek 4.5 Vsak usmerjen zunanje ravninski graf je orientirano 7-obarvljiv.

Dokaz. Pokazali bomo, da iz vsakega usmerjenega zunanje ravninskega grafa obstaja
homomorfizem v turnir kvadraticnih ostankov 7' na sedmih vozliscih, ki je prikazan na
sliki 4.4. Vozlisca so 0, 1,2, 3,4, 5,6, loki pa 77, za katere velja, da je j —¢ kongruentno 1, 2
ali 4 po modulu 7. Privzemimo nasprotno, da je G minimalni protiprimer, torej usmerjen
zunanje ravninski graf, za katerega ne obstaja homomorfizem v 7" in ima najmanjse Stevilo

vozlis¢c. Privzamemo lahko, da je G maksimalen zunanje ravninski graf. Torej G vsebuje
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Slika 4.4: Turnir kvadraticnih ostankov 7' na sedmih vozliséih

vozlisée x, ki je sosednje z natanko dvema vozliséema y, z. Oznacimo z G’ usmerjen graf,
ki ga dobimo iz G, ¢e odstranimo vozlis¢e = in dodamo lok yz, ¢e yz, zy ¢ E(G). Potem
je G’ tudi zunanje ravninski graf in obstaja homomorfizem v T'. Sliki vozlis¢ y in z sta
dve razlicni vozlis¢i grafa T'. Graf T ima to lepo lastnost, da za poljubni dve razli¢ni

v izbranih smereh. Torej lahko homomorfizem iz G’ v T razsirimo do G. ]

Na sliki 4.5 je predstavljen zunanje ravninski graf G z orientiranim kromati¢nim
stevilom x,(G) = 7. (Opazimo lahko, da je ravninski graf s slike 4.3 sestavljen iz dveh
kopij tega grafa G.)

S
7
S

Slika 4.5: Zunanje ravninski digraf z orientiranim kromati¢nim stevilom 7

Med orientiranim in aciklicnim kromati¢nim Stevilom obstaja zelo mocéna povezava.

Ne samo, da je orientirano kromati¢no stevilo omejeno s funkcijo aciklicnega kromaticnega
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stevila, ampak velja tudi obrat. Tudi aciklicno kromati¢no stevilo grafa je omejeno z
njegovim orientiranim kromati¢nim stevilom.
Prikazimo za zacetek mejo v smislu orientiranega kromaticnega stevilo. Pri tem bomo

privzeli, da lahko povezave grafa pokrijemo z omejenim Stevilom dreves.

Trditev 4.6 Naj bo G graf. Denimo, da je x,(G) < k in da lahko E(G) razbijemo na q
gozdov. Potem je xo(G) < k7.

Dokaz. Privzemimo, da so 14,75, ..., T, gozdovi, katerih mnozice povezav predstavljajo
particijo mnozice E(G). Naj bo G poljubna orientacija grafa G in naj bo G; orientacija,
dobljena iz G, ¢e obrnemo vse loke v T;, i = 1,2,...,q. Naj bo f; orientirano k-barvanje
orientacije G;. Sedaj lahko definiramo aciklicno barvanje grafa G, tako da vsakemu
vozliséu = dodelimo barvo (fo(z), fi(z),..., f,(z)). Sosednji vozliséi grafa G sta ocitno
obarvani z razlicnima barvama, saj jima vsak f; dodeli razli¢no sliko. Privzemimo, da v
grafu G obstaja cikel C', katerega vozlis¢a so alternirajo¢e obarvana z dvema barvama,
na primer z barvama
(ag,an,...,aq) in  (bo,b1,...,0y).

Ker je fo orientirano barvanje grafa Gy, so vse povezave (oziroma v nasem primeru
by, usmerjene v isto smer. Torej je cikel C' v GGy orientiran, vendar ne vsebuje nobene
usmerjene poti dolzine 2. Enako lahko ponovimo za vsak G;, vendar pa to ne more drzati,

saj obstaja gozd T}, ki vsebuje (in zato obrne) nekatere loke v C, ne pa vseh. |

Iz Nash-Williamsovega prispevka [31] vemo, da najmanjse Stevilo gozdov, ki pokrivajo

povezave grafa G enako maksimumu izraza

T

po vseh podgrafih H grafa G.

Izrek 4.7 V vsakem grafu G s x,(G) = k lahko njegove povezave pokrijemo s kveéjemu
[log, k + k/2] gozdovi.

m/(n—1) <n/2 < k/2. Torej lahko privzamemo, da je n > k. Ker je x,(H) < xo(G) <
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k, lahko uporabimo neenakost 2(5) g > 2" iz (4.1). Dobimo, da je log, k > m/n — (g) /n.

Torej imamo

k(k—1
log k- > o ( )
n 2n
, _m __m k-1
n—1 nn-1) 2
m 1 k-1
> __-_r -
— n—1 2 2
m k
> - —.
— n—-1 2
Torej je m/(n — 1) <log, k + k/2. u

Posledica 4.8 Ce za graf G obstaja orientirano k-barvanje, potem je
Xa(G) < k1+(k/2+log2 k]

Meja iz posledice ni optimalna in bi jo lahko z nekaterimi dodatnimi prijemi Se dodobra
izboljsali, vendar smo zeleli le pokazati, da je aciklicno kromati¢no stevilo x, omejeno s

funkcijo orientiranega kromatic¢nega Stevila x,.



5 Grafi z velikim notranjim obsegom

Spomnimo se za zacetek nekaterih dejstev iz prejsnjih poglavij. Rekli smo, da je krozno
kromaticno stevilo lihega cikla x.(Coy1) = 2 + % Ce nek graf G vsebuje lih cikel Cy 1,
potem je x.(G) > 2 + % Grotzschev izrek [19] pravi, da je vsak ravninski graf, ki ne
vsebuje 3-ciklov, 3-obarvljiv. Kot posplositev tega izreka na krozno kromatic¢no stevilo
bi radi poiskali, kakSna mora biti omejitev za notranji obseg grafa, da bi bilo njegovo
krozno kromatic¢no stevilo najvec 2 + % V nadaljevanju navedimo posplosSitev Jaegerjeve

[27] hipoteze o nikjer-ni¢elnem pretoku za ravninske grafe:

Hipoteza 5.1 Za vsako naravno Stevilo t ima vsak ravninski graf z notranjim obsegom

vsaj 4t krozno kromaticno stevilo najvec 2 + %

Prit = 1 je hipoteza 5.1 kar Grotzschev izrek. Ce hipoteza velja, potem je 4t natanéna
meja za notranji obseg (torej za manjSe notranje obsege hipoteza ne velja vec), kar je
pokazal DeVos [13]. Primer, ki ga je predstavil DeVos, sestoji iz 4t — 1 poti dolzine 2t — 1
s skupnim krajisc¢em ter cikla dolzine 4¢ — 1 skozi ostala krajis¢a poti. Graf ima notranji
obseg dolzine 4t — 1, vendar nima (2t 4 1,¢)-barvanja (barva sredis¢nega vozlisca se ne
more pojaviti na zunanjem ciklu in zaradi te omejitve tega cikla ne moremo pobarvati).
Torej krozno kromatic¢no stevilo presega 2 + %

Nesetiil in Zhu [33] ter Galuccio, Goddyn in Hell [16] so dokazali, da ima vsak ravnin-
ski graf z notranjim obsegom vsaj 10t — 4 krozno kromaticno stevilo najve¢ 2+ ;. V [16]
so analogno predstavljene tudi meje za vse ploskve. Omejimo se sedaj na lihe notranje
cikle. Zacnimo z navedbo naslednje leme, ki sta jo dokazala Klostermeyer in Zhang v
28]

Lema 5.2 (Lema o stiskanju) Naj bo G ravninski graf z lihim notranjim obsegom
g > 3. CejeC = vgvy... 0,1 cikel v grafu G, ki doloca neko lice, kjer r # g, potem
obstaja celo Stevilo i € {0,...,r — 1}, tako da ima vsak graf G', ki ga dobimo iz grafa G,
ce identificiramo vozliséi v;_1 in vi11 (indeksirani po modulu r), tudi lihi notranji obseg

dolzine g.

Klostermeyer in Zhang sta s pomocjo leme o stiskanju pokazala, da za krozno kro-

maticno Stevilo najvec 2 —|—% zadostuje, da vsebuje lihi notranji obseg dolzine vsaj 10t —4.
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Slika 5.1: DeVosov graf za t = 2

Zhu je izboljsal mejo z 10t — 4 na 8 — 3. Mi bomo to mejo Se dodatno spustili na

20t—2
3

obravnavali kot homomorfizme, tako da bo veljal tudi za orientirane homomorfizme ter

. Nas§ rezultat bomo predstavili z vecjo splosnostjo, pri cemer bomo krozna barvanja

za homomorfizme v meSane grafe z obarvanimi povezavami in loki. V ostalih primerih
uporabe bomo med drugim predstavili novo zgornjo mejo za notranji obseg ravninskih
grafov z orientiranim kromati¢nim Stevilom vecjim od 5. Posebej bomo pokazali, da za
vsako orientacijo ravninskega grafa z notranjim obsegom vsaj 13 obstaja homomorfizem
v nek turnir s petimi vozlisci. To je bilo prej znano za notranje obsege dolzine vsaj 14 in
je dokazano v [7]. Mi bomo to mejo izboljsali na 13, kar bo preprosta posledica glavnega
izreka.

NaSa osnovna motivacija je Zhujevo delo na hipotezi 5.1. Da bi pokazali, kako nas

20t—2
3

dokazovanja naSega izreka. Za grafe z danim notranjim obsegom in dano zgornjo mejo

izrek izboljsa njegovo mejo z 8t — 3 na , moramo najprej predstaviti pomemben nacin
povprecne stopnje vseh njegovih podgrafov, dokazemo obstoj homomorfizmov v posebne

slike. V naslednjem primeru nas zanima slika K41/

Izrek 5.3 Cejeg>6t—2ind <2+ %, potem je vsak graf z notranjim obsegom g,

katerega podgrafi imajo povprecéno stopnjo najveé d, (2 + %)—obarvljiv.

Posledica 5.4 Ce je G ravninski graf z notranjim obsegom vsaj 203_2, potem je G (2—}—%)—

obarvljiv.
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Dokaz. Ker je 20%—_2 > 6t — 2, je prvi pogoj iz izreka 5.3 Ze izpolnjen. Pokazati moramo
le, da ima vsak podgraf grafa G povprec¢no stopnjo manjso od 2—1—%. Dovolj bo pokazati
to mejo za cel GG, saj ima vsak podgraf vsaj tako velik notranji obseg kot G.
Privzamemo lahko, da je G 2-povezan, saj lahko zdruzimo (2t + 1, ¢)-barvanja blokov.
Oznac¢imo z n,m, f Stevilo vozlis¢, povezav in lic v neki ravninski vlozitvi grafa G.
Prestejmo povezave, ki dolocajo posamezna lica. Notranji obseg dolo¢a dolzino naj-
krajsega cikla, torej je stevilo povezav okoli posameznega lica vsaj toliksno. Ce uposte-
vamo Se dejstvo, da vsaka povezava predstavlja rob dveh lic, dobimo neenacbo gf < 2m,
oziroma f < 2m/g, torej v nasem primeru f < 6m/(20¢t — 2). Imamo pa $e enacbo

m = dn/2, kjer d oznacuje povprecno stopnjo vozlis¢. Z uporabo Eulerjeve formule do-

bimo2=n—-m+ f < m(% -1+ 105’_1). Izraz v oklepajih mora biti pozitiven, iz Cesar

dobimo d < 2 + %, kar je toc¢no to, kar zelimo. |

Posledica 5.4 prav tako velja za grafe vlozene v projektivno ravnino. Za grafe vlozene
v torus ali Kleinovo steklenico posledica velja, ¢e je notranji obseg strogo vecji kot %3_2.
V naslednjem razdelku bomo navedli nekaj definicij in opazk ter na koncu Se nas glavni
izrek. V razdelku 5.3 bomo ta izrek uporabili na grafih, vlozenih v razne ploskve, na
orientiranem kromati¢nem stevilu, ter na homomorfizmih ravninskih grafov z obarvanimi
povezavami. Glavni izrek bomo dokazali v razdelku 5.2 s pomoc¢ju metode prenasSanja

naboja.

5.1 t-razsezni s-grafi

Ker nas bo zanimala uporaba tako na neusmerjenih grafih kot tudi na digrafih, bomo
uporabili pristop, ki vklju¢uje oboje, obenem pa je Se vedno dokaj splosen. Mesani graf
je posplositev multigrafov in multidigrafov, ki dovoljuje tako urejene pare (loke) kot tudi
neurejene pare (povezave) vozlis¢. Taksno strukturo lahko dopolnimo $e z barvanjem
povezav in lokov.

Naj s oznacuje par nenegativnih celih stevil (sq, s9). Mesani graf brez zank je s-graf,
¢e so loki obarvani iz nabora barv {—1, ..., —s;}, povezave pa iz nabora {1, ..., sy} tako,

V razpravi v razdelku 5.3 se bomo omejili na primere, ko je s enak (0,1), (1,0) ali

(0,t). Pri tem je (0, 1)-graf obicajen neusmerjen graf, medtem ko je (1,0)-graf usmerjen.



5.1. t-razsezni s-grafi 63

Ce govorimo, recimo, o (1,2)-grafu, je to graf, ki ima loke barve —1 ter povezave v
barvah 1 in 2. Pojem homomorfizma lahko razsirimo tudi na s-grafe; homomorfizem iz
s-grafa G v s-graf H je taka preslikava iz V(G) v V(H), da je slika povezave oziroma
naprej usmerjenega loka iz GG, obarvanega z barvo ¢, prav tako povezava oziroma naprej
usmerjeni lok iz H, obarvan z barvo c.

Sprehod (dolZine t) v s-grafu je seznam (vg,e1,v1,...,e,0;), Kjer je e; povezava ali
nujno razlicni, prav tako ni nujno, da so loki usmerjeni od repa proti glavi. Sprehod s
prvim vozlis¢em v in zadnjim vozliScem w se imenuje vw-sprehod.

Vzorec sprehoda dolzine t je seznam (C1, ..., C}), kjer je C; par (¢;, 0;), v katerem ¢;

predstavlja barvo povezave e;, o; pa predznak, definiran takole:

+, ¢e je bodisi e; neusmerjena bodisi je v; glava povezave e;;
o; = o
! —, Ce je v; rep povezave e;.

Tako recimo element “(—2, —)” v vzorcu sprehoda pomeni, da govorimo o loku barve
—2, ki je usmerjen od glave proti repu. Vzorci dolzine t s-grafa G so t-terice (Cy, ..., Cy),
kjer je C; = (¢;,0;), pri cemer je ¢; € {—s1,...,—1,1,...,8} in 0, = +, ¢e je ¢; > 0,
oziroma o; € {4+, —}, ¢e je ¢; < 0. Nabor vzorcev je dolocen z s.

s-graf G je t-lep, ¢e za vsa vozliséa v,w € V(G) (ne nujno razlicna) in vsak vzorec
dolzine t, obstaja v, w-sprehod s tem vzorcem.

Pri s = (0,1) je s-graf G zgolj neusmerjen graf. Za tak graf obstaja samo en vzorec
dolzine ¢. Noben s-graf ni 1-lep, saj potrebujemo tudi v, v-sprehode. Poln (0,1)-graf K,
je 2-lep za n > 3. Dvodelni grafi niso t-lepi za noben t, saj v, w-sprehod dolzine t obstaja
le, ¢e ima ¢ enako parnost kot razdalja med v in w. Na primer, lih cikel Cy;1q je 2k-lep,
ker lahko iz fiksnega vozlisca v dosezemo katerokoli vozlisée po poti sode dolzine, ne daljse
od 2k. Krajse sprehode lahko povecamo do 2k, ce se veckrat sprehodimo ¢ez katero od
povezav. Po drugi strani pa Coyq ni (2k — 1)-lep, ker je pot lihe dolzine od vozliséa do

samega sebe mozna le cez cel cikel, torej bi morala biti pot dolzine vsaj 2k + 1.
Opomba 5.5 Vsak t-lep s-graf je tudi (t + 1)-lep.

Dokaz. Naj bo G t-lep s-graf; seveda mora veljati t > 2. Vzemimo vozlis¢i v in w iz

G ter vzorec (C1,...,Ci1). Ker je G t-lep, obstaja sprehod dolzine 1 z vzorcem C; od
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vozlisca v do nekega vozlisca u. In ker je G t-lep, obstaja tudi w, w-sprehod z vzorcem
(Cy,...,Cyp1). Ceta dva sprehoda zdruzimo, dobimo v, w-sprehod dolzine t+1 z vzorcem

(Cla"'70t+1)' u

Graf je lep, ¢e je t-lep za nek t. Lepi grafi so implicitno uporabljeni v [32]. Eksplicitno
pa so Studirani in okarakterizirani v [22]. V [22] je prikazano tudi, da so minimalni grafi,
ki so homomorfne slike vseh ravninskih s-grafov z notranjim obsegom vsaj g, lepi.

Poglejmo si Se en primer. Oznac¢imo s C? usmerjeni graf, katerega vozlista so kongru-
entna po modulu n in katerega loki so urejeni pari oblike (i,7+1) in (i,i+2). To je s-graf
za s = (1,0). Za ta graf obstaja 2' razlicnih vzorcev dolzine ¢, vendar da bi pokazali, da
C? ni (n — 2)-lep, moramo najti le neskladnost enega vzorca s parom vozlisé. Sprehod,
katerega vzorec vsebuje same pluse, sledi naprej usmerjenim lokom. Trdimo, da C? nima
takega sprehoda dozine n — 2 od vozliséa 0 do vozliséa n — 3. Ce sledimo smeri lokov, se
lahko v n — 2 korakih pomaknemo za najmanj n — 2 vozlis¢ (t.j. ko se vedno pomikamo
po lokih (7,7 + 1)) oziroma za najve¢ 2n — 4 vozlis¢ (t.j. ko se vedno pomikamo po lokih
(7,i+2)). Nobena vrednost na tem pa intervalu ni kongruentna n — 3 po modulu n, torej
iskani sprehod ne obstaja. Po drugi strani pa je C? (n — 1)-lep. To najlazje pokazemo

(glej primer 5.7) z uporabo pojmov, ki jih bomo uvedli v naslednji definiciji.

0

Slika 5.2: Graf C2

Vozlisce v € V(H) je (¢, 0)-naslednik mnozice vozlisc W v s-grafu H, ¢e zanek w € W

obstaja povezava ali lok s krajis¢ema w in v, ki ima barvo c¢ in predznak o v smeri od w
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in vsak par (c,0) Stevilo (¢, o)-naslednikov mnozice W vsaj min{n, [W| + 2}
Vozlisce iz W je tudi lahko (¢, o)-naslednik mnozice W. V (0, 1)-grafu G je stevilo
naslednikov mnozice W enako stevilu vozlis¢ v G, ki imajo sosede v W. Dvodelni grafi
niso t-razsezni, saj vecja od dveh particij vozlis¢ nima dovolj naslednikov. Poglejmo si
Se, kako je s t-razseznostjo na dveh ze omenjenih primerih. Ti ugotovitvi bomo uporabili

v nadaljevanju.
Primer 5.6 Neusmerjen cikel Coyyq kot (0,1)-graf je 2k-razsezen.

Dokaz. Ko je |W| < 2k, potrebujemo le |W| + 1 naslednikov. Naslednike vozlis¢ iz W
bomo iskali le v smeri urinega kazalca, da bi s tem preprecili podvajanje katerega od
naslednikov. S tem dobimo |W| naslednikov. Ker je stevilo vseh vozlis¢ v ciklu liho,
potem, ko je |W| < 2k+1, obstaja vozlisée v ¢ W, medtem ko vozlis¢e w, ki je oddaljeno
za dve mesti v smeri urinega kazalca od v, pripada mnozici W. Skupni sosed vozlis¢ v in

w je naslednik mnozice W, ki ga dotlej Se nismo Steli. |
Primer 5.7 Digraf C? kot (0,1)-graf je (n — 1)-razsezen.

Dokaz. Spomnimo se, da so loki digrafa C'? urejeni pari oblike (7,7 + 1) ali (i, + 2)
po modulu n. V nasem primeru je lahko (¢, o) bodisi (—1,+) bodisi (—1,—). V prvem
primeru gledamo izhodne sosede mnozice W, v drugem pa vhodne sosede mnozice W.
Zaradi simetrije se bomo omejili le na (—1, +). Kot v primeru 5.6 tudi tu potrebujemo le
|W |41 naslednikov. Za vsak i € W je i+ 1 njegov naslednik. To nam da |W| naslednikov.
Ce je |IW| < n, potem obstaja tak i, da je i iz W, i + 1 pa ne. V tem primeru je i + 2

naslednik mnozice W, ki ga dotlej Se nismo steli. |

Ce zaénemo z W = {v} in t-krat uporabimo definicijo t-razseznosti, dobimo, da lahko
iz kateregakoli vozlisca v v t-razseznem s-grafu dosezemo katerokoli vozlisée (vkljuéno z
v) s sprehodom dolzine ¢ z dolo¢enim vzorcem. Torej je vsak t-razsezen s-graf t-lep. To
razmisljanje bomo bolj detajlno navedli v naslednji opombi; ta spet izhaja direktno iz

definicije t-razseznosti.

Opomba 5.8 Naj bo v vozlisce v t-razseznem s-grafu H z n vozlisci. Za vsak vzorec
(Ch,...,C)) dolzine | je Stevilo takih vozlisé w, da H wvsebuje vw-sprehod dolzine | z
vzorcem (Cy,...,Cy), vsaj 1+ (n —1)l/t.
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Za graf GG smo rekli, da je H-obarvljiv, ¢e obstaja homomorfizem iz G v H. Za s-grafe
uporabljamo pojem H-obarvljivosti na enak nacin. Imejmo s-graf H. Potem je s-graf G
H -Eriticen, ¢e G ni H-obarvljiv, vsak pravi podgraf grafa G pa je H-obarvljiv.

Skelet s-grafa GG je multigraf, ki ga dobimo iz (G, ¢e zanemarimo orientacije lokov in

odstranimo vse barve. NaSa glavna ugotovitev je naslednja.

Izrek 5.9 Naj bo H t-razseien s-graf. Naj bo G s-graf katerega skelet ima notranji
obseg g in nima nobenega podgrafa s povpreéno stopnjo vec kot d. Ce je g > 3t — 2 in

d<2+ 5:5%1’ potem obstaja homomorfizem 1z G v H.

Ker je vsak podgraf H-obarvljivega s-grafa tudi H-obarvljiv, bi lahko ekvivalentno

trditvi 5.9 dejali, da ¢e je H t-razsezen s-graf in G H-kriticen s-graf katerega skelet ima

_6

notranji obseg vsaj 3t — 2, potem je povprecna stopnja vozlis¢ skeleta vsaj 2 + .

5.2 Dokaz izreka 5.9

Izrek 5.9 bomo dokazali v nekaj korakih. Skozi celotni razdelek bo H predstavljal t-
razsezen s-graf z n vozliséi, G pa H-kriticen s-graf, katerega skelet ima notranji obseg
vsaj 3t — 2. Navedli bomo nekaj lastnosti, ki veljajo v skeletu, da bi s tem pokazali, da
je povprecna stopnja vozlisé velika. Za zacetek bomo uvedli nekaj oznak.

Oznaéimo z G skelet grafa G. Z 6(@) bomo oznacili minimalno stopnjo grafa é,
z d(v) pa stopnjo vozliséa v v grafu G. Ce je d(v) = 1, potem ima {v} samo enega
(¢, 0)-naslednika. Ker je H t-razsezen, zakljuc¢imo, da je 5(@) > 2.

Nit v grafu G je pot, v kateri imajo notranja vozlis¢a stopnjo 2 v G. Vozliséi sta sibka
sosednji, saj so niti lahko tudi brez notranjih vozlis¢).

Leme bomo dokazovali s protislovjem in sicer na naslednji nacin: ce zeleni zakljucek
ne velja, potem iz grafa G odstranimo nekaj vozlis¢ in s tem dobimo podgraf G'. Zaradi
kriticnosti grafa G je G' H-obarvljiv. Z upoStevanjem t-razseznosti razsirimo dobljeni

homomorfizem iz G' v H do H-barvanja grafa GG, kar pa nas pripelje do protislovja.
Lema 5.10 Vsaka nit v grafu G je dolzine najvec t — 1.

Dokaz. Dokazujemo s protisloviem. Naj bo P wwv-nit dolzine ¢ v grafu G in naj bo G’

s-graf, ki ga dobimo iz grafa G, ¢e v njem odstranimo vsa notranja vozlisca niti P. Ker je
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t > 2, je G’ pravi podgraf grafa G. Zaradi kriticnosti grafa G obstaja H-barvanje ¢ grafa
G'. Najbo (C4,...,C;) vzorec niti P. Po definiciji ¢-lep graf vsebuje sprehod s poljubnim
vzorcem med poljubnima vozliséema, torej vsebuje graf H ¢(u)¢p(v)-sprehod z vzorcem
(C4,...,C4). Ce definiramo ¢ na notranjih vozliséih niti P, tako da si v zaporedju sledijo
vozlisca iz tega sprehoda, potem lahko ¢ razsirimo do H-barvanja grafa G, kar pa je

nemogoce. [ |

Posledica 5.11 Nobena tri vozlisca iz grafa G s stopnjo vsaj 3 niso med seboj paroma

sibko sosednja. Prav tako nimata nobeni dve niti istih krajisc.

Dokaz. Posledica velja, saj bi v nasprotnem primeru po lemi 5.10 graf G vseboval cikel

dolzine najvec¢ 3t — 3, vemo pa, da je dolzina najkrajSega cikla tega grafa vsaj 3t —2. =

Ce sta vozliséi « in v §ibko sosednji, bomo z l,, oznacili dolzino najkrajse wv-niti.
Definirajmo Y = {v € V(G) : d(v) > 3}. Sibek sosed u vozliica v je sibek Y -sosed, Ge je
u € Y. V nasprotnem primeru je u sibek 2-sosed.

Zav € V(é) naj Ny (v) ozna¢uje mnozico Sibkih Y-sosedov vozliséa v v grafu G. Za
v €Y najbo f(v) = —t+ 3, cny )t — L)

V naslednjih dveh lemah bomo dolo{:ili spodnjo mejo za f(v) in }°, cny (o) f(0). Zakaj
pa sploh potrebujemo spodnjo mejo? Ce je f(v) majhen, to pomeni, da ima vozlisce v
malo Sibkih Y-sosedov ali pa ima do njih dolge niti. Oba pogoja pa nizata povprecno
stopnjo vozlis¢. Ker bi radi ¢im manjSo povprecno stopnjo vozlis¢ v grafu G, stremimo

za tem, da je tudi vrednost f ¢im manjsa.
Lema 5.12 Ce jev € Y, potem je f(v) > 1.

Dokaz. Najbo G’ s-graf, ki ga dobimo iz grafa GG, ¢e v njem odstranimo vozlisce v ter vse
njegove Sibke 2-sosede. Ker je G H-kriticen, obstaja H-barvanje ¢ njegovega podgrafa
G'. Denimo, da neenakost iz leme ne velja. Razsirimo ¢ do H-barvanja grafa G.
Vzemimo vozlisée u € Ny (v). Naj bo P, uv-nit v grafu G. Naj bo Wy = {u} ter naj
bo za ¢ > 0 W, mnozica vozlis¢, v kateri lahko i-to vozlis¢e niti P vlozimo v razsiritev

¢ vzdolz niti P,. Ker je H trazsezen, velja |W;| > 1+ “=Li (po opombi 5.8). Ce je

n—1

+(t — L) vozlisc grafa H ne moremo

1 = lyy, lahko sklepamo, da kve¢jemu n — W, =

uporabiti kot sliko vozlis¢a v v razsiritvi ¢ na P,.
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Ce lahko katero od vozlisc grafa H uporabimo na P, za vse u € Ny (v), potem lahko

razsirimo ¢ na graf G. Torej velja

n—1

Z (t—lp) =>n>n—1,
u€Ny (v)
iz cesar sledi Y, n ()(t — lou) > ¢ in zato f(v) > 0. To lahko zapiSemo kot f(v) > 1,

saj je f(v) celo stevilo. n
Lema 5.13 Ce jev € Y, potem velja D ueny () [ (W) = t+1.

Dokaz. Rekli bomo, da je vozliste u € Ny (v) v-prosto, ¢e je f(u) <t — ly,. Naj bo G’
podgraf grafa GG, ki ga dobimo, ¢e iz grafa G odstranimo vozlisée v, vsa v-prosta vozlisca
ter vse njihove sibke 2-sosede. Zaradi kriticnosti grafa G' obstaja H-barvanje ¢ grafa G'.

Po posledici 5.11 je ¢ definiran na celi mnozici Ny (u) \ {v} za vsak u € Ny (v). Ce je
u v-prost, potem, kot v lemi 5.12, vozlisca iz mnozice Ny (u) \ {v} izkljucujejo kvecjemu
ol > yeNy (u)—fo} (T — lyu) vozlist iz grafa H kot mozne slike vozlista u v razsiritvi ¢ vz-
dolz niti od vozlisca iz mnozice Ny (u) \ {v} do vozlisca u. Po definiciji funkcije f je ta
vrednost enaka "T_l(f(u) +1,.). Ker je u v-prost, velja po definiciji f(u)+1,, < t. Od tod
dobimo, da je Stevilo vozlis¢, ki so izklju¢ena kot mozne slike vozlisca u, kvecjemu n — 1.
To po drugi strani pomeni, da je vsaj eno vozlisée na voljo. V primeru, ko je f(u) + Iy,
strogo manj kot ¢, izracunamo, da imamo vsaj 1+ ”T_l(t — lyy — f(u)) vozlisé grafa H, ki
so nam na voljo kot mozne slike vozlisca u.

Ob razsiritvi homomorfizma vzdolz niti od u do v se Stevilo moznih slik trenutnega
vozlis¢a poveca za vsaj ”T’l z vsakim [, korakom, saj je graf H t-razsezen. To pomeni,
da bomo imeli v trenutku, ko dosezemo vozlisée v, vsaj 1+ “7(t — f(u)) vozlise, ki so
na voljo kot mozne slike vozlis¢a v v razsiritvi ¢ na vse sibke sosede vozliséa u. Stevilo
vozlise, ki ne morejo biti uporabljena kot slika, je kve¢jemu n — 1 — 272(t — f(u)), kar je
enako 27 f(u).

V primeru, ko v € Ny (v) ni v-prost, je ¢(u) fiksen. Kot v lemi 5.12, imamo tudi v
tem primeru vsaj 1 + "T_llw vozlis¢ grafa H, ki so lahko slika vozlis¢a v v razsiritvi ¢ na
uv-nit, kveéjemu ”T’l(t—lw) vozlis¢ pa je iz te moznosti izkljucenih. Ker je t —1,, < f(u),
je izkljuéenih manj kot 2= f(u) vozlisc.

Ker graf G nima H-barvanja, mora biti vsako vozlisce iz grafa H izkljuceno kot

mozna slika vozlis¢a v v vsaj eni od teh razsiritev. Da bi bilo to res, mora veljati
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--t. Ker je vsak f(u) celo stevilo,

nl ZueNy(v f(u) > n, oziroma »_ w (W) = 25
t+ 1. |

>
—- pa vec kot 1, lahko zapisemo ZueNY f(u) >

Dokaz bomo zakljucili z uporabo metode prenasanja naboja. Zacetni “naboj” na
vozliséu v € V(G) bo d(v). Naboj bomo premikali od vozliséa do vozliséa, ne da bi

spremenili celoto, in s tem dobili nov naboj d*(v), za katerega bo veljalo

d*(v) > 2+ Ad{v) 2

> —pp  Zavseve V(G). (5.1)

Ozmnacimo p = |V(G)| in m = |E(G)|. Ce je pogoj (5.1) izpolnjen, potem je

4d(v) — 2 1 4

= d*(v) > 24 ——— | =(1- 2 2m

2, dW)= Z~(+ 5t > ( 5t> PH5
veV (@) veV(G)

torej 2 1p < 5 54, oziroma m > 5t iD- Poznamo enacbo 2m = pd, torej je povprecna

2(5t—1)

5t =51 kar je enako 2 + 2. Torej je dovolj najti tak d*, da velja

stoana grafa G vsaj
(5.1).

Pravila za prenasanje naboja. Dan imamo multigraf 6’, kjer d(u) oznacuje stopnjo
vozliséa u in ga uporabimo kot zacetni naboj. Definiramo prilagojen naboj d*(u) za vsak

u € V(@) z naslednjima operacijama:

Pravilo P1. Vsak v € Y posije vsakemu sibkemu 2-sosedu vrednost %

3f(v)+(t+1)(d(v)=3)
5td(v) :

Pravilo P2. Vsak v € Y poslje vsakemu sibkemu Y -sosedu vrednost

Lema 5.14 Vsak v € Y dobi od svojih $ibkih Y -sosedov vsaj t“.

Dokaz. Ce vsak u € Ny (v) poslje vozliséu v vsaj ét),

%Z%Ny(v) f(u). Polemi 5.13 je 30y, [(u) =T+ 1.

Denimo sedaj, da velja 3f(u)+(§;2()d(“)_3) < % za nek u € Ny(v). Da bi to veljalo,

mora biti d(u) > 4. Mnozimo zgornjo enacbo s 5td(u) in dobimo

potem v od Ny (v) prejme vsaj

3f(u) + (t+ 1)(d(u) = 3) < f(u)d(u),

oziroma

f(u)(d(u) = 3) > (t +1)(d(u) - 3).



5.2. Dokaz izreka 5.9 70

Ker je d(u) > 4, lahko enacbo delimo z d(u) — 3 in dobimo
flu) >t+1.

Ce vstavimo f(u) >t + 1 v izraz iz pravila P2, dobimo

3f(u) + (t+1)(d(u) — 3)
Std(u)

(t+1)@B+du)—-3) t+1
5td(u) - 5t

>

kar pomeni, da ze samo vozlisce u poslje vozlis¢u v vsaj t+1. Zay € Ny(v) veljad(y) > 3
in f(y) > 1 po lemi 5.12, torej so vse ostale vrednosti, ki jih vozlis¢e v prejme, nenega-

tivne. -
Lema 5.15 Neenakost (5.1) je izpolnjena za konéni naboj d* grafa G.

Dokaz. Ce je d(v) = 2, potem v ne poslje ven nicesar, prejme pa < od vsakega od obeh
svojih §ibkih Y-sosedov. Torej je d*(v) =2+ 2 =2+ 4d(v)

Dokazimo zdaj neenakost za v € Y. Ker je 0(G) > 2 in (po posledici 5.11) nobeni
dve niti nimata skupnih krajis¢, to pomeni, da je vsaka povezava iz vozlis¢a v del niti
s krajiséem v Sibkem Y-sosedu vozlisca v. Teh je ocitno d(v). Sibkih 2-sosedov pa je
natanko toliko kot je notranjih tock na omenjenih nitih. Teh je [,,, — 1 za posamezen w €

Ny (v). Vozlisce v torej poslje % Y we NY(U)UW — 1) svojim sibkim 2-sosedom. Poleg tega

3f(v)+(+1)(d(v)—3)
5td(v)

d(v), torej skupaj poslje
vsaj &4 od svojih sibkih Y- sosedov Ker je po definiciji f(v) = —t + 3 cny o) — low),

vsakemu od svojih Y-sosedov. Kot smo ze omenili, je teh ravno
3f(v)+(t+1)(d(v)*3)

poslje

svojim Sibkim Y-sosedom. Po lemi 5.14 v prejme

dobimo
d'(v) > d(v)— % Z (lpw — 1) — 3f(v) + (t "::)tl)(d(v) —4)
wENy (v)
= d(v) — % —t+ we%:(v) E— Dy + Lo — 1) | — (t+ 1)(5dt(v) —4)
= % [5td(v) + 3t — 3d(v)(t — 1) — d(v)(t + 1) + 4(t + 1)]
= L) (st~ 3(—1) — (= 1)) + 3¢+ 41 4 1)

(t+2)d(v) + Tt +4
5t '
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Ker je d(v) > 3 in t > 2, lahko zapisemo

(t+2)d(v)+Tt+4 = (t+2)d(v) —3(t—2)+ (10t — 2)
= t(d(v) —3) +2d(v) + 6 + (10t — 2)
> 4d(v) + 10t — 2.

(t+2)d(v)+T7t+4 > 92+ (

5t
kar smo iskali, s ¢cimer smo dokazali lemo in s tem tudi glavni 1zrek. |

Ce obe strani neenacbe delimo s 5¢, dobimo ~2 kar je tocno to,

5.3 Nekaj aplikacij izreka 5.9

V tem razdelku bomo predstavili nekaj nac¢inov uporabe izreka 5.9. Zaceli bomo z grafi

vlozZenimi v ploskve. Vsi grafi vlozeni v ravnini so prav tako vlozeni v visjih ploskvah.

Posledica 5.16 Naj bo H t-razsezen s-graf in G H-kritiéen s-graf reda n. Ce se da

skelet grafa G vloZiti v projektivno ravnino, potem je njegov notranji obseg manjsi kot

10t—2
3

najvec

. Ce se ga da vloZiti v torus ali Kleinovo steklenico, potem je njegov notranji obseg

10t—2
—3 -

Dokaz. Naj bo m stevilo povezav v skeletu grafa G. Dokazimo posledico s protislovjem.

Denimo, da navedena implikacija ne velja, torej da je notranp obseg g skeleta vsaj 10t 2

10t—
3

za grafe vlozene v projektivno ravnino, oziroma vec¢ kot 2 za grafe vlozene v torus ah

10t

Kleinovo steklenico. Za naravna stevila ¢ je 2 vecje od 3t — 2 (torej je notranji obseg
tudi “vsaj” 3t —2), s ¢imer imamo izpolnjene predpostavke izreka 5.9 (oziroma omenjene
ekvivalentne formulacije tega izreka) Izrek pravi, da je potem povprecéna stopnja vozlis¢
vsaj 2+ . Vemo, da velja m = n torej m > (14 5= 4)n oziroma m > ?)';—471 Naj f
oznacuje stevﬂo lic v vlozitvi skeleta v ploskev z Eulerjevim rodom y. Ker velja fg < 2m,

s pomocjo Eulerjeve formule dobimo

B ppem (P L) (23
Xx=nmmeml =M s ) "\ 5 -1

Ploskve iz posledice imajo Eulerjevo karakteristiko x > 0 (za projektivno ravnino je

X = 1, za torus in Kleinovo steklenico pa x = 0), torej mora biti izraz v oklepaju

3 10t—2
5t—17 3

le pri x = 0. Ta rezultat pa je v protislovju z notranjim obsegom g, s katerim smo dokaz

nenegativen, torej mora veljati % > oziroma g < , pri ¢emer je enakost mozna

zaceli. [
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Ponovimo dognanja o kroznem barvanju iz posledice 5.4, vendar tokrat z malce vecjo

splosnostjo.

Posledica 5.17 Naj bo t naravno stevilo. Ce je G projektivni ravninski graf z notranjim
20t—2
3
2 potem je xe(G) < 2+ 1.

obsegom vsaj ali graf, vloZen v torus ali Kleinovo steklenico, z notranjim obsegom

20t—
3

vecjim kot

Dokaz. Veljavnost posledice je ekvivalentna obstoju Cyq-barvanja grafa . Primer
5.6 pravi, da je (0,1)-graf Coyq 2t-razsezen. Ker podgrafi ne morejo imeti manjsega
notranjega obsega kot graf sam, iz posledice 5.16 sledi, da v grafu G ne obstaja podgraf,

ki ne bi bil Cy;i-obarvljiv. (]

Omenjeno mejo iz posledice 5.17 lahko brez tezav posplosimo tudi na druge ploskve.
Uporabimo sedaj posledico 5.16 Se na orientiranem barvanju.

Rekli smo, da je orientirano kromaticno stevilo enostavnega grafa GG najmanjse stevilo
k, tako da za vsako orientacijo grafa G obstaja homomorfizem v nek enostaven digraf s
k vozlisci. Ta ciljni digraf je lahko razlicen za razlicne orientacije grafa . Privzamemo
lahko, da v vsakem primeru preslikujemo v neko orientacijo Kj.

V [32, 7, 8] so omejevali orientirano kromati¢no Stevilo ravninskih grafov z danim
notranjim obsegom. V [32] je dokazano, da obstajajo ravninski grafi s poljubno velikim
notranjim obsegom, ki imajo orientirano kromati¢no stevilo 5 in da ima vsak ravninski
graf z notranjim obsegom vsaj 16 orientirano kromati¢no stevilo najve¢ 5. Omenjeno
je tudi, da je orientirano kromatic¢no stevilo vec¢je od 5 za nekatere ravninske grafe z
notranjim obsegom 7. Postavlja se vprasanje, koliksno je najmanjse naravno stevilo g,
za katerega imajo vsi ravninski grafi z notranjim obsegom vsaj g orientirano kromatic¢no
stevilo najvec 5. V [7] je spodnja meja g zmanjsana s 16 na 14. S pomocjo posledice 5.16

lahko mejo spustimo na 13, kar velja tudi za tri dodatne ploskve.

Posledica 5.18 Vsak graf z notranjim obsegom vsaj 13, ki je vloZen v torus ali Kleinovo
steklenico, ima orientirano kromaticno stevilo najvec¢ 5. Velja Se vec: za vsako orientacijo

taksnega grafa obstaja homomorfizem v isti reqularni turnir na petih vozlisc¢ih CZ.

Dokaz. Orientacije enostavnega grafa G so ravno (1,0)-grafi s skeletom G. Dokazovali
bomo v obratni smeri. Ce katera od orientacij grafa G ni C2-obarvljiva, potem obstaja tak

kriticen digraf D, ¢igar notranji obseg je tako velik kot notranji obseg grafa G. Opomba



5.3. Nekaj aplikacij izreka 5.9 73

5.7 pravi, da je C? 4-razsezen. Po posledici 5.16 je torej notranji obseg digrafa D najvec

40—2 : :
=5, kar je manj kot 13. |

Naj M, oznacuje druzino vseh grafov, katerih povprecna stopnja vseh podgrafov je

strogo manjsa od «. V [8] je naveden izrek, ki pravi, da za vsak graf iz Mie/7 z notranjim

notranjim obsegom ¢ ima lahko najvec g”j(n — 2) povezav. Iz tega sledi, da ima vsak
ravninski graf z notranjim obsegom vsaj 16 povpre¢no stopnjo manj kot 16/7 in je zato
K5 9-obarvljiv. Dokaz omenjenega izreka iz [8] je dolg ¢ez tri strani in ga zaradi tega
izpustimo. Mi bomo navedli mo¢nejso verzijo posledice tega izreka, ki velja za ravninske

grafe. Ta sledi neposredno iz izreka 5.9.

Posledica 5.19 Ce je G ravninski graf z notranjim obsegom vsaj 13, potem je G K-

obarvljiv.
Dokaz. K55 je 5-razsezen, 13 =3-5—2in 2 + % = 1—76 za t = b, torej so izpolnjeni
pogoji izreka 5.9. |

Oglejmo si Se izrek 5.9 v smislu barvanja povezav. Alon in Marshall sta v [2] preucevala
homomorfizme grafov z obarvanimi povezavami, mi pa smo del njune studije predstavili v
razdelku 1.4. Imejmo ¢-barvanje povezav enostavnega grafa G. Naj bo A\(G, ¢) najmanjse
stevilo vozlis¢ v grafu H z obarvanimi povezavami, tako da obstaja homomorfizem iz G v
H, ki ohranja barve. V nasi terminologiji je to homomorfizem s-grafa, kjer je s = (0, t).
Alon in Marshall v svojem delu is¢eta maksimalno vrednost A\(G,¢), ko je G ravninski
graf in kjer ¢ uporabi najvec ¢ barv. Mi bomo ugotovili zgornjo mejo za ravninske grafe
z dovolj velikim notranjim obsegom.
20t—2

3
vanje grafa G z najvec t barvami obstaja homomorfizem, ki ohranja barve, iz G v graf z

Posledica 5.20 Naj bo G ravninski graf z notranjim obsegom vsaj . Za vsako bar-
obarvanimi povezavami z 2t +1 vozliscéi. Vedno zadostuge ista slika: barvanje grafa Kopyq,

v katerem je s posamezno barvo obarvan natanko vpet cikel.

Dokaz. Znano je, da poln graf Ky, lahko razcepimo na ¢t Hamiltonovih ciklov. Oznacimo
s H (0,t)-graf, ki ga dobimo z barvanjem i-tega cikla v dekompoziciji grafa K1 z barvo
1. H je 2t-razsezen, saj lahko za vsak element v vzorcu uporabimo opombo 5.6 na ciklu
ustrezne barve. Posledica 5.16 pa pravi, da je vsak povezavno t-obarvan ravninski graf z

notranjim obsegom vsaj % H-obarvljiv. |



6 Zakljucek

Sklenimo diplomsko delo s kratkim pregledom ¢ez vsebino.

Zaceli smo z definicijo pojmov, ki smo jih srecevali skozi celo diplomsko delo. V 1.
poglavju smo definirali tudi homomorfizme grafov in so ogledali nekaj lastnosti. Pose-
bej smo obravnavali koncept barvanja grafov, ki smo ga predstavili kot homomorfno
preslikavo danega grafa v nek poln graf K,. V zakljucku poglavja smo predstavili se
homomorfizme grafov, ki so imeli obarvane povezave in ne vozlisca, kot je to v navadi.

V 2. poglavju smo se osredotocili na poseben nacin barvanja grafov, to je krozno
barvanje. Podobno kot smo pri obicajnem barvanju definirali kromati¢no Stevilo grafa,
smo v tem primeru vpeljali pojem kroznega kromaticnega stevila. Podali smo kar pet
razlicnih definicij kroznega kromaticnega stevila, ki so medsebojno ekvivalentne. Te
definicije smo, nekatere bolj, druge manj pogosto uporabljali v nadaljevanju, pri formu-
laciji izrekov, oziroma dokazovanju le-teh. V naslednjem razdelku smo omenili nekaj
lastnosti kroznega kromaticnega stevila. Prva pomembna lastnost je bila povezava med
kromati¢nim stevilom in kroznim kromati¢nim stevilom grafa, ki smo jo podali v trditvi
2.1 in pravi: Za vsak koncen graf G velja x(G) — 1 < x.(G) < x(G). V naslednjih
dveh razdelkih smo navedli nekaj primerov grafov, katerih krozno kromatic¢no stevilo je
enako zgornji meji te neenakosti, oziroma grafov, katerih krozno kromaticno stevilo je
blizu spodnje meje omenjene neenakosti. Poglavje smo sklenili z razdelkom o kroznih
pretokih. Definirali smo krozno preto¢no Stevilo in nikjer-nicelne pretoke. Navedli smo
hipoteze o pretokih in njihove zozitve na ravninske grafe ter pokazali povezavo med
kroznim preto¢nim Stevilom in kroznim kromati¢nim Stevilom.

V naslednjih dveh poglavjih smo si ogledali Se nekatere druge nacine barvanja grafov.
V 3. poglaviju je bilo govora o deljenem barvanju, ki smo ga predstavili kot homomorfizem
v ustrezen Kneserjev graf K(n, k). Sledili sta Se definiciji orientiranega in aciklicnega
barvanja, nekaj njunih lastnosti ter povezava med obema barvanjema.

Najpomembnejsi del diplomskega dela je 5. poglavje, v katerem smo dokazali, da ima

20t—2
3

2+ % To smo dokazali kot posledico moc¢nejsega izreka (navedli smo ga kot izrek 5.9),

vsak ravninski graf z notranjim obsegom vsaj krozZno kromaticno stevilo kvecjemu

kjer smo imeli dan notranji obseg in najvec¢jo povprecno stopnjo vozlis¢ grafa. Izrek smo

74
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dokazali v nekaj korakih. V dokazu smo uporabili metodo o prenasanju naboja, ki je
uporabljena tudi v dokazu znanega izreka o Stirih barvah. V zadnjem razdelku smo si za

konec diplomskega dela ogledali Se nekaj aplikacij nasega glavnega izreka.
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