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Program diplomskega dela




Povzetek

V tem delu bomo obravnavali realno barvanje grafov z omejitvami na razdaljah. Na-
jprej bomo predstavili povezavo med takim barvanjem in problemom dodeljevanja
frekvenc, ki je bil glavna motivacija za Studij takih barvanj in izpeljali osnovno
definicijo. Razdaljna barvanja bomo povezali z navadnim barvanjem tock in bar-
vanjem potence grafa. Ogledali si bomo lastnosti lambda funkcij in tako spoznali
nekaj metod za njihovo lazje dolocanje. Dolocili bomo lambda funkcije za poti,
cikle, kolesa in posebno poddruzino Kneserjevih grafov. Na koncu predstavimo Se

rezultate za drevesa in mreze.

In this thesis we deal with Real number graph labellings with distance conditions.
First we present the link between this type of coloring and the frequency assignment
problem, which was the main motivation for studying these labellings and derive
the basic definition. Afterwards we establish the link between these labellings and
normal vertex colorings and colorings of a power of a graph. We will look at the
properties of lambda functions and consequently acquire some methods for their
determination. Then we determine the lambda functions for paths, cycles, wheels
and a subfamily of Kneser graphs. In the end we present the results for trees and

lattices.
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Poglavje 1
Uvod

Teorija grafov je podroc¢je diskretne matematike, ki se ukvarja z grafi, ki so strukture
sestavljene iz tock in povezav. Studij grafov zajema barvanja grafov, povezanost,
velikost, ravninskost in tako naprej. Za uradni zacetek teorije grafov se pogosto
vzameta objavi ¢lankov Leonharda Eulerja o sedmih mostovih v Konigsbergu leta
1736 in Vandermondeov ¢lanek o sahovskem problemu s konjem. Grafi so se izkazali
kot odlicno orodje za modeliranje mnogih problemov, ki jih srecamo v vsakdan-
jem in poklicnem zivljenju. Tako s teorijo grafov resujemo probleme, kot so iskanje
ucinkovitih algoritmov v ra¢unalnistvu, dodeljevanje frekvenc oddajnikom v brezzi¢nih
omrezjih, reSevanje raznih diskretnih problemov podobnih Eulerjevim mostovom,
iskanje optimalnih urnikov in seveda se veliko ve¢. Za podrocje so znacilni problemi,
ki so slisati zelo preprosti, pogosto celo tako, da jih lahko predstavimo majhnemu
otroku, ki Se nikoli ni slisal za disketno matematiko, pri resevanju pa se izkaze, da
so problemi zelo tezki. Eden takih problemov je recimo iskanje Hamiltonovega cikla
v grafu, to je iskanje sklenjene poti skozi graf, ki obisce vse tocke grafa. Za ta prob-
lem vemo, da je v splosnem NP-tezak, kar je seveda zelo dale¢ od njegove preproste
formulacije. Drug zelo kompleksen problem, ki je bil nedavno resen Sele s pojavom
dovolj zmogljivih racunalnikov, je tako imenovani problem Stirih barv oz. izrek o
stirih barvah, ki pravi, da se da poljuben zemljevid pobarvati s Stirimi barvami tako,
da nobeni dve sosednji drzavi nista pobarvani z isto barvo.

Eno vecjih in pomembnejsih podrocij teorije grafov je barvanje grafov, kjer

poskusamo grafe pobarvati s ¢im manj barvami, poleg tega pa upostevame Se neke
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omejitve. V diplomskem delu bomo predstavili posebno podzvrst barvanja grafov,
to je realno barvanje grafa z omejitvami na vecih razdaljah in ne samo na razdalji
ena, kot je to obicajno. Taka barvanja so odlicen model za brezzi¢na telekomunikaci-
jska omrezja, uporabljamo pa jih tudi za druge namene. Najprej si bomo postavili
temelje z osnovnimi definicijami, podali motivacijo za studij takih barvanj in pred-
stavili uporabo v praksi. Nato bomo na kratko predstavili podrocje in nekatere
odprte probleme. Na koncu pa bomo nasteli in dokazali nekaj nekoliko zahtevnejsih

rezultatov iz tega podrocja.



Poglavje 2
Osnovne definicije

V tem poglavju bomo podali osnovne definicije, s katerimi bomo postavili temelje

za nadaljne delo.

2.1 Graf in podgraf

Osnovni pojem, s katerim se ukvarjamo v teoriji grafov, je seveda graf. Pa poglejmo,

kaj je definicija grafa:

Definicija 2.1.1 Graf G je par mnozic G = (V, E), kjer veljaV # 0 in E C VXV
MnoZica V' predstavlja tocke ali vozlisca grafa, mnoZica E pa povezave grafa.
Povezava v grafu je torej par tock, med katerima povezava poteka. MnoZico tock

grafa G oznacimo z V(G), mnozico povezav pa z E(G).

Definicija je seveda zelo intuitivna, saj tocke, ko graf riSemo, dejansko so tocke
in povezave dejansko so povezave oziroma ¢rte med tockami, kot vidimo na sliki 2.1.

Tocke ponavadi oznacujemo s ¢rkami u, v, x,y, . . ., povezave pas ¢rkamie, f, . ..
ali pa kar z robnima tockama. Torej, ¢e povezava e povezuje tocki u in v, jo pogosto
piSemo kar kot uv.

Ce imamo med tockama u in v povezavo, pravimo, da sta sosednji oziroma, da

vvvvv

Za tocki, ki nista povezani, pravimo, da sta neodvisni.
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Slika 2.1: Primer grafa.

Med dvema tockama imamo lahko tudi ve¢ vzporednih povezav ali pa
imamo povezave, ki povezujejo tocko samo s seboj. Te imenujemo zanke. Grafu,
v katerem nastopajo vzporedne povezave ali zanke, recemo multigraf, grafu brez
njih pa pravimo enostaven graf. Mi bomo ves ¢as delali samo z enostavnimi grafi.

Pri delu z grafi nas pogosto ne zanima ves graf ampak le njegov del, saj je cel
graf lahko prevelik ali pa opazujemo del zato, ker ima neko posebno lastnost. Zato

definiramo razne oblike podgrafov:

Definicija 2.1.2 Podgraf H grafa G je graf z vozlis¢i V(H) C V(G) in povezava-
mi E(H) C E(G).

Podgraf H za katerega je V(H) = V(G) je vpeti podgraf. Podgraf grafa G,
ki ga dobimo, ¢e vzamemo neko podmnozico V' C V(@) in dodamo vse povezave iz
E(G), katerih krajiséa so v V', imenujemo inducirani graf.

Podgrafu brez povezav pravimo tudi neodvisna mnozica. Neodvisna mnozi-
careda n je graf na n tockah brez povezav. Podgrafu, ki vsebuje vse mozne povezave,

pravimo klika. Klika reda n je torej podgraf, ki je poln graf na n tockah.

Definicija 2.1.3 Stopnja tocke v je mo¢ mnozice {e € V(G);v € e}, torej Stevilo

povezav, ki vsebujejo tocko v kot krajisce. Oznacimo jo z deg(v). V enostavnem
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grafu je to stevilo njenih sosedov. Najvisjo stopnjo v grafu G oznacimo z A(G)

ali pogosto kar z A, ko vemo za kateri graf gre.

Grafu, v katerem imajo vsa vozlis¢a enako stopnjo pravimo regularen graf

in ¢e je ta stopnja enaka k, recemo, da je graf k-regularen.

2.2 Posebni grafi

Oglejmo si sedaj nekaj posebnih vrst grafov, ki jih bomo potrebovali v nadaljevanju.

Definicija 2.2.1 Poln graf reda n je graf z n tockami in vsemi moznimi povezava-

n(n—1)
2

mi. Teh je . Oznacimo ga s K.

Slika 2.2: Poln graf K.

Definicija 2.2.2 Dvodelen graf je vsak graf, katerega tocke lahko razdelimo na
dve particiji A in B tako, da imajo vse povezave eno krajisce v A in drugo krajisce
v B. Iz definicije je ocitno, da sta A in B neodvisni mnoZici.

Poln dvodelen graf K,, ,, je dvodelen graf z n tockami v vsaki particiji in

vsemi povezavami med particijama. Tak graf ima torej n? povezav.

Definicija 2.2.3 Pot na n tockah je graf s tockami{vy,vs, ..., v,} in povezavami

{(v1,v2), (v2,03), ..., (Vn_1,0n) }. Oznacéimo jo s Py,
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V1 V9 V3 V4 Un—1 Un
. ‘ ‘ . -------- .—.

Slika 2.3: Pot na n tockah.

Pot pogosto na kratko zapisemo kar z zaporedjem tock vivs - - - v,.

Definicija 2.2.4 Cikel dolzine n je graf s tockami {vy, va, ..., v,} in povezavami
{(v1,v2), (v2,03), ..., (Un_1,0p), (Un,v1)}. Pravimo mu tudi n-cikel in ga oznacimo
s C,,.

Krajsi zapis je spet kar zaporedje tock s ponovljeno zacetno tocko vivsy ... v,,v.
Cikel dobimo, ¢e v poti povezemo prvo in zadnjo tocko.

U1

Vs

Slika 2.4: Primer n-cikla.

Definicija 2.2.5 Graf s tockami {vg, vi,ve, ..., v,} in povezavami {(vy, va), (v2, v3),
ooy (Vnz1,00), (U, v1), (v, 1), (Vo, V2), - - -, (Vo, V) } imenujemo n-kolo in oznacimo z
W.,. Kolo je torej n-cikel z dodanim srediscem vy, s katerim so povezane vse tocke

cikla.

Definicija 2.2.6 Drevo je povezan graf brez cikla. To pomeni, da ne obstaja

podmnoZica tock grafa, katere induciran graf je cikel.

Grafu, ki je sestavljen iz enega ali ve¢ dreves, pravimo tudi gozd.
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U1

V2 Un

U3 Vo

(7} V6

(%)
Slika 2.5: Primer n-kolesa.

2.3 Razdalja in povezanost

Med zelo pomembne lastnosti grafa sodi razdalja.

Definicija 2.3.1 Razdalja med tockama w in v je dolzina najkrajse poti med

njima in jo oznacimo z d(u,v).

Tako recemo, da je u za d(u,v) oddaljena od v. Najvecjo razdaljo med

tockama v grafu imenujemo premer ali diameter grafa.

Definicija 2.3.2 Graf G je povezan, ce obstaja pot med poljubnima dvema tocka-

ma u,v € V(Q).

Enako velja za neko podmnozico tock v grafu. Ta je povezana, Ce je njen

induciran podgraf povezan.

Definicija 2.3.3 Komponenta (ali komponenta za povezanost) je najvecja
povezana mnozica tock v grafu. Najvecja tukaj pomeni, da ne moremo dodati tocke
ali povezave tako, da bi mnoZica ostala povezana. Vsak graf ima ocitno vsaj eno

komponento in vsak nepovezan graf ima vsaj dve komponenti.

Povezanost grafa nas zanima, ker lahko pri resevanju problemov resitev pogosto

najdemo za vsako komponento posebej in jo nato zdruzimo za cel graf.
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2.4 Barvanje grafov

Barvanje grafa se je pojavilo kot dejansko barvanje tock grafa z barvami, kjer so
zeleli, da so povezane tocke pobarvane razlicno. Cilj je bil graf pobarvati s ¢im manj
barvami. Lep primer tega je recimo izrek o Stirih barvah, ki trdi, da lahko poljuben
zemljevid pobarvamo s Stirimi barvami. Kmalu so seveda ugotovili, da je veliko lazje
delati s Stevili namesto z barvami in tako pridemo do osnovne definicije barvanja

tock:

Definicija 2.4.1 Barvanje tock grafa G je preslikava ¢ : V(G) — N. Barvanje
je pravo oziroma dobro, c¢e imata poljubni povezani tocki u in v razlicni baruvi.

Torej za vu € E(G) mora veljati c(v) # c(u).

Podobno definiramo barvanje povezav, kjer morata povezavi biti razlicno pobarvani,

¢e imata skupno krajisce.

Definicija 2.4.2 Barvanje povezav grafa G je preslikava ¢ : E(G) — N. Bar-

vanje je pravo, ce za poljubni povezavi s skupnim kragiscem e in f velja c(e) # c(f).

Barvanje povezav je zelo lahko prevesti na barvanje tock z uporabo povezavnega

grafa:

Definicija 2.4.3 Povezavni graf (line graph) L(G) grafa G dobimo tako, da
vsaki povezavi v G priredimo tocko v L(G) in nato v L(G) povezemo tocke, ki us-

trezajo sosednjim povezavam v G.

Barvanje tock grafa L(G) tako ustreza barvanju povezav grafa G.

Definicija 2.4.4 Graf G je k-obarvljiv, ce obstaja pravo barvanje ¢ : V(G) —
{1,2,3,...,k}. To pomeni, da lahko graf dobro pobarvamo s k-barvami. Najmanjse
stevilo k, za katero je graf se k-obarvljiv, imenujemo kromati¢no Stevilo in ga

oznacimo s xX(G). Barvanju s x(G) barvami pravimo optimalno barvanje.

Tukaj opazimo, da tocke, ki so pobarvane z isto barvo, tvorijo neodvisno mnozico.
Tako je dobro barvanje ekvivalentno particiji na neodvisne mnozice in je optimalno

barvanje ekvivalentno particiji na najmanjse mozno Stevilo neodvisnih mnozic.
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Hamiltonova pot je pot v grafu G, ki vsebuje vse tocke grafa, torej vpeta
pot. Hamiltonov cikel v grafu G je cikel, ki vsebuje vse tocke. Grafu, ki ima
kaksen Hamiltonov cikel, recemo Hamiltonski graf.

Poznamo tudi operacije na grafih in ena izmed njih je potenca grafa.

Definicija 2.4.5 Naj bo G = (V, E) graf. Graf G* je k-ta potenca grafa G, ce

velja:
o V(GF) =V(G),
o uv € E(G*) natanko tedaj, ko obstaja med u in v pot dolZine < k.

V k-ti potenci grafa imamo torej poleg ze obstojecih povezav Se vse povezave med

tockami na razdalji < k.

Definicija 2.4.6 Naj bo G graf. Njegov komplement G je graf
o s tockami V(GY) = V(G),
e s povezavami E(G) = {e;e & E(G)}.

V komplementu so torej natanko tiste povezave, ki jih ni v originalnem grafu.
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Poglavje 3

Razdaljna barvanja

3.1 Dodeljevanje frekvenc

Problem dodeljevanja frekvenc se je pojavil s prvimi oddajniki za brezzi¢na omrezja.
Med oddajniki, ki so blizu, pride do interference in tako do motenega signala. Da bi
to preprecili, je treba bliznjim oddajnikom dodeliti dovolj razli¢ne frekvence, da ne
more priti do interference, kar na zacetku ni bil problem, saj so bile vse frekvence
proste. Danes pa je zaradi zelo hitre rasti brezziénih omrezij postal frekvenéni spek-
ter zelo iskana in redka dobrina. Frekvencéni pasovi so omejeni zaradi fizikalnih
omejitev oddajnikov. Potem pa je tu Se financna omejitev, kajti zakup frekvencnega
pasu je zelo drag. Tako se je pojavila potreba po ucinkovitih algoritmih za dodelje-
vanje frekvenc.

Na tem mestu se takoj ponudi model za brezziéno omrezje z grafi. Oddajnike
predstavmo s tockami v grafu in bliznje oddajnike povezemo s povezavami. V teoriji
grafov lahko modele za dodeljevanje radijskih frekvenc oddajnikom prvic zasledimo v
zgodnjih osemdesetih letih v ¢lanku Halea [18]. Od tedaj so razvili ve¢ razliénih oblik
barvanja grafov, s katerimi lahko modeliramo tak problem. Tako poznamo recimo 7-
barvanja grafov, kjer so med posameznimi oddajniki (tockami) prepovedane nekatere
razlike med frekvencami [26]. Prav tako je bilo objavljenih ve¢ studij na to temo [1,
7], ki dajejo pregled nad razlicnimi pristopi k problemu in rezultati iz tega podrocja.

Leta 1988 je Roberts predlagal nov model za dodeljevanje frekvenc z dvema

nivojema interference [27], ki sta ga Griggs in Yeh prilagodila v bolj splosen model
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razdaljnih barvanj [17]: Za nenegativna cela Stevila py,...,pg, je L(p1y..-,DPr)-
barvanje grafa GG barvanje s celimi Stevili tako, da tocke natanko na razdalji ¢
dobijo barve, ki se razlikujejo vsaj za p;. Cilj je seveda najdi tako barvanje, da
bo razlika med najvecjo in najmanjso uporabljeno barvo najmanjsa, saj bo s tem
frekvencni pas najmanjsi. Zaradi primerov iz prakse se je sprva privzelo, da pogoji
na razliko med barvami padajo z razdaljo 6], na primer p; > p> ... > pp > 1, éeprav
teorja tega ne zahteva. Sedaj pa vemo, da so zelo pomembni tudi ostali primeri,
recimo p; = 0 in py = 1, ki prav tako nastopa v praksi [5, 19]. Primer p; =0, p; = 1
nam da tako imenovano injektivno barvanje.

Ideja za tem modelom je sledeca. Tocke predstavljajo oddajnike in sosed-
nji oddajniki so povezani s povezavami. Najvec interference se seveda ustvari med
oddajniki, ki so zelo blizu in so zato v grafu povezani. Kjub temu pa se nekaj
interference pojavi tudi med oddajniki na razdalji dva, tri in tako naprej. Da bi
ucinkovito dodeljevali frekvence v takem omrezju, iS¢emo dodelitev frekvenc znotraj
¢im manjSega intervala, kjer se frekvence, dodeljene bliznjim oddajnikom, zelo raz-
likujejo. Frekvence dodeljene oddajnikom, ki so srednje oddaljeni pa se razlikujejo

za manj. To nas takoj vodi do definicije razdaljnega barvanja iz prejsnjega odstavka.

3.2 Definicije

V praksi seveda ni nobenega razloga, da bi frekvence morale biti celostevilske, saj
jih lako izbiramo iz celega zveznega spektra elektromagnetnega valovanja. Tako je
teorija kmalu naravno presla na barvanje z realnimi Stevili, oznake pa se pustijo kar

enake:

Definicija 3.2.1 Imejmo koncen graf G in nenegativna realna stevila py, ..., pg.
L(py,...,pr)-barvanje (L(p1,...,pr)-labeling) grafa G je preslikava ¢ : V(Q)
— [0,00), kjer za tocki u in v na razdalji d(u,v) =1, i <k velja |c(u) — c(v)| > p;.

Razpon (span) L(p, ..., px)-barvanja je razlika med najvecjo in najmangso barvo.

Tukaj velja omeniti, da lahko brez izgube za splosnost najmanjso barvo vedno
postavimo na ni¢, kar se vecinoma kar privzame. To je oc¢itno, saj lahko od poljub-

nega L(pi,...,pg)-barvanja odstejemo najmanjso barvo in tako dobimo barvanje z
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najmanjso barvo ni¢. Tako razpon postane najvecja barva v nasem grafu. Na$ cilj
je seveda najti L(ps, ..., pg)-barvanje z najmanjsim moznim razponom. Najmanjsi
mozen razpon oznacimo z A, ., (G) ali A(G;py,...,px). Pogosto srecamo tudi
izraz lambda funkcija, ko gledamo na razpon kot funkcijo argumentov py, ..., px.
Vsako barvanje z razponom A(G;p1, ..., px) je optimalno.

Tukaj opazimo lastnost razmerja (scaling property):
Trditev 3.2.2 Za vsako realno stevilo o > 0 velja:

Dokaz. Najbo f L(pi, . . ., pp)-barvanje grafa G z razponom A(G; p1, . .., py). Ce ga
pomnozimo z « o¢itno dobimo L(a py, ..., apg)-barvanje f’ z najmanjsim moznim
razponom a A\(G;py,...,px), saj smo najvecjo barvo pomnozili z a. Ce razpon ne
bi bil najmanjsi mozen, bi imeli barvanje z manjsim razponom, ki bi ga delili z «
in dobili L(py, ..., px)-barvanje z manjsim razponom, kar pa je protislovje. Dokaz v

drugo smer je podoben, le da sedaj delimo z a. U

V posebnem, ko je k = 2, lahko vrednost A(G;pi,p2) povsem doloc¢imo ze s
funkcijo za p; = 1. Torej lahko za studij L(p,q)-barvanj studiramo kar L(z,1)-
barvanja.

Najvecjo pozornost pri raziskovanju so posvetili osnovnemu primeru, ko je
p1 = 2 in py = 1, torej L(2,1)-barvanju, saj je to eden najosnovnejsih primerov, ki
se pojavljajo v praksi. Iz tega primera zelo preprosto sledijo resitve za perturbirane

probleme, ki so blizu optimalne resitve.

Izrek 3.2.3 (Izrek o D-mnozici za kon¢en primer, p = 2 ) Naj bo D(ky, ko) =
{a1k1 + asks; a1, a9 € Z}, torej mnozZica vseh linearnih kombinacij ki in ke s celimi
koeficienti. Naj bo G = (V, E) koncen graf in naj bosta p,q > 0 realni Stevili.
Potem obstaja tako optimalno L(p, q)-barvange f : V(G) — [0,00), da je najmanjsa
barva ni¢ in vse barve (in razpon N(G;p,q)) pripadajo mnozici D(p,q) in je vsota

koeficientov a; + ag < |V|.

Ocitno je najmanjsi mozen razpon nepadajoca funkcija svojih argumentov, saj

velja, ¢e je ¢ dobro L(py, ..., pg)-barvanje za neke py, ..., pg, je ta isti ¢ tudi dobro
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L(p},...,p))-barvanje, ¢e velja za vsak p; < p;. Velja pa Se veliko ve¢. Griggs in Jin
[15] sta dokazala, da je A(G; z, 1) zvezna, odsekoma linearna funkcija s konéno mnogo
odseki. To pomeni, da obstaja konc¢na particija definicijskega obmocja lambda
funkcije na odseke, kjer velja, da je funkcija na vsakem odseku linearna. To pa
Se ni vse. Velja celo, da so koeficienti linearne funkcije na nekem odseku prav tako
v D-mnozici.

To nam je v veliko pomo¢ pri dolocanju lambda funkcij. Predstavljajmo
si L(p, q)-barvanje. Kot vemo, je lambda funkcija A(G;p,q) natanko dolocena z
enoparametricno funkcijo A(G;x,1), kar pa nam zelo olajsa dokazovanje spodnjih
in zgornih mej za to funkcijo. Ce recimo vemo, da lambda funkcija zavzame enako
vrednost v dveh tockah xy in x1, iz tega sledi, da lambda funkcija zavzema to vred-
nost tudi v vseh tockah = € [z, z1].

Razdaljna barvanja so povezana z navadnim barvanjem tock. Ce je k = 1
in p; = 1 je to navadno barvanje tock in velja A\(G;1) = x(G) — 1. Ce je recimo
p1 = ... = pr = 1 se nas problem prevede na navadno barvanje tock k-te potence
nasega grafa GG. Torej povezava uv je v grafu G*, ¢e velja, da sta tocki u in v v grafu
G na razdalji manjsi ali enaki k. Tako velja A(G;py,...,pr) = x(G*) — 1. Tako se
mnogo rezultatov barvanja potenc grafov prevede na razdaljna barvanja in obratno.

Kot primer si bralec lahko ogleda delo Molloya in Salavatipourja [24, 25].

3.3 Hipoteza A?

Kot smo ze rekli, je bilo dale¢ najvec¢ dela opraljenega na primeru, ko je p; = 2 in
p2 = 1. Ena najpomembnejsih hipotez na tem podrocju, ki sta jo postavila Griggs

in Yeh [17], je hipoteza A?:

Trditev 3.3.1 Vsak graf G z maksimalno stopnjo A > 2 ima L(2,1)-barvanje z

razponom najvec A2

Hipoteza se vedno ni ne potrjena ne ovrzena skoraj petnajst let po njeni objavi,
kljub temu, da ji je bila posvecena dobrsna mera pozornosti. To dejstvo kaze za-

htevnost in tezo hipoteze. V zaporedju ¢lankov [17, 9, 22, 14] so prvo mejo A% +2A,
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ki jo bomo dokazali kasneje, zmanjSevali do trenutno najboljse meje A% + A — 2, ki
jo je dokazal Gongalves [14]. Uspesno so jo dokazali le za nekatere posebne razrede
grafov, kot so ravninski grafi z najvisjo stopnjo A # 3, Hamiltonski kubi¢ni grafi [20],
grafi z najvisjo stopnjo dva, ravninski gravi z vajvisjo stopnjo A # 3 [4] in drugi.
Zaradi uporabe razdaljnih barvanj v praksi ni presenetljivo, da se je pojavlja vedno
vec clankov z algoritemskim pogledmo na taka barvanja [2, 11, 12, 21, 23].
Dokazimo sedaj prvo zgornjo mejo za razpon L(2, 1)-barvanja poljubnega grafa

G, ki sta jo postavila Griggs in Yeh [17]:

Trditev 3.3.2 Naj bo G graf z najvigjo stopnjo A. Potem velja \(G;2,1) < A% +
2A.

Dokaz. Vemo, da obstaja optimalno barvanje z barvami v D(2,1). Torej lahko brez
skode za splosnost upostevamo samo celostevilske barve > 0. Poljubno uredimo
tocke grafa in jih po vrsti barvamo z najnizjo dovoljeno barvo. Tocka v € V(G)
ima najve¢ A sosedov in tako najve¢ A(A — 1) tock na razdalji dva. Vzemimo neko
tocko v naSega grafa in jo poskusajmo pobarvati. Tocka, ki je pobarvana z barvo
¢, nam za x prepoveduje barve ¢ — 1, ¢ in ¢ + 1, ¢e je od v oddaljena za dva, in
barvo ¢, ¢e je od v oddaljena za ena. Tako je za barvo tocke v prepovedanih najvec
3A + A% — A barv. Torej je razpon kvecjemu A? + 2A, saj zatnemo z barvo 0 in

imamo tako na voljo A% + 2A + 1 barv. 0
Ocitna spodnja meja pa je A + 1, ki jo dosezemo z grafom Ka; za A > 2.

Definicija 3.3.3 Koné¢na projektivna ravnina reda n z oznako Pi(n) je mno-

Zica n® +n + 1 tock s sledec¢imi lastnostmi:

1. Poljubni dve tocki tvorita premico,
2. Poljubni dve premici se sekata v eni tocksi,
3. V vsaki tocki se seka n + 1 premic in

4. Vsaka premica vsebuje n + 1 tock.
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Taka projektivna ravnina obstaja, ¢e je n potenca prastevila. Znana hipoteza
pravi, da so to edine konc¢ne projektivne ravnine, ki obstajajo. Dokaz te hipoteze

pa je eden izmed pomembnejsih neresenih problemov v diskretni matematiki.

Definicija 3.3.4 Graf G je incidenéni graf projektivne ravnine I1(n) reda n, ce

je G = (A, B, E) dvodelen graf, da velja:

(1) |A|=|B|=n*+n+1,
(2) vsak a € A predstavlja tocko p, v Il(n) in vsak b € B predstavlja premico
lb v H(n),

(3) E={{a,b}: a€ A, be B, da veljat, € p, v1i(n) }.

Slika 3.1: Koné¢na projektivna ravnina reda 2 (Fanova ravnina)

Iz definicije II(n) vemo, da je incidencni graf (n+1)-regularen. Za vsak z,y € A
je dg(z,y) = 2 in za vsak u,v € B je dg(u,v) = 2. Prav tako, cca € Ain b € B

nista sosednja, sta na razdalji dg(a,b) = 3. V [17] imamo slededi izrek.

Izrek 3.3.5 Ce je G = (A, B, E) incidencni graf projektivne ravnine reda n, je
MG;2,1) =n?+n =A%~ A, kjer je A =n+ 1 maksimalna stopnja grafa G.

Dokaz. Pokazimo najprej spodnjo mejo. V' A imamo n? + n + 1 tock in poljubni
dve sta na razdalji dve. Torej morata poljubni dve tocki biti pobarvani razlicno.

Torej je razpon A(G;2,1) > n? +n =A% — A.

Definicija 3.3.6 Prirejanje (matching) grafa G je mnoZica disjunktnih povezav,

torej mnozica povezav, za katero velja, da poljubni dve povezavi nimata skupne tocke.
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Popolno prirejanje (perfect matching) je prirejanje z § povezavami, torej na-
juecéje mozno. To seveda pomeni, da imajo lahko le grafi s sodo mnogo tockami

popolna prirejanja.

Bralec lahko dokaz naslednjega izreka najde v [3], mi pa ga bomo tukaj iz-

pustili:

Izrek 3.3.7 (Hallov pogoj) : Naj bo A neka mnoZica tock, potem je mnoZica
N(A) mnozica sosedov tock iz A. Dvodelen graf G s particijama X in'Y ima popolno

prirejanje natanko tedaj, ko velja |N(A)| > |A| za vse podmnozice A C X.

Sedaj lahko nadaljujemo z dokazom izreka 3.3.5. Za zgornjo mejo si oglejmo kom-
plementarni dvodelen graf G’ = K,,,, — E(G). Ta graf je dvodelen in n* regularen,
saj je G n—+ l-regularen. Hallov pogoj je torej izpolnjen, torej ima G’ popolno prire-
janje. To pomeni, da imamo n? + n + 1 povezanih parov tock. Graf je dvodelen,
torej ima vsak tak par eno tocko v A in drugo v B. Vsakega od teh parov tock lahko
v originalnem grafu G pobarvamo z isto barvo, saj tam te tocke niso povezane in
hkrati niso na razdalji dve. Iz dokaza spodnje meje vidimo, da bo barvanje pravo,

¢e bodo te barve paroma razli¢ne in tako smo dokazali Se zgornjo mejo. U
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Poglavje 4
Kneserjevi grafi

V tem poglavju bomo doloéili lambda funkcijo za poddruzino Kneserjevih grafov.

Najprej pa moramo postaviti osnovne definicije, ki jih bomo potrebovali.

4.1 Definicije

Poglejmo najprej, kaj je Kneserjev graf:

Definicija 4.1.1 Kneserjev graf K(n, k), n > 2k, je graf na (Z) tockah, definiran
kot: wsaka tocka ustreza podmnoZici mnozice {1,...,n} s k elementi in tocki sta
sosednji natanko tedaj, ko sta njuni mnozici disjunktni. Kneserjev graf K(5,2) je

Petersenov graf.

Najbolj znan Kneserjev graf je K(5,2), ki je Petersenov graf, kot vidimo na
sliki 4.1.

Dolocitev lambda funkcij vseh Kneserjevih grafov vsebuje dolocitev njihovih
kromati¢nih stevil, kot tudi kromati¢nih stevil njihovih kvadratov kot poseben primer.
Mi bomo tukaj dolocili lambda funkcije za vse Kneserjeve grafe K(n,2), n > 5
(Izrek 4.4.1).

Kot primer so lambda funkcije Kneserjevih grafov K(n,2), n = 5,6,7,8, na
sliki 4.2.

Poglejmo si sedaj nekaj posebnih lastnosti grafov K(n,2). Graf K(n,2) je

izomorfen komplementu povezavnega grafa K,. Vsako tocko K(n,2) lahko asoci-
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{12}

{3,5} {3,4}

e\

{2,4} {1,5}

Slika 4.1: Petersenov graf.

iramo s povezavo v K,. Taka povezava naravno ustreza dvoelementni podmnozici
mnozice z n elementi, ki jo predstavljajo tocke K,. Dve tocki K (n,2) sta sosednji
natako tedaj, ko sta njuni mnozici disjunktni. To je ekvivalentno zahtevi, da sta
povezavi v povezavnem grafu K, disjunktni. Izkazalo se je, da je premisljevanje
v naslednjih razdelkih veliko lazje, ¢e n — 1 tock grafa K, identificiramo s Stevili
0,...,n — 2 in zadnjo tocko z zvezdico .

Posledica opazene korespondence med K (n,2) in povezavnim grafom K, je
dejstvo, da je najvecja klika v K (n, 2) velikosti |n/2] (velikost maksimalnega prire-
janja v K,).

Uporabno bo tudi dejstvo, da je kvadrat K(n,2) poln graf za vsak n > 5, saj
sta poljubni tocki v K (n, 2) na razdalji najve¢ dve. V posebnem, A\(K(n,2);1,1) =
X(K(n,2)%) —1=(3) — 1.

4.2 Majhne vrednosti z

Lema 4.2.1 Za vsak ¢ > 2 obstaja zaporedje tock vy, ..., vy, m = (26;1) v K(20+

1,2) tako, da za vsaki=1,...,m—(£—1) tocke v;,...,vi1_1 tvorijo kliko velikosti

(v K(2041,2).
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Slika 4.2: Lambda funkcije Kneserjevih grafov K(5,2), K(6,2), K(7,2) in K(8,2).
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Slika 4.3: Povezave, ki ustrezajo tockam wvy,...,vg, vsebovanim v bloku Bj, in
tockam vy, ..., vs, vsebovanim v bloku Bs, iz vrstnega reda tock grafa K(9,2),
kot smo ga konstruirali v dokazu leme 4.2.1 (leva in sredinska slika). Na desni sliki
je prikazan podgraf, ki ga tvorijo zadnje Stiri povezave prvega bloka in prvih pet

povezav drugega bloka.

Dokaz. Tvorimo zaporedje tock v K (2(+1, 2), sestavljeno iz ¢ blokov, By, ..., By_1,
kjer vsakega sestavlja 2¢ + 1 zaporednih tock. Prva tocka viar41)+1 v By ustreza
mnozici {, k} (glej Sliko 4.3), i-ta tocka vg@ei1)1i, ¢ = 2,...,¢, je tocka, ki ustreza
mnozici {(—(i —1)+k) mod 2/, ((i —1) + k) mod 2}, ({4 1)-ta tocka vk(2e41)+e41
je tocka, ki ustreza mnozici {,k + £}, in i-ta tocka vyoei1yi, 1 =L+ 2,...,20 + 1,
je tocka, ki ustreza mnozici {((i —¢—1)+ k) mod 2¢,(—(: — ¢ —2) + k) mod 2(}.

To zaporedje tock ima zelo lepo interpretacijo v povezavni reprezentaciji Kne-
serjevih grafov. Na sliki polnega grafa, z zvezdico na sredini in ostalimi ostevil¢enimi
tockami na ciklu okoli nje, vsak blok ustreza Hamiltonovemu ciklu in vsakih ¢ za-
porednih tock v B; tvori prirejanje, kot kaze slika 4.3. Zaporedne bloke potem

dobimo tako, da Hamiltonov cikel zavrtimo za 360/2¢ stopinj v negativni smeri.

Preverimo sedaj, da poljubnih ¢ zaporednih tock tvori kliko v K (2¢ + 1,2)
oziroma, da so mnozice, ki jim pripadajo, paroma disjunktne. To je najlazje videti,
¢e uporabimo korespondenco s Hamiltonovimi cikli v Ko,y iz prejSnjega odstavka.
Opazimo, da zadnjih ¢ povezav v bloku B;, za ¢ = 0,...,/ — 2 skupaj s prvimi
¢ + 1 povezavami bloka B;,; prav tako tvori Hamiltonov cikel in celo poljubnih ¢
zaporednih povezav izmed teh tvori prirejanje (glej sliko 4.3). Poljubnih ¢ zaporednih

povezav lezi v enem bloku ali pa v dveh blokih B; in B;;; zaneki=0,...,{—2in
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Slika 4.4: Povezave, ki ustrezajo prvemu in drugemu bloku v zaporedju, ki smo ga

konstruirali za K (8,2) v dokazu leme 4.2.2.

tako vsakih ¢ zaporednih povezav tvori prirejanje v polnem grafu in tako ustrezajoce

tocke tvorijo kliko v K (20 + 1,2). Trditev iz leme sedaj sledi. O

Poglejmo si sedaj Kneserjeve grafe K(n,2) pri sodem n.

Lema 4.2.2 Za vsak { > 2 obstaja zaporedje tock vy,..., vy, m = (2@2) grafa

K(20+2,2) takih, da za vsaki=1,...,m— (£ —1) tocke v;,...,vire_1 tvorijo kliko
velikosti € v K(20 4 2,2) in za vsak i = 1,0+ 2,20+ 3,...,m — { tocke v;, ..., Vi1y
tvorijo kliko velikosti £ + 1.

Dokaz. Tvorimo zaporedje tock v K(2¢ 4 2,2), sestavljeno iz 2¢ + 1 blokov z £ + 1
tockami v vsakem izmed njih. Bloke osteviléimo od 0 do 2¢. Prva tocka vj(ey1)+1
v k-tem bloku naj bo tocka, ki ustreza mnozici {*,k} in i-ta tocka Uk(t41)4is & =
2,...,041, naj bo tocka, ki ustreza mnozici {(—(:—1)+k) mod (2(+1),((i—1)+k)
mod (2¢ + 1)}. Ocitno vsak blok tvori kliko velikosti ¢ + 1, kot smo zeleli.

To zaporedje tock ima tudi zelo lepo interpretacijo v povezavni reprezentaciji
Kneserjevega grafa. Na sliki vidimo poln graf z zvezdico na sredini in oSteviléenimi
tockami na ciklu okoli zvezdice. Vsak blok ustreza popolnemu prirejanju, ki ga
sestavlja povezava od zvezdice do neke druge tocke v grafu in vse povezave, ki so
pravokotne na njo (glej sliko 4.4). Sledece bloke potem dobimo tako, da popolno
prirejanje zavrtimo okoli zvezdice za 360/(2¢ 4 1) stopinj v negativni smeri.

Preverimo sedaj, da poljubnih ¢ zaporednih tvori kliko v K (2¢+ 2, 2) oziroma,

da so mnozice, ki ustrezajo tem tockam paroma disjunktne. Vzemimo tocko vi(e41)44,
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k=0,....,20int = 1,...,/ + 1. Mnozica, ki ustreza tej tocki, je disjunktna z
vsemi ostalimi mnozicami, ki ustrezajo tockam v istem bloku, to je mnozicam, ki
ustrezajo tockam vgp1y4e za i =1,..., 0+ 1in 4 # 4. Za k > 0 je zadnja tocka v
prejsnjem bloku, katere mnozica ni disjunktna z mnoZzico, ki ustreza vy 41)4i, tocka
V(k—1)(t+1)+i+1 za © < {4+ 1 (ni nam treba obravnavati primera ¢ = ¢ + 1). Podobno
je za k < 2¢ + 1 prva tocka v naslednjem bloku, katere mnozica ni disjunktna z
mnozico, ki ustreza vj41)4i, tocka vg_1)@41)4i—1 za @ > 0. Torej je mnozica, ki
ustreza vp(r41)+4i, disjunktna z vsemi mnozicami, ki ustrezajo toCkam vy (r41)4iy; za

j==1,...,£(£—1). Trditev iz leme sedaj sledi. O

Preostanek tega razdelka bomo posvetili dolocanju spodnjih mej lambda funk-
cij K(n,2) za x € [0,1/¢]. Ponovno moramo razlikovati med dvema primeroma

glede na parnost n.
Lema 4.2.3 Sledeca ocena velja za vsak € > 2 in x € (0,1/():
MK (204 1,2);2,1) > 204+ (L — 1)z .

Dokaz. Najbo ¢ L(z, 1)-barvanje grafa K(2(+1,2) innajbo vy, ..., Vp, m = (26;1)
zaporedje tock tako, da c(vy) < c(vg) < -+ < c(vp).

Pokazali bomo, da je ¢(viy1) > @ za vsak ¢ = 0,...,2¢. Neenakost oc¢itno velja
zai = 0. Zai > 0imamo med v(_1)¢41, - - - , Vier1 dve nesosednji tocki, saj K (2041, 2)
ne vsebuje klike velikosti ¢4 1. Torej se barvi teh dveh tock razlikujeta vsaj za ena.
1z c(vi—1yer1) < -+ < e(Vigg) sledi e(vigr1) > c(Ve—1yr) 1> (1= 1) +1=4iiniz
tega sklepamo, da je c(vgpe 1) > 2(.

Ker je razlika med poljubnima barvama vsaj z, sledi naslednja ocena:
c(Vm) = c(vapsr) + (m— 2 + 1))z > 20+ ({ — 1)z .
To dokazuje lemo. 0

Razdelek zakljucujemo s spodnjo mejo lambda funkcije za K (n,2) pri sodem

n. Resitev za sode n se je izkazala kot precej kompleksnejsa od resitve za lihe n.
Lema 4.2.4 Za vsak { > 2 in x € (0,1/() velja:

ANK(20+2,2);2,1) > 20+ 30z .
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Dokaz. Naj bo ¢ L(x, 1)-barvanje grafa K (2(+2,2) in naj bo vy, ..., 0y, m = (2@2)
zaporedje tock tako, da c(vy) < c(vg) < -+ < c(vp).

Rekurzivno definirajmo indekse iy, . . ., i5. Postavimo iy = 1. Za j > 0 naj bo
i; najvecji tak indeks, da tocke od i;_i-te do (i; — 1)-te, 0z. v;;_,,...,v;_1, tvorijo
kliko. Ker je najvecja klika v K (2¢+ 2,2) velikosti £+ 1, K(2¢+ 2,2) ne moremo po
tockah pokriti z manj kot 2+ 1 klikami in tako so indeksi iy, . . . , 79, dobro definirani.

Naj bo sedaj Cj, j = 0,...,2¢ — 1 klika v K(2¢ + 2,2), ki jo tvorijo tocke
Vijy -+, Vij—1 innaboy;, j=0,...,2¢stevilo klik velikosti £+1 med Cy, ..., C};_1.
V posebnem velja v = 0 in ; < j.

Dokazimo sedaj nasledno trditev:
Pomozna trditev: Za vsak j = 0,...,2( velja c(vy,) > j + ;2.

Postopamo z indukcijo po j. Trditev o¢itno velja za 7 = 0. Naj bo sedaj 7 > 0. Naj
bo k € {0,...,[Cj_1| — 1} najvecji tak k, da tocka v;,_ . v C;_1 ni sosednja tocki
;- Ce je klika C;_1 velikosti £ + 1, potem povezave v polnem grafu, ki ustrezajo
totkam v Cj_; tvorijo prirejanje in tocka v;; ni sosednja vsaj dvema tockama v Cj_.
V posebnem je k > 1. Ker je razlika med barvama poljubnih dveh tock vsaj x (in

vemo, da je x < 1) in v;; ni sosednja v;,_, 4, dobimo:
c(vi;) > c(vi;_4x) +1 2> c(vy,_ ) + 1+ kx> j+ 10 + ko .

Ce je v; = 7j—1, smo dobili Zeljeno neenakost. Sicer je C;_; velikosti ¢ + 1,

torej k£ > 1 in neenakost prav tako sledi. S tem smo pomozno trditev dokazali.

Klike Cy, ..., Cy_1 vsebujejo najvec 20 - £ 4+ o, tock grafa K (2¢ + 2,2). Torej
ige < 202 + 1 4 9. Sedaj preprosto sledi naslednja ocena:

c(vm) > c(viy,) + (m —iy)x
> 24 yopr+ (22 +30+1) — (202 + 14+ 9)) @
> 2043z .

S tem je lema dokazana. O
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4.3 Velike vrednosti x

V tem razdelku bomo poiskali spodnje in zgornje meje za lambda funkcije grafa
K(n,2) za x > 1. Zacnimo z zgornjo mejo za x € (1, 3).

Lema 4.3.1 Zavsakn > 5 inx € (1,3) obstaja L(z, 1)-barvange z razponom () —1

tako, da sta poljubni dve barvi razlicni celi stevili in da sta najvecyi dve (g) —21n

(5) — 1.

Dokaz. Lemo bomo dokazali z indukcijo po n. Za n = 5 pobarvamo tocke grafa
K (5,2) z barvami 0,1,...,9 v vrstnem redu, ki ustreza slede¢emu vrstnemu redu

mnozic:

{*,0}, {x, 1}, {, 2}, {*,3},{3,2},{3,1},{3,0},{0,1},{0,2} in {1,2} .

Ker tocki, ki ustrezata mnozicama {0,2} in {1,2} nista sosednji, to barvanje zado-
voljuje tudi drugo trditev v lemi.

Naj bo sedaj n > 5. Po indukciji torej vemo, da obstaja L(z, 1)-barvanje pod-
grafa K (n,2), imenujmo ga G, ki ga inducirajo tocke, katerih mnozice ne vsebujejo
zvezdice. To barvanje ima razpon (";1) —1 in dve nesosednji tocki v G sta pobarvani

Z (";1) —2in (";1) — 1. Zaradi simetrije lahko privzamemo, da tocki pobarvani z

n—1

5 ') — 1, pripadata mnozicama {0, 2} in {0,1} v tem vrstnem

barvama (";1) —2in (
redu.

7 barvo ("51) + i sedaj pobarvamo tocko, ki ustreza mnozici {*,i} za i =
0,...,n — 2. Lahko je preveriti, da je tako dobljeno barvanje dejansko L(x,1)-
barvanje grafa K (n,2) in da sta nesosednji tocki {*,n — 3} in {*,n — 2} pobarvani

z barvama (g) —21in (72‘) —1. O

Dolo¢imo sedaj zgornjo mejo za > 3.

Lema 4.3.2 Za vsak n > 5 in © > 3 obstaja L(z,1)-barvange grafa K(n,2) z
razponom (n—3)(x—3)+ (5) —1 tako, da so tri najvecje barve (n—3)(z—3)+ (5) —3,
(n=3)(z—=3)+ (5) —2in (n—3)(x —3)+ (3) — L.
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Dokaz. Postopali bomo podobno kot v dokazu leme 4.3.1. Najprej pobarvamo
tocke grafa K (5,2) z barvami

0,1,2,3,z+ 1,z +2,2+3,2x+ 1,22 +21in 22 + 3
v vrstnem redu, ki ustreza sledecemu vstnemu redu mnozic:

{x,0}, {*, 1}, {*,2},{*,3},{3,2},{3,1},{3,0},{0,1},{0,2} in {1,2} .

To barvanje zadovoljuje tudi drugo trditev v lemi.

Naj bo n > 5. Oglejmo si sedaj L(x,1)-barvanje podgrafa K(n,2), ki ga
inducirajo tocke, katerih mnozice ne vsebujejo zvezdice, pri katerem so najvecje tri
barve (n—4)(z—3)+ (";") =3, (n—4)(z—3)+(";") —2in (n—4)(z—3)+ (";") - L.

Zaradi simetrije lahko predpostavimo, da je tocka, ki ustreza mnozici {0, 2},
pobarvana z barvo (n — 4)(z — 3) + (";') — 2 in tocka, ki ustreza mnozici {0,1},
pobarvana z barvo (n—4)(x —3)+ ("51) —1. Zai=0,...,n—2 pobarvajmo tocko,
ki ustreza {x,i} z barvo (n — 3)(z — 3) + (",") +i. Lahko je preveriti, da dobljeno

barvanje zadovoljuje trditev iz leme. U

Zaklju¢imo ta razdelek z dolocitvijo spodnje meje za x > 3, ki se ujema z

zgornjo mejo, ki smo jo dokazali v zgornji lemi.
Lema 4.3.3 Sledeca neenakost velja za vsak n > 5 in x > 3:

MK (n,2);2,1) > (n—3)(x — 3) + (Z) 1.

Dokaz. Imejmo L(xz,1)-barvanje ¢ grafa K(n,2) in naj bo v,...,v,, m = (3)
zaporedje tock tako, da velja c(v1) < ¢(vg) < -+ < ¢(vy,). Naj bo i1 najvecji indeks,
da tocke vy, ..., v;, tvorijo neodvisno mnozico v K (n,2), iy najvecji indeks, da tocke
Viy4+1, - - - Vs, tvorijo neodvisno mnozico, i3 najvecji indeks, da tocke vi,41, ...,
tvorijo neodvisno mnozico in tako naprej.

Koné¢no naj bo A; = {v;,_,41,...,v;,} za j = 1,2,... (postavimo iy = 0) in
naj bo k stevilo mnozic A;.

Imamo dve vrsti neodvisnih mnozic A;: tiste, ki ustrezajo zvezdam (poln

dvodelen graf z eno tocko v eni particiji) v povezavni interpretaciji K (n,2) in tiste,
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ki ustrezajo trikotnikom. Naj bo k4 Stevilo mnozic prve vrste. Ker je kg tock polnega

ks(2n—1—ks)
2

grafa velikost n sosednjih s povezavami in vsaka neodvisna mnozica druge

vrste vsebuje tri povezave, dobimo sledeco mejo za k:

o gy B) 7T R - @n =Dk’
- S 3 - 6 .

S pomocjo osnovnih analiticnih orodij je preprosto preveriti, da je izraz najmanjsi

za ks € {n —4,n — 3}. Torej velja:

(n—3)2—(2n—7)(n—3)—|—n2—n:6n—12:

k> n—2.
- 6 6
Dokazimo sedaj naslednjo trditev:
Pomozna trditev: Ce je tocka v;, i € {1,...,m} vsebovana v A;, je c(v;) >

(j— 1)z —3)+i—1.

Postopamo z indukcijo po i. Trditev trivalno drzi za ¢ = 1, saj je v; € Aj.

Vzemimo tocko v;, i > 1. Ce sta tocki v;_; in v; vsebovani v isti mnozici A;, velja
c(v) 2 c(vim) +1> (= 1)(x = 3) +i—1,

saj se poljubni dve barvi razlikujeta vsaj za ena. Torej lahko za preostanek dokaza
privzamemo, da je v;_1 € A;_; in v; € A;.

Trdimo, da obstaja 1 < ¢ < min{3,|A;_ 4|} tak, da sta tocki v;_; in v; sosednji
(o¢itno je v;_y € A;j_1). Ceje |A;_1] < 3, trditev sledi direktno iz izbire mnozice
A;_1. Za|A;_1] > 3 pa morajo povezave, ki ustrezajo tockam mnozice A;_;, tvoriti
zvezdo v polnem grafu in povezava, ki ustreza v;, je sosednja najve¢ dvema takima
povezavama. Torej mora v; v K(n,2) biti sosednja eni od tock v;_3, v;_o in v;_.

Naj bo i’ definiran kot v prejsnjem odstavku. Ker sta tocki v;_y in v; sosednji,

se njuni barvi razlikujeta za vsaj x > 3 in tako dobimo spodnjo mejo za c(v;):

c(v;)

A%

c(vi—y) +
= o+ (-2)(x—-3)+(@—1i)—1
> (-D@-3)+i—1+3—-i>@G—-1)(xz—-3)+i—1.

S tem smo koncali dokaz pomozne trditve.
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Koncno, ker je c(v,,) vsaj
(k—1)(z—3)+m—1>(n-3)(z—3)+ (”) 1,

trditev iz leme direktno sledi. O

4.4 Osrednji rezultat

Sedaj smo pripravljeni, da dokazemo osrednji izrek.

Izrek 4.4.1 Za vsak ¢ > 2 so lambda funkcije grafov K(2¢ 4+ 1,2) in K(2( + 2,2)

sledece:
(204 (- 1)z, z€[0,1/0),
22 4 ¢ — 1)z, e1/t,1),
M2+ 1.2)01) =4\ )z ve /6
202+ 0 —1, r€e(l,3),
| (20 —2)z+202-50+5, >3

m )
20 + 3lx, xz €[0,1/0),
202 + 30)z, €1/¢,1),
M2 +2.2) 0 1)= 1 )@ re /b1
20% + 3¢, x € [1,3), in
| 20Dz +202-30+3, 2>3.

Dokaz. Najprej poiséimo lambda funkcije za > 1. Naj bo m Stevilo tock grafa
K(n,2), kjer je n enak 2¢ + 1 ali 2¢ + 2. Ker je n > 5, sta poljubni dve tocki v
K (n,2) na razdalji najve¢ dva. Torej je A(K(n,2);x,1) > m — 1. Ta preprosta
spodnja meja in lema 4.3.1 dolocata lambda funkcijo za = € [1,3]. Za x > 3 imamo
zgornjo in spodnjo mejo v lemah 4.3.2 in 4.3.3, ki se ujemata.

Dalje postopamo lo¢eno za primera K(2¢ + 1,2) in K(2¢ + 2,2). Zaénimo z
dolocitvijo preostanka lambda funkcije za K (2¢ + 1,2). Spomnimo se, da je v tem
primeru m = (*}1). Zax € [0,1/¢) je vrednost A(K(20+1,2); 2, 1) vsaj 20+ ((— 1)z
po lemi 4.2.3. Za zgornjo mejo konstruirajmo zaporedje tock vy,...,v,,, kot je

opisano v lemi 4.2.1 in pobarvajmo tocko v; z barvo (i — )z + | (i — 1) /4] (1 — 4x).
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To barvanje si lahko predstavljemo takole: tocke v zaporedju tvorijo ¢ klik velikosti
20 + 1 in i-ta tocka v k-ti kliki je pobarvana z barvo k + (i — 1)x.

Dalje trdimo, da je to barvanje pravo. Vzemimo dve tocki v; in v;, 1 <17 <
J <m. Za j — 1 < { sta tocki v; in v; sosednji, saj smo konstruirali tako zaporedje.
Ker se njuni barvi razlikujeta vsaj za x, je povezava v;v; dobro pobarvana. Sicer je
7 —1 > (in barvi se razlikujeta za vsaj ena in spet je povezava dobro pobarvana. Iz

c(vp) = (m— 1)z + {mT_lJ (1—tx) =2 +0—1)x+20(1 —lz) =20+ ({ — 1)z,

sledi zgornja meja.
Naj bo x € [1/¢,1). Ker se morata barvi poljubnih dveh tock razlikovati za

vsaj x, velja:
ME((204+1,2);2,1) > (m— Do =20 +(—1)x.

Za zgornjo mejo vzemimo zaporedje tock vy, ..., v, kot v lemi 4.2.1 in obarvajmo
tocko v; z barvo (i —1)z. Dokaz, da je to barvanje pravo, je enak dokazu v prejsnjem
odstavku.

Dolo¢iti moramo Se preostanek lambda funkcije za K (2¢+2,2). V tem primeru
jem = (26;2). Za x € [0,1/f) je vrednost (K (20 + 2,2);x,1) vsaj 2¢ + 3lx po
lemi 4.2.4. Za zgornjo mejo vzemimo zaporedje tock vy, ..., v,,, kot smo ga opisali
v lemi 4.2.2 in obarvajmo tocko v; z barvo (i — 1)z + [(i —1)/({+1)] (1 — lx).
Barvanje lahko predstavimo z ozirom na dokaz leme 4.2.2 tako: i-ta tocka v bloku
By, je obarvana z barvo k(1 + x) + (i — 1)z (tako kot v dokazu leme).

Oglejmo si dobljeno barvanje. Za 1 <1¢ < j < m se barvi dveh tock v; in v;
razlikujeta vsaj za ena, ce je j —i > . Ce je j —i < £, sta tocki v; in v; sosednji in
zaradi izbire vrstnega reda, se njuni barvi razlikujeta vsaj za x. Torej je povezava
v;v; dobro obarvana. Za j —i=/¢in i =1 (mod ¢+ 1) sta tocki v; in v; prav tako
sosednji in povezava v;v; je spet dobro obarvana. Koncno, ¢e je i # 1 (mod ¢+ 1),
se barvi v; in v; razlikujeta vsaj za ena. Torej lahko zakljucimo, da je to barvanje

dobro L(x,1)-barvanje grafa K(2¢+1,2). Iz

c(vy) = (m—1)z+ V;T_llJ (1 —fx) = (20° + 30)x + 20(1 — (z) = 20 + 3Lz,

sledi zgornja meja.
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Oglejmo si Se primer, ko je z € [1/¢,1). Ker se barvi poljubnih dveh tock

razlikujeta vsaj za x, lahko sklepamo, da je:
ME(20+2,2);2,1) > (m — 1)z = (202 4+ 30)x .

Za zgornjo mejo vzamemo zaporedje tock v, ..., v, iz leme 4.2.2 in tocki v;
dodelimo barvo (i —1)z. Dokaz, da je to barvanje dobro, je enak dokazu v prejsnjem

odstavku. O
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Poglavje 5

Poti, cikli in kolesa

5.1 Poti

V tem poglavju bomo dolocili lambda funkcije za poti poljubne dolzine:

Izrek 5.1.1 Za realen x > 0 velja:

)\(P2;xv ]-) = T,

1, 0<z<i
A Ps;z,1) = 2, %gxﬁ 1,
z+1, z>1

)\(P47'T71) = k_'_l?

APs;w,1) = AMPg; e, 1) = ¢ 22, 1<x<2,
 z+2, z>
Zan>T1,

(x+1, OSxS%,
3z, <ax<i,
A(P; ;1) = § 2, 2<x <,
2z, 1 <2 <2,

r+2, ©x>2

Dokaz bomo razdelili na ve¢ podpoglavij.
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5.1.1 Kratke poti

Poimenujmo tocke v poti P, po vrsti z enega konca z vq,...,v,. lzrek je za P

ociten, saj je to ena sama povezava med tockama. Oglejmo si torej Ps.

Trditev 5.1.2 Za realen x > 0 velja:

1, 0<az<i,
ANPs;z,1) =< 22, %Sx <1,
rz+1, >1.

Dokaz. Zgornjo mejo pokazemo z barvanjem f:

0,z,1),
(f(v1), f(v2), f(v3)) = (0,z,2x), Zz
0,z +1,1), =>1.

i O
IA
S
IA

IA
—_ N

IA

Pokazali bomo, da je to tudi spodnja meja. Predpostavimo, da je f optimalno
barvanje z najmanjso barvo ni¢ kot v izreku o D-mnozici. Zaradi pogoja na razdaljo
dva, mora biti f(vy) ali f(vy) > 1. Torej je A(Ps;x,1) > 1, kar nam da zeljeno

spodnjo mejo na intervalu 0 < x < %
Pomozna trditev 1 Za % <z <1jeAPsx,1)> 2.

Dokaz. Barvi poljubnih dveh tock izmed treh v P; se morata razlikovati vsaj za z

in tako mora biti razpon tega barvanja vsaj 2z, kar dokazuje pomozno trditev.

Pomozna trditev 2 Za z > 1 je A(Ps;x,1) > o + 1.

Dokaz. Predpostavimo, da je A(Ps;x,1) =1 < x + 1. Zaradi izreka o D-mnozici
lahko predpostavimo, da sta vsaj dve od treh barv manjsa od z, saj lahko sicer f
nadomestimo z [ — f(v) za vse tocke v. Zaradi pogoja na razdaljo ena tocke z barvo
manjso od z ne morejo biti sosednje in tako velja f(v1), f(v3) < x. Zaradi pogoja
na razdaljo dva je f(vy) ali f(vs) > 1. Torej je f(v2) > x + 1, kar je protislovje s
predpostavko [ < x + 1, ki dokazuje pomozno trditev.

S tem smo dokazali trditev 5.1.2. O
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Trditev 5.1.3 Za realen x > 0 velja:

APy z,1) =2+ 1.

Dokaz. Zgornjo mejo pokazemo z barvanjem (f(v1), f(ve), f(v3), f(v4)) = (2,0, 2+
1,1). Pokazali bomo, da je to tudi spodnja meja. Za x > 1 imamo A(Py;z,1) >
A Ps;x,1) = o+ 1, kot smo zeleli. Preostane nam Se dokaz za majhne x. Dovolj
je dokazati spodnjo mejo z + 1 za 0 < x < 1, saj bo meja za x = 0 sledila zaradi

zveznosti funkcije A.
Pomozna trditev 3 Za 0 < z <1 je A(Py;x,1) >z + 1.

Dokaz. Privzemimo nasprotno, da je [ = A\(Py;2,1) < x 4+ 1 za nek x in naj bo f
optimalno barvanje, kot v izreku o D-mnozici.

Naj bo f(vy) < 1. Ce je f(vy) = 0, morata biti obe f(vy) in f(vy) > x zaradi
pogoja na razdaljo ena. Torej mora biti vec¢ja od njiju vecja ali enaka k + 1, kar
nasprotuje privzetku o [. Torej mora biti f(ve) oblike i x za neko celo stevilo ¢ > 0
(saj je v D(k,1) in x < 1). Potem mora biti f(vy) vsaj ix + 1 > x + 1, kar spet
nasprotuje privzetku [ < x + 1.

Torej mora biti f(vy) > 1. Definirajmo sedaj komplementarno barvanje [’ kot
f'(v) =1 — f(v). Ceprav f’ je optimalno L(z,1)-barvanje, morda ni tako, kot v
izreku o D-mnozici (z vsemi barvami v D(z,1)). Lahko pa dobimo tako barvanje,
re¢imo mu f”, kot v dokazu izreka o D-mnozici 3.2.3: za vsak v naj bo f”(v) najvecji
element D(x,1), ki je manjsi ali enak f'(v). Sedaj velja f"(v) < f'(v) =1— f(v) <

[ —1 < k <1 in spet pridemo v protislovje, kar dokazuje pomozno trditev.

S tem je trditev 5.1.3 dokazana. O

Trditev 5.1.4 Za realen x > 0 velja:

v+l 0<z<1,
A Ps; 2, 1) = MFP; 2,1) = ¢ 2, 1<z<2
r+2, x>2.
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Dokaz. Oba grafa imata enak razpon. Za zgornjo mejo je dovolj poiskati barvanje

za Ps: Naj bo ¢ = (f(v1), f(ve), f(v3), f(vs), f(vs), f(vs)) barvanje tock poti. Teda]

je

(r+1,2,0,z+1,1,0), 0<z<1,
c=19 (0,z,22,0,z,21), 1<z <2,
0,z+ 1,1, 4+2,0,x+1), x>2,

dobro barvanje, kar je preprosto preveriti. Preostane nam Se dokaz spodnje meje za
Ps. Za 0 < x < 1 uporabimo A(Ps;x,1) > A(Py;2,1) =  + 1. Sedaj vzemimo z

med 1 in 2:

Pomozna trditev 4 Za 1 <z <2 je A\(Ps;x,1) > 2.

Dokaz. Privzemimo, da je L = \(Ps;z,1) < 2z in naj bo f optimalno barvanje
kot v izreku o D-mnozici. Predpostavimo lahko, da sta vsaj dve od treh barv
f(ve), f(vs), f(vs) manjsi od z (saj lahko barvanje sicer nadomestimo s komplemen-
tarnim barvanjem, kot v dokazu pomozne trditve 3). Zaradi pogojev na razdaljo
ena ti dve tocki ne moreta biti sosednji in tako sta f(vy) in f(vs) obe manjsi od z in
se razlikujeta vsaj za 1. Vecja od obeh barv, recimo f(vs), potem zadostuje pogoju
1 < f(ve) < x. Torej f(v1), f(v3) > x + 1. Zaradi pogoja na razdaljo dva je f(v;)

ali f(vs) >z + 2 > 2z, kar je protislovje z | < 2z in pomozna trditev sledi.

Pomozna trditev 5 Za z > 2 je \(Ps;x,1) > x + 2.
Dokaz. Privzemimo nasprotno, da je [ = A\(Ps;z,1) < z + 2 in naj bo f optimalno
barvanje kot v izreku o D-mnozici. Enak postopek kot v dokazu pomozne trditve 4

vodi do f(vy) ali f(vs) > x + 2, kar je protislovje, ki dokazuje pomozno trditev.

S tem je trditev 5.1.4 dokazana. OJ
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5.1.2 Dolge poti

Trditev 5.1.5 Naj bon > 7. Za realen k > 0 je

p

z+1, OSxS%,
1 2
35(3, §§$§§;
ANPyz,1)=4¢ 2, 2<ae <,
2z, 1<z <2,
kx+2, x> 2

Dokaz. Naj bo ¢ barvanje tock poti. Glede na velikost = ponavljamo podértan
vzorec, dokler ne obarvamo vsega P, in dosezemo optimalnih razponov iz trditve:

p

0, z+1,1,z,...), OSJTS%,
1 2
(0,z,2x,3z,...), 5 <z <3,
_ 2

€= (071727' )7 §§$§1a
(0,z,2x,...), 1<z <2,

O,z+1,1,z+2,...), ©>2

\

Spodnjo mejo dobimo direktno iz spodnje meje za Ps, razen za interval % <
x < 1. Dalje je lahko preveriti, da je za % <x< % presek (z+1,3x)ND(x,1) =0 in
za 2 <x <1 (z+1,2)ND(z,1) =0. Zaradi izreka o D-mnozici je dovolj dokazati

sledeco lemo:
Pomozna trditev 6 Za 3 <z <1 je A\(Pr;z,1) >z + 1.

Dokaz. Za nek x privzemimo, da je [ = A\(Pr;z,1) < z + 1 in naj bo f optimalno
barvanje kot v izreku o D-mnozici. Privzamemo lahko, da sta vsaj dve izmed treh
barv f(vs), f(vs), f(vs) < 1 (sicer konstruiramo komplementarno barvanje f” kot v
dokazu pomozne trditve 3). Ti dve barvi ne moreta biti na razdalji dve in tako lahko
privzamemo, da sta s tema barvama pobarvani tocki vz in v, (sicer obrnemo smer
steviléenja na P;). Sedaj moramo obdelati le Se tocke od vy do vg. Zaradi simetrije
lahko privzamemo, da je f(vs) > f(vy) in tako f(v3) > x. Ker je f(v3) < 1, pogoj
na razdaljo dve prisili f(v;) > f(vs) +1 > @+ 1. Zaradi razpona f mora biti
f(v1) = x4+ 1, kar prisili f(vs) =« in f(vy) = 0. Potem v; prisili f(vy) < 1, medtem

ko vz in vy prisilita f(ve) > 1, kar pa je protislovje in dokazuje pomozno trditev.
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S tem smo koncali dokaz trditve. O

Tako je izrek 5.1.1 dokazan.

5.2 Cikli

Izrek 5.2.1 Za realen x > 0 velja:

ANCs;x,1) = 2z,
(241, 0<2<,
AMCy;x, 1) = 3z, %Sxﬁl,
r+2, x2>1,
)
2, 0<z<jg,
47 l< <17
ACiz1) = ¢ 7 220>
4, 1<x <2,
| 22, v 2>2,
Zan > 6 je:
AMCp;z, 1) In=0 (mod4)|n#0 (mod4)
0<z<3 z+1 2
%Sxﬁ% 3z 2
AMCp;z,1) | n=0 (mod3)|n#0 (mod3)
2<r<1 2 3
1< <2 2x T+ 2
AMChp;z,1) I n=0 (mod4) | n=2 (mod4)|n#1ali3 (mod4)
2<z<3 T+ 2 2z 2x
Tz >3 T+ 2 T+ 3 2x

Dokaz bomo razdelili na ve¢ podpoglavij.
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5.2.1 Kratki cikli

Imenujmo tocke cikla C), po vrsti, kot si sledijo na ciklu vy, ..., v,. Izrek je trivialen
za trikotnik Cj, za katerega je optimalno barvanje (0,z,2x). Dokaz za Cy in Cj

bomo podali v naslednjih dveh trditvah.

Trditev 5.2.2 Za realen x > 0 je

r+1, 0<z <y,
AMCyp2,1) = 3x, % <z<l,
x+2, v>1.
Dokaz. Zgornjo mejo dobimo z barvanjem
(0,2,1, 2+ 1), 0<z<i,
(f(v1), f(va), f(v3), f(va)) = ¢ (0,2, 2z,3z), % <z<1,

x

0,z+ 1,1,z +2), z>1.
Za spodnjo mejo vzemimo optimalno barvanje, kot v izreku o D-mnozici. Naj bo
f(v1) = 0. Pogoji na razdalje prisilijo f(ve), f(vs), f(vs4) > min{x, 1}. Razpon med
{f(v2), f(vs3), f(vs)} je vecji ali enak A(Ps;x, 1) in tako je A(Cy;x,1) > A(Ps;x, 1) +

min{z, 1}. Ce sedaj uporabimo izrek 5.1.1, dobimo zeljeno mejo. O

Trditev 5.2.3 Za realen x > 0 je

2, 0<z<jg,
4o, <o <1,
ANCs;x,1) = 2=
4, 1<x<2,
\ 20, x> 2
Dokaz. Zgornjo mejo pokazemo z barvanjem
(
1
(0,7,1,z+1,2), 0<Zz<3,
. (0,2,2z,3z,4z), 1<ax<1,
(0,2,4,1,3), 1< <2,
(0,z,2z,1,x+ 1), x>2.

\
Pokazali bomo, da je to tudi spodnja meja. Naj bo f optimalno barvanje, kot v

izreku o D-mnozici.
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Lema 5.2.4 Za 0 <z < % je M(Cs;z,1) > 2.

Dokaz. Med poljubnimi tremi tockami v C'5 sta dve na razdalji dve in tako imata
najve¢ dve tocki barvi f(v) v intervalu [0, 1). Podobno imata najve¢ dve tocki barvi
v intervalu [1,2). Torej mora neka tocka imeti barvo vecjo ali enako 2 in tako je

razpon barvanja f vecji ali enak 2, kar dokazuje lemo. O

Lema 5.2.5 Velja:
4z,
4,

VANERVAN
8 8
VANV
NCR—

MNCs;x,1) >

= N

Dokaz. Naj bo % < x < 1. Pogoji na razdalje nam dajo, da se poljubni dve

barvi razlikujeta za vsaj x in tako je razpon vsaj 4x kot smo zZeleli. Za z > 1 je

AMCs;x,1) > AN(Cs;1,1) > 4, kar dokazuje lemo. O

Lema 5.2.6 Za x > 2 je A\(Cs; x,1) > 2.

Dokaz. Med poljubnimi tremi tockami sta dve sosednji. Tako nam pogoji na
razdalje dajo, da imata najve¢ dve tocki barvi v intervalu [0, x). Podobno imata
najve¢ dve tocki barvi v intervalu [z, 2z). Torej mora neka tocka imeti barvo vecjo

ali enako 2x in tako je razpon barvanja f vecji ali enak 2x, kar dokazuje lemo. [J

S tem je trditev dokazana. OJ

5.2.2 Dolgi cikli - zgornje meje

Preostane nam obdelati se C), za n > 6. Sledeca trditev nam bo podala barvanja,

ki dosezejo zeljene meje.

Trditev 5.2.7 Naj bo n > 6. Za realen x > 0 obstajajo barvanja, ki dosezejo

razpone iz izreka 5.2.1.
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Dokaz. To so barvanja c glede na velikost £ in n mod 3 in mod 4. Podértani del

ponavljamo, dokler je potrebno.

ZaOSxS%:
(0,z,1,x+ 1), n=0 (mod 4),
] 0,1,2,0,1,2,0,1,2,0,2,1,2), n=1 (mod 4),
- (0,1,2,0,1,2,0,2,1,2), n=2 (mod 4),
| (0,1,2,0,2,1,2), n=3 (mod 4)
Za%ﬁxﬁ%:
(03:23: 3x), n=0 (mod4),
] (0,1,2,0,1,2,0,1,2,0,2,22,2), n=1 (mod 4),
“T) 0.1,2,0,1,2,0,2,22,2), n=2 (mod 4),
| (0,1,2,0,2,2%,2), n=3 (mod 4)
Za3<z<l1
(0,1,2), n=0 (mod 3),
c=4q (0,2,22,32,0,1,2), n=1 (mod 3),
(0,z,2z,32,0,7,27,32,0,1,2), n=2 (mod 3).
Zal<gzx<2:
(0,2,27), n=0 (mod 3),
c=19 (0,z+1,1,24+2,0,z,z + 2), n=1 (mod 3),
0,z+1,1,2+2,0,z+1,1,24+2,0,z,z+2), n=2 (mod 3).
Za 2 <x<3:
0,z 41,1,z +2), n=0 (mod 4),
B (0,2,22,0,x,22,0,z,22,0,z+ 1,1,z +2), n=1 (mod 4),
“T) (0.2,20,0 2,200 241, 1,0+ 2), n=2 (mod 4),
\(0,x,2x,0,x+1,1,a¢+2), n=3 (mod4)
Za x > 3:

0,z 41,1,z +2), n=0 ( )
(0,z,22,0,x,22,0,2,22,0,z+ 1,1,2+2), n=1 (mod 4),
( ( )
( ( )

Oz+1,1Lz+222+30z+1,12+2), n=2

0,z,2x,0,x+ 1,1, + 2), n=3

\
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O

5.2.3 Dolgi cikli - spodnje meje

Preostanejo nam dokazi spodnjih mej za n > 7. Naj bo f optimalno barvanje kot v

2

5, ki se razdeli na dva dela glede na

izreku o D-mnozici. Zacnimo s primerom z <
n (mod 4). Ce jen =0 (mod 4), je n > 8 in C,, vsebuje inducirano pot Py. Torej
velja A(Cp;x, 1) > A(Pr;x, 1), kar je zeljen rezultat, z + 1 za 0 < x < % in 3z za

% <z< % Poglejmo sedaj ostale vrednosti n.

Trditev 5.2.8 Naj bo n > 7 inn # 0 (mod 4). Za 0 < x < 2 so razponi v

wzreku 5.2.1 najmangsi mozni.

Dokaz. Dovolj je dokazati spodnjo mejo 2 za x = 0. Predpostavimo nasprotno, da
je za nek n, I = A\(C,;0,1) < 2. Potem za vsako tocko v; velja, da je njena barva
f(v;) ali v intervalu [0, 1) ali v intervalu [1,2). Ker tocki na razdalji dva ne moreta
imeti barv v istem intervalu dolzine ena, si morajo barve v ciklu slediti v zaporedju:
dve barvi v intervalu [0, 1), nato dve barvi v intervalu [1,2) in tako dalje. To pa je

mozno le, ¢e 4 deli n, kar je protislovje in dokaz trditve. O]

Trditev 5.2.9 Najbon>7 inn#0 (mod 3). Za 2 <z <1 je ANCy;,1) > 3z.

Dokaz. Predpostavimo nasprotno, da za nek x in nek n velja A\(Cy;z,1) < 3z.
Vsaka barva f(v;) je v enem od intervalov [0,x), [z, 2x),[22z,32) in poljubni dve
barvi na razdalji dva nista v istem intervalu. Torej vsak od teh intervalov vsebuje
najve¢ |n/3] tock, kar pa je manj kot n/3, sajn # 0 (mod 3). Torej nismo obarvali

vseh tock, kar je protislovje in dokaz trditve. 0

Naslednji interval je 1 < z < 2. Spodnja meja za cikle C,, prin > 6 inn =0
mo sledi iz razpona za Ps, ki je 2z na tem intervalu. elati moramo Se ostale
d 3) sledi i Ps, ki je 2 tem intervalu. Obdelati Se ostal

vrednosti n:

Trditev 5.2.10 Naj bon > 6 inn Z 0 (mod 3). Za 1l <z <2 je \(Cp;x,1) >
T+ 2.
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Dokaz. Barvi manjsi od 1 ne moreta biti na razdalji manjsi od tri. Takih barv je
lahko najve¢ |n/3| < n/3. Torej obstajajo tri zaporedne tocke z barvami ve¢jimi ali
enakimi 1. Z uporabo razpona za A\(Ps;z,1) = x+ 1 dobimo, da je razpon barvanja

f vsaj x + 2. O

Poglejmo sedaj velike vrednosti x > 2. Ponovno dobimo spodnje meje iz
razpona za Ps, ki je x + 2 na tem intervalu. To je meja, ki jo zelimo za n = 0

(mod 4). Za ostale n > 6 moramo mejo izboljsati.

Trditev 5.2.11 Najbon > 6inn # 0 (mod 4). Zalihn inx > 2 velja N(Cy; z,1) >
2x. Za sodn je N(Cp;x,1) > 22 202 <2 <3 in AM(Cp;2,1) >x+2 zax > 3.

Dokaz. Najprej vzemimo lih n > 6 in x > 2. Poljubni sosednji tocki ne moreta
imeti barv, ki se razlikujeta za manj kot z, torej je stevilo tock z barvami v [0, x)
najve¢ |n/2| < n/2 in isto velja za tocke z barvami v [z, 2x). Torej mora neka tocka
biti obarvana z barvo vecjo ali enako 2z in tako je razpon barvanja f vsaj 2x.

Naj bo sedaj n > 6 sod in n # 0 (mod 4). Naj bo r = n/2, ki je o¢itno lih.
Pokazati moramo, da je A(Cy;x,1) > min{2z,z 4+ 3} za © > 2. Predpostavimo,
da ni tako, recimo | = \(Cy;z,1) < min{2z,x + 3}. S sklepanjem, kot pri lihem
n, ugotovimo, da je n/2 barv v vsakem od intervalov [0, z) in [x,[) (saj je | < 2z)
in da alternirajo med intervaloma. Ce pogledamo r barv v [0,2) v vrstnem redu,
kot si sledijo na ciklu, ugotovimo, da se zaporedni dve, ki sta na razdalji dva na C,
razlikujeta za vsaj ena. Ker je r lih, je neka barva v [0, z) vsaj 2. Njeni sosedi na
C,, imata ”veliki barvi” (vsaj x). Zaradi pogojev na razdalje imata sosedi barvi vedji
od x + 2 in vecja med njima je vsaj x + 3. Torej je razpon barvanja f vsaj z + 3,

kar nasprotuje predpostavki o [ in dokazuje trditev. O

S tem je dokaz izreka 5.2.1 koncan.

5.3 Kolesa
Izrek 5.3.1 Za realen x > 0 velja:

A(Wy; 2, 1) = 3,
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r+1, 0<z<j,
AWy z,1) =< 4, %gxg 1,
204+2, x>1,
Za lihn >5,
[ nt 0<z <,
3r 4153, <x<j3,
AWy, 1) = ¢ nax, %gzg 1,
r+n—1, 1§x§"7_1,
\2x, xZ"T_l,
Za sodn > 5,
(x—i-%—l, 0<z<sg,
dr+ 5 —2, %Szﬁ%,
AWy 2,1) =< na, %gzg 1,
r+n-—1, 1§x§%—1,
\2:c+g, r>5—1

Dokaz. Ceprav je kolo W, zelo sorodno ciklu C,, nam dodatna tocka zmanjsa
diameter na samo dva, kar ocitno zelo mocéno vpliva na razdaljna barvanja. V resnici
to pomeni, da se morata barvi poljubnih dveh tock v L(z, 1)-barvanju razlikovati za
vsaj min{z, 1}.

Kot v prejsnjem poglavju oznac¢imo tocke, kot si sledijo v n-ciklu C, z vy, ..., v,
in dodatno tocko - sredisce kolesa oznacimo z vy. Ker je W3 v resnici poln graf Ky

ima razpon 3z. Dalje si oglejmo W:

Trditev 5.3.2 Za realen x > 0 je

z+1, 0<z<i,
AWy ,1) =< 4, % <zr<l,
204+2, x>1.

Dokaz. Zgornje meje dobimo s slede¢imi barvanji f, v katerih najprej podamo
barvo sredisca f(vp), ki ji sledi podpicje in nato barve tock, kot si sledijo na n-ciklu:
(2x;0,x, 1,z + 1), 0<z<4g,
=19 (27;0,z,3x,4x), s<z<l,
(0;z,2c+1,z+1,2x4+2), > 1.
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Preveriti moramo, da so to tudi spodnje meje za vse z. Za 0 < x < % imamo
AWy 2,1) > MNCyps2,1) =2 + 1.
Za % <z <1 se morata poljubni barvi razlikovati vsaj za x in tako je razpon

vsaj 4x. Preostanjeo nam Se veliki x:
Lema 5.3.3 Zax > 1 je A\(Wy;2,1) > 22 + 2.

Dokaz. Naj bo f optimalno barvanje, kot v izreku o D-mnozici. Poljubne tri tocke
v Wy ali inducirajo pot Ps, ki ima razpon z+1, ali cikel Cs, ki ima razpon 2z > z+1.
Torej imata najve¢ dve tocki barvi v intervalu [0,z 4+ 1) in najve¢ dve tocki imata
barvi v intervalu [z + 1,2x + 2). Torej je neka barva in zato razpon vsaj 2z + 2, kar

dokazuje lemo. O
S tem je dokazana trditev. O

Za n > 5 bomo razdelili dokaz glede na parnost n.

Trditev 5.3.4 Naj bo n > 5 liho celo stevilo. Za x > 0 je

/

L 0<a <y,
3+ 152, s <a<y,
AWy, 1) = ¢ na, %S[ES 1,
z+n+1, 1<z <2t
3z, xZ"T_l.

\

Dokaz. Zgornje meje dobimo z barvanji f, kjer je f(vp) napisana prva:

ZaOSzS%:

n—3 n—3 n—1

(2z;0,z, 1,z + 1,2, 2+ 2,3,z +3,..., 5 T+ 3 )
Za%ﬁzﬁ%:
(2:B;O,17,3:17,4:B,3x+1,493+1,3x+2,4x—|—2,...,4x+nT_5,3x-|—n;B)
Za i <x<l:

(0;z, 22,3z, ... ,nx)
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3 5 -3 -1
(0;z,x+ 5 co+1, 2+ 5 ,x+2,x+n_2F ,...,x+n2 ,x+n—1,x+nT)
ZaxZ”T_l:
-5 -3 -3
0;x,2x+1,x+1,2x+2,x+2,2x+3,...,x+n—,2x+n ,:c+n , 3T, 2T).
2 2 2

Preveriti moramo, da so to tudi spodnje meje. Naj bo f optimalno barvanje,

kot v izreku o D-mnozici. Zacnimo z majhnimi x:
Lema 5.3.5 Najbon >5 lih. Za 0 <z <3 je A\(Wy;x,1) > 251

Dokaz. Poljubne tri izmed n tock na zunanjem ciklu ne morejo imeti barv v istem
intervalu [i,74 1), saj sta dve tocki izmed poljubnih treh na razdalji dva v W,,. Torej
n—1

ima neka tocka barvo izven intervala [0, "5=) in je tako razpon f vsaj "T_l, kar je

dokaz leme. m

Lema 5.3.6 Naj bon > 5 lih. Za % <z< % je \(Wy;z,1) > 3z + ”T_?’

Dokaz. Zaradi pogojev na razdalje so vse tocke z barvami znotraj [0,1) paroma

sosednje. Take tocke so najve¢ tri in ¢e so tri, je ena izmed njih sredisée vy (in

x < %) Enako velja za vse intervale I; := [i,i+1) pri 0 < i < ”T_?’ To pomeni, da je
n—1

lahko najvec n tock z barvami v [0, “5=) in tako imamo neko tocko w z barvo vecjo

n—1

5~ Ce imamo dve tocki s takima barvama, je vecja izmed njiju vecja ali

ali enako
enaka x + "T_l >3z + "7_3, kar je zeljena meja. Ce pa imamo samo eno tako tocko,
moramo graf pogledati bolj podrobno: Nek interval [j, j + 1) mora vsebovati barve
treh tock (ena od teh je vg), ostali intervali pa vsebujejo le po dve tocki. Najvecja
barva v [j,7 + 1) je vsaj 2o + j. Barvi v [j + 1,5 + 2) sta potem vsaj za k vedji,
torej 3z + j. Barvi v [j 4+ 2,j + 3) sta vsaj 3z + j + 1, saj ustrezata tockama na
n-ciklu na razdalji dva od ene ali pa obeh tock z barvama v intervalu [j+1,j+2). S

ponavljanjem tega sklepa dobimo, da je barva f(w) > 3x + "T_?’, kar dokazuje lemo.

O
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Za 1 < 2 <1 je zelo preprosto pokazati spodnjo mejo: Poljubni dve tocki

[\

imata barvi vsaj za x narazen (saj x < 1). Imamo n + 1 tock in tako je razpon vsaj
ne.

Zal <z < "T_l se barvi poljubnih dve tock v nekem optimalnem barvanju
(kot v izreku o D-monzici) razlikujeta vsaj za min{z, 1} = 1. Predpostavimo, da so
barve 0 = 2o < 11 < 3 < ... < x,. Ker je vy sosednja vsaki drugi tocki, obstaja
tak 7, da je x;11 — x; > x in tako je razpon x, > x +n — 1, kot trdi lema.

Za konec preverimo Se velike x:

Lema 5.3.7 Naj bon > 5 lih. Za x > "T_l je A\(Wy;x,1) > 3.

Dokaz. Dokaz leme 4. Ker ima W, premer dva, poljubni sosednji tocki ne
moreta imeti barv znotraj [0,z). To pomeni, da tocke z barvami znotraj [0, z)
tvorijo neodvisno mnozico in isto velja za intervala [x,2z) in [2z,3xz). Kromati¢no
stevilo kolesa W, je 4 in tako moramo imeti barvo vec¢jo ali enako 3x in tako je

A(W,;2,1) > 3z, kar potrjuje lemo. O
S tem smo dokazali trditev. O

S konc¢anim dokazom za lih n nam preostane primer, ko je n > 5 sod.

Trditev 5.3.8 Naj bo n > 5 sodo celo stevilo. Za x > 0 je

(

:)3+§—1 ngzgé,
dr+2—-2 s<z<i,

A Wi ;1) = ¢ na s <w <l
r+n+1 1<z<35 -1,
\2x—i—% r>3—1

Dokaz. Zgornje meje dobimo z barvanji f, kjer je f(v) napisana prva:

5 (22;0,2, 1,2+ 1,2, 2+2,3,2+3,..., 2 — Lo+ % —1);
Za i <wx<i:(21;0,2,3z,42,3x+1,40+1,3x+2,40+2,.. ., 3x+2 -2, 40+ 2 —2);
Za%—lgxglz (0;z,2x, 3z, ... ,nx);
Zal<zx<5—1 (0;z,o+5, 2+l 2+5+1, 242,24+ 54+2,...,2+5 -1, 24+n—1);
(022 4+ L4+ 1,20+ 2,0 +2,22+ 3, v+ 5 — 1,20+ F).
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Pokazimo sedaj, da so formule zgoraj tudi spodnje meje. Kot po navadi, naj

bo f optimalno barvanje, kot v izreku o D-mnozici. Za¢nimo z majhnimi z:
Lema 5.3.9 Najbon >5 sod. Za0<x < % je AWy, 1) > o+ 5 — 1.

Dokaz. Najvec ena tocka ima barvo znotraj [0, z), saj ima W,, premer dva. Za sod
i imajo vse tocke v neodvisni mnozici I := {vy,vs,vs, ..., v,_1} barve vecje ali enake
x. Za lih i vzamemo [ := {vg, vy, Vg, ..., v, }. Poljubni dve tocki v I sta na razdalji
dva in tako se njuni barvi razlikujeta vsaj za ena. Torej imajo barve v I razpon vsaj

|| — 1 in razpon f je vsaj x + |I| —1 =z + § — 1, kar dokazuje lemo. O

Lema 5.3.10 Naj bon > 5 sod. Za % <z< % je AWy z,1) > 4o + 5 — 2.

Dokaz. Zaradi dokazane zgornje meje ima f razpon najve¢ 5 (pomnimo, da je x <
%) Podobno kot v dokazu leme 5.3.6 zgoraj vidimo, da vsak interval I; := [i,i + 1),
0<:< "7_2 vsebuje mnozico barv paroma sosednjih tock. Vsi intervali I; vsebujejo
barvi dveh tock, le en interval I; vsebuje barve treh tock in ena izmed njih je vp.
Najvecja barva v I; je vsaj 2z + j.

n—2

Ceje j = == imamo barvo, ki je vsaj 4r + & — 2, kar je meja, ki jo iScemo.

Predpostavimo sedaj, da je 7 < "7_2 Potem sta barvi v ;41 vsaj za x vecji
in sta tako vsaj 3z + j. Sedaj zaporedoma ugotovimo (podobno kot v dokazu
leme 5.3.6), da sta barvi v [j45 vsaj 3z + j + 1 in tako naprej. Na koncu dobimo,
da sta barvi v In_, vsaj 3z + "T_z — 1. Vecja od barv v zadnjem intervalu je tako

vsaj 4r + 5 — 2, kar je Zeljena meja. S tem je lema dokazana. 0

Za 5 <z < §—1spodnja meja sledi zaradi istih argumentov, kot v trditvi 5.3.4.

N[

Preostanejo nam Se velike vrednosti x:
Lema 5.3.11 Naj bon >5 sod. Zax > § —1 je \(Wy;2,1) > 22 + 5.

Dokaz. Barve f so paroma razli¢ne in se med seboj lo¢ene za vsaj ena, razen f(vy),
ki je od ostalih lo¢ena za x. Ce f(vg) ni niti najmanjsa niti najvecja barva, mora

razpon [ biti vsaj 2z +n — 2 > 2r + 4, kar je Zeljena meja.
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Predpostavimo torej, da je f(vy) ekstremna vrednost, recimo 0 (vrednost 0
lahko izberemo brez izgube za splosnost, saj lahko, ¢e je f(vy) najvecja barva vza-
memo komplementarno barvanje f* = f — f(vy)). V primeru, da ima f ve¢ kot §
barv, ki so vecje ali enake 2z, mora najvecja med njimi biti vsaj 2z + 7, kar je meja,
ki jo iS¢emo.

Sicer je barv, ki so vecje ali enake 2x najvec 5. Potem imamo vsaj 5 barv v
intervalu [z, 2z). Dejansko imamo natanko toliko barv v [z, 2x) zaradi dejstva, da
morajo odgovarjajoce tocke v W), biti neodvisne. Torej imamo natanko 5 barv, ki
so vecje ali enake 2x. Najvecja barva v [x,2x) mora biti vsaj x + § — 1, medtem ko
morata njeni sosedi na ciklu v W,, imeti barvi, ki sta vsaj 2x + 3 — 1. Vecja od njiju

in zato tudi razpon f je torej vecji ali enak 2z + 7, kar dokazuje lemo. U
To dokazuje trditev. O

S tem smo koncali dokaz izreka 5.3.1. O
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Poglavje 6

Mreze 1n drevesa

6.1 Mreze

Se ena zelo pogosta struktura, ki jo sre¢amo v brezzicnih omrezjih, so razne mreze.
To je seveda ocitno, saj moramo pogosto pokriti neko obmocje s signalom in bo
postavitev oddajnikov v vsakem primeru nekaksna mreza. Obcutek imamo, da bo
optimalna resitev na obmocju, dale¢ od svojih meja neka regularna mreza. Mi si
bomo podrobneje ogledali neskon¢no trikotnisko mrezo I'a, neskonéno kvadratno
mrezo I'g in neskoncéno Sestkotnisko mrezo I'y. Navedli bomo samo rezultate, dokaz
pa lahko bralec najde v ¢lankih Griggsa in Jin [16] in . Omenimo samo, da je za

dokaz bila potrebna uporaba racunalnika, ki je konstruiral barvanja za zgornje meje.

Izrek 6.1.1 Za realen x > 0 ima L(z,1)-barvange trikotniske mreze I'n sledece

minimalne razpone:

2z +3 0<ax<1,
6 t<z <,
6x 1§x§§,

AT p;z, 1) = 8 §§x§2,
Az 2<z <,
11 %Sxﬁ?),
3r+2 3<z<4,
20 +6 x> 4.
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Za interval % <z < % vrednosti niso natancno znane. Dokazane so samo zgornje

in spodnje meje:

20 +3,11z] +<z< 2,
9z, 11x] % <z< %,

11 1

ATaiz,1) € {z5xi—ﬂ ?;izszf
2 2 =T >3

[$2.50+2] 2<z<3,

[B,50+2] 3<z<i

\

Izrek 6.1.2 Za realen x > 0 ima kvadratna mreza I'g razpon:

(

r4+3 0<z<i
Tx 3 <w<,
1 i< <,
4x 1§$§§,
x+4 %Sxﬁ%,
Mz, 1) =4¢ 3z+1 $<a<?,
6 2<r<2,
3z 2§$§§,
8 ;<a<3,
20+ 2 3 <x <4,
\x+6 x >4,

Izrek 6.1.3 Za realen x > 0 ima Sestkotniska mreza U'y razpon:

(

r+2, 0<z<3,
br,  g<z<},
3, d<au<l,
AMlg;2,1) = 3z, 1<z<3,
5, 2<r<2,
20+1, 2<z <3,
r+4, x >3,
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6.2 Drevesa

Realna razdaljna barvanja neskoné¢nih dreves so dobro znana. Georges and Mauro [13]
sta dolocila razpone za neskoncno d-regularno drevo Ty za x > 1. Calmoneri in
drugi [8] pa so dopolnili dokaz za vrednosti z € [0,1]. Obcutek imamo, da so
neskon¢na regularna drevesa zelo preprosti grafi. Izkaze pa se, da je dolocanje nji-
hovih razponov, Se posebej za = € (%, d — 1), zelo tezko. Tukaj bomo navedli samo

rezultat in dokaz izpustili:

Izrek 6.2.1 Sledece vrednosti so razponi optimalnih L(x,1)-barvanj za neskoncno

d-regularno drevo Ty za d > 2:

(

r+d—1, 0<z<i
2(d — 1)z, %Sxﬁ %,
d, st <z <1,
NTy2,1) =< dz, 1<z <%,
x +d, L <z<d,
2r+d—2, d—1<uz<d,
\x+2d—2, r>d,

2s+1)(z—|z|)+2x+d—2—s, z—|z] < 2851237 n

)‘(Tda T, 1) = .
2(d — 1)z, sicer,
e je s = | 452 .

Se zadnji primer, ko je x € [2,%) inz— |z| < L aliz € [4,d—1), je najmanysi

razpon podan tako:

(dtely gz —2, 2 —|2) < £22, in
o) — | e lel— 1w = le) < 55 in
ds T - d+2|z|—r s .
+LECJJ r+r—2, x—|z] <2
| v+ [z] +d -1, sicer.
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Poglavje 7
Zakljucek

V delu smo se dobro seznanili z realnim razdaljnim barvanjem grafov. Podali smo
osnovne definicije za to podroc¢je diskretne matematike in nadaljevali z uporabo v
praksi. Predstavili smo problem dodeljevanja frekvenc v brezzicnih omrezjih, ki je
bil osnovna motivacija za studij takih barvanj. Bralcu smo omogoc¢ili pregled nad po-
dro¢jem in omenili pomembnejse neresene probleme. Pokazali smo tesno povezanost
razdaljnih barvanj z navadnim barvanjem tock. Podrobneje smo si ogledali lastnosti
lambda funkcije in metode za njeno dolo¢anje. Doloéili smo razpone za poti, cikle,
kolesa in posebno poddruzino Kneserjevih grafov in samo navedli nekaj rezultatov
za mreze in drevesa. Bralec, ki ga zanima vec¢, naj prebere kako studijo na to temo

ali pa pregleda kak ¢lanek iz literature na koncu.
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