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Veckriterijska optimizacija z evolucijskimi algoritmi

POVZETEK

Vsak dan se srecujemo z veckriterijskimi optimizacijskimi problemi, kot je denimo,
kateri avto kupiti, da dobimo za najmanj denarja ¢imboljso kvaliteto. Tezava je, da
odgovor na to vprasanje velikokrat ne obstaja, saj ponavadi najboljsi avto ni tudi
najcenejsi. V tem delu definiramo veckriterijski optimizacijski problem (D, f, min)
in relacijo dominiranosti < na prostoru f (D) C R™. Prasliko mnozice minimalnih
elementov delno urejene mnozice (f (D), <) proglasimo za resitev veckriterijskega
optimizacijskega problema. Poimenujemo jo mnozica Pareto optimalnih resitev.

V nadaljevanju predstavimo evolucijske algoritme za resevanje zgornjih proble-
mov. To so stohasti¢ni algoritmi polinomske ¢asovne zahtevnosti. Vrnejo le pod-
optimalne resitve, vendar so kljub temu zelo uporabni, ker so veliko hitrejsi od
deterministi¢nih algoritmov za NP tezke probleme. Uspe nam dokazati konvergenco
k mnozici Pareto optimalnih resitev algoritma VV pod nekaterimi pogoji.

Na koncu podrobno opisemo genetski algoritem NSGA II. Uporabimo ga za reSe-
vanje veckriterijskega problema trgovskega potnika. Delovanje algoritma ocenimo z
izracunom metrike hipervolumna.

Multiobjective optimization using evolutionary algorithms

ABSTRACT

In our daily life, we face many multiobjective optimization problems such as which
car to buy to get best quality for as little money as possible. The problem is that
the answer to this question usually does not exist since the best car is not always
the cheapest one. In this paper we define multiobjective optimization problem
(D, f,min) and dominance relation < on space f (D) C R™. The preimage of
set of minimal elements of partially ordered set (f (D), <) is proclaimed to be the
solution of the multiobjective optimization problem. We name it a set of Pareto
optimal solutions.

Furthermore we present evolutionary algorithms for solving such problems. The-
se are stochastic algorithms with polynomial time complexity. They return only
suboptimal solutions but they are still very useful because they are much faster than
deterministic algorithms for NP hard problems. We manage to prove convergence
to the set of Pareto optimal solutions of algorithm VV under some conditions.

Finally we describe genetic algorithm NSGA II in details. We use it for solving
multiobjective Travelling Salesman problem. We assess its performance by compu-
ting hypervolume indicator.

Math. Subj. Class. (2010): 90C59, 90C29, 60J20, 78M50, 78M32

Kljuéne besede: veckriterijska optimizacija, Pareto fronta, evolucijski algoritmi,
markovske verige, konvergenca evolucijskih algoritmov, NSGA II, metrika hipervo-
lumna

Keywords: multiobjective optimization, Pareto front, evolutionary algorithms,
Markov chains, convergence of evolutionary algorithms, NSGA II, hypervolume in-
dicator



1. UvoD

Danes se optimiziranju po ve¢ kriterijih hkrati skoraj ne moremo ve¢ izogniti.
Probleme veckriterijske optimizacije najdemo tako v ekonomiji kot tudi v prometu,
medicini, industriji, itd. Resitev takega problema je lahko veliko, saj so lahko ne-
katere resitve boljse po enem kriteriju, druge pa po drugem. Cim hitreje zelimo
poiskati ¢im vec reSitev, da bi se lahko potem odlocili, katera od teh reSitev nam
najbolj ustreza. Po vzoru Darwinove teorije o evoluciji so v 40. letih 20. stoletja
zaceli razvijati evolucijske algoritme, ki posnemajo evolucijski razvoj zivih bitij in
njihovo teznjo k prilagajanju. Ker ti algoritmi kot rezultat vra¢ajo mnozico resitev
in niso casovno zahtevni, so jih zaceli uporabljati za reSevanje veckriterijskih opti-
mizacijskih problemov.

V delu diplomskega seminarja najprej podrobno predstavimo problem veckriterij-
ske optimizacije, vpeljemo nove pojme, ki jih potrebujemo, da opiSemo, kaj sploh
so resitve veckriterijskega optimizacijskega problema. Potem se osredoto¢imo na
evolucijske algoritme kot mozne algoritme za reSevanje tovrstnih problemov. Ne
pozabimo omeniti nekaterih tezav, na katere pri tem naletimo. Eno od pomembnih
vpraSanj je seveda, Ce ti algoritmi sploh vrnejo resitve veckriterijskega optimiza-
cijskega problema. Stohasticno konvergenco k resitvi bomo dokazali na primeru
enostavnega genetskega algoritma. Nazadnje predstavimo Se prakticen problem:
zastavimo si problem, opiSemo algoritem za reSevanje, reSimo problem in statisti¢no
ovrednotimo dobljene resitve.

2. VECKRITERIJSKA OPTIMIZACIJA

2.1. Veckriterijski optimizacijski problem. V vsakdanjem zivljenju se pogosto
srecujemo z optimiziranjem po vec kriterijih. Zelimo npr. povecati udobje bivanja, a
hkrati minimizirati stroske, da bi lahko tudi kaj privarcevali. Pri tem moramo paziti
tudi na nekatere omejitve, kot je denimo mesecni prihodek. Ti kriteriji so med
sabo najveckrat konfliktni, saj izboljsanje po enem kriteriju povzro¢i poslabsanje
po drugem. Tako se hitro zgodi, da ve¢ zapravljamo za dobrine, ki pripomorejo k
vecjemu udobju, kar pa zal pomeni tudi, da povecujemo stroske in obratno.

Postavlja se nam vprasanje, kako vedeti, katera resitev je najboljsa, ker ponavadi
le-te niso primerljive. Tako se ne moremo odlociti, ali je bolje poskrbeti za udobje
in ve¢ zapravljati ali pa je bolje varcevati, ¢cetudi potem ne zivimo tako udobno, kot
bi zeleli. Zadrego bomo resili tako, da bomo iskali vse resitve, za katere ne obstaja
resitev, ki bi bila boljsa ali enaka po vseh kriterijih.

Veckriterijski optimizacijski problem je iskanje dopustne resitve x, ki zadosc¢a vsem
omejitvam in optimizira vektorsko funkcijo

f:(f17f27"'7fm)a

katere elementi, fi,..., fi,, so kriterijske funkcije. Optimizirati vektorsko funkcijo
pomeni poiskati tako resitev, da so vse vrednosti kriterijskih funkcij sprejemljive in
ne moremo najti boljse resitve. Kriterijske funkcije so v splosnem lahko zvezne ali
diskretne.

Omejitve so najveckrat dane v obliki neenach g; (x) > 0,7 € {1,2,...,l} in enach
h;(x) =0, j€{1,2,...,p}. Omenimo, da lahko poljubno omejitev v obliki enacbe
h (z) = 0 podamo v obliki dveh neenacbh. Mnozica nicel funkcije h je namre¢ enaka
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Zato bomo vse omejitve podali kar v obliki neenacb g; (x) >0, € {1,2,...,k}.

Opomba 2.1. Vsako iskanje maksimuma funkcije f se da enostavno prevesti na
minimiziranje funkcije, saj velja

ma r)=—min—f (x).

xeDXf() zelD f (@)

V nadaljevanju se bomo tako brez skode izognili obravnavanju obeh moznosti in
se bomo omejili le na iskanje minimumov.

Naj € oznacuje mnozico moznih resitev problema, ki lahko vsebuje tudi taksne
elemente, ki ne zadoscajo vsem omejitvam. Ta mnozica je lahko povsem abstraktna
in je odvisna od narave problema, ki ga resujemo. Ce npr. iS¢emo najkrajSo pot
v grafu, ki ustreza dolo¢enim zahtevam, tedaj €2 vsebuje vse mozne poti v danem
grafu.

Definicija 2.2. Splosni veckriterijski (minimizacijski) optimizacijski problem je po-
iskati tak dopusten element x € (2, ki zados¢a omejitvam

gj(x) ZO? JE€ {172>7k}
ter minimizira vektorsko funkcijo f: Q — R™,

f:(fl,fg,...,fm), fﬁQ—>R,i€{1,27...,m},
tj.  minimizira vse kriterijske funkcije f;.

Oznacimo z D mnoZico dopustnih resitev, tj. mnozico vseh sprejemljivih elemen-
tov, za katere je definirana vektorska funkcija f, ki jo minimiziramo. Torej

D:={x€Q; gi(x) >0zavsakic{1,2,...k}},

veckriterijski optimizacijski problem iskanja minimuma te funkcije pa oznac¢imo kot
(D, f,min). Preslikavo f bomo imenovali kriterijska funkcija.

Zgodi se lahko, da ta veckriterijski optimizacijski problem nima resitve. Razloge
za neobstoj resitve lahko razdelimo v tri kategorije.

e Ce je mnozica D prazna, o¢itno problem nima resitve. Tedaj pravimo, da je
problem nedopusten, v nasprotnem primeru pa je dopusten.

e Dopusten veckriterijski optimizacijski problem nima reSitve, ¢e katera od
kriterijskih funkcij na D ni navzdol omejena. Recemo, da je problem neo-
mejen. Tezav z neomejenostjo zagotovo nimamo, ¢e je D koncna ali pa ce je
D kompaktna in so vse kriterijske funkcije zvezne.

e V resnici le v redkih primerih obstaja tak vektor, ki optimizira vektorsko
funkcijo f. Obic¢ajno namrec¢ nek vektor z optimizira kriterijsko funkcijo f;,
ne pa tudi f;, ¢ # j. Ta problem je specificen za veckriterijski optimizacijski
problem, saj na prva dva naletimo ze pri klasi¢ni enokriterijski optimizaciji.

Nastopi tudi problem s primerjanjem resitev, saj relacija < ni sovisna v R™, ¢e je
m > 1.



Primer 2.3. Najbo D = [0,27|x[0,1]in f: D — R? f (p,7) = (f1 (o, 7), f2 (¢,7)),
kjer sta
filp,r) = rcosyp
folp,r) = rsine.
Poskusimo poiskati resitev problema (D, f, min).
Ocitno D # (), torej je problem dopusten. Ker je D kompaktna in sta f; ter fo

zvezni, obe funkciji na D zagotovo dosezeta minimum. Pois¢imo, v katerih tockah
na D se to zgodi.

e Najmanjsa vrednost f; je oc¢itno —1, doseze pa jo le v tocki
Ty = (p1,m1) = (7, 1).

e Podobno kot pri f; je najmanjsa vrednost fo na D enaka —1, doseze pa jo

samo v tocki
3
Ty = (p2,12) = (77 1) :

Vendar pa 177 # T», zato ne obstaja resitev danega problema. Kljub temu se
vprasajmo, katera od dobljenih tock pa je boljsa.

f(T) = fle,m) = (=1,0)

f() = [(p2,m2) = (0,-1)

Na sliki 1 se lepo vidi, da ne moremo povedati, katera od tock T} in T3 je boljsa,

H
S3---9
ol 83

SLIKA 1. Mnozica D s tockama T} in T ter mnozica f (D) s tockama

f (1) in f(T3).

saj je T} boljsa po prvem kriteriju in slabsa po drugem, T, pa obratno. To pa ne
pomeni ni¢ drugega kot, da smo kljub dvema kandidatoma za optimalno resitev
ostali praznih rok.

Zaradi omenjenih tezav pri veckriterijski optimizaciji malce popustimo in iS¢emo
vse vektorje x, za katere ne obstaja drug dopusten vektor y, pri katerem so vrednosti
kriterijskih funkcij f (y) manjse ali enake vrednostim kriterijskih funkcij f ().

2.2. Dominiranost in Pareto fronta. Na R” uvedemo novo relacijo.

Definicija 2.4. Naj bosta x = (21,22, ..., 2m),y = (Y1,Y2, - - -, Ym) € R™. Pravimo,
da x strogo dominira y (x < y), ¢e

(1) nobena komponenta z ni vecja od pripadajoc¢e komponente y,
x; <y, zavsak i € {1,2,...,m},
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(2) vsaj ena komponenta = je manjsa od ustrezne komponente y, tj. obstaja i,
pri katerem je x; < y;.

{y eR? z <y}

—

cR* y<x;

SLIKA 2. Grafiéni prikaz relacije dominiranosti v R?.

Ocitno x 4 x pri tako definirani relaciji. Zato relacijo popravimo, da postane
refleksivna. Definiramo
r3y<—=zr<yalir=y
in pravimo, da x dominira y.

Trditev 2.5. (R™, <) je delno urejena mnoZica.

Dokaz. Opazimo, da za x = (x1,22,...,%n) 0y = (y1,Y2,...,Ym) velja x < y
natanko tedaj, ko velja z; < y; zai € {1,2,...,m}. Ker pa je (R, <) delno urejena
mnozica, po komponentah sledi tudi delna urejenost (R™, <). O

Ce je X C R™, je tudi (X, =) delno urejena mnozica. Zato lahko na njej is¢emo
minimalne elemente. x* € X je minimalni element, ¢e iz x € X in ¢ = z* sledi
x = x*. Spomnimo se, da lahko v delno urejeni mnozici obstaja ve¢ minimalnih
elementov. Zato je smiselno vpeljati mnozico minimalnih elementov mnozice (X, <):

M (X, =) ={z € X; x je minimalni element X} .

Vrnimo se nazaj k nasemu optimizacijskemu problemu (D, f, min). Z relacijo <
lahko ocenjujemo le elemente mnozice f (D) C R™. Vendar pa bi raje primerjali
elemente iz mnozice D, saj iS¢emo reSitev med temi elementi. Zato relacijo < s
pomocjo preslikave f , prenesemo” na mnozico D.

Definicija 2.6. Naj bo f: D — R™. Vpeljemo relacijo <y na D, in sicer za poljubna
x,y € D velja
x =y y natanko tedaj, ko f (z) < f(y).

Opomba 2.7. Vcasih bomo malomarno rekli, da z dominira y, ¢eprav bo iz konte-
ksta jasno razvidno, da <y y.

Opomba 2.8. Relacija < ni nujno antisimetricna na mnozici D. x <y yiny <y x
natanko tedaj, ko f () < f(y) in f (y) 2 f (x), od koder zaradi antisimetri¢nosti <
sledi f (z) = f (y). Ce je f injektivna, dobimo z = y, sicer pa za poljubna z,y € D
to ne velja. Refleksivnost in tranzitivnost < sta posledici delne urejenosti (R™, <)
ne glede na to, ali je f injektivna ali ne. Zato je (D, =<y) delno urejena, ¢e in samo
¢e je f injektivna.

Opomba 2.9. Ce v <; yin f(z) < f (y), pisemo z < v.
Pri veckriterijski optimizaciji bomo iskali Pareto optimalne resitve.
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Definicija 2.10. x € D je Pareto optimalna resitev veckriterijskega optimizacij-
skega problema (D, f, min) natanko tedaj, ko je f (x) minimalni element v (f(D), <).

V nadaljevanju bomo potrebovali tudi pojem Pareto optimalne resitve glede na
A C D. Recemo, da je x € A Pareto optimalna glede na A natanko tedaj, ko je
f (z) minimalni element (f (A), <).

Opomba 2.11. Fiksirajmo z. Po definiciji je f () € M (f (D), =) natanko tedaj,
ko iz f(y) =X f(z) za f (y) € f(D) sledi f (x) = f (y). Ekvivalentno lahko iz y <; z
za y € D sklepamo f (z) = f(y). S tem smo dobili ekvivalentno definicijo Pareto
optimalne resitve.

Ker je minimalnih elementov lahko ve¢, je lahko ve¢ tudi Pareto optimalnih
resitev. Iskali bomo mnoZico Pareto optimalnih resitev, ki jo oznacimo

P* ={x € D; z je Pareto optimalna resitev} .

Opomba 2.12. S P} oznacimo mnozico Pareto optimalnih resitev glede na mnozico

ACD.

Definicija 2.13. Za (D, f,min) je Pareto fronta mnozica minimalnih elementov
(f (D), =).

Pareto fronto bomo oznacili s PF*. Ocitno je enaka sliki mnozice Pareto opti-
malnih resitev P*, saj je

F(P) = f{zeD; f(z) e M(f(D),=)})
= {f(@)ef(D); flz)e M(f(D),=2)}
= M(f(D),=).

Velja torej f (P*) =PF* = M(f (D), ).

Naj bo f(z) = (fi(x),..., fm(x)) € PF*. Predpostavimo, da lahko f(z) Se
zmanjsamo po enem kriteriju, ne da bi jo hkrati povecali po nekem drugem, npr.
fi(@") < fi(z) zanek i in f; (2’) < f; (x) za vse j. Od tod bi sledilo f (2) < f (2),
kar je v protislovju s tem, da je f(z) minimalni element v (f (D), <), torej tega
ne moremo storiti. Zato bo nas cilj pri resevanju veckriterijskega optimizacijskega
problema najti mnozico Pareto optimalnih resitev oz. Pareto fronto.

Primer 2.14. Naj bo (D, f, min) isti veckriterijski optimizacijski problem kot v
primeru 2.3. S slike mnozice f (D) se hitro vidi, da je

D | |
- 3‘7T 5 © \J 1
T o
2 m PF*

SLIKA 3. Pareto fronta PJF™* in njena praslika P*.

M(f (D), =) =PF = {(x1,22) €R?* zi+25=1, 21 <0, 25 <0},
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Da bi resili problem, moramo poiskati se prasliko Pareto fronte. Tudi te v tem
primeru ni tezko najti, namrec

P = [w,%} x {1}.

V zadnjem primeru ni bilo tezko najti mnozice Pareto optimalnih resitev. Vendar
v splosnem to ni tako preprosto. Najbo D = {—3,—-2.75,...,3} x{—4,-3.95,...,4}
in f: D — R? podana s predpisom

1

Flo) = (G- st + )5 o+ p)eoste =)

S slike mnozice f (D) (slika 4) bi mogoce s tezavo Se lahko razbrali Pareto fronto
problema (D, f,min), medtem ko mnozice Pareto optimalnih resitev ne moremo
enostavno najti. Ce pa ima f ve¢ kot 3 kriterije, si Ze mnozice f (D) ne moremo
vec graficno predstavljati, kaj Sele da bi hitro nasli Pareto fronto. Zato bomo v

SLIKA 4. Za mnozici D in f (D) tezko najdemo P* in PF*.

nadaljevanju predstavili evolucijske algoritme kot orodje za resevanje veckriterijskih
optimizacijskih problemov.

2.3. Obstoj optimalnih resitev in polnost mnozice. Se preden nadaljujemo,
se vprasajmo, kaksno povezavo ima mnozica Pareto optimalnih resitev z mnozico
reSitev veckriterijskega optimizacijskega problema. Velja naslednja trditev.

Trditev 2.15. Resitev veckriterijskega optimizacijskega problema (D, f,min) ob-
staja natanko tedaj, ko v mnozici (f (D), =X) obstaja najmanjsi element.

Spomnimo se, da je x € X najmanjsi element delno urejene mnozice (X, <), ¢e
jex Xyzavsak y € X.

Dokaz. (=): Predpostavimo, da obstaja = € D, ki resi problem (D, f, min).
Tedaj x minimizira vse kriterijske funkcije (f1, fo, ..., fm), torej fi () < fi (y)
za vse y € D in vse i € {1,2,...,m}. Po definiciji relacije < na mnozici

9



f (D) pa to ne pomeni ni¢ drugega, kot f(x) = f(y) za vse y € D oz.
f(x) X zzavse z€ f(D). Sledi, da je f(z) najmanjsi element.

(<): Naj bo z najmanjsi element mnozice (f (D), =). Ker f~!(2) C D ni
prazna mnozica, izberimo iz nje poljuben element x. f (x) = z je najmanjsi
element, zato je f; (z) < y; za vse i € {1,2,...,m} in vsak y € f (D).
Posledi¢no x minimizira f po vseh kriterijih hkrati, kar pomeni, da je z
resitev problema (D, f, min).

O

Opomba 2.16. Preprosto je videti, da je z najmanjsi element v (f (D), <) natanko
tedaj, ko velja z <y y za vsak x € f1 () in vse y € D.

Trditev 2.15 nam torej zagotavlja, da z iskanjem mnozice Pareto optimalnih
reSitev popustimo v smislu, da bomo, kadar resitve veckriterijskega optimizacij-
skega problema (D, f, min) obstajajo, poiskali te resitve, v nasprotnem primeru pa
taksne, ki so Se vedno relativno dobre. Tako bo v nadaljevanju resevanje problema
(D, f, min) pomenilo iskanje P*.

Pomembno vprasanje, ki se nam ob tem porodi, je, ali sploh obstaja optimalna
reitev. Lahko se namreé¢ zgodi, da delno urejena mnozica (f (D), =) ne vsebuje
nobenega minimalnega elementa.

Primer 2.17. Mnozica A = {%, n e N}, opremljena z obicajno relacijo <, ne

vsebuje minimalnega elementa. Poljuben element z € A se da zapisati v obliki %,
kjer je k € N. Ta element ne more biti minimalen, saj za y = — velja y € A in

[
y < x. Zato (A, <) ne vsebuje minimalnega elementa.

Lema 2.18. Vsaka neprazna konéna delno urejena mnozica (F, =) vsebuje mini-
malni element.

Dokaz te leme zaenkrat izpustimo.

Definicija 2.19. Naj bo (F, <) delno urejena mnozica. M (F, <) je polna, ¢e za
vsak © € F obstaja z* € M (F, <), da je 2* < .

Polnost mnozice zahteva vec kot le obstoj minimalnega elementa. Kon¢na mnozica
F z relacijo < je vedno polna, kar nam zagotavlja spodnja lema.

Lema 2.20. Ce je (F, =X) neprazna koncéna delno urejena mnozica, potem je mnozica
minimalnih elementov M (F, <) polna.

Dokaz. Lemo dokazemo tako, da za vsak x € F pois¢emo minimalni element z*, za
katerega je x* =< x.

Naj bo z € F poljuben. Ce je z € M (F, <), ni cesa dokazovati, zato privzemimo,
da z ni minimalen. Tedaj obstaja x; € F, za katerega je x; < x, saj bi v primeru
neobstoja le-tega sledilo, da je 2 minimalni element. Ce je x; € M (F, =), smo
koncali, sicer postopek ponovimo za x; in najdemo x5 € F, ki dominira x, itd. Ker
je mnozica F koncna, slej ali prej pridemo do minimalnega elementa x,. Namrec,
¢e x, ¢ M (F,=), bi moral obstajati manjsi element, kar pa ne gre ve¢. Pregledali
smo namre¢ celotno mnozico, vendar iskanega nismo nasli. Vprasati se moramo le
Se, ali je x,, X x. To je res zaradi tranzitivnosti relacije <, saj

Tp 2Ty D DTy DT 2T,
Torej je (F, <) polna. O
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Opomba 2.21. Mimogrede smo dokazali, da vsaka neprazna konc¢na delno urejena
mnozica vsebuje minimalni element in s tem lemo 2.18.

3. EVOLUCIJSKI ALGORITMI ZA VECKRITERIJSKO OPTIMIZACIJO

3.1. Metode za reSevanje veckriterijskih optimizacijskih problemov. Kot
smo videli v prejSnjem razdelku, lahko P* vsebuje ve¢ elementov, kar ne pomeni nic
drugega kot to, da se bomo morali slej ali prej odlo¢iti za eno od Pareto optimalnih
resitev. Glede na to, kdaj nastopi ¢as te odlocitve, lo¢imo dva pristopa:

e prednostni pristop in
e idealni pristop.

3.1.1. Prednostni pristop. Katero resitev bomo izbrali, lahko doloc¢imo ze pred zacet-
kom iskanja. Izbor ene izmed vseh Pareto optimalnih resSitev namre¢ odraza to,
kateri kriterij je za nas pomembnejSi. Denimo, da iS¢emo minimum preslikave
f="(f1,f2 -, fm) na obmocju D in naj bo P* mnozica Pareto optimalnih resitev
problema (D, f,min). f poskusimo preoblikovati v funkcijo F': D — R tako, da
F' doseze minimum v neki tocki iz P*, ki uposteva nase preference kriterijev. S
funkcijo F' na neki nacin dolo¢imo smer iskanja minimuma funkcije f. S tem pro-
blem prevedemo na enokriterijski optimizacijski problem, ki ga resimo z metodami
enokriterijske optimizacije.

min (fr, for . fn)]
!

’ odlocitev \

!

’ min F ‘

!

enokriterijska
optimizacija

!

SLIKA 5. Shematski prikaz prednostnega pristopa.

Slabost tega pristopa je “izbiranje” resitve vnaprej in dolocanje funkcije F'. Pri
tem se nam porodi vprasanje o obstoju taksne funkcije F' oz. o tem, ali lahko za
vsak z € P* najdemo funkcijo F, z omenjenimi lastnostmi. Ce bi torej hoteli dobiti
vec resitev iz P*, bi morali veckrat pognati algoritem, ki resi enokriterijski problem
(D, F, min).

V naslednjem primeru bomo predstavili najlazji in najveckrat uporabljen nacin
iskanja funkcije F'.

Primer 3.1 (Metoda utezenih vsot). Naj bo (D, f, min) izbrani veckriterijski op-
timizacijski problem, kjer je f = (f1, fo, ..., fm). Z utezmi @ = (wy,wo, ..., wy)
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ponazorimo pomembnost posameznih kriterijev. Obicajno jih izberemo tako, da je
w; > 0 za vsak ¢ € {1,2,...,m} in ) " w; = 1, vendar to ni nujno. Funkcijo
F: D — R podamo s predpisom

m

F(z)=) w-fi(z)=w-f(2)

=1

in i8¢emo tiste « € D, pri katerih je vrednost F'(x) minimalna na D.

Enostavno je videti, da je vsak x, ki minimizira F', tudi Pareto optimalna resitev
prvotnega problema v primeru, ko je w; > 0 za vse i. To dokazemo s protislovjem.
Naj bo x € D tocka, v kateri F' doseze minimum. Pokazati zelimo, da x € P*.
Denimo nasprotno, in sicer z ¢ P*. Torej obstaja y € D, da f (y) < f (z). To pa
pomeni, da je f; (y) < fi(z) zanek i € {1,2,...,m} in f; (y) < f; (x) za vse j # .
Tedaj je

F(y) = szfz (y) < Zwlfl (z) = F (),

torej je F'(y) < F(z) za nek y € D, kar je v nasprotju s tem, da F' v = doseze
minimum, zato x € P*.

Ali lahko z razlicnimi izbirami vektorja utezi w pridemo do vsake Pareto optimalne
reSitve? V splosnem to ne gre, velja pa za probleme z dolo¢enimi lastnostmi.

3.1.2. Idealni pristop. Pri idealnem pristopu se izognemo izbiri resitve vnaprej, saj
se o njej odlocamo po izvedenem iskanju. V enem zagonu algoritma iS¢emo vec
Pareto optimalnih resitev hkrati, zato zadostuje en zagon algoritma. Vendar pa je
veckriterijsko iskanje zahtevnejse od reSevanja enokriterijskih problemov.

]min (fl, foseony fm)‘
}

veckriterijska
optimizacija

“F“

| odlocitev

ra

SLIKA 6. Shemati¢ni prikaz idealnega pristopa.
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Narava evolucijskih algoritmov nam omogoca, da jih lahko med drugim upora-
bljamo tudi za resevanje tovrstnih problemov z idealnim pristopom.

3.2. Evolucijski algoritmi. Po Darwinovi evolucijski teoriji imajo v naravi vecjo
moznost prezivetja mocnejsa bitja in tista, ki so bolje prilagojena okolju. Poleg tega
imajo taksni osebki tudi vecjo verjetnost uspesnega parjenja, z razmnozevanjem
pa nastajajo nova bitja, ki nekatere lastnosti podedujejo od starsev. Dodatno go-
nilo razvoja pa so mutacije, ki omogocajo pojavitev lastnosti, ki jih starsi Se niso
imeli. Ce je ta lastnost dobra, bo mutirani potomec dobro pripravljen na boj za
prezivetje in razmnozevanje, zato se bo ta lastnost ohranila. Ce pa je mutirana
lastnost nezazelena, se osebek ne bo mogel prilagoditi okolju, zato se bo tezko paril
(in tako tezko ustvaril sebi podobne slabe potomce) in bo slej ali prej izumrl, s tem
pa bo izginila tudi njegova Sibka dedna zasnova. Darwin je menil, da so zato ziva
bitja cedalje bolj prilagojena zivljenjskemu okolju.

Proces evolucije prenesemo na veckriterijsko optimizacijo. Intuitivno naj dopu-
stne resitve predstavljajo vse mozne osebke, biti boljsi pa naj pomeni imeti manjse
vrednosti kriterijskih funkeij. Ce izberemo Se operatorje selekcije osebkov, krizanja
in mutacije ter zacetno populacijo osebkov, lahko implementiramo algoritem, ki po-
snema proces naravne evolucije. Torej so za krizanje z vecjo verjetnostjo izbrani
boljsi osebki, ki imajo tudi ve¢ moznosti, da vstopijo v naslednjo generacijo. Ce drzi
Darwinova teorija, da postajajo zaradi naravnega izbora, razmnozevanja in mutacij
ziva bitja vedno bolj prilagojena, zakaj ne bi z evolucijskim algoritmom dobili gene-
racije resitev, ki imajo ¢edalje nizje vrednosti kriterijskih funkcij in so zato poljubno
blizu iskani mnozici Pareto optimalnih resitev?

V nadaljevanju bomo podrobneje predstavili elemente evolucijskega algoritma.

3.2.1. Predstavitev osebkov. Dopustno resitev x € D imenujemo tudi fenotip. Za
izvedbo evolucijskega algoritma moramo dopustne resitve izraziti s strukturo, ki bo
omogocala krizanje in mutacijo. Vsakemu fenotipu tako priredimo genotip, funkcijo
prirejanja e: D — R pa imenujemo funkcija kodiranja. Tu R oznacuje prostor geno-
tipov 0z. R = e (D). Dodatno zahtevamo, da vsak fenotip enoli¢no dolo¢a genotip
in obratno, da bomo lahko po konc¢anem zagonu algoritma vedeli, katero dopustno
resitev nam predstavlja dobljeni genotip. Funkcija e je torej bijektivna, zato je smi-
selno vpeljati njen inverz d: R — D, ki ga imenujemo funkcija dekodiranja. Za
poljubna x € D in y € R je zato

(doe)(z) =z in (eod)(y) =y.

Napogosteje se uporabljajo genotipi v obliki

e permutacij,

e vektorjev naravnih stevil,

e vektorjev realnih Stevil,

e dvojiskih nizov,

e naravnih Stevil, ...
Predstavitev je odvisna od problema, ki ga reSujemo in od izbranega krizanja ter
mutacije. Operatorje in predstavitev moramo izbrati preudarno, saj poljubna kom-
binacija le-teh ne zagotavlja konvergence algoritma.

3.2.2. Generacija. P, € P(R) je generacija ob ¢asu t € Ny, kjer je P (R) mnozica
vseh multimnozic mnozice genotipov R oz. P(R) = {P: R — No}. Z p; ozna¢imo
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velikost populacije P, in je enaka

Mt:ZPt(x)'

TER

Ce je P, (x) > 0 za neskonéno z € R, definiramo j; = oo. Velikost g, se lahko
s Casom spreminja, najveckrat pa ostane enaka tekom celotnega algoritma, torej
e = po za vsak t € Ny. Nekateri elementi se lahko v generaciji pojavijo veckrat.
Tezili bomo k ¢imvecji raznolikosti generacije. Pojem bomo razlozili pozneje.

Py tako predstavlja zacetno populacijo, ki jo dobimo z nakljuénim naborom gy
elementov mnozice R.

Omejili se bomo le na konc¢ne generacije, tj. p; < oo. Slej ali prej bomo namrec
algoritem implementirali, delo z racunalnikom pa nas omeji na konéno podmnozico
D, saj lahko numeri¢no predstavimo le konéno mnogo stevil.

Opomba 3.2. V nadaljevanju bomo s pisanimi ¢rkami oznacevali mnozico osebkov
populacije, npr. P, := {x € R; P,(z) > 0}. Bistvena razlika med P; in P, je, da
slednja vsebuje informacijo o kratnosti ponovitve osebkov v generaciji, medtem ko
samo z zapisom P; ne moremo vedeti, koliko kopij nekega osebka je v dani populaciji.

V nadaljevanju bomo uporabljali izraz osebek za genotip, resitev pa za fenotip,
saj bomo tako lazje potegnili vzporednice s procesom naravne evolucije.

3.2.3. Funkcija uspesnosti. Kateri osebki so boljsi in kateri slabsi? To nam pove
funkcija uspesnosti, definirana na prostoru genotipov R. Ce imamo problem zasta-
vljen v obliki (D, f, min), kakovost resitev opisuje kar funkcija f. Manjse kot so
vrednosti kriterijskih funkcij, boljse so resitve. Ker je domena funkcije f enaka D,
vzamemo formalno za funkcijo uspesnosti optimizacijskega problema kompozitum
g = fod, kislika iz R v R™.

Opomba 3.3. Mnozico Pareto optimalnih resitev smo definirali kot podmnozico
mnozice D. Vcasih bomo uporabljali ekvivalentno definicijo, in sicer bo to pod-
mnozica mnozice R. Tako za poljubno A C R ozna¢imo

Pi={rc ACR; g(z) e M(g9(A),=)}.

Katero od definicij bomo uporabljali, ne bo posebej navedeno, saj bo jasno razvidno,
ali je A C R ali A C D. Prav tako bomo tudi mnozico Pareto optimalnih resitev
glede na celoten R oznacili kar s P*.

3.2.4. Selekcija in krizanje. Selekcija in krizanje skupaj tvorita proces, v katerem iz
dane generacije P nastane generacija potomcev Q).

V dani generaciji so nekateri osebki boljsi, zato jim damo vecjo moznost, da
postanejo starsi. To pomeni, da so izbrani z vecjo verjetnostjo. Vendar dopustimo,
da imajo tudi slabsi neko majhno (pozitivno) verjetnost, da bi bili izbrani, saj bi
se nam sicer lahko zgodilo, da bi algoritem prehitro skonvergiral proti lokalnemu
ekstremu, ¢esar pa ne zelimo. Vecina operatorjev krizanj izbira po dva in dva osebka,
Ceprav je z matematicnega (ne pa tudi iz naravnega) vidika mozno vecstarsevsko
krizanje.

Sama izvedba selekcije starsev se razlikuje od algoritma do algoritma, najocitnejsa
pa je razlika med veckriterijsko in enokriterijsko optimizacijo. Pri slednji namrec ze
funkcija uspesnosti sama porodi linearno urejenost na mnozici osebkov, pri veckrite-
rijski pa ne. Zato algoritmi za veckriterijsko optimizacijo najveckrat najprej oseb-
kom priredijo rang glede na nek kriterij, v drugi fazi pa linearno uredijo Se osebke
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istega ranga. Pri rangiranju moramo biti pozorni predvsem na to, da pri tem ne
dajemo prednosti nobeni od resitev (kot to naredimo pri resevanju tovrstnih pro-
blemov s prednostnim pristopom). Podrobneje bomo v zadnjem razdelku pogledali
nedominirano razvrsc¢anje kot primer veckriterijskega izbora starsev, zato bomo na
tem mestu podrobnosti izpustili. Omenimo Se, da je ponavadi prav selekcija starsev
tista, ki determinira algoritem.

Ko enkrat poznamo starse, ustvarimo potomeca, ki od vsakega od starSev podeduje
nekatere lastnosti. Izbira nacina ustvarjanja potomca je odvisna od predstavitve
osebkov, ponavadi pa potekajo tako, da vnaprej dolo¢imo tocke krizanja. Domisljija
pri kombiniranju starsev ne pozna meja, paziti moramo le na konvergenco algoritma,
saj nam poljubna izbira operatorjev tega ne zagotavlja nujno. Najosnovnejsi primer
krizanja je enotockovno krizanje dvojiskih nizov dolzine n. Denimo, da je tocka
krizanja na i-tem bitu. Potem potomca dobimo tako, da prvih ¢ bitov potomca
zapolni niz prvih i bitov prvega izmed starSev, preostalih n —¢ bitov pa prepisemo iz
zadnjih n — 4 bitov drugega od starSev. Enotockovno krizanje lahko posplosimo na
dvotockovno, tritockovno, itd. Slika 7 prikazuje omenjeni na¢in krizanja, ki zadosca
za razumevanje osnovihega koncepta krizanja. Zanimivejsi primer bomo spoznali kar
na primeru uporabe algoritmov.

lof1frfafol1]1]ofofo0]

— |o]1]1]1]o]o]o]o]0]1]

[1[1]1]ofofoofofo]1]

SLIKA 7. Enotockovno krizanje v predstavitvi z binarnim nizom.

Formalno podamo operator selekcije in krizanja z naslednjo definicijo.

Definicija 3.4. Naj bo x. mnozica parametrov in X.: Ny — x. preslikava, ki v
vsakem casu doloca parametre. Selekcija in kriZanje skupaj tvorita operator

c:P(R) x xc. > P(R).

Oznaéimo s c¢® operator selekcije in krizanja ob casu t, torej je ¢: P(R) — P (R)
podan s predpisom
W (P) =c(PXc (1))

Pri tem parametri zajemajo informacijo o izvedbi selekcije starsev in samem
poteku krizanja, preslikava X. pa je obicajno konstantna. Zaradi prisotnosti na-
kljucénosti pri izbiri starsev in tock krizanja je ta operator stohasticen.

3.2.5. Mutacija. Mutacija poteka na novonastalih potomcih @), vendar ne prizadane
vseh. Osebki, ki so ji podvrzeni, so naklju¢no izbrani, pri ¢emer so verjetnosti pona-
vadi zelo majhne in neodvisne od vrednosti funkcije uspesnosti potomcev. Izbrani
osebki so naklju¢no malo spremenjeni. Torej tudi mutacija poteka v dveh stopnjah,
ki pa nista tako izraziti kot pri krizanju. Bistveno pri mutaciji je, da ne locuje
osebkov po kakovosti; za ta operator so vse tocke definicijskega obmocja enake. Za
razliko od krizanja mutacija ne ustvarja novih potomcev, ampak le spreminja ze
obstojoce.

Operator mutacije je precej preprostejsi in tudi tu si lahko skoraj poljubno izbi-
ramo nacin implementacije. Paziti moramo le, da pri tem ne izgubimo konvergence
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algoritma. Posamezni nacini izvedbe so vezani na doloc¢en tip predstavitve osebka.
Enostaven primer mutacije na dvojiskih nizih je, da nakljucen bit spremenimo iz 1
v 0 oz. obratno, kar ponazarja skica 8.

SLIKA 8. Bitna mutacija.

Verjetnosti, da je osebek izbran za mutacijo, vrsto mutacije in njene lastnosti
podajajo parametri mutacije y,,. Tako dobimo definicijo mutacije.

Definicija 3.5. Naj bo x,, mnozica parametrov in X,: Ny — x,, preslikava, ki v
vsakem diskretnem casu dolo¢a parametre. Mutacija je operator

m: P(R) X xm — P(R).

Podobno kot pri krizanju oznacimo z m® operator mutacije ob ¢asu t, kar pomeni,
da je m®: P(R) — P (R) podan kot

m® (P) =m (P, Xy, (t)).

Tudi mutacija je stohasticen operator, ker so osebki naklju¢no izbrani, prav tako
pa sprememba poteka slucajno.

3.2.6. Dolocitev nove generacije. Dolo¢itev nove generacije je operator, ki izmed
osebkov prejSnje generacije P in novonastalih potomcev S izbere naslednjo popula-
cijo. Za razliko od izbire pri krizanju ta operator nima tolikSnega pomena. Lahko
je zelo podoben selekciji starsev, ni pa nujno. Najveckrat je ta operator povsem
deterministi¢en, s ¢imer mislimo, da je za dano mnozico potomcev in starSev nasle-
dnja generacija vnaprej dana. To se zgodi npr. v primeru, ko obdrzimo izklju¢no
najboljse osebke (kakorkoli jih Ze linearno uredimo). Mozen deterministi¢en pristop
je tudi izlocanje glede na starost. Vsekakor ta operator ne ustvarja novih osebkov,
ampak le odstrani nekatere ze obstojece.
Formalno dolocitev nove generacije opisuje sledeca definicija.

Definicija 3.6. Naj bo ys mnozica parametrov in Xg: Ny — x4 preslikava, ki v
vsakem diskretnem ¢asu doloc¢a parametre. Dolocitev nove generacije je operator

s:P(R) xP(R) x xs > P(R).

Podobno kot pri selekciji in krizanju ter mutaciji ozna¢imo z s® operator dolo¢itve
nove generacije ob ¢asu ¢, kar pomeni, da je s®): P(R) x P(R) — P (R) podan kot

S(t) (P, Q) = S(P7Q7XS (t)) .

3.2.7. Zaustavitveni pogoj. Zaustavitveni pogoj pove ob katerem dogodku kon¢amo
s pravkar vpeljanimi operatorji ter vrnemo reSitev. Nekateri mozni kriteriji za zau-
stavitev glavne zanke so:

e evolucijski algoritem se izvaja ze ve¢ kot T' sekund;

e generirali smo ve¢ kot Gpax generacij oz. se je glavna zanka izvedla ze vsaj

G max-krat;
e zadnjih k£ generacij je enakih ali zelo podobnih;
e trenutna reSitev je za nas sprejemljiva.
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Seveda si lahko izmislimo tudi kaksen drug zaustavitveni pogoj, paziti moramo le,
da je ta pogoj enkrat izpolnjen. Izbira izhoda iz glavne zanke je lahko klju¢nega
pomena za kakovost resitve. Ce namre¢ izvedemo premajhno stevilo ponovitev, je
lahko dobljena resitev zelo dale¢ od optimalne (vendar zaradi prisotnosti sluc¢ajnosti
v algoritmu to ni nujno!).

3.2.8. Psevdokoda. Formalno smo definirali vse elemente evolucijskega algoritma,
zato lahko podamo psevdokodo evolucijskega algoritma, ki jo podaja algoritem 1.

Algoritem 1 Evolucijski algoritem

1: procedure EVOLUCIJSKI_ALGORITEM(R, g, X, X, X, 7)

2 t=20

3 Py > zaCetna generacija
4: while -7 do

5: Q= c® (P) > selekcija in krizanje
6 S, =m® (Q,) > mutacija
7 Py =sY (P, S,) > dolocitev nove generacije
8 t=t+1

9: end while

10: return P,

11: end procedure

3.2.9. FElitizem. Elitisticni pristop zagotavlja, da pri prehodu na novo generacijo ne
izgubimo najboljsih osebkov. To pomeni, da obdrzimo Pareto optimalne resitve
glede na mnozico P, U S;. To lahko dosezemo na dva nacina.

(1) Pri dolocitvi naslednje generacije najprej izberemo najboljse, potem pa s
selekcijo nadaljujemo na preostalih osebkih. To pomeni, da ce je * € Py, g, ,
je " € Piy1.

(2) Druga moznost je tako imenovano arhiviranje najboljsih osebkov. Na zacetku
ustvarimo mnozico Ay, ki vsebuje vse Pareto optimalne resitve glede na P,.
Naprej nadaljujemo induktivno, in sicer mnozico A;;; dobimo iz A; na sledeé¢
nacin:

»At+1 = szttusta

tj. v A;1 vzamemo najboljse osebke izmed tistih, ki smo jih do trenutka ¢
arhivirali ali ustvarili. Mnozice A; imenujemo arhiv. Problem, ki nastane pri
tej moznosti je, da je zaporedje mnozic (At)teNo narascajoce. Ce evolucijski
algoritem konvergira proti P*, kar je nas cilj, potem je

t—0o0
To pa pomeni, da so v primeru neskon¢ne mnozice P* mnozice A; poljubno
velike.

3.2.10. Raznolikost. Kot smo ze omenili, Zelimo pri evolucijskih algoritmih doseci
¢im vecjo raznolikost. Radi bi, da so resitve, ki jih algoritem vrne, ¢im enakomerneje
razporejene vzdolz celotne Pareto fronte. Zato se zelimo izogniti zgoS¢enim resitvam.
Nacinov, kako to dosezemo, je vec, na kratko pa bomo omenili le dva izmed njih.
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e Delitev uspesnosti
Ideja tega pristopa je enakomerno razporediti osebke po prostoru D. Vec
resitev kot se nahaja v neposredni blizini nekega osebka, manjso verjetnost
bo slednji imel za uspesno reprodukcijo.
To dosezemo npr. tako, da vsakemu osebku x € P povecamo vrednost
funkcije uspesnosti sorazmerno glede na stevilo osebkov, ki si delijo isto oko-
lico.

g (x)=g(x)- Y P(y)-sh(d(z,y),

yER

kjer je d (z,y) razdalja med tockama x in y, sh pa funkcija, podana z

o _a \“
sh (d) = { 1 (Ushare> ) d S Oshare

0 d> Oshare-

To pomeni, da ve¢ osebkov kot je blizje z, visja bo vrednost ¢’ (x), zato bo x
manj zanimiv za izbor v naslednjo generacijo. Pri tem naletimo na dolocene
tezave glede dolocanja parametrov. Pametno moramo topolosko opredeliti
kroglo na prostoru D (oz. metriko) in izbrati polmer ogpare.
e Kopicenje

Kopicenje podobno kot delitev uspesnosti tezi k raznolikosti populacije.
To poskusa doseci z odstranjevanjem veckratnih pojavitev elementa v po-
pulaciji in nadomescanjem le-teh z novimi. Eden od mmnoznih nacinov je,
da pri ustvarjanju novih potomcev, potomci in starSi tekmujejo glede na
medsebojne razdalje. Pri tem razdaljo, za razliko od prejsnjega pristopa,
definiramo na prostoru f (D). Podrobneje bomo to predstavili na primeru.

3.3. Problemi pri izvajanju evolucijskih algoritmov. Kot vsak algoritem, tudi
evolucijski algoritmi niso brez pomanjkljivosti. Najbolj motece je mogoce ravno to,
da zaradi sluc¢ajnosti ne dobimo zagotovo optimalne resitve, ampak optimalno resitev
dobimo le z neko verjetnostjo. Resitvi, ki jo vrne evolucijski algoritem, pravimo
suboptimalna resitev. Ni nujno optimalna, vendar je za nas dovolj dobra, da jo
sprejmemo v zameno za ¢asovno ucinkovitejsi algoritem. Tipi¢no so kombinatori¢ni
optimizacijski problemi zelo zahtevni. Problem trgovskega potnika zahteva vsaj
20" operacij v primeru iskanja optimalne resitve. Kar se tice ¢asovne zahtevnosti,
so evolucijski algoritmi s polinomsko zahtevnostjo veliko primernejsi.

3.3.1. Kaznovanje neprimernih osebkov. Najveckrat zaradi enostavnosti algoritma
krizanje in mutacijo definiramo tako, da lahko pri tem ustvarimo nedopustno resitev.
Zato moramo paziti, da teh osebkov ne prenesemo v naslednjo populacijo, saj bi se
sicer lahko zgodilo, da bi algoritem skonvergiral proti nedopustni resitvi. Ta problem
lahko razresimo na enega izmed treh ustaljenih nacinov.

(1) Najpogosteje uporabljena metoda je izvedba kaznovanja s t. i. kazensko funk-
cijo. Taksna funkcija poskrbi, da imajo nedopustne resitve vecje vrednosti
funkcije uspesnosti. Zato so ti osebki slabsi in so z manjsSo verjetnostjo iz-
brani za razmnozevanje ter se tezje prebijejo v naslednje generacije.

(2) Druga moznost je, da morebitne nedopustne osebke popravimo v dopustne.

(3) Zelo preprosto pa je nedopustne osebke zavreci.
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3.3.2. Prehitra konvergenca. Ce algoritem prehitro skonvergira, bi se nam lahko
zgodilo, da bi zasli v lokalni minimum. Zato se temu poskuSamo izogniti. To
problematiko resujemo z nastavitvami vseh parametrov treh glavnih operatorjev

X,, X, in X..

4. O KONVERGENCI EVOLUCIJSKIH ALGORITMOV

Predstavili smo osnovno delovanje evolucijskih algoritmov. Intuitivno se nam sicer
lahko zdi, da omenjeni algoritmi vrnejo zeleno. Algoritmov, Se posebej ¢asovno zah-
tevnejsih, ne smemo nikoli na slepo prepustiti racunalniku v izvajanje. Pomembno
je, da se prepricamo o pravilnosti delovanja, kar med drugim zajema tudi to, da al-
goritem res vrne tisto, kar pricakujemo. Ce npr. is¢emo najkrajso pot, naj algoritem
kot izhodni podatek vrne iskano pot in ne katere druge.

Pri preverjanju pravilnosti delovanja evolucijskih algoritmov pride do izraza na-
kljuénost, ki nam bistveno otezi dokazovanje. Vsaka generacija zase je slucajna,
zato tudi kon¢éna. Torej ne moremo z gotovostjo vedeti, kaksen bo rezultat, lahko
pa ocenimo verjetnosti moznih izidov algoritma.

Tezko je dokazati, da poljuben evolucijski algoritem vrne mnozico Pareto optimal-
nih resitev (oz. njeno podmnozico). Mi se bomo omejili na posebej lepe algoritme,
in sicer na taksne, pri katerih so generacije sicer slucajne, vendar je vsaka naslednja
populacija odvisna le od neposredne predhodnice, ne pa tudi od ostalih. Zato bomo
vpeljali markovske verige, katerih stanja bodo ponazarjala trenutne generacije.

Kot smo omenili ze v prejsnjem razdelku, nas reSevanje z racunalnikom omeji na
konc¢ne podmnozice D. Zato se bomo zadovoljili s konvergenco algoritmov s konéno
mnogo moznimi generacijami.

4.1. Markovske verige v diskretnem c¢asu. Najprej vpeljimo markovsko verigo
s Stevno mnozico stanj.

Definicija 4.1. Zaporedje slucajnih spremenljivk (X;),.y, 2 zalogo vrednosti S je
markovska veriga v diskretnem casu, ¢e velja

PXim=j|Xi=06,Xi1=51,...,X0=50] =P [Xyj1 =j | Xs = 1]
za poljuben t € Ny in poljuben nabor stanj sg, s1,...,8;-1,%,7 € S.

Verjetnost P [X, 11 = j | X; = i] imenujemo prehodna verjetnost iz stanja i v stanje
7 in je nacelno odvisna od casa t. Ce pa so vse prehodne verjetnosti neodvisne od
t, potem pravimo, da je markovska veriga homogena in za i,j € S piSemo

Pij = P [Xt+1 :j ‘ Xt = ’l] za vsak t € No.

V nadaljevanju se omejimo na homogene markovske verige s konéno mnozico stanj
S. Imenujemo jih homogene koncne markovske verige. Brez izgube sploSnosti stanja
osteviléimo z naravnimi Stevili. Verjetnosti p;; lahko tedaj zapiSemo v kvadratno
prehodno matriko P, tako da se na (7, j)-tem mestu v matriki nahaja verjetnost p;;.

Primer 4.2. Zamislimo si zajcka, ki skac¢e po vozlis¢ih polnega grafa na 4 vozliscih.
V vsakem vozliscu z verjetnostjo % sko¢i v enega od preostalih vozlis¢, kot prikazuje
slika 9. Vozlisca oSteviléimo s prvimi Stirimi naravnimi Stevili. Naj X, oznacuje
vozlisce, v katerem je zajcek po n skokih. X, je slucajna spremenljivka, saj zajckovo
skakanje ni deterministicno. Njegov polozaj po n skokih je odvisen le od tega, iz
katerega vozlisca je prisel v dano vozlisce, ne pa tudi od celotne poti, ki jo je do
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1 2

SLIKA 9. Mozni zajckovi skoki.

takrat preskakal. Zato je zaporedje (X">n€N0 markovska veriga z mnozico stanj
S ={1,2,3,4} in prehodnimi verjetnostmi

1
PXo1=j|Xa=d =3 in PXua=i|X,=i=0

za vsak n € Ny in 7 # ¢. Opazimo, da so prehodne verjetnosti neodvisne od n, kar
pomeni, da je vseeno, kdaj opazujemo zajckovo skakanje oz. je markovska veriga
homogena. Pripadajoca prehodna matrika je enaka

0 1/3 1/3 1/3
1/3 0 1/3 1/3
1/3 1/3 0 1/3
1/3 1/3 1/3 0

P =

Zanima nas, s kaksSno verjetnostjo se po dolocenem casu n nahajamo v stanju

j € {1,2,...,m}. Ozna¢imo to verjetnost s W](-").
formule o popolni verjetnosti za popoln sistem dogodkov ({X,,_1 =i})

Za n > 1 dobimo z uporabo
i=1

WJ('H) = P[X, =]

- ZP[Xn—lzi]'P[Xn:j|Xn—1:i]
i=1

m
j : —1

= ’7Tl(n )ng
=1

Ce uvedemo $e vektor
Wmm:[wg>ﬁy>.” ™o
se zgornji racun v matricni obliki poenostavi v
7 = gr=Dp
Denimo, da poznamo zacetno porazdelitev 7(°) in prehodno matriko P homogene

koncne markovske verige. Potem natanko poznamo tudi poljubno verjetnost 7r](-n)

saj je

b

20— (=D p _ (=2 p2 _ . _ (0 pn

Za interpretacijo matrike P" potrebujemo prehodne verjetnosti iz stanja i v stanje
j vk korakih, definirane kot p;;(k) = P[X} = j | Xo = i]. Analogno ozna¢imo s P
matriko, katere (i, j)-ti element je p,(;;L). Za te verjetnosti velja naslednji izrek.
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Izrek 4.3. Naj bo (2, F,P) dan verjetnostni prostor. Ce je X homogena markovska
veriga z mnozico stanj S = {1,2,...,m}, je

n n—1
pgj) = sz(k; )pkj7
k=1

od koder sledi P™ = P,

Dokaz. Izrek bomo dokazali s pomocjo formule o popolni verjetnosti, vendar sistema
popolnih dogodkov ne bomo vzeli iz o-algebre F, ampak iz njene o-podalgebre

Fx-p ={ANXy ' (i); A€ F}.
Premislek, da je F X5l (5) Tes o-algebra, bomo izpustili.
Opazimo, da je ({X,—1 =k | Xo = i}),-, popoln sistem dogodkov v Fx-1) ker
je Xo' (i) € F in ({X,-1 = k});_, popoln sistem dogodkov v F. Pri tem smo

izpustili nekatere podrobnosti, ki pa za dokaz trditve niso bistvene. Uporabimo

sedaj formulo o popolni verjetnosti v o-algebri F X5 6) in dobimo

iy = P[X,=j| Xo=1i]

= Y PXyi=k|Xo=i]-P[X,=j| Xo=14,X, 1 =k
k=1

= SV P X =5 Xo =i, Xt = K]
k=1

Vendar pa je P[X,, =j | Xo=1,X,_1 =k] = P[X,, =j | X,,.1 = k] zaradi marko-
vske lastnosti, od koder sledi pg) => pg,:b_l) Dkj, kar smo Zeleli dokazati.

V matri¢ni obliki ima ta enakost obliko P™ = P~V P 7 induktivnim nadalje-
vanjem dobimo

P(n) _ P(n—l)P _ P(n—2)P2 - .= P(l)Pn—l _ Pn7
ker je ocitno PN = P. Torej velja tudi P™ = P O
Definicija 4.4. Nenegativna matrika m X n je stohasticna, ¢e je vsota vseh elemen-
tov vrstice enaka 1 za vsako vrstico, tj.
Zpij =1lzavsaki=1,2,...,m.
j=1

Ker je ({X; =k | Xo = 4}),~, popoln sistem dogodkov v Fxz10) Je

Zpik =1
k=1

Poleg tega je verjetnost nenegativna preslikava na mmnozici vseh dogodkov, zato je
prehodna matrika markovske verige stohasticna.

Definicija 4.5. Stohasti¢na kvadratna matrika je nerazcepna, ¢e za poljubni stanji
1,7 € S obstaja tak k € N, da je

pgf) > 0.
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Nerazcepnost prehodne matrike markovske verige nam pove, da lahko iz vsakega
stanja ¢ dosezemo poljubno stanje j s pozitivno verjetnostjo v konénem c¢asu. Ne-
razcepnost bo torej klju¢na pri dokazovanju konvergence, saj nam bo zagotovila, da
algoritem pregleda vse mozne generacije s pozitivno verjetnostjo.

Pri dokazu konvergence se bomo opirali na naslednjo trditev.

Trditev 4.6. Homogena markovska veriga s koncéno mnoZico stanj in nerazcepno
prehodno matriko obisce vsako stanje v koncénem casu z verjetnostjo 1 ne glede na
zacetno porazdelitev.

Preden se lotimo dokazovanja, vpeljimo Se ¢ase prvih prehodov.

Definicija 4.7. Naj bo (Xt)teNo homogena markovska veriga in Xy = i. Cas prvega
prehoda iz i v j je slucajna spremenljivka z zalogo vrednosti N U {oo}, podana kot
T,; =min{n e N; X,, =7 | Xy =1i}.

Cas prvega prehoda nam pove najmanjse stevilo korakov, ki jih markovska veriga
potrebuje, da pride prvi¢ v stanje j pri pogoju, da zacne v .

Lema 4.8. Ce je X homogena markovska veriga s koncéno mnoZico stanj in neraz-
cepno prehodno matriko, je
P [T} <oo] =1
za poljubni stanji v in j.
Opomba 4.9. Dogodek A se zgodi skoraj gotovo, ¢e in samo ¢e je P [A] = 1.
Dokaz te leme bomo izpustili, saj zajema Se nekatere druge rezultate iz teorije
markovskih verig, ki jih mi nismo navedli. Najdemo ga npr. v [7, str. 304, 6. nalogal.
Bomo pa z njeno pomocjo dokazali trditev 4.6.
Dokaz trditve 4.6. Rac¢unajmo verjetnost
p = P[X obisce vsa stanja v kon¢nem ¢asu | Xy = i]

= 1 — P [obstaja stanje, ki ga X ne obis¢e v kon¢nem ¢asu | Xy = i]

= 1-PTli=00UTs=00U...UT},, =0].
Zaradi monotonosti in Stevne aditivnosti verjetnostne preslikave ob upostevanju

leme 4.8 velja

q = P[T’ZJZOOUZTLQZOOUUEJ”:OO]

< PTii=00]+P[Tia =00+ ...+ P[T;,, = ]
= 0+0+...4+0
0.

Ker je verjetnost nenegativna, je ¢ = 0 in p = 1 — ¢ = 1. Rezultat je neodvisen od
1, kar pomeni, da X skoraj gotovo obiSc¢e vsa stanja v kon¢nem casu ne glede na
zacetno porazdelitev. 0

4.2. Nacin konvergence evolucijskih algoritmov. Preden se lotimo obravnave
novih pojmov, povzemimo vse oznake in predpostavke, ki jih bomo uporabljali do
konca tega razdelka.
e Resujemo optimizacijski problem (f, D,min). Nadalje smo se omejili na
koncne mnozice dopustnih resitev D, saj nam tako narekuje racunalnik, s
katerim algoritem implementiramo.
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e R = e(D) je prostor genotipov, e pa funkcija kodiranja, ki je bijektivna.
Njen inverz je funkcija d. g = f o d je funkcija uspesnosti, definirana na R.
« PF' = M(F(D).5)

Ce hocemo dokazati konvergenco, moramo najprej pojem dobro opredeliti. Se prej
pa potrebujemo metriko na prostoru generacij, saj je to osnovna enota evolucijskih
algoritmov in tudi konc¢en rezultat. V tem razdelku pri obravnavi konvergence ne bo
pomembno, ali se nek osebek lahko v populaciji P; pojavi vec¢ kot enkrat. Opazovali
bomo le mnozico vseh osebkov, ki se pojavijo v trenutni populaciji (v prejsnjem
razdelku smo jo oznacili s P;) in arhiv A;. Zato je dovolj izbrati primerno razdaljo
na potencni mnozici mnozice R.

Sledeca trditev definira metriko na postoru 2%.

Trditev 4.10. Naj bo R konéna mnoZica in A, B poljubni podmnozici. Potem je s
predpisom

d(A,B)=|AUB|—|AN B
podana metrika na potencni mnozici mnozice R.

Dokaz. Dokazali bomo, da je d enaka vektorski 1-normi, od koder bo takoj sledilo,
da je d metrika.

Naj bo R = {ry,r2,...,r,} in @ = (a1, as,...,a,) incidenéni vektor mnozice A,
£,
0 = { 1, €A
10 g A

Podobno naj bo b incidenéni vektor mnozice B. Enostavno je videti, da velja

i=1 i=1

Ce je 1; € AN B, potem je a;b; = 1. Ce pa 7; ni vsebovan v kateri od mnozic A in
B, je a;b; = 0. Zato je lahko mo¢i mnozic |[A N B| in |A U B| izrazimo kot

=1

|JAuUB| = |A|+|B|—|ANB|
i=1

Ce upostevamo pravkar izra¢unano in uporabimo Se a;, b; € {0, 1}, koncno sledi
d(A, B) = Z (CLZ' + bl — azbz) — Z aibi
i=1 i=1

i=1
n

- S
i=1

= ||a—b||1.
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Ta metrika dobro odraza podobnost dveh mnozic. Ce se namreé¢ razlikujeta v
skupno k elementih in je k zelo majhen, sta A in B skoraj enaki, razdalja med njima
pa blizu 0.

Definicija 4.11. Naj bo P, mnozica vseh osebkov populacije P; nekega evolucij-
skega algoritma ob ¢asu t > 0 in F; = g (P;) pripadajoca slika funkcije uspesnosti.
Evolucijski algoritem konvergira k celotni Pareto fronti z verjetnostjo 1, ce je

p [lim d(F, PF*) =0] = 1.

t—00

4.3. Izbrani algoritem in njegova konvergenca.

4.3.1. Osnovni algoritem VV. To je naosnovnejsi algoritem, na katerem se da lepo
preveriti konvergenco, sicer pa se v praksi skoraj ne uporablja, Se posebej ¢e mnozica
Pareto optimalnih resitev vsebuje ogromno elementov. Psevdokodo podaja algori-
tem 2.

Algoritem 2 Osnovni algoritem VV

1: procedure VV (R, g, X., X,,,, X;,7)

2: Py € 2% poljubna > zacetna generacija
3 Ao = Py,

4: t=20

5: while -7 do

6 Qt = c(t) (Pt) > selekcija in krizanje
7 (Qt) > mutacija
8 Pt+1 =s® (P, S,) > dolocitev nove generacije
9: A1 =Phur,. > arhiviranje
10: t=t+1

11: end while

12: return A,

13: end procedure

Trditev 4.12 (Konvergenca algoritma VV). Ce je zaporedje (Pt)tzo homogena
koncna markovska veriga z nerazcepno prehodno matriko, potem je skoraj gotovo

Opomba 4.13. Konstantne preslikave X, X,, in X; so potreben pogoj, da je (P;),~,
homogena konéna markovska veriga z nerazcepno prehodno matriko. To nam za-
gotovi le homogenost in markovsko lastnost, za nerazcepnost pa moramo paziti pri
izbiri prehodnih verjetnosti. To ponavadi dosezemo s popravljanjem operatorja mu-
tacije.

Preden dokazemo veljavnost trditve, preverimo veljavnost dveh pomoznih lem, ki
nam bosta prisli prav pri dokazovanju tega izreka in hkrati dokaz naredili pregle-
dnejsi.

Lema 4.14. Za vsak x € P* in poljubno neprazno podmnoZico QQ C R, za katero je
x € Q, velja
9(x) e M(9(Q),=) in x€Pg
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Dokaz. Ker je g (z) € g (Q) in je M (g (Q), =) polna zaradi konénosti ter neprazno-
sti mnozice @, obstaja y € M (g (Q), <), ki dominira g (z), tj. y < g (z). Ampak
ker je g () € M (g(R),=), je po definiciji minimalnega elementa y = ¢ (z), od
koder sledi g (z) € M (g(Q),=). Torej je tudi x € Py. O

Lema 4.15. Naj bo x € P*. Ce je x ob nekem casu ty > 0 vsebovan v Ay,, ostane
x v Ay za vse nadaljnje iteracije t > ty.

Dokaz. Najprej dokazemo, da za poljuben x € P* N Ay, sledi x € A; 1. Veljavnost
za Case vecje od ty + 1 bo sledila induktivno.

Naj bo x € P*NA,, poljuben. Tedaj je x € P*N(As, U Piy+1), zato je po lemi 4.14
T € Pjtoup%H = Ay 41, kar smo zeleli dokazati. V resnici je € P* N Ay 4. Cev
zgornjem premisleku vzamemo ¢+ 1 namesto t;, dobimo x € Ay 42. S ponavljanjem
tega razmisleka za razlicne ¢ase vecje od ty tako induktivno pokazemo vsebovanost
elementa x v Ay 4, za vsak n € Ny. O

Dokaz trditve 4.12. Dokazali bomo, da A; — P* skoraj gotovo, ko gre t — oo, od
koder sledi g (A;) — PF* oz. d (A, PF*) — 0 z verjetnostjo 1, ko posljemo ¢ ¢ez
vse meje. Najprej se bomo prepricali, da vsaka Pareto optimalna reSitev vstopi
v nek A;, kjer tudi ostane. Po drugi strani pa bomo videli, da Pareto optimalne
reSitve izrinejo vse druge resSitve iz arhiva. Torej v A; po dolgo ¢asa ostanejo le
zeleni osebki.

Ce se v trenutni generaciji P; pojavi nek optimalen osebek, tj. € P*, potem je
po lemi 4.14 x € A, saj je x € P* NPy, zato tudi z € P*N (A, UP;). Po drugi
pomozni lemi 4.15, je x € A, za vsak 7 > t. S tem smo pokazali, kako optimalna
resitev iz neke generacije vstopi v arhiv, kjer tudi ostane. Razmisliti moramo Se, da
se vsaka Pareto optimalna resitev pojavi v kateri izmed populacij. Po trditvi 4.6
nas osnovni algoritem VV v kon¢nem ¢asu pretece vse mozne generacije in zato tudi
vse osebke z verjetnostjo 1. Torej je skoraj gotovo vsak Pareto optimalni osebek
vsebovan v neki populaciji P; (torej tudi v A;) za nek t < oo.

Preveriti moramo Se, da po dolgo casa skoraj gotovo ni v arhivu resitve, ki ni
Pareto optimalna. Naj bo t; > 0 dovolj pozen cas, da P* C A, (seveda le z verje-
tnostjo 1). Taksen ¢as skoraj gotovo obstaja po pravkar dokazanem, ¢e upostevamo
hkrati Se trditev 4.6. Denimo, da obstaja y € Ay, \ P*. Zaradi polnosti PF* ob-
staja z € PF*N f(Ay,), ki je boljsi od f(y) oz. z X f(y). Zato f (y) ne more biti
minimalni element v (A, —1 U Py, <) in posledicno y ¢ Ay, kar je v protislovju s
predpostavko.

Torej je

Pllim A =P = 1.
t—o0
Po definiciji metrike d sledi se
P |lim d (A, P") = 0} —1 in P [tlirgod(f (A), PF*) = o] — 1.
O

5. UPORABA EVOLUCIJSKEGA ALGORITMA ZA PROBLEM TRGOVSKEGA POTNIKA

5.1. Veckriterijski problem trgovskega potnika. Imejmo povezan usmerjeni
graf (V, E) brez zank in vzporednih povezav, vsaka povezava pa naj ima m utezi.
Denimo, da zelimo najti pot, ki obisce vsa vozlisca in minimizira m kriterijev, ki so
enaki vsoti vseh ustreznih utezi povezav, ki jih prepotujemo. Brez izgube splosnosti
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lahko vozliséa ozna¢imo z naravnimi stevili, torej V' = {1,2,...,n}. Utez na pove-
(k)

zavah podamo z n x n matrikami povezav U®, k € {1,2,...,m}. Ces c;; oznacimo

vrednost k-te utezi na povezavi med vozliS¢ema ¢ in j, je

L _ { ot ijer

" oco; ij ¢ E.

(1,7)-ti element matrike U*). Upostevajmo oznake iz drugega razdelka tega dela in
opredelimo veckriterijski optimizacijski problem.

[stemo vrstni red obiskov vozlis¢, kar pomeni, da je resSitev permutacija vozlisc,
zato Q = S,. Kriterijsko funkcijo fi: S, — R definiramo kot vsoto k-tih utezi
povezav poti, ki obiSce vozlis¢a v danem vrstnem redu. Za permutacijo 7 € .5, je
zato

n—1
(k)
fk (7T) - Z u7r(i),7r(i+1)‘
=1

Seveda pa vsi vrstni redi obiskov niso dopustni, saj mogoce med katerima vozlis¢ema
ni neposredne povezave. Dopustne so natanko tiste permutacije, pri katerih so
vrednosti vseh kriterijskih funkcij konéne oz.

D={meS,; zavsak k€ {1,2,...,m}: fr(7m) < c0}.
Ceje f=(f1, fas- - fm), je z (D, f,min) optimizacijski problem natanéno dolocen.

Primer 5.1. Zamislimo si sedaj naslednjo realno situacijo. Popotnik si je za svoj
naslednji podvig izbral obisk vseh 27 prestolnic Evropske unije. Vseeno je, v kate-
rih mestih zacne in konca svoje popotovanje, le obiskati mora vsako glavno mesto
natanko enkrat. Za poljubni dve mesti pozna zra¢no razdaljo in ceno ter traja-
nje javnega prevoza med njima, Ce le obstaja neposredna povezava med mestoma.
Nas popotnik si na¢rtovanje potovanja olajsa tako, da ze vnaprej izbere eno pove-
zavo, ¢e je na doloceni relaciji ve¢ ponudnikov javnega prevoza. Zanima ga le, v
kaksnem vrstnem redu naj prepotuje prestolnice, da bo potovanje cenovno najugo-
dnejse, casovno najkrajse in da bo skupna prepotovana zracna razdalja najmanjsa.
Problem ustreza zgoraj predstavljenemu v primeru, ko je n = 27 in m = 3.

V nadaljevanju si natanéneje poglejmo evolucijski algoritem NSGA 11 za resevanje
tega problema popotnika.

5.2. NSGA II. Dolociti moramo vse kljucne sestavine evolucijskega algoritma,
¢eprav sta izbira starSev in izbira osebkov za naslednjo generacijo klju¢na opera-
torja, ki determinirata NSGA II. Pred tem pa vpeljimo novo relacijo na domeni {2
kriterijskih funkcij.

NSGA II je elitisti¢ni evolucijski algoritem, ki osebke razvrséa na dveh nivojih, in
sicer v

e nedominirane fronte in
e glede na kopicenje resitev znotraj ene nedominirane fronte.

Za veckriterijski optimizacijski problem (D, f, min) definirajmo nedominirano fronto
ranga i.

Definicija 5.2. Nedominirana fronta ranga i glede na X C D je mnozica Pareto
optimalnih resitev glede na mnozico X \Uz;ll}"k, pri cemer Fj, oznacuje nedominirano
fronto ranga k glede na X.
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Nedominirana fronta ranga 1 je tako enaka mnozici Pareto optimalnih resitev
glede na X.

Za x € F; bomo rekli, da ima rang i. Ocitno je f(F;) enaka mnozici minimalnih
elementov v delno urejeni mnozici ( f (X \ U}C_:ll]:k) , j), zato sta poljubna osebka z
enakim rangom neprimerljiva.

Opomba 5.3. Ker se v generaciji nekateri osebki lahko pojavijo veckrat, obdrzimo
veckratnost tudi pri razvrscanju v nedominirane fronte. Zato bomo s F; oznacili
multimnozico tistih resitev iz multimnozice X, ki imajo rang i.

Z razvrstitvijo v nedominirane fronte se ne dobimo linearne urejenosti, da bi lahko
izbrali © najboljsih osebkov. Primerjati moramo znati Se osebke istega ranga, pri
¢emer moramo paziti, da ne damo prednosti toéno doloceni resitvi, ker bi s tem prisli
v navzkrizje z idealnim pristopom. To dosezemo z nakopicenjem.

Vsakemu osebku doloc¢imo metriko nakopicenosti kot prikazuje algoritem 3. Ta je

Algoritem 3 Dolocanje metrike nakopicenosti

1: procedure METRIKA_NAKOPICENOSTI(F}, ¢)

3 for all1 <: <l do

4: nakopicenost (Fy [i]) = 0

5: end for

6 for all1 <j <m do

7 uredi (Fg, ) D> urejanje glede na j-ti kriterij
8 nakopicenost (Fy, [1]) = nakopicenost (F, [I]) = oo

9 forall2<i<[-—-1do

10: nakopicenost (F} [i]) = nakopicenost (F} [i]) + L% [?;lj,)(:?n(,i’“ =1
11: end for ’ ’
12: end for

13: end procedure

intuitivno enaka vsoti dolzin vseh robov s skupnim ogliséem v kvadru, ki ga doloc¢ajo
glede na razliko med najvecjo in najmanjso vrednostjo k-te kriterijske funkcije f
problema (D, f, min) na mnozici ;. Vecja kot je metrika nakopic¢enosti, bolj osa-
mljen je osebek, boljsi je z vidika raznolikosti.

Rang osebka in metrika nakopicenosti skupaj dolocata linearno relacijo na mnozici
osebkov P;. Oznacimo x <" y, ce

® Trang < Yrang ali

® Trang = Yrang in Tnakopicenost 2 Ynakopicenost -
Ce za osebka istega ranga velja <" ¥ i Zpakopicenost > Ynakopicenost; PiSemo x <" .
Enak zapis je tudi v primeru, ko je Zrang < Yrang-

Predstavitev osebkov. 1z definicije zastavljenega problema permutacija jasno izstopa
kot mozna reprezentacija resitev.

Generacija. Velikost generacije P; naj bo p in naj se tekom izvajanja algoritma
ne spreminja. Tako na zacetku izberemo nakljucnih p permutacij, ki so paroma
lahko enake. V generaciji dopustimo tudi neprimerne osebke, ki pa jih kaznujemo
s funkcijo uspesnosti. Raznolikosti ne obravnavamo na celotni generaciji, temvec le
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med osebki, ki med sabo niso primerljivi. Doseci jo poskusamo z nakopicenostjo,
vec o tem pa bomo povedali, ko bomo dolocali naslednjo generacijo.

Funkcija uspesnosti. Za funkcijo uspesnosti vzamemo kar funkcijo f iz definicije
problema. Definirana je na mnozici vseh permutacij, posamezna kriterijska funkcija
pa lahko zavzame tudi vrednost oo, ¢e pot “vsebuje” kaksno povezavo, ki ne obstaja.

Selekcija in kriZanje. Vsaki¢ ustvarimo najve¢ p potomcev. Krizanje izvedemo z
verjetnostjo pc, ki je parameter algoritma.

Starse izbiramo s turnirsko selekcijo. Iz trenutne generacije naklju¢no izberemo
dva osebka 7 in p. Ce 7 <f p, zmaga 7, Ce p <y 7, pa za enega izmed starsev
dolo¢imo p. Lahko se zgodi, da p in 7 nista primerljiva. V tem primeru izberemo
tistega, ki je boljsi glede na relacijo <. Ce e vedno ne moremo dolo¢iti zmagovalca,
potem nakljuéno izberemo enega od njiju (vsak je izbran z verjetnostjo %)

Dva osebka 7 in my krizamo s krizanjem z delno preslikavo.

1. korak: Najprej na slepo izberemo tocki krizanja, ki dolocata neko obmocje.
Le-to je pri potomcu 7’ enako istoleznemu obmocju osebka 7, kot prikazuje
slika 10.

SLIKA 10. Obmocje med tockama krizanja prepisemo.

2. korak: Nato vrednosti, ki se pojavijo v danem obmoc¢ju osebka 7 in se
ne nahajajo v omenjenem obmoc¢ju potomca, prepiSemo na ustrezna prosta
mesta potomca 7’. Ce izberemo vrednost a, pogledamo katera je istolezna
vrednost b v osebku 7. Ce se vrednost b v osebku 7 nahaja na nekem mestu
in je v potomcu to isto mesto Se nezasedeno, tja prepisemo vrednost a. Ce pa
je zasedeno z vrednostjo ¢, v e poiS¢éemo c in spet preverimo, ali je istolezno
mesto v 7’ ze zasedeno. Postopek ponavljamo, dokler ne najdemo prostega
mesta. To nazorno prikazuje slika 11.

T2 |8]1]6/413[5]7]9]2

SLIKA 11. Iskanje prostega mesta.

3. korak: Ce po teh dveh korakih v 7/ §e niso zasedena vsa mesta, tja prepise-
mo istolozne vrednosti iz osebka 7y, kar ponazarja slika 12.

Tako iz enega para starsev dobimo prvega potomca. Ce zamenjamo vlogi 7 in 7,
dobimo Se drugega potomca istih starsev.
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SLIKA 12. Prepis preostalih vrednosti.

Opomba 5.4. Ali s krizanjem z delno preslikavo vedno dobimo permutacijo? Naj
bo A mnozica n elementov in m ter my permutaciji teh elementov, ki sta izbrani
za krizanje. 7 B oznac¢imo mnozico indeksov, ki predstavljajo obmocje krizanja.
Razbijmo mnozico A na tri dele:

o Ay ={ze A ni'(2) € B},
e Ay={z e ' () €B, 2 ¢ A} in
o As={zc A ¢ A, z ¢ A}

Mnozica A; torej vsebuje elemente iz osebka 71, ki se nahajajo v obmocju krizanja,
mnozica Ay elemente iz osebka 75, ki so v istem obmoc¢ju, mnozica As pa tiste, ki
so izven obmocja krizanja v obeh osebkih.

Ocitno je 7’ (i) = m (i) za vsak indeks i € B, torej se vsak element iz mnozice A;
vsaj enkrat pojavi v potomcu 7’'. Kaj se zgodi z elementi mnozice A;? Ker je pred
zacetkom 2. koraka obmocje krizanja v 7’ Ze zasedeno, mesto (7')"" () zagotovo
ni vsebovano v B za v € A,. Ali se lahko zgodi, da bi pri iskanju prostega mesta
v 2. koraku izven obmocja krizanja naleteli na zasedeno mesto? To bi se zaradi
bijektivnosti permutacij m; in m lahko zgodilo le v primeru, ko bi za dva razlicna
zacetna elementa x in y obmocje B zapustili iz istega mesta.

Opazimo, da je 7' (75! (z)) € A; za vsak © € Ay, kar pomeni, da dokler ne
zapustimo obmocja krizanja, pri iskanju prostega mesta srecujemo le elemente iz
A;. Oznacimo s C, elemente iz A;, na katere naletimo v 7/, preden zapustimo
obmocje B, ¢e za izhodisce vzamemo x € A,. Naj bo y € A, razlicen od x. Tedaj
je C; NC, = 0. Recimo, da obstaja z v preseku. Ce je ((7r’)_1 (z)) € A,, bi
sledilo z = y zaradi bijektivnosti m; (ki je na B enaka 7’) in dejstva, da na obmodcju
krizanja sre¢ujemo zgolj elemente iz A; z izjemo izhodisénega elementa. Ce pa je
2=y (7 )t (2)) € Ay, je tedaj zaradi bijektivnosti m 2’ enoli¢no dolocen in zanj
velja 2/ € C, N C,. Lahko bi se zgodilo, da sta z in 2’ enaka. To je mozno le, kadar
se element z pojavi na istem mestu v m; in 7, vendar pa v tem primeru ne obstaja
izhodiséni element € A,, da bi veljalo z € C,. Do elementa z v 7’ pridemo le
iz 2/ v 7y, ki pa sta enaka. Sledi, da z # z’. Postopek nato ponovimo na z’, itn.
Zaradi koncnosti mnozice C, NC, slej ali prej pridemo do elementa w, za katerega je
o ((7?’)_1 (w)) € A, od koder pa sledi x = y. To je protislovje s predpostavko, da je
x razlicen od y, zato je C,NC, = 0. Posledi¢no je tudi zadnji element, ki ga obis¢emo
pred izhodom iz B, razlicen za vsak element iz A,, torej je zaradi bijektivnosti m
za vsak x € Ay drugacno tudi prvo mesto, na katerega pridemo takoj po izhodu iz
obmocja krizanja in kamor neovirano zapisemo izhodis¢éni element .

Na koncu elemente iz A3 prepiSemo na istolezna mesta v 7', ki so Se nezasedena,
saj na 2. koraku teh mest sploh nismo pregledovali.

Za vsak element iz A smo nasli enolicno dolo¢eno mesto v potomcu 7/, ki je zato
spet permutacija.
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Mutacija. Uporabimo najpreprostejsi na¢in mutacije za permutacije. Poljuben po-
tomec je za mutacijo izbran z verjetnostjo p,. Potem na slepo izberemo dve tocki,
katerih vrednosti preprosto zamenjamo (slika 13).

SLIKA 13. Mutacija izbranega potomca.

Dolocitev nove generacije. Kot smo ze omenili, NSGA II uporablja elitisti¢ni pri-
stop, pri tem pa se opira na relacijo <™.

Najprej osebke razvrstimo v nedominirane fronte, kot prikazuje algoritem 4. Ta
najprej vsakemu elementu z doloci, koliko resitev iz trenutne populacije je boljsih
od x. Tisti osebki, za katere ne obstaja noben boljsi, tvorijo prvo nedominirano
fronto. Postopek nato ponovimo na preostalih elementih.

Osebki prve nedominirane fronte so boljsi kot tisti, ki imajo rang veéji od 1, zato
v novo populacijo najprej vzamemo celotno prvo nedominirano fronto, ce le vsebuje
manj kot p osebkov. Dokler je v novi generaciji dovolj prostora, izbiramo celotne
nedominirane fronte. Slej ali prej pa se bo zgodilo, da ne bomo mogli izbrati vseh
osebkov istega ranga, ampak le nekatere. Toda katere izmed teh zavreci in katerih
ne? Na tem mestu uporabimo metriko nakopic¢enosti osebkov nedominirane fronte
Med njimi sedaj izberemo toliko osebkov z najvecjo metriko nakopicenosti, kolikor
jih Se lahko. Na tem mestu se ne obremenjujemo z urejenostjo osebkov, ki so glede
na relacijo <" enaki. Nacelno je vrstni red enolicno dolocen, ¢e poznamo zacetni
vrstni red v generaciji in populaciji potomcev ter vrsto vseh urejanj, ki se izvedejo
do takrat. Odvisno je namre¢ od tega, ali algoritmi urejanja ohranjajo vrstni red
enakovrednih elementov ali ne. Zaradi slucajnosti glavnih operatorjev, je zacetni
vrstni red generacij nakljucen, zato lahko recemo, da so osebki istega ranga z enako
metriko nakopic¢enosti urejeni na slepo.

Naslednjo generacijo torej preprosto izberemo s tem, ko osebke linearno uredimo
z relacijo =". 7 vidika casovne zahtevnosti lahko privarc¢ujemo nekaj operacij, ce
dolocamo nakopicenost osebkov le tiste fronte, za katero je to nujno potrebno, taka
pa je najvec ena. Celoten postopek urejanja je lepo razviden s slike 14.

Zaustavitveni pogoj. Algoritem ustavimo po dolo¢enem Stevilu generacij, ki je para-
meter algoritma (Gpax)-

5.3. Nastavljanje parametrov in analiza rezultatov. Algoritem zaradi nede-
terministi¢nosti ne vrne zagotovo optimalne resitve. Pridobili smo polinomsko ¢asov-
no zahtevnost in upamo, da smo kljub temu Se vedno dobili rezultat, ki je za nas
dovolj dober. Pri tem se nam porodi vprasanje, kako ovrednotiti kakovost resitev in
ali jih lahko z nastavljanjem parametrov izboljSamo.

Zaradi veckriterijske optimizacije ponovno naletimo na problem primerjave. Ob-
staja ve¢ metrik, ki ocenjujejo izvedbo evolucijskega algoritma. Mi bomo uporabili
metriko hipervolumna.

Naj bo A neka podmnozica prostora f (D) C R™, ki predstavlja priblizek Pareto
fronte, ki ga vrne evolucijski algoritem in r € R™ taksen vektor, da je A <y r
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Algoritem 4 Hitro nedominirano razvrs¢anje

1: procedure HITRO_NEDOMINIRANO_RAZVRSCANJE(P;)

2 for all x € P do

3 Sy =10 > osebki, ki jih x dominira
4: N =0 > Stevilo osebkov, ki dominirajo z
5: for all y € P do

6: if x <y y then

7 Sy =S, U{y}

8 else if y <y z then

9: Ny ="n,+ 1

10: end if

11: end for

12: if n, =0 then > x je Pareto optimalen
13: Trang = 1

14: F,=FU {l’}

15: end if

16: end for

17: 1=1 > Stevec nedominiranih front
18:  while F; # () do

19: Q=10
20: for all x € F; do
21: for all y € S, do

22: Ty = Ny — 1

23: if n, = 0 then >> y pripada naslednji fronti
24: Yrang = 14+ 1

25: Q=QU{y}

26: end if

27: end for

28: end for

29: 1=14+1
30: F,=0Q
31: end while
32: end procedure

[ ]

P, - Py
St

SLIKA 14. Razvrscanje osebkov glede na rang in metriko na-
kopicenosti za izbor naslednje generacije.
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za vsako podmnozico A C f (D) oz. da vsak element poljubne podmnozice strogo
dominira r. Izberimo Se poljuben x € R™. Zapis A <3 x pove, da obstaja y € A, ki
dominira z (tj. y < z).

Opomba 5.5. r imenujemo referencna tocka.

Definicija 5.6. Funkcija dosegljivosti za mnozico A C R™ z referen¢no tocko r je
funkcija v, 4: R™ — {0, 1}, podana s predpisom

(2) 1, A=Z3x2, =,
V. €Tr) =
A 0; sicer.

Funkcija dosegljivosti precej spominja na karakteristicno funkcijo, kar niti ni na-
kljucje. v4 je namre¢ karakteristicna funkcija mnozice
M, g ={zeR", A=<3z, x <r}

tistih vektorjev iz R™, ki strogo dominirajo r in jih dominira vsaj en element mnozice

A.

Definicija 5.7. Metrika hipervolumna mnozice A je enaka volumnu mnozice M, 4
0Z.

SLIKA 15. M, 4 za A= {a1,as,a3}.

Trditev 5.8. Ce je f (D) koncna, potem funkcija I,: 2/P) — R, ki predstavlja
metriko hipervolumna, doseze maksimum v Pareto fronti PF*.

Dokaz. Preveriti moramo le, da I, (A) < I, (PF*) za poljuben priblizek A. Zaradi
karakteristicne narave funkcije dosegljivosti je dovolj videti, da je M, 4 C M, pr-.
Izberimo A C f (D) poljuben priblizek in @ € M, 4. Ali je PF* <3 27 Ker
je x € M, 4, obstajay € A, da je y < x. f(D) je konéna, zato je po lemi 2.20
(f (D), =) polna, torej obstaja z € PF*, ki dominira y. Zaradi tranzitivnosti
relacije < je z = x, od koder sledi PF* =3 z, kar nam da M, 4 C M, pr-. Tedaj
velja v, 4 () < vppre (), zato tudi I, (A) < I, (PF¥), saj je integral monoton. [

Zelimo konvergenco k mnozici Pareto resitev, torej pri¢akujemo ¢im visjo vrednost
metrike hipervolumna.

Problem, ki ostane je, kako dolociti referencno tocko. S tem se ne bomo podrob-
neje ukvarjali, ker ni glavna tema tega dela. To problematiko obravnava ¢lanek [10].
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Osredotocimo se na primer 5.1 z zacetka tega razdelka. V nasem primeru izberemo
vektor r = (r1,79,73) (optimiziramo po treh kriterijih) s koordinatami

27
_ (k). , (k) } : { (k). (k) }
TR = ma U U, 00 — min ma U W 0.k 1,2.3
' 21<j<)2{7{ i < 1§i§271§j§)§7 ij o Ui < ke {1,2,3}
1=

kjer so u® matrike medsebojnih razdalj, cen in trajanj. Za tako izbran r sicer
velja A <y r, ¢e le A vsebuje samo dopustne resitve. Ce je v priblizku A kaksna
nedopustna resitev, dolo¢imo I, (A) = 0. Oznac¢imo s K kvader, ki dominira 7, tj.
K =y r. Opazovali bomo delez K, ki ga pokrije mnozica M, 4, torej ne bomo gledali
absolutnega volumna M, 4, ampak relativnega.

(Gax [ |pe [pm | di | 00 | 7 |
09 0.4 | 0.4867 | 0.0159 | 1.00

9250 0.04 || 0.4742 | 0.0178 | 1.00

05 0.4 |/ 0.4834|0.0184 | 1.00

7500 0.04 || 0.4645 | 0.0177 | 1.00
0.9 0.4 | 0.4697 | 0.0157 | 1.00

50 0.04 || 0.2992 | 0.2173 | 0.66

05 0.4 |/ 0.4492 | 0.0947 | 0.96

©10.04 1] 0.2419 | 0.2261 | 0.54

0.9 0.4 | 0.4620 | 0.0691 | 0.98

950 0.04 || 0.4355 | 0.0662 | 0.98

05 0.4 |0.4118 |0.1267 | 0.94

750 0.04 | 0.3723 | 0.1397 | 0.90
0.9 0.4 |/ 0.2495 | 0.2162 | 0.58

50 0.04 || 0.1969 | 0.1947 | 0.52

05 0.4 |/ 0.1065 | 0.1806 | 0.28

~10.04 ]/ 0.0900 | 0.1501 | 0.28

TABELA 1. Rezultati meritev za 50 zagonov algoritma pri razlicnih
nastavitvah parametrov (d_] je povprecje vrednosti metrik hipervo-
lumna, o4, standardni odklon, r pa delez ponovitev, pri katerih je
algoritem vrnil dopustno resitev).

Meritve prikazuje tabela 1 za 50 ponovitev zagona algoritma pri posameznih na-
stavitvah parametrov. Lepo se vidi, da ve¢je kot je Stevilo izracunanih generacij
Gmax, blizje so rezultati Pareto fronti. Poleg tega je razvidno tudi, da je v vseh
primerih ugodnejsa verjetnost mutacije p,, = 0.4, podobno kot je za p. ugodnejsa
vrednost 0.9 in 250 za velikost generacije.

Pri tem je treba pripomniti, da so standardni odkloni visji na dnu tabele (tj.
pri manjsem §tevilu dovoljenih generacij), saj pri teh nastavitvah parametrov pride
velikokrat do tega, da algoritem v tako kratkem casu Se ne najde dopustne resitve
in so zato ti nabori parametrov neprimerni. Ce pa jo najde, jo do izteka algoritma
bolj ali manj uspesno izboljsa. Hkrati lahko iz dobljenih rezultatov sklepamo, da je
v zacetku konvergenca precej hitra, po dolgem ¢asu pa se ze skoraj ustavi.
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