Prestevanje - osnovno in malo manj osnovno
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Predstavimo metodo za resevanje nekaterih kombinatori¢nih nalog s pomocjo prestevanja ekvi-
valen¢nih razredov preslikav med dvema kon¢nima mnozicama. Pri¢nemo pri Stetju variacij in

kombinacij ter kon¢amo pri posplositvah teorije Redfielda in Pdlya.

Counting - basic and less basic

A method for solving some combinatorial problems by counting equivalency classes of mappings
between two finite sets is introduced. We begin with variations and combinations, and end with

generalizations of the theory of Redfield and Pélya.

Kombinatorika sodi med manj priljubljena poglavja srednjeSolske matematike. Vzrok
temu je morda iskati v dejstvu, da se kombinatori¢nih nalog ne da resevati po nekem
avtomatiziranem postopku tako kot, denimo, sisteme linearnih enach, risanje grafov
racionalnih funkcij in podobno. Naj se dijak Se tako vestno uci obrazcev in postopkov,
vedno ostane dvom: Sem uporabil pravo formulo? Sem reSeval po pravem postopku?
Danasnji srednjesolski u¢beniki dijaka uc¢ijo, da naloge bodisi resi z neko ad hoc metodo
(navajanje vseh moznosti ali uporaba osnovnega izreka kombinatorike) bodisi problem

prevede na preStevanje permutacij, kombinacij oziroma variacij.

V pri¢ujo¢em prispevku bom predstavil metodo resevanja nekaterih prestevalnih nalog,
ki se mi zdi mnogo preglednejSa in naravnejSa kot sistem permutacij, variacij in kombi-
nacij. Resi vse naloge, ki jih lahko resimo z uporabo permutacij, variacij in kombinacij,
poleg tega pa tudi precej sorodnih nalog, ki jim z njimi nismo kos. Seveda omenjena
metoda ni zrasla na mojem zelniku. Najdemo jo lahko v mnogih u¢benikih kombina-
torike (glej naprimer [1] ali [4]), predava pa se tudi pri predmetu Diskretna matematika
na Fakulteti za matematiko in fiziko v Ljubljani. Nikakor si ne upam trditi, da bi lahko
tudi v srednjih Solah poucevali kombinatoriko na taksen nacin. Verjetno lahko o tem
sodijo le tisti, ki imajo s poucevanjem srednjesSolcev bogate izkusnje. Moj namen pa
bo v celoti izpolnjen, ¢e bo prispevek vsaj nekaterim bralkam in bralcem srednjesolsko

(in malo manj srednjesolsko) kombinatoriko pokazal v drugaé¢ni, jasnejsi luéi.
Tri naloge

Za zacetek vabim bralko oziroma bralca, da resi naslednje tri naloge:



1. naloga. Abeceda steje 25 znakov. Koliko razli¢nih besed dolzine 4 lahko sestavimo?

Kaj pa, ¢e smemo vsako ¢rko uporabiti le enkrat?

2. naloga. Na razpolago imamo 3 vrste ¢aja v vreckah. Za pripravo vréa ¢aja potre-

bujemo 7 vreck. Koliko razli¢nih mesanic ¢aja lahko pripravimo?

3. naloga. Koliko besed dolzine 7 lahko sestavimo iz 4 ¢rk, ¢e se mora vsaka ¢rka

pojaviti vsaj enkrat?

Prva naloga je preprosta. Neuki bralec bi razmisljal takole: Za prvo ¢rko besede imam
25 moznosti, pri vsaki izbiri prve érke §e 25 moznosti za drugo, skupaj torej 25%. Tako
nadaljujem in pridem do rezultata 25%. Ce smem vsako ¢érko abecede porabiti le enkrat,
imam za drugo ¢rko besede le 24 moznosti, za tretjo 23 in zadnjo 22. Skupaj torej
25-24-23-22. Malo uc¢enejsi bralec bi v zgornjem razmisljanju prepoznal tako imenovani
osnovni izrek kombinatorike. Tisti, ki pa ima gimnazijsko poglavje o kombinatoriki
v mezincu, bi ustrelil: Gre za wvariacije 25 elementov reda 4. V prvem primeru s

ponavljanjem, v drugem brez ponavljanja.

Druga naloga bi bila za neukega bralca ze tezja. Za 7 vreck se moramo odlociti, kaksne
vrste naj bodo. Pri prvi vrecki imamo 3 moznosti, pri naslednji spet 3, itd. Skupaj
torej 37 moznih izbir. Seveda pa na to, kakSen bo ¢aj, vrstni red izbiranja vreck
nima vpliva. Ce najprej izberemo 3 Sipke, nato 1 meto in nazadnje 3 lipe, bo rezultat
enak, kot ¢e bi najprej izbrali 1 meto, nato 2 Sipka, 3 lipe in nazadnje Se 1 Sipek.
O¢itno je moznih mesanic ¢aja precej manj kot 37. Veéina bi se tu odlo¢ila, da nasteje
vse mozne kombinacije, in morda bi se celo dokopala do pravilnega rezultata. Solani
bralec je tu v prednosti. Ce je poglavje o kombinatoriki dobro prouéil, je pri tej nalogi
prepoznal kombinacije 7 elementov reda 3 s ponavljanjem. Pravilni odgovor se torej
glasi: ("271) = 36.

Gimnazijsko znanje pa nas pri tretji nalogi (¢eprav se zdi podobna prvima dvema)
pusti na cedilu. No, morda se je kdo do pravilnega rezultata prebil tako, da je najprej
prestel vse besede dolzine 7, teh je 47, nato pa odstel stevilo besed, kjer se pojavijo
najvec tri ¢rke. Do tega Stevila bi prisel tako, da bi za vsako trojico izmed 4 ¢rk prestel
Stevilo besed, ki jih te ¢rke sestavljajo (to znese 4-krat po 37) in nato uposteval, da
je besede, ki premorejo po natanko dve izbrani razliéni ¢rki, Stel dvakrat, tiste, ki so
sestavljene le iz ene ¢rke, pa celo trikrat. Ker je Stevilo parov ¢rk enako (3) = 6,
mora prejSnjemu Stevilu odsteti 6-kratnik Stevila besed, ki vsebujejo najve¢ dve izbrani
razliéni ¢érki (torej 6 - 27), nato pa pristeti e stevilo besed iz ene ¢rke (taksne so 4),

saj smo izbrano taksno besedo odsteli 3-krat, namesto le 2-krat, kot bi bilo potrebno.



Konéni rezultat se tako glasi: 47 — (4-37 —6-274+4) = 8400. (Mimogrede, zgornji nacin
razmisljanja nosi slikovito ime pravilo vkljucitev in izkljucitev.) TakSen nacin reSevanja
je pri majhnih stevilih (7 in 4) 8e znosen, pri vec¢jih pa gotovo odpove. Je ta naloga
res toliko zahtevnejsa od prvih dveh ali ti¢i razlog za neobravnavanje taksnih nalog v
gimnazijah preprosto v tem, da jih ne moremo uvrstiti v ustaljeni sistem permutacij,

variacij in kombinacij?
Tri stare in dve novi nalogi

Vrnimo se k 1. nalogi. Naj bo N = {1,2,3,4} Stirielementna mnozica, naj A oznacuje
mnozico 25 érk abecede in naj bo AY mnozica vseh preslikav iz mnozice N v mnozico
A. (V nadaljevanju bo oznaka K, kjer sta K in N poljubni mnozici, vedno pomenila
mnozico vseh preslikav iz mnozice N v mnozico K.) Vsaki preslikavi f € A" lahko
priredimo besedo, ki ima na prvem mestu f(1), na drugem f(2), na tretjem f(3) in
na Cetrtem f(4). Dve razlicni preslikavi dolocata razliéni besedi in vsaka beseda je
prirejena neki preslikavi. To pomeni, da je besed dolzine 4 natanko toliko, kot je moc¢
mnozice preslikav AN, torej |.A|‘N | Ni tezko razmisliti, da je besed, kjer se vsaka érka

pojavi najveé enkrat, ravno toliko, kot je v mnozici A" injektivnih funkcij.

Podobno lahko obravnavamo 3. nalogo. Naj N zdaj oznacuje sedemelementno mnozico
{1,2,...,7} in naj bo K mnozica 4 ¢rk, iz katerih sestavljamo besede. Vsaki preslikavi
f: N — K lahko po enakem postopku kot pri 1. nalogi priredimo besedo f(1)f(2)... f(7),
vendar pa tako dobimo vse besede dolzine 7 in ne zgolj tistih, ki vsebujejo vse 4 ¢rke iz
mnozice K. Besede, ki zadoS¢ajo taksni omejitvi, pripadajo surjektivnim preslikavam
iz mnozice K. Iskano stevilo je tako enako stevilu vseh surjektivnih preslikav iz 7-

elementne mnozice v 4-elementno.

Situacija je nekoliko drugac¢na pri 2. nalogi. Naj N predstavlja 7-elementno mnozico
{1,2,...,7}, ki si jo lahko predstavljamo kot mnozico 7 vreck ¢aja, ki zaenkrat Se
nimajo okusa. Mnozico 3 okusov zdruzimo v mnozico K. MeSanico dobimo tako, da
vsaki od sedmih vreck iz mnozice N priredimo po en okus iz mnozice K. Na ta nacin
smo nalogo zopet prevedli na prestevanje preslikav iz mnozice N v mnozico K. No, v
resnici ne ravno preslikav. V tem primeru namre¢ dve razli¢ni preslikavi lahko dolocata
isto mesanico ¢aja. Ce smo natanéni, dve preslikavi f in g dolocata isto mesanico
natanko tedaj, ko imata isto sliko, Steto z veckratnostmi. S preprostim premislekom
pa se lahko bralec preprica, da se to zgodi natanko tedaj, ko obstaja neka permutacija
7 mnozice N, za katero je f = gom. Za poljubno mnozico V naj Sym(V) oznacuje

mnozico vseh permutacij mnozice V. Definirajmo na mnozici preslikav K relacijo ~



takole:
f ~ g natanko tedaj, ko obstaja m € Sym(NV), da velja f =gom. (1)

Bralec se lahko sam preprica, da je tako definirana relacija simetri¢na, refleksivna in
tranzitivna, torej ekvivalenéna. Stevilo, ki ga zahteva 2. naloga, je enako stevilu ek-
vivalenénih razredov preslikav iz mnozice KV glede na zgoraj definirano ekvivalenéno
relacijo. Vcasih se bomo v taksni situaciji izrazali nekoliko ohlapno in rekli, da Stejemo

preslikave, pri ¢emer elementov mnozice N ne lo¢imo.

Nekatere naloge zahtevajo prestevanje preslikav iz mnozice N v mnozico K, kjer ne

lo¢imo elementov mnoZice K. Za zgled vzemimo naslednjo nalogo.

4. naloga. Devet (oSteviléenih) bilijardnih krogel bi radi razporedili v tri skupine, tako

da nobena skupina ne bo prazna. Na koliko na¢inov to lahko storimo?

Razmis§ljamo lahko takole. Vsaki od devetih krogel (mnozico krogel ozna¢imo z N)
priredimo eno od treh skupin (trielementna mnozica K naj predstavlja mnozico treh
skupin). Vsaki surjektivni preslikavi iz mnozice N v mnozico K pripada neka razpored-
itev devetih krogel v tri (neprazne) skupine. Pri tem res dobimo vse iskane razporeditve,
dve razli¢ni preslikavi f in g pa dolocata isto razporeditev natanko tedaj, ko obstaja
neka permutacija p mnozice K, za katero je f = po g. Ce definiramo relacijo ~ na

mnozici vseh surjektivnih preslikav s predpisom
f ~ g natanko tedaj, ko obstaja p € Sym(K), da velja f =pog, (2)

lahko nalogo prevedemo na vpraSanje: Koliko je ekvivalen¢nih razredov surjektivnih
preslikav iz mnozice N v mnozico K glede na zgornjo ekvivalen¢no relacijo. Ohlapno
povedano, iS¢emo Stevilo surjektivnih preslikav iz N v K, kjer elementov mnozice K

ne lo¢imo.

Omenimo $e tip nalog, ki zahtevajo prestevanje preslikav iz N v K, kjer ne lo¢imo
niti elementov mnoZice N niti elementov mnozZice K. Oglejmo si klasi¢en zgled taksne

naloge:

5. naloga. Na koliko nacinov lahko naravno Stevilo n zapiSemo kot vsoto najvec k

sumandov? Pri tem vrstni red sumandov ni pomemben.

Naloge se lahko lotimo takole: Ozna¢imo z N mnozico {1,2,...,n} in s K mnozico

{1,2,...,k}. Za vsako preslikavo f € KV si oglejmo moéi z; := |f~1(7)| praslik

4



elementov ¢ € K. Ocitno veljan = x1 +x2+ ...+ x,. Vsaki preslikavi f tako dolo¢imo
neki zapis Stevila n na k (ali manj, saj so nekatere praslike lahko prazne) sumandov.
Bralcu prepuséam premislek, da dve preslikavi f,g € KV dolocata isti zapis natanko
tedaj, ko obstajata permutaciji 7 € Sym(N) in p € Sym(K), za kateri je f = pogom.

Tako je spet na mestu definicija ekvivalenéne relacije:
f ~ g natanko tedaj, ko obstajata p € Sym(K) in 7 € Sym(N),

da velja f =pogo. (3)

Iskano Stevilo je tako spet enako Stevilu ekvivalenénih razredov preslikav iz n-elementne

mnozice N v k-elementno mnozico K glede na zgoraj definirano ekvivalen¢no relacijo.
Dvanajstera pot

V prejsnjem razdelku smo videli, da lahko veliko kombinatori¢nih nalog prevedemo na
prestevanje preslikav f: N — K, kjer sta N in K kon¢éni mnozici (N moci n in K
moci k). Glede na to, ali prestevamo vse funkcije, samo injektivne ali samo surjektivne
in ali lo¢imo elemente mnozic K oziroma N, dobimo 12 problemov, ki jih imenujemo

dvanagstera pot.

Tabela 1: Dvanajstera pot.

N K H vse funkec. inj. funkc. surj. funke.
lo¢imo lo¢imo var. s pon. var. brez pon. ?
ne lo¢imo lo¢imo komb. s pon. | komb. brez pon. ?
lo¢imo ne lo¢imo ? ? ?
ne lo¢imo | ne lo¢imo ? ? ?

Pri 1. nalogi smo ze premislili, da preslikave f: N — K, kjer lo¢imo tako elemente
mnozice K kot elemente mnozice N, ustrezajo variacijam k elementov reda n. Kadar
dopuscamo vse preslikave, dobimo variacije s ponavljanjem, ¢e se omejimo zgolj na
injektivne preslikave, dobimo variacije brez ponavljanja. Z zgledom smo tudi pojasnili
formulo k™ za stevilo variacij s ponavljanjem in formulo k(k — 1)---(k —n + 1) za
variacije brez ponavljanja. Kako je s Stevilom surjektivnih preslikav, naj zaenkrat

ostane skrivnost.

Pri 2. nalogi smo ugotovili, da preslikave f: N — K, kjer elementov mnozice N ne

lo¢imo (lo¢imo pa elemente mnozice K), ustrezajo kombinacijam k elementov reda



n. Ce dopuséamo vse preslikave, gre za kombinacije s ponavljanjem, e se omejimo
na injektivne, dobimo kombinacije brez ponavljanja. Ceprav formulo (fl) za $tevilo
kombinacij brez ponavljanja pozna vsak srednjesolec, jo izpeljimo Se s pomocjo Stetja
preslikav. Naj bo ¢: N — K injektivna preslikava in g o 7 ter g o o, kjer sta w ter
o permutaciji mnozice NN, poljubni preslikavi iz ekvivalentnega razreda preslikave g
glede na ekvivalenéno relacijo (1). Ker je g injektivna preslikava, ji lahko poiséemo
levi inverz g: K — N, za katerega velja g o ¢ = idy. Do taksne preslikave g pridemo,
¢e poljubnemu elementu y iz slike preslikave g priredimo njegovo (natanko doloc¢eno)
g-prasliko, preostalim elementom iz mnozice K pa poljuben element iz mnozice N. Ce
sta preslikavi gor in goo enaki, sledi, da je m = gogom = gogoo = 0. Seveda velja tudi
obratno, ¢e je m = o, sta preslikavi go 7 in g o ¢ enaki. S tem smo dokazali, da je mo¢
ekvivalen¢nega razreda poljubne injektivne preslikave enaka moc¢i mnozice Sym(N).
Od tod pa sledi, da je stevilo ekvivalenénih razredov enako Stevilu vseh injektivnih

preslikav, deljeno z moc¢jo ekvivalencnega razreda, torej w = (ﬁ)

Stetje kombinacij s ponavljanjem lahko prevedemo na Stetje kombinacij brez ponavl-
janja. Ideja se skriva v naslednjem premisleku. Mislimo si, da mnozico N sestavlja n
enakih kroglic, ki jih razporejamo v k med seboj razliénih skupin (pri ¢emer so lahko
nekatere skupine prazne). Razporeditvi sta enaki natanko tedaj, ko vsaka skupina
vsebuje v obeh razporeditvah enako Stevilo kroglic, torej natanko tedaj, ko obstaja
permutacija kroglic, ki eno razporeditev prevede v drugo. Stevilo taksnih razpored-
itev je zato enako Stevilu kombinacij k elementov reda n s ponavljanjem (primerjaj z
2. nalogo). Razporeditve enakih kroglic v razli¢ne skupine pa si lahko predstavljamo
tudi drugace. V vrsto postavimo n + k — 1 enakih belih kroglic, izmed katerih jih
k — 1 izberemo in pobarvamo rdece. Bele kroglice med dvema rde¢ima tvorijo skupino
in taksnih skupin je natanko k — 2. Ce dodamo Se skupino belih kroglic od zacetka
vrste do prve rdece in skupino belih kroglic od zadnje rdece do konca vrste, dobimo
natanko k skupin (od katerih jih je nekaj spet lahko praznih). Na ta nac¢in smo nasli
bijektivno korespondenco med kombinacijami k elementov reda n s ponavljanjem in
izbori k — 1 elementov izmed n + k£ — 1 enakih elementov, torej kombinacijami n+k — 1
elementov reda k — 1 brez ponavljanja. Iskano Stevilo kombinacij k elementov reda n s

ponavljanjem je tako enako (":ﬁ;l) = ("+£_1).

Ekvivalen¢ne razrede surjektivnih preslikav iz mnozice N v mnozico K glede na relacijo
(1) prestejemo z naslednjim premislekom. Vsak element mnozice K je slika vsaj enega
elementa mnozice N. Ker elementov mnozice N ne lo¢imo, lahko predpostavimo, da

se prvih k elementov mnozice N bijektivno preslika na mnozico K. Preostalih n — k



elementov lahko nato poljubno slikamo v mnozico K. Surjektivne preslikave torej

ustrezajo kombinacijam k elementov reda n — k s ponavljanjem.

Lotimo se sedaj problemov, ki jim z gimnazijskim znanjem nismo kos.

Surjektivne preslikave, N lo¢imo, K ne lo¢imo. Stevilo ekvivalenénih razre-
dov relacije (2) na mnozici KVg,, = {f € K | f surjektivna} oznacimo s S(n, k).
Stevila S (n, k) imenujemo Stirlingova' stevila 2. vrste. Preslikavi f € KV g, priredimo
mnozico praslik Ry = {f~1(b) | b € K}. Mnozica Ry je o¢itno razbitje mnozice N na
k nepraznih podmnozic. Bralcu prepusc¢am premislek, da sta mnozici Ry in R, enaki

natanko tedaj, ko sta preslikavi f in g v relaciji (2). Tako smo dokazali naslednje:
Stevilo S(n, k) je enako stevilu vseh razbitij n-elementne mnoZice na k nepraznih podmnoZic.

Ker mnozice ne moremo razbiti na ve¢ nepraznih podmnozic, kot sama vsebuje elemen-
tov, velja:
S(n,k) =0, ceje k>n.

Mnozico z n elementi lahko razbijemo na n nepraznih podmnozic na en sam nacin,
na same enoelementne podmnozice. Podobno lahko mnozico razbijemo na eno samo

podmnozico le tako, da je podmnozica enaka zacetni mnozici. Tako velja:

S(n,n) =1 = 5(n,1).

Naj bo sedaj k,n > 2 in k < n. Izberimo element z mnozice N in mnozico razbitij
razdelimo na dve skupini. V prvi naj bodo tista, ki ne vsebujejo mnozice {z}. To so
taksna razbitja, pri katerih element x nastopa v isti mnozici razbitja vsaj Se z enim
elementom mnozice N. Ce element z iz ustrezne mnozice razbitja odstranimo, dobimo
razbitje mnozice N\ {x} na k Se vedno nepraznih mnozic. Taksnih razbitij je S(n—1, k).
Neko drugo razbitje mnozice N nam bo po taksni operaciji dalo enako razbitje mnozice
N\ {z} natanko tedaj, ko ga iz prvotnega dobimo tako, da element x prestavimo v eno
od preostalih £ — 1 mnozic razbitja. Taksnih razbitij je skupaj s prvotnim torej ravno

k. Tako smo ugotovili, da je razbitij mnozice N iz prve skupine natanko kS(n, k).

V drugi skupini so razbitja, ki vsebujejo mnozico {z}. Ce mnozico {z} odstranimo
iz taksnega razbitja, dobimo razbitje mnozice N \ {z} na k — 1 nepraznih podmnozic.
Taksnih razbitij pa je S(n—1,k—1). S tem smo dokazali, da za k,n > 2 velja naslednja

rekurzivna formula:

S(n,k) =kS(n—1,k)+Sn—-1,k—1).

! James Stirling (1692-1770), skotski matematik.




Rekurzivna formula nam omogoca, da stevila S(n, k) ra¢unamo podobno kot binomske
koeficiente (s pomocjo Pascalovega trikotnika). Sestavimo tabelo, v kateri na preseciséu

n-te vrstice in k-tega stolpca stoji stevilo S(n, k):

Tabela 2: Stirlingova stevila 2. vrste S(n, k).

[neft] 2] 8] 4] 5] 6] 7[8]
1 1] o] of of of of ofo
2 1] 1] ol of of ofofo
3 1] 3] 1] of of of oo
a [[t] 7] 6] 1] of of oo
5 1] 15] 25] 10 1] o oo
6 |1 31 9] 6] 15/ 1] 00
7 1] 63301 | 350 140 21| 10
8 || 1] 127 966 | 1701 | 1050 | 266 | 28 | 1

Iz zacetnih pogojev sledi, da so v prvem stolpcu in po diagonali same enke, nad diag-
onalo same nicle, preostala stevila S(n, k) pa dobimo tako, da stevilu S(n — 1,k — 1),
ki lezi diagonalno levo nad Stevilom S(n, k), pristejemo k-kratnik stevila S(n — 1, k),
ki lezi neposredno nad stevilom S(n, k). Stevilo 65, ki lezi v vrstici 6 in stolpcu 4, smo
torej dobili tako, da smo sesteli 25 (levo zgoraj) in 4 - 10 (smo v stolpcu 4, nad iskanim

stevilom pa stoji 10).

Surjektivne preslikave, N lo¢imo, K lo¢imo. Vzemimo preslikavo f € KNg,,
in prestejmo elemente njenega ekvivalenénega razreda {po f | p € Sym(K)}. Ker
za poljubni permutaciji p,o € Sym(K) zaradi surjektivnosti preslikave f iz enakosti
pof =oof sledi p = o, premore ekvivalen¢ni razred preslikave f natanko k! elementov.

Surjektivnih preslikav iz n-elementne mnozice v k-elementno je zato natanko k!S(n, k).

Vse preslikave, N lo¢imo, K ne lo¢imo. Vsaka preslikava je surjektivna na svojo
sliko. Mnozico vseh preslikav lahko torej razdelimo glede na mo¢ njihovih slik. Od tod
sledi, da je Stevilo vseh preslikav iz n-elementne mnozice N v k-elementno mnozico K

natanko Z?:l S(n,j).

Surjektivne preslikave, N ne loéimo, K ne lo¢imo. Stevilo ekvivalenénih razredov
mnozice K% g, glede na relacijo (3) oznac¢imo s py(n). Podobno kot pri 5. nalogi

prepus¢amo bralcu v premislek, da je Stevilo px(n) enako Stevilu razbitij naravnega



Stevila n na vsoto k nenicelnih celostevilskih sumandov, pri ¢emer vrstni red sumandov

ni pomemben. Brez tezav pridemo do naslednjih enakosti:
pi(n) =pp(n) =1 in pp(n) =0za k >n.

Naj bo sedaj n > k > 2. Razbitja naravnega Stevila n na vsoto k£ nenic¢elnih sumandov
v tem primeru razdelimo v dve skupini glede na to, ali je kateri od sumandov enak 1 ali
ne. Ce je kateri od sumandov enak 1, lahko ta sumand odstranimo in dobimo razbitje
naravnega stevila n — 1 na vsoto k — 1 sumandov. Taksnih je pp_1(n —1). Ce so vsi
sumandi vecji ali enaki 2, lahko vsakega zmanjSamo za 1 in dobimo razbitje Stevila

n — k na vsoto k sumandov. Od tod sledi rekurzivna formula

pr(n) =pr-1(n —1) + pr(n — k). (D)

Kot pri Stirlingovih Stevilih 2. vrste si tudi tu raCunanje olajsamo, ¢e sestavimo tabelo,

v kateri na preseciséu n-te vrstice in k-tega stolpca stoji stevilo px(n).

Tabela 3: Stevila py(n).

(e [1]2]s[4]5]6]7]8]
1 [1JoJofofJolo]o]o
2 [1]1]o]olofofo]o
3 [t{1]1]ofofo]o]o
4 [[1]2]1[1]ofoo]o
5 [[1]2]2[1]t]ofo]o
6 [[t]3]3]2]t]1]0]o0
7 [[1]s]al3]2[1]1]0
8 [[t]afs]s]3]2][1]1

Zacetni pogoji pravijo, da v prvem stolpcu in po diagonali stojijo same enke, nad
diagonalo pa same nic¢le. Do stevil pod diagonalo pridemo z zaporednim uposStevanjem

rekurzivne formule (A).

Bralec bo gotovo znal razresiti preostale tri od 12 problemov, ki smo jih zastavili na

zacetku razdelka. Svoje rezultate lahko zlozi v naslednjo tabelo:



Tabela 4: Resitve nalog dvanajstere poti.

N K H vse funkec. ‘ inj. funkc. ‘ surj. funke. ‘
lo¢imo lo¢imo k™ kE(k—1)---(k—n+1) | Kk!\S(n,k)
ne loéimo | lo¢imo ("J“ﬁ_l) (fL) (Z:,lg)
lo¢imo | ne lo¢imo Z§:1 S(n,j) 1, za k > n, O sicer S(n, k)
ne lo¢imo | ne lo¢imo Z?lej (n) 1, za k > n, 0 sicer pr(n)

Teorija Redfielda in Pdlya

V tem razdelku si bomo bezno (in brez dokazov) ogledali teorijo Redfielda in Pélya, ki
se ukvarja z nekaterimi posploSitvami prestevalnih nalog, s katerimi smo se ubadali v
prejsnjih razdelkih. Teorijo sta neodvisno razvila J. H. Redfield leta 1928 (za nekatere
posebne primere) in G. Pélya leta 1937 (splosneje). Podrobnejso obravnavo snovi sku-
paj z vsemi izpeljavami lahko zahtevnejsi bralec najde denimo v ¢lankih [2, 5, 6, 7] ali

pa v ucbenikih [1, 8]. Za zacetek pa resimo naslednjo nalogo.

6. naloga. Trije musketirji, Athos, Portos in Aramis, naletijo na 7 gardistov, ki se jim

zdijo vsi enaki. Na koliko nac¢inov si lahko razdelijo mikastenje gardistov?

Kdor je pozorno prebral prejsnji razdelek, se bo naloge lotil takole: Mikastenje gardistov
si bo predstavljal kot preslikavo iz mnozice gardistov G v mnozico musketirjev M, ki
vsakemu gardistu priredi tistega musketirja, ki ga je premikastil. Ker so gardisti vsi
enaki, elementov mnozice G ne lo¢imo med seboj. Opravka imamo torej s prestevanjem

ekvivalenénih razredov mnozice MY glede na relacijo

f ~ g natanko tedaj, ko obstaja m € Sym(G), da velja f =gom.

7T+3—-1
7

Odgovor se zato glasi: Musketirji lahko gardiste premikastijo na ( ) = 36 nacinov.

Zgornjo nalogo pa lahko malce zavijemo:

7. naloga. Trije musketirji, Athos, Portos in Aramis, naletijo na 7 gardistov, od katerih
je eden poveljnik, trije inStruktorji in trije novinci. Na koliko nac¢inov si lahko razdelijo

mikastenje gardistov, ¢e gardistov istega ranga med seboj ne lo¢ijo?

Mikastenje gardistov lahko tako kot pri 6. nalogi predstavimo s preslikavo iz mnozice

gardistov G v mnozico musketirjev M. Zaplete pa se pri vprasanju, kdaj dve preslikavi
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dolocata enako mikastenje. Ker gardista, ki nista istega ranga, musketirji locijo, ni
vseeno, kdo dobi poveljnika in kdo novinca. Kljub temu pa gardistov znotraj skupine
z istim rangom ne razlikujejo. Elemente mnozice G torej lo¢imo le delno. Znamo
to povedati natanéneje? Seveda. Dve preslikavi f,g € MY dolocata isto mikastenje
gardistov natanko tedaj, ko se razlikujeta za neko permutacijo mnozice G, ki poveljnika
preslika v poveljnika, instruktorja v instruktorja in novinca v novinca. Ce z G ozna¢imo

mnozico taksnih permutacij in definiramo relacijo ~ na mnozici MY takole:
f ~ g natanko tedaj, ko obstaja m € G, da velja f=gom, (4)

lahko odgovorimo: Iskano Stevilo mikastenj je enako Stevilu ekvivalen¢nih razredov

mnozice MY glede na zgoraj definirano relacijo ~.

In koliko je to? Poiskati odgovor na to vprasanje ni preprosto. Opazili smo ze, da
bodo pomembno vlogo pri reSevanju zgornje naloge igrale tiste mnozice permutacij,
ki ohranjajo strukturo mnozice gardistov. S tem, ko smo gardistom podelili vojaske
nazive, smo namre¢ v mnozico G vpeljali nekaksno strukturo, ki je ne ohranjajo vec vse
permutacije mnozice G temve¢ le nekatere. Hitro se lahko prepricamo, da kompozitum
dveh permutacij, ki ohranjata strukturo mnozice G, prav tako ohranja strukturo, zato
je mnozica G taksnih permutacij v resnici podgrupa grupe Sym(G). Dokonéni odgovor
na nalogo o musketirjih in rangiranih gardistih je vsebovan v odgovoru na naslednjo

splos$nejso nalogo.

8. naloga. Naj bosta N in K konéni mnozici in naj bo G podgrupa grupe Sym(V).

Na koliko ekvivalenénih razredov razpade mnozica K™ pri relaciji (4)?

Odgovor je seveda odvisen od tega, koliko in kakSne permutacije vsebuje grupa G.
Natancneje, odvisen je od ciklicne strukture njenih elementov oziroma od cikli¢nega

indeksa grupe G.
Cikliéni indeks permutacijske grupe

Naj bo V poljubna konéna mnozica. Ce za poljubni permutaciji , p € Sym(V') defini-
ramo produkt 7p kot njun kompozitum m o p, postane mnozica Sym(V') grupa. Naj
bo 7 poljubna permutacija mnozice V. Tocka v € V je za permutacijo m negibna,
¢e velja m(v) = v, in premaknjena, ¢e velja w(v) # v. Permutacijo, za katero so vse
tocke negibne, imenujemo identiteta in jo oznacujemo z idy. Ce je v negibna tocka

za permutacijo 7, pravimo tudi, da permutacija m tocko v pribije. Permutaciji, ki

11



imata mnozici premaknjenih tock disjunktni, sta loc¢eni. Locene permutacije med se-
boj komutirajo. Mnozica tock {7%(v) | k € Z}, ki jo dobimo z zaporedno uporabo
permutacije m na tocki v, se imenuje orbita tocke v in permutacije w. Orbita poljubne
negibne tocke v permutacije m vsebuje le to¢ko v. TakSnim orbitam pravimo trivialne
orbite. Permutaciji, ki premore natanko eno netrivialno orbito, pravimo cikel, moci
njene netrivialne orbite pa dolzina cikla. Ce je {v,7(v),...,7"(v)} netrivialna orbita

cikla 7, permutacijo 7 oznaéimo s simbolom (v, 7(v),...,7*(v)).

Vsaka permutacija (ki ni enaka identiteti) se da do vrstnega reda faktorjev enoli¢no
predstaviti kot produkt paroma loc¢enih ciklov. Naj bo «a; Stevilo negibnih toc¢k neke
permutacije m € Sym(V'), n mo¢ mnozice V in ag, k € {2,...,n}, stevilo ciklov dolzine
k v zapisu permutacije m kot produkt loc¢enih ciklov. Seveda so nekatera od Stevil ¢

nicelna in velja enakost a1 + 2a9 + ... + na, = n. Polinomu

Cr(w1, 22, ..., 2n) = 21 M @™ -1,

recemo ciklicni indeks permutacije m. Povpre¢ju cikliénih indeksov neke grupe G <

Sym(V') re¢emo cikliéni indeks grupe G-

1
CG—@ ZCﬂ'

TeG

Zgled. Izracunajmo cikli¢ni indeks simetri¢ne grupe S, pri njenem naravnem delovanju

na mnozici z n elementi.
Naj bodo ay, as, .. ., a, nenegativna cela Stevila, za katera velja a;+2as+. . .+na, = n.
Koliko permutacij mnozice V ima cikli¢ni indeks enak polinomu x1%txo®2 - - - 2,7

Vsaka permutacija s taksnim cikli¢nim indeksom se zapiSe kot produkt loc¢enih ciklov
takole:

() (%) o () (k) o (%) L. (D). (+)
———

Pri tem smo zaradi nazornosti zapisali tudi tocke, ki jih permutacija pribije. Zvezdice
lahko nadomestimo z elementi mnozice V' na n! nacinov, vendar bodo pri tem nekatere
nadomestitve predstavljale iste permutacije. Premislimo, koliko nadomestitev zvezdic

z elementi mnozice V' porodi isto permutacijo.

Vsak cikel dolzine k£ lahko zapiSemo na k nacinov, saj lahko elemente znotraj cikla

krozno vrtimo. Ker lahko to po¢nemo neodvisno z vsakim od ciklov, ki nastopajo v
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ciklicnem zapisu nase permutacije, je taksnih zapisov: 1%12%2...n% . Poleg tega lahko
cikle iste dolzine poljubno permutiramo. Taksnih preureditev je zato ajlas!---ay!.
Skupaj smo tako dobili

1% a1 2%2a5! - - n%ay,!

razlicnih zapisov oblike (+) iste permutacije. Od tod lahko sklepamo, da imamo v grupi
Sy natanko n!/ (1% aq! 22ap! - - - n®a,,!) permutacij s predpisanim cikli¢énim indeksom.

Cikliéni indeks simetri¢ne grupe S, je tako enak:

Calonan, o m) = Y e (MR (D,

apl a1 n
a1+2a0+...+nap=n 1 n

Pri racunanju ciklicnega indeksa grupe iz naloge o musketirjih in rangiranih gardistih

bomo potrebovali naslednjo trditev in njeno posledico.

Trditev. Naj bodo Vi, Vs, ..., Vi paroma disjunktne mnozice in Gy, i € {1,2,...,k},
podgrupe simetricnih grup Sym(V;). Z G = G1 x G X ... X G, oznacimo premi pro-
dukt grup G1,Ga,...,Gp, 2V =Vi UV U...UVi pa unijo mnozic Vi, Va, ..., Vi. Ce
za poljuben indeks i, poljuben element (g1,92,...,9x) grupe G in poljuben element v;
mnozice V; definiramo (g1, 92, - .-, gr)(vi) = gi(vi), predstavimo s tem grupo G kot pod-
grupo grupe Sym(V'). Pri tem za ciklicni indeks grupe G velja: (¢ = (q,(Gs - - (G -

Od tod lahko izpeljemo naslednjo posledico:

Posledica. Naj bo Vi U Vo U ... U Vg razbitie mnozice V in naj bo G mnoZica vseh
tistih permutacij mnoZice V', ki ohranjajo vsako od mnozic Vi, Va, ..., Vi. Tedaj je grupa
G premi produkt grup Sym(V1), Sym(Va), ..., Sym(Vy) in njen ciklicni indeks je enak
produktu cikliénih indeksov grup Sym(V1), Sym(Va), ..., Sym(Vy).

Zdaj lahko povemo, kakSen je cikli¢ni indeks grupe G iz naloge o treh musketirjih
in sedmih rangiranih gardistih. Ker smo mnozico gardistov razbili na tri skupine: 1

poveljnik, 3 in§truktorji in 3 novinci, je cikli¢ni indeks grupe G enak:

1
Ca(zr,z2,...,27) = (s (21, 22, . ... ,m7)C§3(:c1,x2, ce,T7) = %$1($13+3$1x2+2$3)2 =

1
= %(m? + 9213292 + dz25% + 621°39 + 421 25 + 12x12x2x3) .
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Nazaj k Redfieldu in Pdlyu...

Bralec se je pri branju prejSnjega razdelka upraviceno spraSeval, kaj imata skupnega

cikli¢ni indeks grupe in 8. naloga. Odgovor podaja naslednji izrek.

Izrek. (Redfield (1928), Pélya (1937).) Naj bo N mnoZica moci n, K mnoZica
moci k, G podgrupa grupe Sym(N) s ciklicnim indeksom (g(x1,22,...,2Tpn) in naj bo

ekvivalenéna relacija ~ na mnozici KN wvseh preslikav iz N v K dolocena s predpisom
f ~ g natanko tedaj, ko obstaja ™€ G, da velja f =gom.

Tedaj relacija ~ razbije mnoZzico K na (q(k,k, ..., k) ekvivalenénih razredov.

Ce zgoraj povedano uporabimo pri nalogi z musketirji in gardisti, pridemo do stevila:
1

36(37+9-35+4~33+6-36+4~35+12-34):300.

Dokaz, da nas zgoraj opisani postopek res vedno pripelje do pravilnega odgovora, ni
posebej tezak, zahteva pa kar nekaj pomoznih rezultatov, katerih izpeljave bi nam
vzele precej ¢asa in prostora. Bralca vabim, da si natan¢en dokaz ogleda v ze omenjeni

literaturi. Preden gremo naprej, pa predlagam, da si ogledamo naslednja zgleda.

Zgled. Najbo G = {idy} trivialna grupa. Tedaj je cikli¢ni indeks (g(x1,x2,...,2n) =
x!'. Izrek Redfielda in Pélya tedaj pravi, da je Stevilo ekvivalenénih razredov relacije ~

enako (g(k, k, ..., k) = k™, kar po pricakovanjih ustreza stevilu variacij s ponavljanjem.

Zgled. Naj bo G = Sym(/NV). Cikli¢ni indeks simetri¢ne grupe Sym(/N) smo izrac¢unali
v razdelku o ciklicnem indeksu:

Glana )= S ——(Eyay

atl a1
aj+2az+...+nan=n 1 n

2yaz . (Tnyan

2 n

V skladu z izrekom Redfielda in Pélya je stevilo ekvivalen¢nih razredov relacije ~ enako

1
<G<k, k, e k) = Z ka1+a2+...+o¢n )

Oél! . an!1a12042 e mQn
a1t+2as+...+nap=n

Ker je relacija ~ v nasem primeru enaka relaciji iz formule (1), mora biti zgornje stevilo

enako Stevilu kombinacij s ponavljanjem. Tako smo izpeljali zanimivo enakost:

n+k—-1 _ Z 1 ka1+a2+...+an
n all...an!1a12a2...nan ’

a1 t+2a0+...+nap=n

14



...in naprej

Definicije ekvivalenénih relacij (1), (2) in (3) nas skupaj z 8. nalogo kar silijo k nasled-
nji nalogi, ki v svoji splosnosti zaobjame tako prvi stolpec dvanajstere poti kot izrek
Redfielda in Pdlya.

9. naloga. Naj bosta N in K konéni mnozici, G podgrupa grupe Sym(N) in H
podgrupa grupe Sym(K). Na koliko ekvivalencnih razredov razpade mnozica K™V pri

relaciji

f ~ g natanko tedaj, ko obstajata p € H in m € G, davelja f =pogon? (5)
Odgovor na zgornje vprasanje je nasel N. J. de Bruijn (glej njegov pregledni ¢lanek [3]).

Izrek. (de Bruijn.) Naj bodo N, K, G, H in ~ kot v besedilu 9. naloge, |N| = n,
|K| =k in naj bo {g(x1,x2,...,2,) cikliéni indeks grupe G. Za vsako permutacijo h €
H naj a1 (h) predstavlja stevilo negibnih tock permutacije h, a;(h), za i € {2,3,...,n},
pa Stevilo ciklov dolZine © pri zapisu permutacije h kot produkt locenih ciklov. Za
poljubno naravno Stevilo m naj D(m) pomeni mnoZico naravnih $tevil, ki delijo Stevilo
m. Oznacimo Se:
sith) = 3 jay(h).
Je€D(P)

Tedaj je stevilo ekvivalencnih razredov relacije ~ enako Stevilu

|]}I| Z Ca(si(h),s2(h),...,sn(h)).

heH

Ce za grupo H vzamemo bodisi trivialno grupo {idg } bodisi simetricno grupo Sym(K),
za grupo G pa bodisi trivialno grupo {idy} bodisi simetriéno grupo Sym(XN), nam
de Bruijnov izrek razresi prvi stolpec dvanajstere poti. Ce pa za H vzamemo trivialno
grupo {idx}, za G pa poljubno podgrupo simetri¢ne grupe Sym(N), nam de Bruijnov
izrek preide v izrek Redfielda in Pélya. Preverimo. Naj bo H = {idx} in G < Sym(N).
Izra¢unajmo Stevilo s;(idg) za poljuben i € {1,2,...,n}. Ker permutacija idx ne
vsebuje nobenih ciklov dolzine j > 2, pribije pa vse tocke mnozice K, je a;(idg) = 0
za vsak j > 2 in a;(idg) = k. Od tod sledi, da je s;(idx) = k za vsak i € {1,2,...,n}.

De Bruijnov izrek pravi, da je Stevilo ekvivalenénih razredov tedaj enako
Cals1(idx), sa(idic ), .., snlidi)) = Ca (ks ks ., k).
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Natanko to pa trdi tudi izrek Redfielda in Pélya. Za konec pa z uporabo de Bruijnovega

izreka resimo Se eno razli¢ico naloge o musketirjih in gardistih.

10. naloga. Trije musketirji, Athos, Portos in Aramis, naletijo na 7 gardistov, od
katerih je eden poveljnik, trije instruktorji in trije novinci. Athos ima za sabo naporen
dan, zato se boja ne udelezi, v zameno pa na stran musketirjev povabi tri slucajne
opazovalce - trojcke. Trojcki so si tako podobni, da jih nihce ne lo¢i med seboj (niti
sami sebe ne). Na koliko na¢inov si lahko preostala Portos, Aramis in trojcki razdelijo

mikastenje gardistov, ¢e gardistov istega ranga med seboj ne lo¢ijo?

Z N oznacimo mnozico sedmih gardistov, s K pa petelementno mnozico, ki vsebuje
oba bojujoca musketirja in vse tri trojéke. Bralec je gotovo ze sam ugotovil, da naloga
sprasuje po Stevilu ekvivalen¢nih razredov relacije (5). Pri tem za grupo G vzamemo
enako grupo kot pri 7. nalogi, torej grupo, ki je izomorfna direktnemu produktu S; x
S3 x S3 in ki ima cikli¢ni indeks enak

1

= %(xf +921%29° + daq23® + 621° 10 + dwr s + 123@12:):21'3) ,

CG({L‘l,{L‘Q, Ce ,1'7)

za grupo H pa vzamemo podgrupo grupe Sym(K), ki pribije oba musketirja, trojcke
pa med seboj poljubno premetava. Taksna grupa je izomorfna grupi S; x S; x Ss. Ce
musketirja oznac¢imo s Stevili 4 in 5, trojcke pa s Stevili 1, 2 in 3, grupa H vsebuje

naslednje permutacije:
H = {ldK7 (17 2)7 (17 3)7 (27 3)7 (17 27 3)7 (17 37 2)}

Vsaki permutaciji h € H priredimo urejeno petorko (aj(h), aa(h),...,a5(h)). V grupi
H imamo glede na cikli¢no strukturo tri tipe permutacij: identiteto, transpozicijo in
cikel dolzine 3. Tem tipom pripadajo naslednje urejene petorke: identiteti petorka
(5,0,0,0,0), transpoziciji petorka (3,1,0,0,0) in ciklu dolzine tri petorka (2,0, 1,0,0).
Potrebujemo $e stevila s;(h) zah € Hini € {1,2,...,7}. Ker je stevilo s;(h) odvisno le
od cikli¢nega tipa permutacije h, se lahko omejimo na h € {idg, (1,2),(1,2,3)}, in ker
v cikliénem indeksu (g nastopajo le nedolo¢enke z1,zs in x3, moramo zgornja Stevila
izracunati le za i € {1,2,3}. Ze iz prejénjega zgleda vemo, da je s;(idg) = |K| =5 za

vsako naravno Stevilo 7. Izracunajmo Se preostalo
s1(1,2) = a1(1,2) =3,  s2(1,2) = a1(1,2) + 2a0(1,2) =34+ 2 =5,

s3(1,2) = a1(1,2) + 3as(1,2) = 3.

16



51(1,2,3) = a1(1,2,3) = 2, 52(1,2,3) = a1(1,2,3) + 202(1,2,3) = 2,
s3(1,2,3) = a1(1,2,3) + 302(1,2,3) =2+ 3 = 5.

Izrac¢unati moramo Se cikli¢ne indekse ((h) = (g(s1(h), s2(h), s3(h),...,s7(h)) za h =
idg, h =(1,2) in h = (1,2, 3). Kratek racun pokaze, da velja

((idg) = 6125, ¢(1,2) =507, ¢(1,2,3) = 50.
Odgovor na vprasanje se tako glasi:

|;[| (¢(id) +3¢((1,2)) +2¢((1,2,3))) = %(6125 + 3507 +2-50) = 1291.

Za, obcutek izracunajmo Se, na koliko nac¢inov bi lahko bili tepeni gardisti, ¢e bi trojcke
med seboj razlikovali: (g (5,5,5) = 6125, in ¢e bi namesto enojajcnih trojckov imeli dva
pomocnika, ki bi ju lo¢ili med seboj: (z(4,4,4) = 1600. Ce pa trojcke nadomestimo s

pocivajo¢im Athosom, vemo, da rezultat znasa (s (3,3,3) = 300.

Zahvala. Zahvaljujem se dr. Borisu Zgrabli¢u za nad vse koristne pripombe in predloge.
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