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POVEZANOST GRAFOV

Jana Rihtarsic¢

1.1 UVOD

Graf G = (V,E) je povezan, &e za vsak par tock u,v € V obstaja pot v
G med njima. Komponenta je najvecji povezani del grafa. (A, B)-pot v G je
pot, ki ima eno krajis¢e v A, drugo pa v B, kjer sta A,B C V. Ce vsaka
(A, B)-pot v G vsebuje tocko ali povezavo v X C V N E, potem retemo, da
X lo¢i mnozici A in B. Velja AN B C X. Mnozici X re¢emo prerez. X lo¢i G,
¢e loci dve to¢kiiz G — X v G.

Totka v je prerezna tocka, ¢e ima G — {v} ve¢ komponent kot G. Povezava
e je most oz. prerezna povezava, ¢e ima G — e ve¢ komponent kot G. Graf G je
k-povezan (k € IN, |V (G)| > k), teje G — X povezan za vsako X C V, kjer
je |X| < k. S« (G) oznatimo najvedji k, za katerega je G Se k-povezan. Graf
G je po povezavah l-povezan, &e je za vsako F C E, |F| < I, G — F povezan.
Z A(G) oznatimo najvedji I, za katerega je G Se po povezavah [-povezan.
Velja k(G) < A(G) < §(G), Kjer je 6(G) najmanjSa stopnja tock v G.

1.2 2-POVEZANOST

Naj bo G = (V, E) graf. Blok je maksimalen povezan podgraf brez prere-
maksimalen 2-povezan podgraf. Zato imata dva razli¢na bloka najve¢ eno
skupno tocko, ki je vedno prerezna tocka. Torej vsaka povezava leZi v enem
bloku in je graf unija blokov. Blok je analog komponenti pri povezanosti.
Vendar je s komponentami graf natanko opisan, z bloki pa podamo le grobo
sliko grafa, saj bloki med seboj niso disjunktni.

Naj bo A mnoZica prereznih to¢k in B mnozica blokov. Na A U B defini-
ramo dvodelen graf takole: aB je povezavav AU B, kjerjea € A, B € B
taka, da je a € B. Tak graf imenujemo graf blokov.
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POVEZANOST GRAFOV

Zgled. Na sliki 1.1 levo imamo graf, ki ima dve prerezni to¢ki a; in a;
ter osem blokov. Na levi imamo njegov graf blokov, na katerem sta prerezni
tocki oznaceni s tocko, bloki pa s krogci.

Slika 1.1: Graf G ter njegov graf blokow.
Graf blokov je vedno gozd. Velja naslednja trditev.
Trditev 1.1. Graf blokov povezanega grafa je drevo.

Preprosta metoda za konstrukcijo 2-povezanih grafov se imenuje usesna
dekompozicija. V naslednjih vrsticah jo bomo opisali. H-pot je pot v G, ki ima

.....

sliki je prikazana H-pot med tockama x in y.

H-pot

H

Slika 1.2: H-pot med to¢kama x in y

Zgled: Na sliki 1.3 je prikazan graf G, ki je v celoti konstruiran z uSesno
dekompozicijo. Na zacetku imamo cikel (povdarjen), ki mu dodajamo H-
poti.

G

Slika 1.3: USesna dekompozicija grafa G
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1.3 3-POVEZANOST

Naslednja trditev natanéno opiSe uSesno dekompozicijo:

Trditev 1.2. Graf G je 2-povezan natanko takrat, ko ga lahko konstruiramo iz cikla
z zaporednim dodajanjem H-poti v Ze konstruirani podgraf H.

Dokaz. (<) Vsak tako konstruiran graf je o¢itno 2-povezan.

(=) Naj bo G 2-povezan graf. Potem G vsebuje cikel in ima podgraf H,
ki ga dobimo z opisano konstrukcijo. Pa recimo, da smo vzeli maksimalen
H. Ker je vsaka povezava xy iz E(G) \ E(H) H-pot, kjerje x,y € H,je H
induciran podgraf v G. Ceje H # G, potem zaradi povezanosti G obstaja
povezava vw, dajev € V(G)\ V(H) inw € V(H). Ker je G 2-povezan,
G — {w} vsebuje ({v}, H)-pot P. Potem je wvP H-potv G inje HU wovP
z usesno dekompozicijo konstruiran podgraf v G, ki je vedji od H. To pa je
protislovije s privzetkom.

Slika 1.4: Povecujota H-potza H v G.

1.3 3-POVEZANOST

Lema 1.3. Ce je G 3-povezan graf in |V (G)| > 4, potem G vsebuje pove-
zavo e tako, da je G/ e spet 3-povezan.

Dokaz. S protislovjem: recimo, da taka povezava e v G ne obstaja. Potem
za vsako povezavo xy iz E(G) graf G/ xy vsebuje prerez S na najve¢ dveh
tockah. Z v,, oznacimo tocko, ki jo dobimo iz x in y v G/xy. vy, lezi v
S, ker k(G) > 3in |S| = 2. Potem sta vsaki dve toc¢ki, v G/xy loceni
s S = {vxy, 2z}, v G loteni s prerezom T = {x,y,z}. Ker nobena prava
podmnozica v T ni prerez za G (zaradi 3-povezanosti), ima vsaka tocka iz
T sosednje tocke v vsaki komponenti G — T.

Izberimo povezavo xy, totko z in komponento C v G — T tako, da bo |C]|
najmanj$a mozna. Toc¢ka v naj bo sosednja tocka od z v C.

13



POVEZANOST GRAFOV

; S

(a) (b)
Slika 1.5: (a) Prerez T, komponenta C in to¢ka v (b) Prerez {z,v,w} in
komponenta D

Po privzetku G/xy ni 3-povezan graf, zato obstaja w taka, da je {z,v,w}
prerez za G in podobno kot prej ima vsaka od tock z, v in w sosede v vsaki
komponenti grafa G — {z,v,w}. Ker sta x in y sosednji, ima G — {z,v, w}
tako komponento D, da je DN {x,y} = @. Potem vsaka toc¢ka iz D, ki je
sosednja tocki v, lezi v C (ker je v € C), torej D N C # @, D smo izbrali tako,
da D C Cin D # C. To pa je protislovje z izbiro xy, z in C. O

Podobno kot smo v trditvi 1.2 opisali konstrukcijo 2-povezanih grafov,
bomo tudi za 3-povezane grafe dobili preprosto konstrukcijo z naslednjim
izrekom:

Izrek 1.4 (Tutte). Graf G je 3-povezan, ¢e in samo ce obstaja zaporedje grafov
Go, G1, ..., Gy z naslednjima lastnostima:

(Z) G() :K4 n Gn = G,‘

(ii) Git1 vsebuje tako povezavo xy, d(x),d(y) > 3, da je G; = G;1/xy za vsak
i<n.

Dokaz. (=) Ceje G 3-povezan, po prejsnji lemi obstaja tako zaporedje G;, ki
zados¢a tockama (i) in (ii) ter so vsi G; v njem 3-povezani.

(<) Naj bo Gy, Gy, ..., G, opisano zaporedje. Pokazali bomo, da &e je G; =
Git1/xy 3-povezan graf, je tudi G, ;1 3-povezan za Vi < n. Recimo, da ni res.
S naj bo prerez v Gjy1, |S| < 2. Cy in C; komponenti v G; 1 — S. Ker sta x in
y sosednji, lahko vzamemo, daje {x,y} NV (C1) =D. v ¢ {x,y}.

Slika 1.6: Skica 2-prereza v G;.

14



1.4 MENGERJEV IZREK

Ce C; ne vsebuje hkrati obeh x in y niti v, je v grafu G; ali Uyy ali v od
C; locena s prerezom na najve¢ dveh toc¢kah. Protislovje, saj je G; 3-povezan.
Torej C; vsebuje samo eno od tock x in y, kar pa je protislovje s predpostavko,
daje d(x),d(y) > 3. O

Induktivno 3-povezane grafe konstruiramo takole: zatnemo s Ky; v Ze
konstruiranem grafu izberemo poljubno to¢ko v in jo zamenjamo z dvema
sosednjima to¢kama v’ in " ter ju poveZemo s totkami, ki so bile prej sose-
dnje z v. Vsaka od to¢k v in v” je inciden¢na z vsaj tremi tockami in vsaka
prej$nja soseda od v postane sosednja z vsaj eno od v’ in v”.

Izrek 1.5 (Tutte). Prostor ciklov 3-povezanega grafa je generiran iz neseparajocih
induciranih ciklov.

1.4 MENGERJEV IZREK

Izrek 1.6 (Menger). Naj bo G = (V,E) graf in A,B C V. Potem je najmanjse
Stevilo tock, ki lo¢ijo mnoZici A in B, enako najvecjemu Stevilu (A, B)-poti v G.

Dokaz. Imenujmo mnozico vseh tock, ki v G lo¢ijo mnozici A,B C V, (A, B)-
prerez in naj bo s mo¢ najmanjSega (A, B)-prereza. Nadalje naj bo (A, B)-
konektor C podgraf v G, katerega vska komponenta je taka (A, B)-pot, ki
nima nobene notranje tocke skupne z A in B. Upostevamo, da je vsaka
to¢ka iz AN B ze (A, B)-pot.

Ce je G graf brez povezav, je (A, B)-konektor kar C = A N B. Torej lahko
predpostavimo: G vsebuje tako povezavo e = xy, da izrek veljaza G' = G —e
in G’ ima (A, B)-prerez S, |S| < s. Potemnajbo P := SU{x} in Q := SU{y}.
P in Q sta (A, B)-prereza za G'. Velja |P| = |Q| = |S| + 1. (A, P)-prerez za
G’ je (A, B)-prerez za G, prav tako tudi (Q, B)-prerez. Od tod sledi, da ima
G’ (A, B)-konektor X, ki vsebuje P, in (Q, B)-konektor Y, ki vsebuje Q. Ker
je XNY =S, potemje C = (XUY) + e lahko (A, B)-konektor za G. O

Posledica 1.7. Naj bosta a in b dve razli¢ni tockiv G = (V,E).

(i) Ce ab ni povezava iz E(G), potem je najmanjse stevilo od a in b razlicnih tock,
ki lo¢ijo a in b v G, enako najvecjemu Stevilu neodvisnih (a, b)-poti v G.

(ii) Najmanjse Stevilo povezav, ki lo¢ijo a in b v G, je enako najvecjemu Stevilu po
poteh disjunktnih (a,b)-poti v G.

Dokaz. (i) Uporabimo izrek 4.1, kjer vzamemo A := N(a) in B := N(b).
(ii) V grafu povezav za G uporabimo izrek 4.1, vzamemo A := E(a) in
B:=E(b). O

S pomogjo te posledice lahko dokaZemo naslednji izrek:
Izrek 1.8 (Globalna verzija Mengerjevega izreka). Velja:

(i) Graf je k-povezan natanko takrat, ko vsebuje k neodvisnih poti med poljub-
nima dvema tockama.

15



POVEZANOST GRAFOV

(ii) Graf je po povezavah l-povezan natanko takrat, ko vsebuje I po povezavah
disjunktnih poti med poljubnima dvema tockama.

Dokaz. 1zrek dokaZemo lo¢eno za vsako od obeh trditev.

(i) Ce graf G vsebuje k neodvisnih poti med dvema poljubnima totkama,
potem ima ve¢ kot k tock in v njem obstaja prerez, ki nima manj kot k tock.
Torej je G k-povezan.

V obratni smeri predpostavimo, da je G k-povezan in ima ve¢ kot k tock,
ampak vsebuje tocki 4 in b, med katerima ni k neodvisnih poti. Po posledici
4.1(i) sta ti dve totki sosednji. Naj bo G’ = G — ab. Potem G’ vsebuje najvet
k — 2 neodvisnih (a,b)-poti. Po posledici 4.1(i) to¢ki a in b v grafu G loc¢i
mnozica X, ki ima najve¢ k — 2 to¢k. Potem obstaja vsaj $e ena to¢ka v v G,
kiniiz XU {a,b}, saj |V(G)| > k. Sedaj vemo, da X lo¢i tocko v v G’ od ene
izmed a in b, vzemimo a. Vendar X U {b} lo¢i v in a v G ter ima najve¢ k — 1
elementov. To pa je protislovje s k-povezanostjo G.

Trditev (ii) sledi direktno iz posledice ii). O

1.5 MADERJEV IZREK IN IZREK O VPETIH DREVESIH

Naj bo G = (V,E) graf in H induciran podgraf v njem. Zanima nas, koliko
ima G lahko najve¢ med seboj neodvisnih H-poti. Definirajmo zgornjo mejo

) 1
Mg (H) := min(|X| + } | [5]oC]),
CeCr
Kjer je minimum po vseh X in F, za katere velja X C V(G —H), F C E(G —
H — X), Cr mnoZica komponent grafa (V(G — H), F), tako, da vsaka H-pot
v G vsebuje tocko ali povezavo iz X U F.

Izrek 1.9 (Mader). V danem grafu G z induciranim podgrafom H je vedno vsaj
M (H) neodvisnih H-poti.

Naj bo G = (V,E) graf in P poljubna particija mnozice V(G) na r mnoZic.
Potem ima vsako vpeto drevo v G najmanj r — 1 povezav, katerih krajisca
lezijo v razli¢nih mnozicah particije P.

Zgled 1.10. Spodnji graf ima particijo iz petih mnoZic Py, ..., Ps. Na sliki je
oznaceno vpeto drevo s Sestimi povezavami med mnoZicami Py, ..., Ps.

Slika 1.7: Particija grafa na r mnozic
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Izrek 1.11 (Tutte; Nash-Williams). Multigraf G vsebuje k po povezavah disjunk-
tnih vpetih dreves natanko takrat, ko ima G za vsako particijo P mnoZice V(G)
najmanj k(|P| — 1) povezav med mnoZicami v particiji P.

Opomba 1.12. Ce v G obstaja k po povezavah disjunktnih vpetih dreves, je
G otitno po povezavah k-povezan. Obrat ne velja brez dodatnih pogojev.

Posledica 1.13. Vsak po povezavah 2k-povezan multigraf G ima k po povezavah
disjunktnih vpetih dreves.
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2

PRIREJANJA

Rok Okorn

2.1 UVOD

Naj predstavimo nekaj osnovnih pojmov, ki jih bomo potrebovali za nadaljno
razlago snovi. Naj bo M mnoZica povezav grafa G. M je prirejanje, e nobeni
dve povezavi iz M nimata skupnega krajis¢a. MnozZica tock U grafa G je
pokrita z M, Ce je vsaka tocka iz U krajisc¢e kaksni povezavi iz M. Refemo,
da M pokriva U. Tocka je nepokrita, ¢e ni krajis¢e nobeni povezavi iz M.
Nadalje je k-faktor vpet k-regularen podgraf grafa G. Torej je podgraf H v
grafu G 1-faktor oziroma popolno prirejanje natanko tedaj, ko E(H) pokriva
V(G).

Sedaj, ko smo predstavili osnovne pojme, bi radi karakterizirali grafe, ki
imajo 1-faktor. To bo tudi na$ glavni cil;.

Slika 1: 1-faktor v Petersenovem grafu

2.2 PRIREJANJA V DVODELNIH GRAFIH

Naj bo G dvodelen graf s particijo V(G) = AU B. V tem razdelku bomo
pokazali kako poiskati prirejanje v G s ¢imvedjim Stevilom povezav.
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Naj bo M poljubno prirejanje v grafu G. Pot, ki se za¢ne v nepokriti tocki
iz A in vsebuje izmeni¢no povezave iz E \ M in M, se imenuje alternirajoca
pot. Alternirajoci poti, ki se kon¢a v nepokriti tocki iz B, pravimo povecujoca
pot.

Opomba: Naj bo P povecujoca pot. Potem je simetri¢na razlika P © M prire-
janja M in povecujoce poti P vedje prirejanje.

Alternirajote poti imajo pomembno vlogo v iskanju vegjih prirejanj. Se
ve¢, ¢e za¢nemo s poljubnim prirejanjem in uporabljamo povecujoce poti za
povecevanje prirejanja dokler ni ve¢ nobene poti, dobimo optimalno prireja-
nje, to je prirejanje z najvedjim moznim Stevilom povezav. Najbo U C V(G)
mnoZica totk. U je pokritie mnoZice povezav E(G), &e ima vsaka povezava
iz E(G) krajis¢e v U.

Nas prvi izrek povezuje mo¢ prirejanja v grafu G z mocjo pokritja.

Izrek 2.1 (Konig 1931). Mo¢ najvecjega prirejanja v dvodelnem grafu je enako
moci najmanjsega pokritja.

Dokaz. O¢itno je, da je moc¢ pokritja vedno veéja od moéi prirejanja. Torej
moramo pokazati samo Se, da velja tudi obratno. Naj bo M maksimalno
prirejanje. Iz vsake povezave izberemo krajisce ter tako ustvarimo mnoZico
U C V(G) z naslednjo lastnostjo: Naj bo ab € M, a € A, b € B. Ce
obstaja alternirajoca pot, ki se kon¢a v b, potem naj bo b € U. Sicer naj
bo a € U. Radi bi videli, da je U pokritje. Naj bo ab € E(G) poljubna
povezava v G. PokaZimo, da ali a ali b lezi v U. Ce je ab € M, je to res po
definiciji mnoZice U. Torej predpostavimo, da povezava ab ¢ M. Ker je M
maksimalno prirejanje, obstaja povezava a'b’ € M taka, da je ali 4’ = a ali
V' =b. Ceje b’ = b in a ni pokrita, potem je povezava ab alternirajo¢a pot
in je zato b € U. Torej lahko predpostavimo, da je ' = a. Ce a’ ¢ U, potem
jeb' € U. Zato obstaja alternirajoca pot P, ki se kon¢a v b’. Obstaja pa tudi
alternirajoca pot Q, ki se konc¢a v b: Q je pot P do tocke b, Ceje b € P ali paje
Q = Pab, ki pa sta obe povecujoci poti. To pa nasprotuje predpostavki, da je
M maksimalno prirejanje. Torej mora biti tocka b pokrita in v U kot krajisce
povezave v prirejanju M. O

Izrek 2.2 (Hall 1935). Dvodelen graf G = (A U B, E) ima prirejanje, ki pokriva A,
natanko tedaj, ko velja |[N(S)| > |S| za vsak S C A.

Dokaz. (=) Za vsak S C A imamo |[N(S)| > |S| sosedov, saj gre iz vsake
tocke vsaj ena povezava, ki je v prirejanju.

(<) Recimo, da G nima prirejanja, ki pokrije A. Torej ima po izreku
minimalno pokritje manj kot |A| totk. Naj bo pokritie C = U UV, Kjer je
UcC A,V CB. Torejje |U|+ |V| = |C| < |A|. Ker je U pokritje grafa G, med
A\ U in B\ V ni povezav v grafu G. Od tod je IN(A\ U)| < |V| < |A\ U],
sajje |V| < |A| — |U| = |A\ U|. Torej Hallov pogoj ne veljaza S = A\ U,
kar pa je protislovje s predpostavko. O

Posledica 2.3. Naj bo |[N(S)| > |S| —d zavsak S C A in d izbrano fiksno Stevilo.
Potem G vsebuje prirejanje moci |A| — d.
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Dokaz. Naj bo G’ graf, ki ga dobimo iz G tako, da dodamo d novih tock
mnoZico B in jih poveZemo z vsemi to¢kami iz A. Tako za vsak S C A velja:
IN'(S)| > |S| —d +d = |S|. Torej ima G’ prirejanje moci |A|. Od tod sledi,
da ima G prirejanje moci |A| — d. O

Posledica 2.4. Naj bo G dvodelen k-reqularen graf. Potem ima G popolno prireja-
nje.

Dokaz. Ker je G k-regularen, je [N(S)| > |S| za vsak S C A. Velja tudi
k-]A| = |E| = k- |BJ. Od tod pa sledi, da ima G popolno prirejanje. O

Posledica 2.5. Naj bo G dvodelen k-regularen graf. Potem ima G k disjunktnih
popolnih prirejanj.

Dokaz. Ker je G k-regularen ima po prejsnji posledici popolno prirejanje M;.
Nato poglejmo graf G — M;. Ta graf je oditno (k — 1)-regularen in tako ima
graf G po indukciji k disjunktnih popolnih prirejanj, saj se nobena povezava
ne more ponoviti. O

Posledica 2.6. Vsak 2k-reqularen graf G ima 2-faktor.

Dokaz. Naj bo G 2k-regularen graf. Brez skode za splosnost lahko privza-
memo, da je G povezan. Ker je vsaka totka sode stopnje, ima G Eulerjev
obhod vpe . . . e,0,+1, pri Cemer je vy = vy,41. Tvorimo graf G’ tako, da vsako
tocko v € V(G) zamenjamo s parom (v, v") in vsako povezavo ¢; = v;0;;1
zamenjamo z usmerjeno povezavo v; v; ;. Tako dobimo k-regularen dvode-
len graf G'. Graf G’ vsebuje 1-faktor, ki nam v G inducira 2-faktor. O

Opomba: Iz dokaza je razvidno, da ni potrebe, da bi moral biti graf G
dvodelen.

2.3 PRIREJANJA V SPLOSNIH GRAFIH

Naj bo dan graf G. S C; ozna¢imo mnozico vseh njegovih komponent, 4(G)
pa naj bo Stevilo lihih komponent, torej komponent, ki imajo liho Stevilo
totk. Ce ima graf G popolno prirejanje, potem hitro vidimo, da velja Tutteov
pogoj:

q(G—S) < S| za vsako S C V(G), (1)
saj bo iz vsake lihe komponente grafa G — S vsaj ena povezava iz popolnega
prirejanja imela eno krajisce v S.

PokaZzimo sedaj, da to ni le potreben pogoj za obstoj popolnega prirejanja,
pac pa tudi zadosten.

Izrek 2.7 (Tutte 1947). Graf G ima 1-faktor natanko tedaj, ko velja Tutteov pogoj.

Dokaz. Vemo Ze, da ¢e ima graf popolno prirejanje, velja tudi Tutteov pogoj.
Implikacijo v drugo smer bomo pokazali s protislovjem. Naj bo G graf brez
popolnega prirejanja. Torej moramo poiskati tako mnozico S C V(G), ki ne
ustreza Tutteovemu pogoju.
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Lahko predpostavimo, da je graf G po povezavah najve¢ji graf, ki nima po-
polnega prirejanja. Naj bo graf G’ dobljen iz grafa G z dodajanjem povezav,
hkrati pa naj bo S C V(G) mnozica, ki ne zadostuje Tutteovemu pogoju za
graf G'. Potem S ne zadostuje niti Tutteovemu pogoju za graf G, saj je vsaka
liha komponenta grafa G’ — S unija komponent grafa G — S, ena od teh pa
je gotovo spet liha.

Sedaj pa nas zanima, kako graf G sploh izgleda. Vemo, da vsebuje mno-
zico S, ki ne zadosca Tutteovemu pogoju, hkrati pa je po povezavah najvedji
graf, ki nima popolnega prirejanja. Zato velja,

(%) da so vse komponente grafa G — S polni grafi in vsaka tocka s € S je povezana
z vsako tocko grafa G — {s}.

Poglejmo Se drugace. Ce mnozica S C V(G) zadoita (x), potem bodisi S
bodisi @ ne zados¢a Tutteovemu pogoju. Recimo, da S zados¢a Tutteovemu
pogoju. Potem lahko zdruzimo lihe komponente grafa G — S disjunktno z
S in v parih povezemo preostale tocke. Ce pa je |V(G)| liha, potem @ ne
zados¢a Tutteovemu pogoju.

Torej je dovolj pokazati, da ima graf G mnozico tock S, ki zadosca (x).
Naj bo S mnozica totk, ki so povezane z vsako drugo totko. Ce tak S ne
zado$¢a (x), potem v neki komponenti grafa G — S obstajata nepovezani
tocki a in a’. Naj bodo 4, b in ¢ prve tri tocke na najkrajsi poti a — a’ v tej
komponenti. Potem velja ab,bc € E(G) in ac ¢ E(G), saj bi drugace vzeli to
pot za najkraj$o. Ker b ¢ S, obstaja taka totka d € V(G), da velja bd ¢ E(G).
Zaradi maksimalnosti grafa G obstajata popolni prirejanji M; mnozice V(G)
grafa G + ac in M, mnozice V(G) grafa G + bd.

Najbo P = d...v najdaljSa pot v grafu G, ki se za¢ne v tocki d s povezavo
iz Mj, nato pa si povezave sledijo izmeni¢no, ena iz M;, druga iz M,. Ce
je zadnja povezava poti P iz M;, potem velja v = b. V nasprotnem primeru
bi lahko s P nadaljevali. Ozna¢imo C := P + bd. Ce pa je zadnja povezava
poti P iz M, potem zaradi maksimalnosti P velja, da povezava iz M;, ki
ima krajis¢e v tocki v, mora biti povezava ac. Torej velja v € {a,c}. V tem
primeru definiramo cikel C := dPvbd.

Slika 2: Sestavljanje protislovja, ¢e S ne zadosca ().

V obeh primerih je C cikel sode dolzine z vsako drugo povezavo v My,
edina njegova povezava, ki ni v E(G), pa je povezava bd. Ce sedaj v M,
zamenjamo vse povezave, ki so na ciklu C s povezavami iz C — M, dobimo
popolno prirejanje mnozice V(G), vsebovano v E(G), kar pa je protislovje.

O
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Posledica 2.8. Vsak kubicen graf brez mostov ima popolno prirejanje.

Dokaz. Pokazali bomo, da vsak kubic¢en graf brez mostov zados¢a Tutteo-
vemu pogoju.

Naj bo S C V(G) dana mnozica. Oglejmo si liho komponento C grafa
G — S. Ker je G kubicen graf, se stopnje tock v komponenti C seStejejo v
liho Stevilo. Vendar pa le sod del te vsote izhaja iz povezav komponente C.
Torej ima graf G liho mnogo povezav od S do C in zato vsaj 3 take povezave,
saj G nima mostov. Stevilo povezav med S in G — S je tako vsaj 3¢(G — S).
Hkrati pa je Stevilo teh povezav najvec 3|S|, ker je G kubicen graf. Tako velja
q(G —S) < |S], kot smo zeleli. O

Posledica 2.9. Naj bo G (r — 1)-povezan po povezavah, r-reqularen graf in v > 3
liho naravno $tevilo. Potem ima G 1-faktor.

Dokaz. Po Tutteovem izreku ima G 1-faktor natanko takrat, ko za VS ve-
lia q(G—S) < |S]. Izberimo poljubno mnozico S C E(G). Naj bodo
C1,Cy, ..., Cx lihe komponente G — S. Manj kot r — 1 povezav ne more iti
iz vsakega C;, ker bi tako dobili prerez, ki ne ustreza (r — 1)-povezanosti po
povezavah. Ker je r lih je zato r — 1 sod in tako mora iti iz vsakega C; vsaj r
povezav ven. Ce to ne bi bilo res, bi dobili popolno prirejanje na lihem grafu,
kar ni mozno. Torej imamo q(G — S) - ¥ < r-|S| oziroma q(G — S) < |S|. To
pa je ravno Tutteov pogoj in tako imamo 1-faktor. O

Naslednji izrek nam da nekoliko mo¢nejsi rezultat, iz njega pa hitro sledi
Tutteov izrek (izrek [2.7).

Izrek 2.10. Vsak graf G vsebuje mnoZico tock S, ki ima naslednji lastnosti.

(i) Za mnoZico S C V(G) wvelja, da graf Hg, ki ga dobimo iz G s skréitvijo
vsake komponente C € Cg_s v tocko in odstranitvijo vseh povezav znotraj S,
vsebuje popolno prirejanje mnoZice S, to pomeni, da je S matchable.

(ii) Za vsako komponento C grafa G — S velja, da C # @ in C — {v} ima popolno
prirejanje za vsako tocko v € C, temu recemo, vsaka komponenta C je faktor-
kriti¢na.

Graf G s tako mnoZico S ima popolno prirejanje natanko tedaj, ko velja
S| = [Co-sl-

Poglejmo sedaj, kako iz tega izreka sledi Tutteov izrek.

Iz (i) in (ii) sledi |S| < |Cg_c| = g(G — S). Vse komponente grafa G — S so
lihe mo¢i (drugace ne bi veljala predpostavka (ii)), neenakost |S| < |Cc_c]|
pa velja po (i). Zaradi Tutteovega pogoja velja tudi g(G — S) < |S|. Zato velja
enakost |S| = |Cg_s| in po zadnji trditvi izreka sledi, da graf G vsebuje
popolno prirejanje.
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HAMILTONOVI CIKLI

Irena DrensSek

Hamiltonove poti oz. cikle imenujemo po irskem matematiku Williamu Ro-
wanu Hamiltonu, ki si je izmislil t.i. Ikozaedersko igro [1], kjer mora igralec
z danimi zac¢etnimi oglis¢i na pravilnem dodekaedru poiskati Hamiltonov
cikel. Hamilton je pokazal, da vedno obstaja tak cikel, ne glede na izbiro
prvih petih zaporednih tock.

Za ugotavljanje hamiltonosti ni znan noben "preprost"postopek, ki bi bil upo-
raben za vse grafe. Poznamo pa potrebne in zadostne pogoje za Hamiltonost,
ki si jih bomo ogledali v prvem razdelku. Med zadostnimi pogoji spoznamo
dva pomembna izreka, Diracov in Orejev izrek. Zanimiv razred grafov so
ravninski grafi, za katere je Grinberg odkril preprost potreben pogoj, da so
Hamiltonovi. Te si bomo ogledali v drugem razdelku.

3.1 HAMILTONOVI IN NEHAMILTONOVI GRAFI
Pot P v grafu G je Hamiltonova pot, e gre P skozi vsako vozlis¢e grafa G
natanko enkrat. Cikel C v grafu G je Hamiltonov cikel, e gre C skozi vsako

vozlis¢e grafa G natanko enkrat. Graf G je sledljiv (angl. traceable), ¢e vse-
buje Hamiltonovo pot in je Hamiltonov, ¢e vsebuje Hamiltonov cikel.

Dodekaeder ima Hamiltonov cikel, ki ga najdemo na sliki Na isti sliki
najdemo tudi Herschelov graf, ki pa ni Hamiltonov, ker je dvodelen in ima
liho $tevilo vozlis¢, je pa sledljiv.

Zgled 3.1. Oglejmo si naslednje primere hamiltonskosti:

¢ Vsak cikel C, je Hamiltonov za vsak n.
* Vsak poln graf K, je Hamiltonov za n > 3.

¢ Polni dvodelni graf K, ,, je Hamiltonov za n = m,m > 2.
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Slika 3: Hamiltonov in nehamiltonov graf (dodekaeder in Herschelov graf).

3.1.1 Potreben pogoj

Hamiltonov graf je N'P-poln problem - za njegovo reSevanje ne obstaja poli-
nomski algoritem[4]. Za obstoj Hamiltonovega cikla ne poznamo nobenega
preprostega pogoja, ki bi bil hkrati potreben in zadosten. Preprost potreben
pogoj je podan v naslednjem izreku, kjer s ¢(G) oznacimo Stevilo komponent
grafa G.

Izrek 3.2. Naj bo S mnoZica vozlis¢ Hamiltonovega grafa G. Potem je
c(G-S5) < S| (2)

Ce v neenachi (2) velja enacaj, potem je vsaka komponenta |S| grafa G — S sledljiva
in vsak Hamiltonov cikel grafa G vsebuje Hamiltonovo pot v vsaki od teh komponent.

Dokaz. Naj bo C Hamiltonov cikel v G. Potem ima C — S najvet |S| kompo-
nent. Potem ima tudi G — S najve¢ |S| komponent, ker je C podgraf grafa G.
Ce ima G — S totno |S| komponent, ima tudi C — S to¢no |S| komponent
in komponente grafa C — S so podgrafi komponent grafa G — S. Z drugimi
besedami: C vsebuje Hamiltonovo pot v vsaki komponenti grafa G —S. [

Zgled 3.3. Imejmo graf G.
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(o]
C

Slika 4: Graf G, komponente grafa G — S

Naj bo S mnozica &rnih vozlis¢. Po izreku [3.2]je ¢(G—S) =3 > 2 =[5,
torej pogoj (2) ni izpolnjen, zato G ni Hamiltonov.

Definicija 3.4. Graf G je Zilav (angl. tough), &e velja izrek [3.2] za vsako ne-
prazno podmnozico S C V.

Iz izreka sledi, da graf, ki ni Zilav, ne more biti Hamiltonov.

Graf G na sliki ima g vozlis¢. Ce zbrisemo oznatena 3 ¢rna vozlista
(mnoZico S), dobimo 4 komponente. To pomeni, da graf ni zilav in iz izreka
vemo tudi, da ni Hamiltonov.

Zgled 3.5 (Slika[5). Petersenov graf zados¢a pogoju (2) za vse S # @, vendar
vseeno ni Hamiltonov. Petersenov graf je sledljiv, ¢e pa zbrisemo katerokoli
vozlis¢e, dobimo Hamiltonov graf. Petersenov graf.

Slika 5: Petersenov graf.

Izrek [3.2| torej ni zadosten pogoj za zagotavljanje Hamiltonovega cikla.

Definicija 3.6. Graf G, ki ni Hamiltonov, je pa Hamiltonov graf G — v za
vsako to¢ko v grafa G, imenujemo hipohamiltonov graf. Graf G, ki ni sledljiv,
je pa sledljiv graf G — v za vsako toc¢ko v grafa G, imenujemo hiposledljiv graf.

Ce iz hipohamiltonovega grafa zbriSemo eno vozlis¢e, dobimo podgraf s
samo eno komponento, ¢e pa zbriSemo mnoZico S, ki vsebuje vsaj 2 vozlisci,
pa dobimo najvet |S| — 1 komponent. Petersenov graf je primer vozli$¢no
tranzitivnega [6] hipohamiltonovega grafa.

27



HAMILTONOVI CIKLI

Slika 6: hiposledljiv graf

3.1.2  Zadosten pogoj

Izrek 3.7 (Dirac). Naj bo G enostaven graf z minimalno stopnjo 6, kjer je § > 5
in n > 3. Potem je G Hamiltonov.

Dokaz. Najbo G = (V,E) graf zn > 3in 6(G) > 4. Potem je G povezan,
sicer bi bila stopnja kateregakoli vozli¢a v najmanj$i komponenti C grafa G
manj kot |C| < 4.

Naj bo P = xq...x; najdaljSa pot v G. Z maksimiziranjem P leZijo vsi so-
sedje od xg in vsi sosedje od x na poti P. Zatorej je izmed vozlis¢ xp . .. xx_1
najmanj 5 sosednjih x; in izmed vozlis¢ x; ... x je najmanj 5 vozliS¢ x; takih,
da xox;;+1 € E. Po Dirichletovem nacelu obstaja vozlis¢e x;, ki ima obe ti
lastnosti, torej xox;+1 € E in x;x; € E za kakSen i < k.

o Tiv1 P
.1?.0/ P. B :l‘i.\? o /.r.k

—

Trdimo, da je C := xox;+1Pxrx;Pxo Hamiltonov cikel v G. Ker je G povezan,
bi v nasprotnem primeru C imel soseda v G — C, ki bi bil lahko zdruzen s
potjo od C v pot daljSo od P. O

Izrek [3.7je v [3] dokazan s pomo¢jo barvanja grafov. Lahko pa ga doka-
Zemo tudi s pomodgjo izreka 3.9, glej [2].

V naslednjem izreku ozna¢imo s x(G) najvedje Stevilo k, za katerega je
graf G k-povezan in z «(G) mo¢ najveje neodvisne mnozice v grafu G (za
definicijo k-povezan oz. mo¢ najve¢je neodvisne mnoZzice glej [7] oz. [8], za
dokaz izreka pa glej [5]).

Izrek 3.8 (Chvatal-Erdos). Naj bo G graf z vsaj tremi tockami z neodvisnim $tevi-
lom « in povezanostjo x, kjer &« < k. Potem je G Hamiltonov.
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Iz izreka pa izpeljemo izreka in

Izrek 3.9 (Ore). Naj bo G enostaven graf z n > 3. Ce je vsota poljubnih dveh
nesosednjih vozlis¢ najmanj n, potem je G Hamiltonov.

Izrek 3.10 (Nash-Williams). Naj bo G enostaven k-regularen graf z 2n + 1 vozli-
§¢i, kjer k > 2. Potem je G Hamiltonov.

Zgled 3.11. Uporabimo Diracov in Orejev izrek na spodnjem grafu.

1

3 4

Graf na sliki ima 5 vozlis¢. §(G) =2 < %, torej Diracovega izreka ne moremo
uporabiti, vendar pa za poljubni dve vozli§éi a in b velja deg(a) + deg(b) > 5,
torej je po Orejevem izreku graf Hamiltonov.

Diracov in Orejev pogoj sta le zadostna pogoja za to, da je graf Hamiltonov.
Ce torej noben od njiju ni izpolnjen, $e ne pomeni, da graf ni Hamiltonov.

3.2 NEHAMILTONOVI RAVNINSKI GRAFI

Tait [g]] je pokazal, da je problem $tirih barv ekvivalenten izjavi, da je vsak
3-povezan kubi¢ni ravninski graf 3-obarljiv. Mislil je, da je s tem dokazal
izrek Stirih barv, ker je verjel, da je vsak tak graf Hamiltonov in zato 3-
obarljiv. Tutte [10] pa je pokazal, da to ne drZi in sicer tako, da je skonstruiral
nehamiltonov 3-povezan kubi¢ni ravninski graf. Potem pa je Grinberg [11]
odkril preprost potreben pogoj, da so ravninski grafi Hamiltonovi.

Izrek 3.12 (Grinbergov izrek). Naj bo G ravninski graf s Hamiltonovim ciklom
C. Potem je

1

kjer je ¢! stevilo lic dolZine i v Int(C) in ¢! stevilo lic dolZine i v Ext(C).

(i —=2)(¢; — ¢/') =0, (3)
=1

Dokaz. Z E' oznat¢imo podmnozico E(G) \ E(C) vsebovano v Int(C) in mno-
zico m’ := |E'|. Potem je v C totno m’ + 1 lic (glej sliko [8} kjer je m’ = 3 in
vsa 4 lica imajo stopnjo 4).

Torej

Y gi=m'+1. (4)
i=1
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Vsak rob v E’ lezi na meji dveh lic v Int(C) in vsak rob od C lezi na meji
tocno enega lica v int(C). Torej

n
Y i =2m' +n. (5)
i=1
Z upostevanjem enacbe () lahko iz enacbe (5 izlo¢imo m’ in dobimo

n

Y (i—2)¢pi =n—2. (6)
i=1
Prav tako velja
n
Y (i=2)¢f =n—2. ?7)
i=1
Iz enatb (6) in (7) pa dobimo enacbo (3). O

Enacba (3) se imenuje Grinbergova identiteta. S pomogjo te identitete je
npr. preprosto pokazati, da Gribergov graf na sliki ni Hamiltonov.

Slika 7: Grinbergov graf

Predpostavimo, da je graf Hamiltonov. Opazimo, da ima graf lica dolZine 5,
8 in 9. Torej po grinbergovi identiteti (3) velja
3(¢5 — ¢5) +6(05 — ¢5) +7(¢5 — ) = 0. (8)
Sledi
7(¢o — ¢g) = 0 (mod 3). (9)

Ampak to ni mogoce, ker je vrednost na levi strani enacbe (g) lahko 7 ali -7,
odvisno od tega, ali edino lice stopnje 9 lezi v Int(C) ali Ext(C). Torej graf
ne more biti Hamiltonov.

Grinbergov graf je nehamiltonov 3-povezan po povezavah [12] kubi¢ni
ravninski graf. Po drugi strani pa je Tutte pokazal naslednji izrek:

Izrek 3.13 (Tutte). Vsak g4-povezan ravninski graf je Hamiltonoo.
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/A

Slika 8: Skica Grinbergerjeve identitete.

Pri uporabi Grinbergove identitete igrajo klju¢no vlogo enakosti dolZin lic.
Ta pristop ne zagotavlja primera dvodelnega nehamiltonovega 3-povezanega
kubi¢nega ravninskega grafa. Barnette je predpostavil, da takih grafov res
ni.

Hipoteza 3.14 (Barnette). Vsak 3-povezan kubicni ravninski dvodelen graf je Ha-
miltonoov.

Zgled 3.15. Najmanjsi nehamiltonov 3-povezan ravninski graf je Herschelov

graf na sliki

3.3 ZAKLJUCEK

Iskanje Hamiltonovega cikla je tezak problem, saj ne poznamo nobenega
preprostega pogoja, ki bi bil hkrati potreben in zadosten. Ce graf izpolnjuje
potrebne pogoje, Se ne pomeni, da je Hamiltonov. Primer je Petersenov
graf. Prav tako neizpolnjenost zadostnih pogojev ne pomeni, da graf ni
Hamiltonov.

Obstaja ve¢ primerov Hamiltonovega problema. Eden izmed njih je Pro-
blem trgovskega potnika, kjer Zeli trgovski potnik obiskati nekaj mest in se
na koncu vrniti v zafetno mesto, tako da bo vsako mesto obiskal natanko
enkrat in pri tem bil skupni strosek potovanja najmanjsi. V problemu PoZre-
$ni Sahovski konji¢cek nas zanima, ali lahko konji¢ek obis¢e vsako polje na
Sahovnici natanko enkrat in se pri tem vrne na zacetek.

Se vedno je odprto vprasanje, ali so Hamiltonovi fulereni. Preverjeno je Ze
za mnoge fulerenske grafe, Alred, Bau, Holton in McKay pa so pokazali, da
so vsi fulereni z najvec¢ 176 vozlis¢i Hamiltonovi [13].
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PRODUKTI GRAFOV

Ziga Povalej

Produkt dveh grafov je graf, katerega mnoZica tock je kartezi¢ni produkt
mnoZice tock faktorjev. Pravilo, ki dolo¢a povezave v produktnem grafu, pa
je mogoce izbrati na ve¢ nac¢inov. Obstaja dvajset razli¢nih asociativnih pro-
duktov. Ce pa upostevamo nekatere enostavne zveze med njimi, se izkaZze,
da jih je smiselno Studirati le pet: kartezi¢ni produkt, tenzorski produkt,
krepki produkt, leksikografski produkt in ekvivalen¢ni produkt. Mi bomo
obravnavali predvsem kartezi¢ni produkt, ogledali pa si bomo tudi tenzor-
ski, krepki in leksikografski produkt.

4.1 KARTEZICNI PRODUKT GRAFOV

Verjetno najenostavnejsi produkt grafov G in H je kartezicni produkt GOH.
Mnozica tock V(GOH) je definirana kot kartezi¢ni produkt to¢k grafov V(G) x
V(H), mnoZica povezav E(GOH) pa je mnozica vseh parov tock (u,v)(x,y),
za katere velja bodisi u = x in (v,y) € E(H) bodisi (4, x) € E(G) inv = y.

Slika 9: Kartezi¢na produkta P,OP; in C30Cs.
Preslikavi

p1: V(GoH) — V(G)
p1:(u,0)—u
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in
p2: V(GOH) — V(H)
p2:(u,0)— v

imenujemo projekciji. Za podmnozico S C V(GOH) definiramo p;(S) =
{pi(v);v € S} zai € {1,2}. Projekcije nam bodo prisle prav v dokazu
naslednje trditve.

Pred tem pa se spomnimo Se, da je graf G povezan, kadar med poljubnim
parom tock iz V(G) obstaja sprehod.

Trditev 4.1. Kartezicni produkt dveh grafov je povezan natanko tedaj, ko sta pove-
zana oba faktorja.

Dokaz. Naj bo GOH kartezi¢ni produkt dveh povezanih grafov, (u,v) in
(x,y) pa dve poljubni to¢ki iz GOH. Ker sta G in H povezana grafa, ob-
stajata poti uuy...ur_1x od u do x v grafu G in vv,...v_jyod v doy v
grafu H. Potem je

(1, 0) (uz,0) ... (u—1,0) (x,0) (x,02) ... (x,011) (%, y)

pot od (u,v) do (x,y) v GOH.

Sedaj pa predpostavimo, da je povezan graf GOH. Izberimo poljubne
totke u,x € G in v,y € H. Potem obstaja pot Q od (u,v) do (x,y) v grafu
GOH. Projekcija p1(Q) je torej sprehod od u do x v G, ki pa seveda vsebuje
tudi pot od u do x v grafu G. Podobno p»(Q) vsebuje pot od v do y v grafu
H. O

Definirajmo d(a, b) kot dolzino najkraj$e poti med tockama a in b v grafu
G.

Posledica 4.2. Naj bosta (u,v) in (x,y) poljubni tocki kartezicnega produkta
GOH. Potem velja

doon((w,0), (x,y)) = dg(u,x) +du(v,y).

Naj bo Q najkrajsa pot od (u,v) do (x,y) v GOH. Potem je p1(Q) najkrajsa pot
od u do x v G in je p2(Q) najkrajsa pot od v doy v H.

Dokaz. Po trditvi 4.1/ obstaja pot od (u,v) do (x,y) natanko takrat, ko obsta-
jata pot P, » od u do x v grafu G in pot P, od v do y v grafu H. Zaradi
konstrukcije teh dveh poti lahko sklepamo, da velja

deon((1,0), (x,y)) < do(u,x) +dnu(v,y).

Naj bo sedaj Q najkrajsa pot od (u,v) do (x,y) v grafu GOH. Vsaka
povezava poti Q se z eno od projekcij p; in p; preslika v tocko in z drugo
projecijo v povezavo. Sledi

dg(u,x) +dr(v,y) < |E(p1(Q))[+[E(p2(Q))| = |E(Q)| = deon((w,0), (x,y))-

O]
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Oglejmo si nekatere lastnosti kartezi¢nega produkta. OC¢itno je, da je
graf K; enota v tej operaciji, saj za vsak graf G velja Ki0G = G = GOK;.
Nadalje je preslikava ¢ : V(GOH) — V(HOG) definirana s predpisom
¢(u,v) = (v, u) izomorfizem med GOH in HOG. Torej je kartezi¢ni produkt
komutativen.

Trditev 4.3. Kartezicni produkt je asociativen.
Dokaz. Pokazati moramo, da je preslikava

P : V((G10G2)OGs) — V(G1O(G0Gs))
¥ (w1, u2),uz) — (u1, (42, u3))

izomorfizem grafa (G10G2)0G3 na G10(G0G3). Takoj vidimo, da je ¢
bijektivna preslikava. Dokazati je potrebno Se, da sta tocki u in v pove-
zani v (G10G,)0Gs natanko tedaj, ko sta totki (1) in ¢(v) povezani v
GO (Gz 0Gs ) .

Ce sta tocki u in v povezani, morata biti razli¢ni. Zato morata vsaj en par
(u;,v;), Kjer je i € {1,2,3}, sestavljati dva razli¢na elementa (u; # v;). Ce je
to res za natanko en par (uy, v;), potem je uv povezava natanko takrat, ko je
uxv; povezava v Gi. To pa pomeni, da sta takrat povezani tudi to¢ki ¢(u) in
¥ (0).

Ce pa sta dva ali so trije pari (u;,v;), kjer je i € {1,2,3}, sestavljeni iz
razli¢nih elementov, potem sta nepovezani tocki u in v pa tudi tocki ¢(u) in

¥ (0). =

Privzemimo sedaj, da so povezane komponente grafa G maksimalni pove-
zani podgrafi, ki so tudi enoli¢no doloceni. Potem re¢emo, da je G disjunktna
unija svojih komponent. Bolj natan¢no, disjunktna unija G; U G, dveh po to¢-
kah disjunktnih grafov G in G; je definirana z

V(G1 U Gz) = V(Gl) U V(Gz) in E(Gl U G2) = E(Gl) U E(Gg).

Sedaj lahko hitro vidimo, da je kartezi¢ni produkt levo in desno distribu-
tiven z disjunktno unijo:

G1D(G2 U G3) = G10G, UG1OG3 in (G1 U G2)DG3 = G10G3 U GrOGs.

4.1.1  Kartezicni produkt vec faktorjev

Ker je kartezi¢ni produkt grafov po trditvi asociativen, lahko pisemo
G = G1O0GO - - - OGy. Graf G je kartezicni produkt grafov Gy, Gy, . .., Gk, zanj
pa velja:

(i) V(G) = V(Gy) x V(Ga) x -+ - x V(Gy).

(ii) E(G) je mnozica parov (x,y) razlitnih to¢k grafa G, za katere obstaja
takindeks j € I = {1,2,...,k}, daje (x;,y;) € G; in velja x; = y; za vse
iel\{j}.
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Zav = (vq,v2,...,vx) definiramo p;(v) = v;. Preslikava p; je projekcija na
i-ti faktor grafa G, v; pa je i-ta koordinata tocke v.

Ocitno je, da je kartezi¢ni produkt G = G10G20 - - - OGy povezan natanko
tedaj, ko je povezan vsak izmed njegovih faktorjev. Tako lahko posledico
raz$irimo na vec faktorjev.

Lema 4.4. Najbo G = GiO0G,0 - - - OGy in u,v € V(G). Potem velja
k
de(u,v) =} de,(pi(u), pi(v)).
i=1

Opomba 4.5. Lema je razsiritev posledice 4.2 za kartezi¢ni produkt ve¢ fak-
torjev zato dokaza ne bomo posebej navajali.

4.2 KREPKI PRODUKT GRAFOV

Krepki produkt G X H grafov G in H je definiran kot kartezi¢ni produkt mno-
zic tock obeh faktorjev, dve razli¢ni to¢ki (#,v) in (x,y) iz GX H pa sta
povezani, ¢e velja

e u=xinovy € E(H); ali
e ux € E(G)inv=y;ali
e ux € E(G) invy € E(H).

Osnovni primer krepkega produkta je Ky = Ky X K. Tako vidimo, da ga
res najbolje opiSe ravno znak X. Bolj splosno pa velja tudi K, = Ky, W K.

Slika 10: Krepki produkt P, X Ps.

Krepki produkt ima enoto K; in je komutativen, asociativen ter distributi-
ven z operacijo disjunktne unije. Vse to bi lahko dokazali analogno kot pri
kartezi¢nem produktu.

Podobno kot pri kartezi¢nem produktu bi lahko definirali krepki produkt
vec faktorjev G = G1 K G, X - - - X Gy.. Seveda velja tudi, da je graf G povezan
natanko tedaj, ko je povezan vsak njegov faktor.

Lema 4.6. Najbo G = Gi X Gy X - - - X Gy, krepki produkt povezanih grafov. Potem
velja
dg(u,v) = gﬁé{dq(ui, v;).
Dokaz. Zaradi asociativnosti krepkega produkta je dovolj dokazati za k = 2.
Naj bosta u = (u1,u2) in v = (v1,v2) poljubni totki grafa Gy X G,. Defini-
rajmo Se a1a; . .. a; kot najkrajso pot od u; do vy v grafu Gy in byb, ... b; kot

36



4.3 LEKSIKOGRAFSKI PRODUKT GRAFOV

najkrajSo pot od u, do v, v grafu G,. Brez skode za splo$nost lahko pred-
postavimo, da velja I < k, Kjer je k = max{dg, (u1,v1),dg,(u2,v2)}. Potem
je

(a1,b1) ... (a5, by) (a1, by) - - . (a1, by) (ax, by)

pot od (u1,uz) do (v1,v2) v G; K Gy. Sledi

de,me, (11, u2), (v1,v2) < max{dg, (u1,v1),dg,(u2,v2)}.

Vzemimo sedaj P za najkrajso pot od (u1,u) do (v1,v2) v grafu G; X G,.
Potem se vsaka povezava iz poti P preslika v povezavo iz G; ali v povezavo
iz Gy z eno od projekcij p; ali po. Zato p1(P) vsebuje pot od u; do v; v
grafu G; in velja dg, (u1,v1) < |E(p1(P))| < |P|. Na enak nac¢in dobimo
dGz(uz, Uz) < |P| Sledi

max{dg, (u1,v1),dc,(u2,v2)} < |P| = dg,mc, (41, u2), (v1,02)).
Il

Povezave grafa G = G X Gy X - - - X Gy, ki se razlikujejo v natan¢no eni
koordinati, se imenujejo kartezicne povezave, ostale pa nekartezicne. Kartezi¢ne
povezave se ujemajo s povezavami iz GiO0---0G, C G X - - - X Gy.

4.3 LEKSIKOGRAFSKI PRODUKT GRAFOV

Leksikografski produkt G[H| grafov G in H je definiran na mnozici to¢k V(G[H]) =
V(G) x V(H), dve razli¢ni to¢ki (1, v) in (x,y) pa sta povezani, kadar velja

e ux € E(G); ali
e u=xinovy € E(H).

Leksikografski produkt bi lahko definirali tudi drugace. Vzamemo graf G
in vsako njegovo tocko razsirimo v graf H. Sedaj dve povezani kopiji grafa
H poveZemo Se z vsemi moZnimi vmesnimi povezavami.

Opazimo, da velja G[K,| = GX K, in da je produkt G[H]| netrivialnih gra-
fov povezan natanko tedaj, ko je povezan G. Zato velja G[H| 2 H|G], kadar
eden od faktorjev ni povezan, drugi pa je povezan in netrivialen. Leksiko-
grafski produkt ni nujno komutiven, tudi ¢e sta oba faktorja povezana. Za
primer si oglejmo P;[P;] in P3[P,] na sliki

Leksikografski produkt je asociativen in ima enoto Kj. V splosnem velja
le desno-distributivnostni zakon z disjunktno unijo

(AUB)[C] = A[C] UBIC].

Vzemimo komplement grafov in dobimo

(G[H]) = G[H].

Ker velja G = G, sledi

G[H] = (G[H]).
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Slika 11: Leksikografska produkta P,[P3] in P3[Ps].

Spoj G + H grafov G in H je definiran kot

G+ H=(GUH).

Tako iz desno-distributivnostnega zakona za disjunktno unijo dobimo desno-
distributivnostni zakon za spoj

(A+ B)[C] = A[C] + B[C].
V posebnem obstaja tudi levo-distributivnostni zakon
Ky[A + B] = Ky[A] + Ky [B].

Za popolnoma nepovezane grafe D,, = CK,, dobimo Se en levo-distributivnostni
zakon
D,[AUB| = D,[A]UDy|B].

Ceprav v splognem leksikografski produkt ni komutativen, pa velja G[H] =
H[G], ¢e sta G in H oba polna grafa ali pa oba popolnoma nepovezana.

Trditev 4.7. Naj bo G graf in n > 2. Potem velja
(i) G[Ky] = K, [G] natanko tedaj, ko je G poln graf in
(ii) G[Dy] = Dy[G]| natanko tedaj, ko je G popolnoma nepovezan.
Dokaz. Najprej dokazimo tocko (ii). Vemo Zze, da velja G[D,| = D,[G], ¢e
graf G nima povezav. Predpostavimo G[D,| = D,[G]. Otitno velja
|E(G)| - n* = |E(G[Du])| = [E(Da[G])| = n - |E(G)].
Sledi torej |E(G)|- (n> —n) =0. Zan > 2je to mozno le, kadar je |[E(G)| = 0.

Za dokaz (i) se spomnimo na enakost G[H| = G[H]. Ker grafa G in K,
komutirata natanko takrat, ko komutirata grafa GinD, =K,. Zan >2to
velja natanko tedaj, kadar G nima povezav, oziroma natanko tedaj, kadar je
G poln graf. O

Zaradi asociativnosti dva grafa komutirata, ¢e sta oba (leksikografski) po-
tenci istega grafa. Zato ta dva grafa G in H komutirata v naslednjih primerih,
ki pa so tudi edini:

1. Grafa G in H sta polna grafa.
2. Grafa G in H sta popolnoma nepovezana grafa.

3. Obstaja graf K in taki naravni Stevili n in m, da velja G = K" in H = K™
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4.4 TENZORSKI PRODUKT
Tenzorski produkt G x H grafov G in H definira mnozica tock V(G x H) =
V(G) x V(H), dve razli¢ni to¢ki (u,v) in (x,y) iz G x H pa sta povezani,

e velja ux € E(G) in vy € E(H). Imenujemo ga tudi kategori¢ni, direktni,
kardinalni ali Kroneckerjev produkt. Opazimo, da je unija povezav kartezic-

Slika 12: Tenzorski produkt P, x Ps.

nega in tenzorskega produkta ravno mnoZica povezav krepkega produkta.
Poglejmo si primer na sliki[13] Hitro se da ugotoviti, da ima tenzorski pro-

N

Slika 13: Krepki produkt je sestavljen iz kartezitnega in tenzorskega
produkta.

dukt K; kot enoto, je komutativen, asociativen ter distributiven z disjunktno
unijo. Navedli bi e dve lastnosti tenzorske produkta, vendar ju ne bomo
dokazovali.

Trditev 4.8. Naj bosta G in H dvodelna grafa. Potem je tudi njun tenzorski produkt
G X H dvodelen graf.

Trditev 4.9. Tenzorski produkt G x H grafov G in H je povezan natanko tedaj, ko
sta povezana grafa G in H in vsaj eden od njiju ni dvodelen.

Protiprimer trditvi[4.9|bi bil graf P, x P, saj sta grafa P, in P3 dvodelna in
povezana, graf P, X P; pa ni povezan.
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OSNOVNO O HIPERKOCKAH

Jernej Azarija

5.1 UVOD

Hiperkocke so v zadnjih letih deleZne veliko pozornosti. Njihova uporaba
je namrec tesno povezana s tehnologijo paralelnega rac¢unalnistva [1]. Prin-
cip vecprocesorskih sistemov namre¢ deluje na ideji [6], da se dan problem
razdeli na manjSe, samostojne podprobleme. Dane podprobleme se razdeli
med procesorje, ki so odgovorni za reSevanje manjsih, poenostavljenih pro-
blemov. ZaZeljeno je, da je ¢asovna potrata pri komunikaciji med procesorji
¢immanjsa. Pri tem nam pride v veliko korist struktura hiperkocke, saj nam
njihova visoka povezanost in majhen premer omogocata, da zminimalizi-
ramo ¢as potreben za komunikacijo med procesorskimi enotami. Hkrati je
zelo pomemben faktor, da ostane mreza povezana tudi pri izgubi dolo¢enih
povezav/vozlis¢. Vet o tem, si lahko zainteresiran bralec prebere v [7].

Hiperkocke pa imajo Se eno zanimivo lastnost. V teoriji kodiranja, bolj
specifi¢no, v veji, ki se ukvarja z odpravljanjem napak (te ponavadi nastanejo
pri prenosu podatkov), so zelo uporabne Grayeve kode. Grayeva koda reda
n ni ni¢ drugega kot urejeno zaporedje vseh 2" binarnih vektorjev tako da se
dva zaporedna ¢lena v zaporedju razlikujeta v najve¢ 1 komponenti. Primer
za n = 2 bi torej bil 01, 00, 10, 11. Kot bomo videli so Grayeve kode tesno
povezano z definicijo hiperkocke. IskaZe se, da vsaka Grayeva koda reda n
(n > 2) ustreza hamiltonskemu ciklu hiperkocke Q,,.

V dani seminarski si bomo ogledali nekaj najbolj znanih rezultatov in la-
stnosti pozezanih z omenjenimi grafi.

DEFINICIJA. Graf hiperkocke Q, (v nadaljevanju hiperkocka) je regularen
graf na 2" tockah. Tocke hiperkocke si lahko predstavljamo kot binarne vek-
torje dolZine n, kjer sta dva vektorja povezana natako tedaj, ko se razlikujeta
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le v eni koordinati. Formalno definiramo mnozZico to¢k kot V(Q,) = {0,1}"
povezav E(Q,) = {uv;|6(u,v)| = 1} Kjer 6(u,v) definiramo kot

O(u,v) =4{i€{0,...,n};u; #v;}.

Manj formalno bi lahko rekli, da predstavlja 6 (1, v) mnozi¢o vseh koordinat
v katerih se tocki u, v razlikujeta.

Ker ima v Q, poljubna to¢ka v natanko n sosed velja po Lemi o rokovanju,
da je stevilo povezav Q, enako 2"~ ! n.

Komplement tocke v bomo oznacili z 7 in z njim predstavili tocko, kjer so
vse komponente tocke v invertirane (enice spremenimo v nicle in obratno).
Lahko se je prepricati, da v hiperkocki Q, velja d(v,7) = n. V literaturi se
za par v, 0 pogostokrat uporablja izraz antipodalni tocki.

KONSTRUKCIJA. Induktivno lahko hiperkocko Q1 konstruiramo tako,
da vzamemo dve hiperkocki QY in Q} ter poveZzemo istolezne totke kot
prikazano na spodnjem primeru za Qj.

V nadaljevanju, se bomo na hiperkocki QY in Q} sklicevali kot na "levo"
in "desno"
podhiperkocko hiperkocke Q,1. OC¢itno je, da tvorijo novo ustvarjene po-
vezave popolno prirejanje. Navedene povezave imenujemo tudi (n + 1)-ta
dimenzija hiperkocke.

5.2 LASTNOSTI

V naslednjem razdelku bodo predstavljene nekatere osvnovne lastnosti hi-
perkock. Pri dokazovanju si bomo v veliki meri pomagali z indukcijo, saj
nam rekurzivna struktura hiperkock omogoca razbijanje hiperkocke na dve
manjsi hiperkocki, kjer si potem lahko pomagamo z indukcijsko predpo-
stavko.

POVEZANOST. V uvodu je bilo omenjeno, da je prednost hiperkock pred
drugimi mreZnimi topologijami v tem, da je hiperkocka zelo povezan graf.
Spodnja trditev dokazuje navedeno dejstvo.

Trditev 5.1. Hiperkocka Q,, (n > 2) je po tockah n-povezan graf.

Dokaz. V kolikor odstranimo vseh n sosed poljubne tocke, razpade hiper-
kocka na dve komponenti. Dovolj je torej pokazati, da pri odstranitvi manj-
Sega Stevila tock, ostaja graf povezan.
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Pomagali si bomo z indukcijo. Trditev je o¢itno resni¢na za n = 2. Pred-
postavimo torej da je trditev resni¢na za vse hiperkocke Qi (k < n) in obrav-
navajmo hiperkocko Q,11. Ker je hiperkocka Q1 konstruirana iz dveh
manjsih hiperkock QY, Q! je Q41 otitno vsaj n povezana.

V kolikor odstranimo iz Q.11 n tock in pri tem odstranimo tako tocke iz
QY kot tudi tocke iz Q}, ostane graf, po indukcijski predpostavki povezan.
Potrebno se je le e prepricati, da pri odstranitvi n tock iz poljubne leve ali
desne hiperkocke ostaja graf povezan.

Odstranimo torej n to¢k iz leve hiperkocke QY. PokaZimo, da je iz preo-
stalih to¢k QY mot najti ustrezno pot do poljubne tocke grafa. Naj bodo u, v
poljubni dve izmed preostalih tock QY. O¢itno je mogoce najti pot od u do
poljubne tote Q. saj je u povezana z komplementarno to¢ko u’ € Q} in je
Q! povezan graf. Da bi torej nasli pot med u, v je torej dovolj poiskati pot
od u do komplementarne totke v , v’. Po zgornjem premisleku je to o&itno
mogoce.

O

Zgornjo trditev lahko interpretiramo tudi tako, da povezanost izrazimo
kot funkcijo tevila to¢k in sicer k(Q,) = log,(|V(Qu)])-

DVODELNOST. Dvodelnost hiperkocke nam v veliki meri pomaga pri ka-
rakterizaciji hamitlonskih poti in ciklov. Kot bomo namrec¢ pokazali, je med
poljubnim parom razli¢no obarvanih tock hiperkocke Q, mo¢ najti hamitlon-
sko pot. To pa ne velja za enako obarvani tocki saj je Q, balansiran dvodelen
graf, kar tudi dokazuje spodnja trditev.

Trditev 5.2. Hiperkocka Q,, (n > 1) je dvodelen graf.

Dokaz. Naj bo s(v) vsota komponent z vrednostjo 1 v vektorskem zapisu
totke v. Definiramo barvanje ¢ : V(Q,) — {0,1} s predpisom c(v) :=
s(v) (mod 2). O¢itno je ¢ 2-barvanje grafa Q,. Pokazimo $e, da imata dve
poljubni sosednji to¢ki u,v € V(Q,) razli¢ni barvi. Ker sta u, v sosednji, se
razlikujeta v natanko 1 komponenti. Ce ima v sodo mnogo enic ima u liho
mnogo, in obratno. Sledi, da s(v) —s(u) =1 (mod 2).

O

Opomba. Zgoraj definirano barvanje oéitno pobarva 2"~! totk z barvo 0
ter 2! totk z barvo 1, kar posledi¢no dokazuje, da je Q, res balansiran
dvodelen graf.

POPOLNA PRIREJANJA. Kot bomo videli v nadaljevanju, so popolna pri-
rejanja v hiperkockah zelo zanimiva tematika. V splosnem, pravimo, da je
mnoZica povezav M grafa G prirejanje, v kolikor so povezave iz M paroma
nesosednje. To pomeni, da poljubni dve povezavi prirejanja, nimata skupne
tocke. Da bi bilo M popolno prirejanje, mora zadostiti e dodatnemu pogoju,
da se vse tocke grafa G pojavijo v eni izmed povezav prirejanja M.
Naslednja trditev vspostavlja spodnjo mejo Stevila popolnih prirejanj v

Qn.
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Trditev 5.3. Hiperkocka Q, (n > 2) ima vsaj 22" razlicnih popolnih prirejan;.

Dokaz. Q> ima natanko dve popolni prirejan;ji, kar ustreza trditvi. Predpo-
stavimo torej da za k < n trditev velja, in poglejmo hiperkocko Q1. V levi
in desni podhiperkocki hiperkocke Q41 najdemo po 22" popolnih prire-
janj. Poljubno popolno prirejanje leve ter poljubno popolno prirejanje desne
hiperkocke lahko zdruzimo v popolno prirejanje Q,1. To lahko naredimo
na 22}172 % 227172 _ 22}171

nacinov. Trditev je zdaj dokazana. O

Opomba. Pri zgornjem dokazu smo popolnoma ignorirali povezave (1 + 1)-
te dimenzije dimenzije, ki Ze same po sebi tvorijo popolno prirejanje. Spo-
dnja meja Stevila popolnih prirejanj je torej slab pribliZek.

AVTOMORFIZMI. V slede¢em razdelku bomo obravnavali pojem avtomor-
fizma v hiperkockah. Spomnimo se, bijektivna preslikava

f:V(G) — V(G2)
je izomorfizem v kolikor
uv € E(Gy) < f(u)f(v) € E(Gy),

za vsak par tock u in v. V kolikor velja Se G; = G, potem pravimo, da je
f avtomorfizem. 1z zgornjih dveh definicij izomorfizma takoj sledi, da je f
avtomorfizem hiperkocke Q, ko:

6(u,0)| =1 & |6(f(0), f(u))] = 1.

Slednjo reformulacijo lahko s pridom uporabimo pri analizi izomorfizmov.
Poglejmo si, kako poljuben izomorfizem f deluje na dani tocki hiperkocke.
Zaradi preprostosti se omejimo na to¢ko o = (0,0,...,0). Privzemimo prvo
da f(0) = 0. Iz zgornje reformulacije izomorfizma je jasno, da se mora
Stevilo enic v zapisu preostalih tock ohraniti.

V kolikor zamenjujemo komponente vektorskega zapisa poljubne tocke
v=(v1,02,...,0n), potem moramo isto zamenjavo izvesti tudi na vseh osta-
lih to¢kah. Zaklju¢imo torej lahko, da se pri permutiranju komponent vek-
torskega zapisa podanih tock, relacija sosednjosti ohranja. Obravnavajmo
zdaj primer ko f(0) = k # 0. Vzemimo, da f ni izomorfizem Qp (izomorfi-
zem je tedaj trivialen) in si poglejmo poljubno sosedo tocke 0, npr. v. Hitro
se, da videti, da v kolikor f(v) = v @ k potem [6(k,v ® k)| = |6(0,v)| = 1.
Hkrati je tudi jasno, da za d # k |6(k,v®d)| = |6(0,v)| ne velja. Zgornji
premislek lahko zdaj strnemo v spodnjo trditev:

Posledica 5.4. Naj bo f avtomorfizem hiperkocke Q,.. Potem je f enoli¢no dolocen
s parom (7, T), kjer je T : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} poljubna permutacija
komponent tocke v vektorskem zapisu ter T € {0,...,2" —1} poljubno Stevilo v
danem intervalu. Tedaj lahko f zapisemo kot

fo)=mn(v)®T.
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V zgornjem zapisu z izrazom 71(v) mislimo na permutacijo, ki deluje na
vektorskih komponentah dane tocke, za T pa se uporablja izraz translacija.
Velja f(0) = .

Posledica 5.5. Hiperkocka Q, ima 2" * n! avtomorfizmov.

VPETA DREVESA. V naslednji trditvi bomo dokazali lastnost povezano z
vpetimi drevesi v hiperkockah. Graf T je drevo v kolikor je povezan, in ne
vsebuje ciklov. Pravimo, da je T wvpeto drevo grafa G v kolikor je T drevo na
|V(G)| totkah in povezavami iz E(G). Jasno je, da je T podgraf grafa G ter,
da ima vsak povezan graf vsaj eno vpeto drevo. Dokaz ki sledi je lep primer
uporabe Dirchletovega nacela.

Trditev 5.6. Naj bo Q,, (n > 2) hiperkocka in T vpeto drevo v hiperkocki. Potem
obstaja povezava e € E(Q,) \ E(T), tako da vsebuje T + e cikel dolZine vsaj 2n.

Dokaz. Naj bo T drevo, ki ustreza predpostavki. Naj bo v poljubna tocka
hiperkocke in 7 njen komplement. Ocitno obstaja natanko ena vv pot v
danem vpetem drevesu. Usmerimo zacetno povezavo vo-poti proti ©. Pono-
vimo postopek za vse tocke. Ker je Stevilo povezav v drevesu za ena manjse
od Stevila tock, je jasno, da bo ena povezava deleZzna dveh usmeritev. Naj
bo to povezava uv. OCitno gre uu-pot skozi v in vv-pot skozi u. DolZina
posamezne poti je vsaj n — 1 saj je razdalja med poljubno tocko in njenim
komplementom n. OC¢itno je tudi, da sta tocki u ter v povezani. Iz danih
dejstev lahko konstruiramo cikel

uPv U vPu U {uv,uv}

dolZine 2n kar dokazuje trditev.
O

HAMILTONOST. Pri dokazovanju hamiltonosti, je uporabljen dokaz s kon-
strukcijo. Pri tem je skonstruiran cikel taksen, da pre¢ka natanko dve pove-
zavi n-te dimenzije. To pa nikakor ne pomeni, da so v Q, vsi hamiltonski
cikli taksne oblike. Da se namre¢ poiskati tudi taksne vpete cikle, ki precakjo
poljubne povezave danih dimeznij veckrat.

Trditev 5.7. Hiperkocka Q,, (n > 2) je hamiltonski graf.

Dokaz. Indukcija po n. Qy = C4 je ocitno hamiltonski graf, zato trditev velja
za n = 2. Predpostavimo,da za k < n sklep velja in pogledajmo hiperkocko
Qn+1- Naj bo QY leva hiperkocka kot opisano v razdelku Po indukcijski
predostavki vsebuje QY hamiltonski cikel, naj bo to C°. Podobno vzamemo
hamiltonski cikel C! v desni hiperkocki Q}, pri tem pazimo le na to, da je
izbrani hamiltonski cikel istega tipa kot C° (tj. zrcalna "kopija"). Naj bosta
u,v € V(C°) sosedniji to¢ki cikla C°. Po konstrukciji, obstajata sosednji tocki
o', u’ € V(C') tako da u'u,v'v € E(Qy41). Lahko se je prepricati, da je

C'—uo+C'— v +v'u+vv
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O]

HAMILTONSKA POT. Dokaz je analogen zgornjemu dokazu hamitonskega
cikla. Bistvena razlika je le v tem, da v Q, obstaja vpeta pot samo med raz-
li¢cno obarvanima to¢kama.

Trditev 5.8. Naj bosta u, v razli¢no obarvani tocki hiperkocke Q, (n > 1) potem
obstaja hamiltonska pot med u in v.

Dokaz. Postopamo podobno kot pri dokazu trditve Sklep ocitno velja za
n = 1 zato predpostavimo, da sklep velja in pogledamo hiperkocko Q1.
Naj bodo u, v tocki, ki ustrezata predpostavki, Q(,)l, Q,l1 ustrezni levi/desni
hiperkocki tako, da v € QJ in u € QL. V QY izberemo totko ustrezne barve
v’. Otitno obstaja hamiltonska pot vPv’. Hkrati obstaja tocka u' € Q) ,
da velja v'u’ € E(Qyu41). Prav tako (po indukcijski predpostavki) obstaja

hamiltonska pot u’ Pu v Q. Konstruirana pot

uPu' U u'v UV Po
je ocitno ustrezna hamiltonska pot v Q1. O

Trditev 5.9. Naj bo Q, (n > 3) hiperkocka, ter u,v poljubni, razlicno obarvani
tocki. Velja, da je Qn — {u, v} hamiltonski.

Dokaz. Lahko se je prepricati, da sklep velja za n = 3. Privzemimo torej, da
sklep velja za Qi , k < n in gledamo hiperkocko Q1.
Naj bo u ¢rna tocka in v bela. Locili bomo dva primera:

Primer 1: 1, v nekomplementarni tocki. Ker sta u, v nekomplementarni tocki
lahko razdelimo hiperkocko Q,1 na ustrezno levo QY desno Q! podhiper-
kocko tako da u,v € QY.Po indukcijiski predpostavki obstaja v QY hamil-
tonski cikel. Prav tako, po trditvi velja, da obstaja v Q} hamiltonski
cikel. Zdaj lahko ustrezen hamiltonski cikel hiperkocke Q, 1 konstruiramo
podobno kot v dokazu trditve

Primer 2: u,v komplementarni tocki. V tem primeru, hiperkocke Q, 1 ni
mogoce razbiti na levo, desno podhiperkocko in pri tem dobiti toc¢ki u,v v
ali levi ali desni hiperkocki. Mislimo si, da to¢k u#, v nismo Se odstranili ter
vzemimo levo, desno podhiperkocko QY, Q} ter u € Q%, v € QL. Naj bo
u' € QY poljubna, ¢rna totka. Oznadimo z o' € Q) ustrezno ¢rno tocko u'.
Po trditvi |5.2| obstaja v QY hamiltonska pot u Pu’ prav tako obstaja v Q) ha-
miltonska pot v P v’ istega tipa. Naj bo % sosednja totka tocke u v navedeni
hamiltonski poti ter 7 njena komplementarna tocka. Skonstruiran cikel:

(uPu' —{u} UoPv' —{v})+ {uo,u'v'}

se izogne u, v kar posledi¢no potrjuje, da je Q,+1 — #, v hamiltonski.
O
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STEVILO NEIZOMORFNIH HAMILTONSKIH CIKLOV. Po izreku, da je hi-
perkocka Q, (n > 2) hamiltonski graf, se zaradi lepe rekurzivne strukture
omenjenga grafa, poraja vprasanje ali je mogoce za dano hiperkocko Q, na
lahek nacin presSteti vse razlicne (neizomorfne) hamiltonske cikle. Problem
sam po sebi ni lahek. Odgovor na vprasanje "koliko hamiltonskih ciklov vse-
buje hiperkocka Q,?" bi namrec¢ odgovoril tudi na vprasanje "koliko cikli¢nih
Grayjevih kod reda n obstaja?". Slednje vprasanje pa je bilo uporabljeno, pri
razvoju spodnjega algoritma. Algoritem se zanaSa na spodaj navedeni lemi,
katerih dokaz je ociten.

Lema 5.10. Naj bo G,, ciklicna Grayeva koda reda n, (n > 2). Potem, zaporedje, ki
ga tvori G, predstavlja hamiltonski cikel hiperkocke Q.

Lema 5.11. Naj bo Q,, hiperkocka in v € V(Qy,). Potem, so sosede v
N(v) = {U@Zi;i €{0,1,...,n— 1}}

kjer predstavlja simbol @ ekskluziven ali.

Omenjen algoritem (predstavljena je implementacija v programskem je-
ziku C) presteje vse moZne ciklicne grayeve kode. Pri tem se je potrebno
zavedati, da vse cikli¢ne kode reda n predstavljajo usmernejne hamiltonske
cikle hiperkocke in je posledi¢no ustreznih hamiltonskih ciklov za polovico
manj.

#include <stdio.h>

typedef unsigned long long ul;
#define BH(x,y) (x"(1ULL<<y))

ul gnum(ul ¢, ul cds, unsigned n) {

unsigned i;
ul rez = o;

if (cds == 1 && (¢ & (c—1)) == 0)
return 1;

for (i =0 ; i <n; i+4)
if ( (1ULL<<BH(c,i) & cds ))
rez += gnum(BH(c,i), cds & ~(1ULL<<BH(c,i)), n);

return rez;

}

int main(void) {

unsigned i;

for (i =1 ; i <=6 ; i++)
printf ("Q_%u\t %1llu\n",i,gnum(o,(1ULL<<(1<<i))—1,1)/2);

return o;

}
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Kljub temu, da je koda zelo optimizirana, se izkaZe, da je za racunanje
Stevila hamiltonskih ciklov Qs precej poc¢asna (za rezultate v spodnji tabeli,
je program potreboval 2 dni). Dejstvo, da je odgovor na vprasanje zelo tezak
problem potrjuje tudi podatek, da so do danes znane samo vrednosti za
hiperkocke do vklju¢no Qs. Navedene vrednosti so zbrane v spodnji tabeli.
Ocenjuje se, da se vrednost za Qs giblje okoli §tevila 7 x 1022 [8]

n | Stevilo razli¢nih hamiltonskih ciklov Q,
2 |1

316

4 | 1344

5 | 996545760

BIPANICIKLICNOST. Pred omembo trditve, je dobro, da si pogledamo de-
finicijo bipanicikli¢tnosti. Graf G na |V(G)| = 2k tockah je bipaniciklicen v
kolikor vsebuje cikle dolzin 4,6, .. ., 2k.

Spodnja trditev vspostavlja omenjeno lastnost za hiperkocke.

Trditev 5.12. Hiperkocka Q,, (n > 2) je bipaniciklicen graf.

Dokaz. Vzemimo hiperkocko Q, (n > 2) in jo razrezimo na levo/desno
podhiperkocko Q° in Q. Po trditvi obstaja v Q" hamiltonska pot Py =
V1,02, ...,0m-1. Podobno ozna¢imo z Py = uj,uy,..., Uy identi¢no kopijo
hamiltonske poti v Q. Cikel Zeljene dolZine 2k lahko konsturiramo tako, da
vzamemo 01,0y, ...,V odsek poti Py ter ustrezen uj, uy, ..., u; odsek poti P
in ju poveZemo prek povezav vy, Uxly.

O

5.3 POPOLNA PRIREJANJA IN HAMILTONOST - DOMNEVA KREWERASA

V tem razdelku bomo predstavili dokaz Jiri Finka [2] katerega posledica
je, da se da vsako popolno prirejanje hiperkocke Q, (n > 2) razsiriti do
hamiltonskega cikla. Pred dokazom navedenega izreka, si bomo pogledali
lemo, ki je klju¢na za dokaz trditve.

Lema 5.13. Naj bo Kq, poln graf na 2" tockah in P neko prirejanje, ki ni popolno.
Potem, obstaja popolno prirejanje R hiperkocke Qy,, tako, da je RN P = @ in vsaka
komponenta P U R pot.

Dokaz. Ker za n = 2 sklep velja, predpostavimo, da za poljubno hiperkocko
Qk, 2 < k < n—1 sklep velja in dokazujemo za Q,. Ker po predpostavki
P ni popolno prirejanje, obstajata neprirejeni tocki ug, ;. Razdelimo hiper-
kocko na levo in desno podhiperkocko QY Q! tako, da u; € Q' i € {0,1}.
Definiramo K’ := K ter P! := PNK' i € {0,1}. Po indukcijski predpo-
stavki obstaja popolno prirejanje R° hiperkocke Q" tako da R° N PY = @ in
je vsaka komponenta R? U P pot. Da bi lahko v Q! nal."li ustrezno popolno
prirejanje, moramo ignorirati povezave, katerih izbira bi ustvarila cikel. De-
finiramo mnoL.lico S, ki vsebuje povezave iz K!. Povezava ¢ = xyje v S
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natanko tedaj, ko obstajata tocki x’,y’ v QU, tako da sta povezavi xx’ in yy’
del prirejanja P ter obstaja pot x' Py’ v P° U RC.

Po definiciji je o¢itno, da je S prirejanje v K! od koder sledi, da je tudi S U
P! prirejanje, ki pa ni popolno, saj ostaja tocka 11 neprirejena. Po indukcijski
pedpostavki obstaja popolno prirejanje R! hiperkocke Q!, da je R' N (SU
P') = @ in je vsaka komponenta R' U P1 U S! pot. Potrebno je le L."e pokazati,
da so vse komponente R U R! U P poti. Predpostavimo, da je C cikel v R® U
R'U P. O¢titno ima C povezave tako v K kot K!. Vsako pot oblike xx’ - - - yy/,
x,y € V(QY), ¥,y € V(Q!) (Kjer je x---y pot v P® U RY), lahko skré¢imo
prek povezave xy € S. Posledi¢no lahko konstruiramo cikel v Rt U Pt U S,
kar je v protislovju z izbiro S. Dokaz zdaj sledi iz dejstva, da so vse tocke v
RYU R U P stopnje 1 ali 2. O

Krewerasova domneva je zdaj neposredna posledica leme.

Trditev 5.14. Naj bo poljubno popolno prirejanje Ko, (n > 2). Potem obstaja
popolno prirejanje R, hiperkocke Q,, tako da je P U R hamiltonski cikel v Qg.

Dokaz. Naj P ustreza predpostavki in naj bo e = xy e € P. Potem, obstaja
za prirejanje P’ := P\ {e} ustrezno popolno prirejanje R Q, ki ustreza po-
sledicam v lemi. Ce e € R potem ima vsaka tocka grafa predstavljenega
s tockami (P’ UR) \ e) sodo stopnjo, kar je v protislovju z dejstvom, da je
vsaka komponenta P U R pot. Posledi¢no e ¢ R. Ni se tesko prepricati, da
je P’ U R hamiltonska pot od x do y od koder sledi, da je P U R hamiltonski
cikel Q. O

Dokaz zgornje trditve odpira nova vprasanja in sicer - Ali se da vsako, ne
nujno popolno prirejanje M razsiriti do hamiltonskega cikla ustrezne hiper-
kocke?
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PROBLEM SIRIH BARV

Blaz Rugelj

6.1 UVOD

Problem stirih barv izvira iz leta 1852, ko je Francis Guthrie postavil do-
mnevo, da lahko poljuben zemljevid pobarvamo s $tirimi barvami tako, da
sta poljubni obmogji s skupnim robom pobarvani z razli¢nimi barvami. Pro-
blem lahko prevedemo v jezik teorije grafov tako, da namesto zemljevida
obravnavamo graf, kjer meje med obmogji predstavljajo povezave grafa, do-
dati pa moramo toliko tock, da se povezave lahko sekajo le v njih. Ta graf je
torej ravninski.

Domneva, da lahko poljuben zemljevid pobarvamo na zgoraj omenjen na-
¢in s Stirimi barvami je torej ekvivalentna domnevi, da ima poljuben dualni
graf kromati¢no stevilo x < 4. Dualni graf je vedno ravninski, torej je dovol;
dokazati, da velja x < 4 za vse ravninske grafe. Velja pa tudi, da dualni graf
ni nujno enostaven. Z vidika nasega problema pa so veckratne povezave
med oglis¢i nepomembne, zato lahko obravnavamo zgolj enostavne grafe.

Poleg tega za dokaz Guthriejeve domneve ni potrebno analizirati vseh rav-
ninskih grafov, pa¢ pa je dovolj pogledati zgolj triangulacije, to so ravninski
grafi, ki imajo samo lica dolzine 3. Razlog za to leZi v dejstvu, da lahko
poljuben enostaven ravninski graf na vsaj 3 to¢kah dopolnimo do triangu-
alacije z dodajanjem povezav. Ce bomo torej oglis¢a na ta na¢in dobljene
triangulacije lahko pobarvali s 4 barvami, bo to barvanje ustrezno tudi za
osnoven graf, saj se nam z odstranjevanjem povezav samo zmanjSuje Stevilo
omejitev pri naSem barvanju. Grafi z manj kot 3 to¢kami pa so ocitno tudi
4-obarvljivi.

6.2 PROBLEM PETIH BARV

Precej preprost in lahko razumljiv dokaz je leta 1879 objavil Alfred Kempe v
[8], vendar je 11 let kasneje Percy John Heawood v dokazu odkril napako in

51



PROBLEM SIRIH BARV

ugotovil, da s Kempejevim pristopom lahko dokaze izrek petih barv [5], ki
trdi, da poljuben zemljevid lahko pobarvamo s 5 ali manj barvami. Ceprav
je ta izrek precej Sibkejsi, je njegov dokaz smiselno predstaviti, saj je osnovna
ideja precej podobna kot pri dokazu izreka stirih barv.

V obeh primerih dokazujemo s protislovjem, in sicer predpostavimo, da
obstajajo ravninski grafi, ki se jih ne da pobarvati s 4 oziroma 5 barvami.
Med vsemi temi grafi se osredoto¢imo zgolj na tiste, ki imajo najmanjse
Stevilo tock, recimo jim minimalni protiprimeri. Zanje mora veljati, da ce
odstranimo poljubno to¢ko, jih lahko pobarvamo s 4 ali 5 barvami. Ce bomo
torej dokazali, da ne obstaja minimalni protiprimer, bomo s tem tudi do-
kazali na$ izrek. Preden pa se lotimo dokazovanje izreka petih barv pa si
poglejmo Se lemo, ki jo bomo za to potrebovali.

Lema 6.1. Vsaka triangulacija ima vsaj eno tocko, ki ima stopnjo manjso od 6.

Dokaz. Spomnimo se najprej na pomemben rezultat za ravninske grafe, in
sicer na Eulerjevo formulo, ki pravi da za ravninski graf G velja enakost

n—e+f=2,

Kjer je n stevilo tock, e Stevilo povezav, f pa stevilo lic grafa G. Ker za trian-
gulacije velja, da ima poljubno lice dolZino 3, vsaka povezava pa poteka med
2 licema, zanje velja tudi 2¢ = 3f. Ce vstavimo zadnjo enakost v Eulerjevo
formulo in nekoliko preuredimo, dobimo

e =23n—6.

S pomocjo zgornje enakosti lahko dokaZemo, da ima vsaka triangulacija vsaj
eno toc¢ko, ki ima stopnjo manjso od 6. Dokazujmo s protisloviem. Recimo,
da imajo vse tocke v neki triangulaciji stopnjo vecjo od 6. Torej velja

6n< Y d(v)=2=6n-12.
veV(T)

S tem smo prisli do protislovja in dokazali naso trditev. O
Izrek 6.2. Vsaka triangulacija je 5-obarvljiva.

Dokaz. Dokazujemo s protisloviem. Naj bo T taka triangulacija na najmanj-
Sem $tevilu tock, ki je ne moremo ustrezno pobarvati s 5 barvami in naj bo
v tocka z najmanjSo stopnjo v tej triangulaciji. Na grafu T — v izvedemo
barvanje s 5 barvami, kar nam omogoca predpostavka.

Ce so sosedi totke v pobarvani z manj kot 5 razli¢nimi barvami, lahko
za v uporabimo eno izmed manjkajoc¢ih barv, torej T ni bil res minimalni
protiprimer.

To bi bilo moZno zgolj v primeru, ko so sosedi tocke v pobarvani s 5
razli¢nimi barvami. Ker je v to¢ka z najmanjSo stopnjo v T, je po zgornjem
izreku edina moZznost, da je njena stopnja 5. Oznac¢imo sosede tocke v po
vrsti z uy, up, u3, Uy in us, njihove barve v nasem barvanju pa zaporedno s
€1, €2, C3, C4 1IN C5.
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Slika 14: Prikaz dela grafa T okrog tocke v.

Poglejmo si sedaj podgraf grafa T — v H.., za naSe barvanje, ki je graf,
induciran s to¢kami, pobarvanimi s c¢; in c3. Tocka u; in u3 sta na isti po-
vezani komponenti grafa H,.,, ¢e obstaja v pobarvanem T — v pot od u; in
u3, ki poteka le po tockah, pobarvanih s c¢; in c3, recimo ji veriga cic3. V
nasprotnem primeru u; in uz nista na isti povezani komponenti podgrafa
H,c, in lahko na komponenti to¢ke u3 zamenjamo barvi c; in c3 ter tako
dobimo ustrezno barvanje T — v, ki ima na opazovanem ciklu zgolj 4 barve.
Podobno velja za tocki u, in uy ter podgraf H,,.

TeZava bi torej obstajala le, ¢e bi obstajali obe verigi cic3 in coc4 hkrati. Ker
paje T triangulacija, mora obstajati taka vloZitev T — v v ravnino, da znotraj
naSega cikla dolZine 5 ni povezav. Torej bi obe verigi morali potekati zunaj
nasega cikla in bi se tam tudi morali sekati. Ker pa je T — v ravninski, se
lahko verigi sekata le v tocki, kar pa ni mozZno, saj bi taka tocka morala biti
obarvana z dvema razli¢nima barvama. Obe verigi torej ne morata obstajati
hkrati, zato lahko vsaj 1 to¢ki na ciklu zamenjamo barvo in s tem dobimo
prosto barvo za v. Situacija je predstavljena na sliki ]

Kempejev dokaz izreka stirih barv je deloval na enakem principu kot zgor-
nji dokaz, ki se po njem tudi imenuje Kempejeve verige. Pri tockah stopnje 2
in 3 je dokaz trivialen, pri tocki stopnje 4 pa uporabimo enak argument kot
zgoraj pri tocki stopnje 5 in sicer, da ne moreta obstajati verigi, ki bi hkrati
povezovali oba para nasprotnih tock na ciklu. Zaplete pa se pri tocki stopnje
5. Iz izreka o petih barvah vemo, da za cikel okrog nase tocke zadostujejo 4
barve. Tu pa lahko nastopi situacija, ko se v enem koraku ne moremo znebiti
nobene barve. Edini tak primer je predstavljen na sliki|15| kjer povezavi med
up in uy ter up in us v resnici predstavljata ustrezni verigi.

Naj bo ¢; oranZna, c; zelena, c3 vijoli¢na in c4 rdeca barva. Ker so tocke
uy, ug in us vse med seboj povezane z verigami ne moremo izlociti nobene
od barv ¢y, c3 in ¢4. Vendar pa med u3 in us v tem primeru zagotovo ni
verige c1cy4, torej lahko v komponenti H,,(,, v kateri leZi u3 zamenjamo barvi
in tako uz pobarvamo z c4. Po enakem premisleku lahko tudi u; pobarvamo
s c3 in na ta nacin lahko v prvotnem grafu pobarvamo v s cy.
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Slika 15: Prikaz dela grafa T okrog tocke v.

Zgoraj naveden dokaz je, kot smo omenili, 11 let veljal za pravilnega. Kje
se torej skriva napaka? Slika [15|je nekoliko zavajajoca, saj se zdi, da za
poljubno tocko v verigi cycs velja, da je v drugi komponenti H, ., kot u3,
vendar to ni nujno res. Verigi cyc3 in cyc4 namre¢ vkljucujeta isto barvo, zato
se lahko v to¢kah, pobarvanih s c;, sekata. Posledica tega pa je, da lahko
zamenjava barve tocke u3 pretrga verigo cpcy ter ustvari novo verigo cics,
ki povezuje tocki u; in uy, kar nam onemogoci zamenjavo barve u;. To je
najlaze videti na primeru na sliki

Kljub temu, da je bil Kempejev dokaz nepopoln, pa njegova ideja z veri-
gami ni bila nepomembna, saj se, kot bomo videli v nadaljevanju, pojavlja
tudi v koné¢nem dokazu Appela in Hakna [1 2].

Slika 16: Z zamenjavo barve na u3 se pojavi oranzno vijoli¢na veriga med
tockama uq in 1y

6.3 NEIZOGIBNE KONFIGURACIJE
Definicija 6.3. Konfiguracija v triangulaciji je del triangulacije, ki leZi znotraj
nekega cikla, ki ga poimenujemo obro¢ konfiguracije, Stevilo to¢k v njem pa

velikost obroca. Za mnoZico konfiguracij re¢emo, da je neizogibna, ¢e v
poljubni triangulaciji nastopa vsaj ena izmed konfiguracij te mnoZice.
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Zgoraj smo pokazali, da je mnozZica to¢k stopnje manj kot 6 neizogibna
mnozica konfiguracij. Cilj dokaza izreka o 4 barvah je bil poiskati tako neiz-
ogibno mnoZico konfiguracij, da bi lahko za vsak element te mnoZice poka-
zali, da ne mora nastopati v minimalnem protiprimeru, kar bi pomenilo, da
ta ne obstaja. Za tocke stopnje manj kot 5 je to preprosto pokazati, za tocko
stopnje 5 pa ne, zato je bilo potrebno poiskati take konfiguracije, s katerimi
bi jo lahko nadomestili. Pri tem pa je treba dokazati, da je taka mnoZica res
neizogibna.

Pri tem si pomagamo s postopkom prenasanja naboja, ki ga je prvi upo-
rabil Heesch v [6]. Ta poteka tako, da tockam grafa na zacetku dodelimo
neke vrednosti, ki jim pravimo naboji. V nadaljnih korakih lahko naboj pre-
nasamo med sosednjimi tockami tako, da se celoten naboj ohrani.

V nasem primeru naj bo zacetni naboj totke v enak 6 — d(v).

Lema 6.4. Za poljubno triangulacijo velja:

Y. (6—d(v)) =12.

veV(T)

Dokaz. 1z dokaza leme [6.1] vemo, da velja
Y d(v) =6n—12.

veV(T)
To pomeni, da je

Y. (6—d(v)) =6én—(6n—12) =12.
veV(T)

O]

Predpostavimo sedaj, da opazujemo triangulacijo, ki ne vsebuje nobene
konfiguracije iz naSe kandidatke za neizogibno mnozico. V tej mnozici so
tocke stopnje manj kot 5 ter doloc¢ene konfiguracije, ki vsebujejo tocke sto-
pnje zgolj 5 ali ve¢. Tocke stopnje 5 so torej edine, ki imajo v tem grafu
v zatetku pozitiven naboj. Ce lahko ob predpostavki, da triangulacija ne
vsebuje nobene konfiguracije iz nase mnoZice, poiS¢emo tak postopek pre-
nasanja naboja, da imajo ob koncu vse tocke negativen naboj, smo prisli do
protislovja. V tem primeru smo dokazali, da je nasa kandidatka resni¢no
neizogibna mnozica konfiguracij.

6.4 REDUCIBILNOST

Definicija 6.5. Konfugiracija je reducibilna, ¢e ne more bit vsebovana v no-
benem minimalnem protiprimeru.

Reducibilnost pokaZemo tako kot v primeru 5 barv. Naj bo T neka triangu-
lacija, ki vsebuje konfiguracijo C. Ce iz predpostavke, da obstaja 4-barvanje
T — C sledi, da obstaja tudi 4-barvanje T, potem T ne more biti minimalen
protiprimer. Reducibilnost lahko ugotavljamo na dva razli¢na nacina, ki sta
opisana v nadaljevanju.
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6.4.1 Reducibilnost D

Prva moZnost je preprosta. Ker ne vemo, kaksen je graf zunaj obroc¢a konfi-
guracije, moramo preveriti vsa mozna barvanja obroca pri 4-barvanju grafa
T — C. Konfiguracija je D-reducibilna, ¢e lahko za poljubno barvanje obroca
bodisi pois¢emo ustrezno barvanje konfiguracije bodisi s pomoc¢jo Kempeje-
vih verig spremenimo nekaj barv na obroc¢u, da bo tako barvanje obstajalo.

Testiranje reducibilnosti na ta nacin je sicer naceloma preprosto, vendar
za vecje konfiguracije lahko tudi precej ¢asovno zamudno, poleg tega pa
za vse reducibilne konfiguracije reducibilnosti ne moremo preveriti zgolj s
poskuSanjem in z uporabo Kempejevih verig.

6.4.2 Reducibilnost C

Ideja pri ugotavljanju reducibilnosti C je naslednja: v grafu T — C Zelimo v
obro¢u konfiguracije nekatere tocke med seboj identificirati ter dodati nove
povezave tako, da dobimo novo triangulacijo T’, za katero bo veljalo, da
lahko njeno poljubno 4-barvanje razsirimo na T — C. Neustrezno bi bilo npr.
identificirati sosednji totki obro¢a, saj bi iz 4-barvanja T’ dobili barvanje
T — C z enako pobarvanima sosednjima tockama. Ker predpostavljamo, da
je T minimalni protiprimer, mora 4-barvanje T’ vselej obstajati. Ce lahko za
poljubno 4-barvanje triangulacije T' bodisi neposredno pobarvamo celoten
T bodisi z uporabo Kempejevih verig na T — C pois¢emo tako barvanje, da
je to mogoce, potem pravimo, da je C C-reducibilna.

Prednost reducibilnosti C pred reducibilnostjo D je, da je barvanj obroca
zaradi identifikacije tock in dodajanja povezav manj, je pa potrebno pri testi-
ranju C-reducibilnosti predhodno e preoblikovati T —C v T".

Poglejmo si primer testiranja reducibilnosti C na konfiguraciji Birkhoffov
diamant, ki je prikazana na sliki |17/ in se imenuje po G. D. Birkhoffu, ki je
dokazal njegovo reducibilnost v [4]. Na T — C najprej identificiramo toc¢ki u3
in us, potem pa dodamo Se povezavo med u; in us.

Obro¢ konfiguracije lahko v grafu T’ pobarvamo na 6 razlitnih nacinov,
kjer si tocke sledijo po vrsti uj, us, uz = us, ugy in ue: c1c2c3c162, €102€3C1C4,
C1€2€3C2C2, C1C2C3C2C4, C1€2C3C4C2 in c1cac3c4c4. Vsa barvanja razen cqcc3caca
lahko neposredno razsirimo iz T’ na T. Primer je prikazan na sliki

Ce naletimo na problemati¢no barvanje, pa se spet spomnimo Kempejevih
verig. Pri tem velja poudariti, da so grafi H.,, podgrafi grafa T — C in ne
grafa T', kjer imamo lahko nekaj dodatnih omejitev zaradi identifikacije to¢k
in dodatnih povezav. V primeru, da tocke uy, u4 in ug ne leZijo vse na isti
komponenti podgrafa H,.,, lahko eno izmed teh tock, ki leZi na svoji kompo-
nenti, pobarvamo s c4 in dobimo barvanje, ki je enakovredno enemu izmed
ostalih barvanj, ki pa jih lahko razsirimo na T. Posebej moramo pogledati
torej le Se primer, ko uy, u4 in ug vse leZijo na isti komponenti podgrafa H,,.
Takrat pa velja, da so uj, u3 in us vsaka na svoji komponenti podgrafa H,,,
torej lahko pobarvamo u3 s c; in s tem ne vplivamo na barve ostalih tock.
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uy Uy

2

e

U3=U5

Slika 17: Prikaz preoblikovanja iz T v T’ na primeru Birkhoffovega diamanta

o™

Ug=ug

Slika 18: Barvanje T’ v nekaterih primerih neposredno inducira barvanje T.
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V novem barvanju pa lahko toc¢ke vy, vp, v3 in vy zaporedoma pobarvamo
caczcacy. Pokazali smo, da je Birkhoffov diamant res C-reducibilen.

6.5 ZAKLJUCEK

Sedaj smo spoznali vse klju¢ne koncepte, ki sta jih Appel in Haken leta 1976
uporabila za dokaz izreka Stirih barv [1]], [2]. Ta dokaz je v matematiki Se
posebej znan in pomemben, ker je bil to prvi vedji dokaz, pri katerem je bila
potrebna pomoc¢ rac¢unalnika.

Za zaletek sta morala poiskati kandidatko za mnozico neizogibnih konfi-
guracij. Vsaki tocki grafa sta dodelila naboj 60(6 — d(v)), torej je bil skupni
naboj na grafu 720. Z algoritmom za prenasanje naboja sta ob predpostavki,
da graf ne vsebuje nobene konfiguracije iz mnoZzice kandidatke, potem sku-
Sala doseti, da so vse tocke imele ni¢elen ali negativen naboj. Ce to ni uspelo,
je bilo treba poiskati drugacen algoritem ali drugo mnoZico.

V naslednji fazi sta morala za poljubno konfiguracijo pokazati, da je re-
ducibilna. Zopet z racunalnikom sta najprej vsako konfiguracijo testirala za
D-reducibilnost, nato pa Se za C-reducibilnost. Ce se je za kaksno izmed
konfiguracij izkazalo, da ni reducibilna, je bilo treba zopet popraviti mno-
zico neizogibnih konfiguracij in zaceti postopek znova.

Zanimivo je dejstvo, da sta zaradi ¢asovne zahtevnosti testiranja ¢as ome-
jila, torej sta lahko postopek prekinila tudi v primeru reducibilne konfigura-
cije, Ce je preverjanje trajalo predolgo. Kon¢na mnoZica neizogibnih konfigu-
racij je vsebovala 1879 konfiguracij.

Uporaba racunalnika pa je sproZila veliko dvomov v matemati¢ni javno-
sti, saj se dokaza ni dalo preveriti na roke. Tveganje racunalniSke napake
so zmanjSali z razli¢nimi verzijami programov za dokazovanje reducibilno-
sti, ki so jih testirali na razli¢nih ra¢unalnikih. Kljub temu, da se je neka-
terim uporaba racunalnika pri dokazovanju zdela sporna, pa sta s svojim
pristopom odprla nove moZnosti za razvoj matemati¢ne teorije s pomocjo
tehnologije.

V naslednjih letih so skeptiki odkrili ve¢ domnevnih napak v algoritmih
za prenasanje naboja, vendar sta jih Appel in Haken zavrnila v svoji knjigi,
ki sta jo izdala leta 1989 [3]. Kljub temu pa se zgodba s tem ni zakljucila.
Zaradi tezke preverljivosti dokaza so se Robertson, Sanders, Seymour and
Thomas odloéili napisati svoj dokaz [9], ki bi bil laZje preverljiv in bi posle-
di¢no dopuscal manj moznosti za dvome. Ideja dokaza je bila podobna kot
pri dokazu Appela in Hakna, so pa poenostavili algoritem prenaSanja na-
boja in zmanjSali mo¢ mnoZice neizogibnih konfiguracij na 633. Poleg tega
so iznasli tudi uc¢inkovitejsi algoritem za 4-barvanje grafov s ¢asovno zah-
tevnostjo O(n?) za razliko od prejénjega, O(n*) algoritma, kjer n predstavlja
Stevilo tock grafa.
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KROMATICNI POLINOM

Andreja Zorko, Lucka Leni¢

Zelo pogost problem v $tudiji teorije grafov je barvanje vozlis¢ grafa, tako
da imata vsaki dve sosednji vozlis¢i razli¢ni barvi. Temu pravimo pravilno
barvanje grafa. Najpogosteje nas zanima najmanjSe Stevilo barv, s katerim
lahko graf pravilno pobarvamo. Poleg tega pa Zelimo presteti koliko je razlic-
nih moznih pravilnih barvanj grafa z danim $tevilom barv. Obe te vrednosti
lahko izra¢unamo s posebno funkcijo, to je kromati¢ni polinom v eni spre-
menljivki. Kromati¢ni polinom je prvi predstavil George David Birkhoff leta
1912 z neuspesnim poskusom, da bi dokazal izrek Stirih barv. Leta 1940 je
Tutte posplosil Birkhoffov polinom tako, da je dodal Se eno spremenljivko
in analiziral njegove kombinatori¢ne lastnosti.

\% razdelku si bomo pogledali definicijo kromati¢nega polinoma in
nekaj njegovih osnovnih lastnosti, v razdelku bomo opisali rekurzivno
metodo s katero lahko v kon¢nem Stevilu korakov izratunamo kromati¢ni
polinom danega grafa in si pogledali nekaj znamenitih primerov. Nato bomo
v razdelkih |7.3| in [7.4| navedli Se dve uporabni tehniki za izra¢un kromati¢-
nega polinoma. V razdelku bomo predstavili Tutteov polinom, ki je po-
splositev kromati¢nega polinoma in posebne metode, definirane v razdelku
Poleg kromati¢nega polinoma bomo v zadnjem razdelku videli, kaksno
povezavo imajo s Tutteovim polinomom Se preto¢ni polinomi. Prvi Stirje raz-
delki so v glavnem povzeti po [1, strani 57 - 63], poleg tega pa je dodanih
Se nekaj trditev iz [2]. Glavni vir zadnjih dveh razdelkov pa sta ¢lanka [3] in

[6].
7.1 DEFINICIJE IN OSNOVNE LASTNOSTI

Definicija 7.1. Naj bo G graf in u kompleksno S$tevilo. Za vsako naravno
stevilo 7 z m,(G) ozna¢imo Stevilo razli¢nih barvnih particij vozlis¢ V(G)
z r barvnimi razredi. Z u(, definiramo kompleksno Stevilo u(u —1)(u —
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2)...(u—r+1), ki mu obicajno pravimo padajoca potenca. Kromati¢ni poli-

nom je polinom

P(G;u) = Zmr(G)u(r).

Zgled 7.2. Na sliki [19] je primer barvnih particij grafa C4 glede na Stevilo

R@NZ
(o B—d & -

=0 m, =1 my =2 m,=1

Slika 19: Particije vozlis¢ grafa C4

Potem je kromati¢ni polinom grafa Cy:

P(C4,‘M) = O-M(l)+1-u(2)+2-u(3)+1-u(4)
= uu—-1)4+2u(u—1)(u—2)+u(u—1)(u—2)(u—-23)
= u(u—1)(u®—3u+3).

Trditev 7.3. Ce je s naravno stevilo, potem je P(G;s) stevilo razlicnih barvanj
vozlis¢ grafa G z najve¢ s barvami.

Dokaz. Vsako barvanje vozlis¢ grafa G z natanko r barvami porodi barvno
particijo grafa G z r barvnimi razredi.

Obratno, vsaki barvni particiji z r barvnimi razredi lahko njenim razredom
dodelimo s barvna s(s — 1) ... (s —r + 1) na¢inov. Od tod sledi, da je $tevilo
razli¢nih barvanj vozlis¢ grafa s s barvami enako Y m,(G)s(,) = P(G;s). O

Definicija 7.4. Kromaticno Stevilo grafa G je najmanjse Stevilo s, tako, da lahko
graf G pravilno pobarvamo s s barvami.

Z drugimi besedami, kromati¢no $tevilo, ki ga oznacimo s x(G), je naj-
manjse tako naravno $tevilo yx, za katerega velja P(G;x) # 0. Zato je pro-
blem iskanja kromati¢nega Stevila grafa del sploSnega problema iskanja nicel
njegovega kromati¢nega polinoma.

Nekatere enostavne lastnosti kromati¢nega polinoma sledijo direktno iz
njegove definicije: ¢e ima G n vozlis¢, potem je m,(G) = 0, ko je r > n ter
m,(G) =1 za r = n; zato je P(G;u) polinom stopnje n z vodilnim koefici-
entom 1. OCitno je tudi, da ima graf, ki vsebuje vsaj eno zanko, kromati¢ni
polinom identi¢no enak o. Ostale lastnosti sledijo iz trditve in dejstva,
da je polinom enoli¢no dolo¢en z njegovimi vrednostmi v naravnih Stevilih.
Na primer, ¢e G ni povezan in ima dve komponenti G; in G, potem lahko
vozlis¢a G; in G, neodvisno pobarvamo. Sledi, da za vsako naravno $tevilo
s velja P(G,s) = P(Gy;s)P(Gy;s), posleditno pa je P(G;u) identi¢no enako
P(Gl,' M)P(Gz; Ll).

Dokaze naslenjih dveh trditev in posledice lahko najdemo v [2]
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Trditev 7.5. Konstantni ¢len kromati¢nega polinoma P(G; u) je vedno 0.

Dokaz. Ker je za vsak r > 1 u faktor v u(,), sklepamo, da je P(G;0) =0 za
vsak splosen graf G. Z drugimi besedami, ¢e v kromati¢ni polinom vstavimo
u = 0, moramo dobiti 0, saj se grafa G ne da pobarvati z 0 barvami. O

V zgornjem odstavku smo ugotovili, da za graf s ¢ komponentami ve-
lja formula P(G;u) = P(Gy;u)----- P(Gg; u), kjer so Gy, ... G, komponente
grafa G.

Trditev 7.6. Koeficient pri u je nenicelen tedaj in natanko tedaj, ko je G povezan.

Dokaz. Vemo, da je kromati¢ni polinom nepovezanega grafa produkt kro-
mati¢nih polinomov njegovih komponent. Ce imamo vsaj dve komponenti,
katerih kromati¢na polinoma sta deljiva z u, potem je njun produkt deljiv z
u?, torej je koeficient pri u enak 0. O

Posledica 7.7. Najmanjsi nenicelni koeficient je pri u, kjer je c stevilo povezanih
komponent.

Dokaz. Kromati¢ni polinom izra¢unamo kot produkt kromati¢nih polino-
mov povezanih komponent. Vsak polinom posebej naj bo deljiv z u, ne pa z
u?. Torej je rezultat deljiv z u¢, ni pa ve¢ deljiv z u°*1. Torej so koeficienti od

1=u%ul,..., uc"1 vsi enaki ni¢. O

O¢itno je tudi, da e velja E(G) # @, potem G nima barvanja vozli$¢ samo
z eno barvo in zato P(G;1) = 0 ter (u — 1) je faktor v P(G; U).

Zgled 7.8. Najbolj enostaven primer je kromati¢ni polinom polnega grafa K.
Ker je vsako vozlis¢e grafa K, sosedno z vsemi ostalimi, so Stevila barvnih
particij enaka

my(Ky) = my(Ky) = ... = my_1(Ky,) = 0; my(K,) = 1.

Zato
P(Kpyu)=u(u—1)(u—2)...(u—n+1).

7.2 METODA IZBRISA-SKRCITVE

Obstaja rekurzivna tehnika, ki nam za vsak splosen graf v konénem Stevilu
korakov dopus¢a izra¢un njegovega kromati¢nega polinoma. Naj bo G splo-
en graf s povezavo e, ki ni zanka. Graf G — ¢, z mnozico povezav E(G) — {e}
in mnozico vozlis¢ V(G), dobimo tako, da povezavo e odstranimo. Za graf
ramo, pravimo, da smo ga dobili s skrcitvijo povezave e. Opazimo, da ima
G — e eno povezavo manj kot G, G/e pa ima eno povezavo in eno vozlis¢e
manj kot G.

Trditev 7.9. V notaciji, ki smo jo ravnokar predstavili, je

P(G;u) =P(G—e¢;u) — P(G/e;u).
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Dokaz. Imejmo barvanje vozlis¢ grafa G s s barvami. Ta barvanja razpa-

.....

.....

tivni korespondenci z barvanji grafa G, druga pa je v bijektivni korespon-
denci z barvanji grafa G/e. Zato je za vsako naravno $tevilo s P(G —e;s) =
P(G;s) + P(G/e; u) in rezultat sledi. O

Zgornjo enakost imenujemo metoda izbrisa-skrcitve.
Z uporabo predstavljene metode lahko dokaZemo nekaj naslednjih rezul-
tatov in lastnosti kromati¢nega polinoma, ki jih najdemo v [1] in [2].

Posledica 7.10. Ce je T drevo z n vozliséi, potem je
P(T;u) = u(u—1)""1

Dokaz. Dokazujemo z indukcijo po Stevilu vozlis¢, n. Rezultat je pravilen

cvve

1 oz. dva lista. Denimo, da je rezultat pravilen za n = N — 1 in naj bo
T drevo z N vozlisci, e pa povezava v T, inciden¢na z listom. Potem ima
T \ e dve komponenti: izolirano vozli§¢e in drevo z N — 1 vozli§¢i; slednja
komponenta je T/e. Zato je

P(T\eu)=uP(T/e;u)

in po trditvi[y.9|
P(T;u) = (u—1)P(T/e;u) = u(u —1)N71

po indukcijski predpostavki. Zato je rezultat resnicen za n = N in za vse
n. O

Opomba 7.11. Pojavi se vpraSanje, ali je graf s kromati¢nim polinomom
enoli¢no dolo¢en. Odgovor je seveda negativen, saj imajo na primer vsa
drevsa na istem Stevilu vozlis¢ enak kromati¢ni polinom. Grafom z enakim
kromati¢nim polinomom pravimo kromatic¢no ekvivalentni. Na sliki[20, primer
¢) vidimo tri razli¢na drevesa z enakim kromati¢nim polinimom.

Posledica 7.12. Cikel na n vozlis¢ih ima kromaticni polinom enak

P(Cpu)=(u—-1)"+(-1)"(u—-1).
Dokaz. Dokaz bo z indukcijo na Stevilo vozlis¢. Pri n = 3 imamo C, = K, za
katerega je P(Cs;u) = u(u —1)(u—2) = (u —1)>+ (=1)*>(u — 1) in trditev
sledi. Sedaj pa predpostavimo, da trditev velja za cikle na n — 1 vozlis¢ih ali
manj. Z izbrisom katerekoli povezave iz cikla C, dobimo pot (drevo) na n
vozlis¢ih, s skréitvijo katerekoli povezave pa dobimo cikel C,,_1. Zato je

P(Cy;u) = P(Pyu)—P(Cy_q;u)
= (=1 1) (1) - )
= (u—1D"+(-1)"(u—-1).
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73 KROMATICNI POLINOM SPOJA GRAFOV

(VY

K K — 10" + 35k° — 50k + 24k K — dk' + 6k® — 4k* + k

k® — 5k' 4+ 10k® — 10k? + 4k k> — 8k* 4 24k — 31k% 4 14k

Slika 20: Kromati¢ni polinomi za nekaj grafov na petih vozlisc¢ih.

Trditev 7.13. Najveljan = |V(G)|. V kromati¢nem polinomu P(G; u) je koeficient
pri clenu u" ! enak stevilu povezav z negativnim predznakom, —|E(G)|.

Dokaz. Uporabimo metodo izbrisa-skréitve oziroma trditev S skrcitvijo
ene povezave obravnavamo graf na n — 1 vozlis¢ih, katerega kromati¢ni
polinom mora imeti vodilni koeficient enak 1, tj. koeficient pri u1 je
1. Zato mora izbris ene povezave koeficient pri u"~! povecati za 1. Na
grafu, ki smo mu izbrisali eno povezavo ponovno uporabimo trditev
in izbris povezave spet koeficient poveca, skrcitev pa zmanjSa za 1. Tako
nadaljujemo, dokler ne izbriSemo vseh povezav in dobimo koeficient pri
u"~1 enak 0 (pri ¢lenu, ki pripada izbrisu povezave). Ker mora biti enakost
P(G —¢;s) = P(G;s) + P(G/e;u) izpolnjena, mora biti koeficient pri u"~!
enak Stevilu povezav z negativnim predznakom. O

Trditev 7.14. Predznak koeficientov v kromaticnem polinomu alternira. Za koefici-
ent aj, pri w, velja aj > 0,cej= n(2), sicer je aj < 0.

Dokaz. Trditev velja za prazni graf, tj. graf, ki nima povezav in ima samo
izolirane tocke - ozna¢imo ga z Ny, in se ohranja, ko naredimo korak metode
izbrisa-skréitve. O

V nadaljevanju bomo opisali $e dve uporabni tehniki za izra¢un kroma-
titnega polinoma. Prva se ukvarja z eno od oblik produkta grafov, ki se
pogosto imenuje spoj grafov. Ker je ta koncept v literaturi razli¢no definiran
in poimenovan, bomo podali eksplicitno definicijo.

7.3 KROMATICNI POLINOM SPOJA GRAFOV

Definicija 7.15. Naj bosta G; in G, enostavna grafa. Potem je G o G, enosta-
ven graf z mnozico vozlis¢ V(Gy o Gy) = V(G1) U V(Gy) in mnozico povezav
E(Gy0Gy) = E(G1) UE(G) U{xy|x € V(Gy),y € V(Ga)}.

Z drugimi besedami, G; o G; je sestavljen iz disjunktnih kopij G;, G> (se ne
prekrivata) in povezav, ki povezujejo vsako vozlis¢e Gy z vsakim vozliS¢em
Gy. Na sliki 21]je spoj grafov Py in Cy.
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Slika 21: Graf P4 o C4. Dodane povezave so rdece.

Trditev 7.16. Ce je G = Gy o Gy, potem je tevilo baronih particij, z i razredi, za
G enako

m;i(G) = Zl; }mj(G1>ml(G2)'
jHi=i

Dokaz. Ker je vsako vozlis¢e G sosedno (v G) z vsakim vozlis¢éem v Gy, je
katerikoli barvni razred vozlis¢ v G bodisi barvni razred v G; bodisi barvni
razred v Gy. Rezultat torej sledi. O

Zgled 7.17. K33 je produkt N3 o N3, kjer je N, graf z n vozlis¢i in brez pove-
zav, P(Ny; u) = u". Z uporabo trditve izradunamo

ml(K3,3) = Z m]'(Ng,)ml(Ng,) = 0,
ji=1
my(Kz3) = mi(N3)my(N3) =1,
1713(K3,3) = ml(N3)m2(N3) + MQ(Ng)m1(N3) =1-34+3-1= 6,
m4(Kz3) = my(N3)m3(N3) + mp(N3)mz(N3z) + m3(N3)mi(N3)
= 1-1+3-341-1=11
ms(Ks3) = mi(N3)ma(Ns) +mo(N3)ms(Nz) +m3(Na)ma(N3) + ma(N3)mi(Ns)
= 043-14+41-3+0=06,
m(,(Kglg) = m3(N3)m3(N3) =1.

Kromati¢ni polinom K33 je torej

P(K3,3,'u) = U + 6u(5) + 11u(4) + 614(3) + U)
= u® —9u® +36u* — 75u° + 78u% — 31u.

Slika 22: Graf K3 3.
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Posledica 7.18. Kromati¢ni polinom grafa Gy o Gy je dan z
P(Gy 0 Gy;u) = P(Gy;u) o P(Go; u),

kjer operacija na polinomih o pomeni, da pisemo vsak polinom v obliki } m;u ;) in
padajoce potence u; mnoZimo kot obicajne potence ul, npr. za vsak par i, j velja

Wiy U = Wij)-

S pomocjo posledice lahko izratunamo P(Kj33; u) hitreje kot v zgledu
717

P(K3,3;u) = u3ou3

(”(3) +3ug) + “(1)) ° (“(3) +3ug) + “(1))
U(e) + 6 (5) + Tlug) + 6u) +u()
= u®—9u® +36u* — 75u° + 78u% — 31u.

Na ta nacin lahko najdemo kromati¢ne polinome vseh polnih ve¢delnih gra-
fov.

Grafa Nj o G in N o G imenujemo stoZec in suspenzija grafa G in ju zapi-
Semo kot cG in sG zaporedoma.

Slika 23: Na levi strani je N; o Cs, na desni pa N; o Cs.

Trditev 7.19. 1. P(cG;u) = uP(G;u —1),

2. P(sG;u) = u(u—1)P(G;u —2) + uP(G;u —1).

Dokaz. V dokazu obravnavamo dva primera.
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1. Naj bo P(G;u) = }Y_m;u(;. Uporabimo posledico in dejstvo, da je
ugip1y = u(u — 1)(; in dobimo
P(cG;u) = P(NyoG;u)
uoP(G;u)
= U)o Lmit(
YoMt (i)
uYmi(u—1)q
= uP(Gu-—1).

2. Drugi del dokaZzemo podobno, z uporabo enakosti u? = UGg) + U)-
Dobimo

P(sG;u) = P(NyoG;u)
= u?oP(G;u)
= (e + ) oL miug
= L mill(i1o) + L Mil(i11)
uymi(u—1) ) +ulm(u—1)
u(u—1)Cmi(u—2)5 +um(u—1)q
= u(u—1)P(Gu—2)+uP(Gu—1).
O

Zgled 7.20. StoZec cikla C,, se imenuje kolo ali piramida W,; suspenzija C,, pa
dvojna piramida I1,,.

P(Wyu) = P(cCpu)
uP(Cp;u —1)
= u(u—-2)"+(-1)"(u—-2)u,

P(I1,;u) = P(sCyu)
= u(u—1)P(Cpu—2)+uP(Cpyu—1)
= u(u—-1)(u=3)"+uw—-2)"+(-1)"u(u*-3u+1).

Se ena uporabna tehnika izratuna kromati¢nega polinoma velja za grafe,
ki so opisani v naslednjem poglavju, povzetem po [1].

7.4 KROMATICNI POLINOM KVAZI-SEPARABILNIH GRAFOV

Definicija 7.21. Splosen graf G je kvazi-separabilen, ¢e obstaja podmnoZica
K C V(G) tako, da je podgraf induciran z mnozico vozlis¢ K, ozna¢imo s (K),
poln in induciran podgraf (V(G) — K) je nepovezan. Graf G je separabilen, ¢e
je K prazna (v tem primeru je Ze sam G nepovezan) ali ¢e |[K| = 1 (re¢emo,
da je edino vozlis¢e v K prerezna tocka).
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Slika 24: Kolo cikla na osmih oglis¢ih, Ws.

Slika 25: Zgoraj so zaporedoma separabilen, kvazi-separabilen ter nesepara-
bilen graf.

Sledi, da v kvazi-separabilnem grafu obstajata mnozici V; in V,, da je
V(G) = V1 UV, Kjer je (V41 N V,) poln in ne obstajajo povezave v G, ki bi
povezovale Vi — (ViNVy) z Vo — (Vi N V,).

Najmanjsi graf, ki je kvazi-separabilen in ni separabilen je na sliki[26| mno-
zici V1 in Vp sta Vi = {1,2,4} in V, = {2, 3,4}.

1 2

Slika 26: Najmanjsi kvazi-separabilen graf, ki ni separabilen.

Trditev 7.22. Ce je graf G kvazi-separabilen, potem imamo, v notaciji iz definicije

P((V1);u)P((V2);u)
P(<V1 M V2>;M)

P(G;u)

Dokaz. Ce je Vi NV, prazen, se dogovorimo, da je imenovalec enak 1 in re-
zultat je posledica opomb o nepovezanih grafih, ki sledijo trditvi Naj bo
(Vi N'Va) poln graf K;, t > 1. Ker G vsebuje ta poln graf, na G nimamo bar-
vanja z manj kot ¢ barvami in tako je u(; faktor v P(G; u). Za vsako naravno
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Stevilo s > ¢, je P(G;s)/s(; Stevilo nacinov razgiritve danega barvanja grafa
(V1 N V2) na cel graf G, pri ¢emer uporabimo najvec s barv.

Oba grafa, (V4) in (V2), vsebujeta poln graf K; = (V3 N V) in tako ima
P((Vi);s)/s (i = 1,2) enako interpretacijo v teh dveh grafih. Ampak ni-
mamo povezav v G, ki bi povezovale V; — (V1 N V,) in V, — (V4 N V,), tako,
da sta razgiritvi barvanja iz (V3 N V,) na (V4) in na (V») neodvisni. Torej

P(G;s) _ P({(W);s) P((V2);s)

S(1) S(1) S(1)

za vse s > t. Torej od tu rezultat za vse u sledi. O

Formula iz trditve [7.22]je uporabna pri ro¢nem izra¢unu kromati¢nih poli-
nomov za majhne grafe. Na primer, kromati¢ni polinom grafa na sliki |26|je

u(u—1)(u—2)u(u—1)(u—2)

(i —1) =u(u—1)(u—2)>% (10)

7.5 TUTTEOV POLINOM

Tutteov polinom je polinom dveh spremenljivk, ki je posploSitev kromatic-
nega polinoma in metode izbrisa-skr¢itve, opisane v razdelku Definiran
je za vsak neusmerjen graf in vsebuje informacije o njegovi povezanosti. Ve-
liko grafovskih polinomov, ki prihajajo iz razli¢nih vej matematike in celo
fizike, so v bistvu posebni primeri Tutteovega polinoma. Mi si bomo poblize
pogledali kako sta s Tutteovim polinomom izraZena kromati¢ni in preto¢ni
polinom, ve¢ primerov pa lahko najdemo npr. v [2] in [3]. Do sedaj smo
delali z enostavnimi grafi, v nadaljevanju pa bomo dopuscali tudi zanke
in veckratne povezave. V naslednjih podrazdelkih si bomo pogledali nekaj
ekvivalentnih definicij Tutteovega polinoma, na koncu pa Se povezavo z dru-
gimi polinomi.

7.5.1 Linearna rekurziona definicija

Na splosno gledano, je linearna rekurzivna relacija mnoZica redukcijskih pra-
vil z upostevanjem nekaj kon¢nih oblik. Redukcijska pravila razdelijo graf
na osnovne oblike grafov, ki so na nek nacin manjsi oziroma bolj enostavni
od prvotnega grafa. Nato spet na teh manjsih grafih uporabimo radukcijo
in tako dobimo rekurzijo. Ta rekurzivni proces se na koncu ustavi na dobro
definirani mnoZici najbolj enostavnih grafov, ki s temi redukcijskimi pravili
niso ve¢ reducibilni. Vsakega od teh potem identificiramo z monomom ne-
odvisnih spremenljivk, kar nam da polinom. Bistvena je ugotovitev, da so ta
redukcijska pravila neodvisna od vrstnega reda uporabe, glej [3].

Tutteov polinom lahko definiramo z linearno rekurzivno relacijo, podano
z izbrisom in skréitvijo navadnih povezav. Navadna povezava je povezava,
ki ni zanka oziroma most. Najbolj enostavni kon¢ni grafi pa so gozdovi z
zankami.
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Definicija 7.23. Najbo G = (V, E) graf in e navadna povezava. Potem je

T(Gxy) =T(G—exy)+T(G/ex,y). (11)
V drugace pa, ko G vsebuje i mostov in j zank, je

T(G;x,y) = x'y. (12)
Z drugimi besedami, T lahko izra¢unamo rekurzivno z dolocitvijo vr-
stnega reda povezav in ponovno uporabo enacbe Tutteov polinom je
tako dobro definiran in neodvisen od vrstnega reda izbire povezav. To se
da dokazati tako, da pokaZemo, da je ta definicija polinoma ekvivalenta ran-

govni rodovni obliki (angl, rank generating form), ki jo bomo predstavili v
definiciji Dokaz lahko najdemo v [Z].

Zgled 7.24. Na sliki 27| 1lahko vidimo enostaven izracun polinoma T za graf
K4 brez ene povezave (videli smo ga Ze na sliki [26), z uporabo definicij[11]in
Z dodajanjem monomov na dnu slike 27 vidimo, da je

T(G;x,y) = x> +2x* + x + 2xy +y + y*. (13)

Slika 27: Izra¢un Tutteovega polinoma z rekurzijo.

Poglejmo si sedaj, kaj je enotockovni spoj.

Definicija 7.25. Enotockovni spoj G * H grafov G in H dobimo tako, da iden-
tificiramo vozlis¢e u grafa G z vozlis¢em v grafa H v eno samo vozlis¢e w
grafa G x H. Tako postane w prerezno vozlisce.

Naslednja trditev pove, kako dobimo Tutteov polinom dveh grafov, ki ju
dobimo z enotockovnim spojem in disjunktno unijo dveh manjsih grafov.

Trditev 7.26. Naj bosta G in H grafa. Potem je
T(GUH)=T(G)T(H) in T(G*H)=T(G)T(H).
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To sledi direktno iz definicije z indukcijo na $tevilo navadnih povezav
v G * H oziroma G U H.

7.5.2  Definicija rangovno-nicne rodovne funkcije

Za Tutteov polinom poznamo precej razli¢nih oblik rodovne funkcije in
vsaka ima svoje prednosti. Eno od teh bomo obravnavali tukaj, za ostale
oblike pa glej [4]. Se pred naslednjo definicijo Tutteovega polinoma si po-
glejmo definicijo ranga in ni¢nosti grafa. To sta funkciji, definirani na mrezi
podmnozZic mnoZice povezav grafa. Pri tem so vsi grafi, inducirani s temi
podmnoZicami, vpeti grafi. Notacijo poenostavimo tako, da podmnoZico
povezav A grafa G enacimo z vpetim podgrafom grafa G, ki ga A inducira.

Definicija 7.27. Za A C E(G) sta rang in ni¢nost (angl. nullity), ozna¢imo ju
zr(A) in n(A), definirani kot

HA) = [V(G)|—c(4) in n(A)=|A| - r(A).

S ¢(A) ozatimo tevilo povezanih komponent v A. Ce je G ravninski graf in
je G* njegov dual, potem lahko rang duala, ozna¢imo ga z r*, izrazimo kot

r(A) = |A| - r(E) +r(E\ A), (14)

Sedaj imamo vse pripravljeno za naslednjo ekvivalentno definicijo Tutteo-
vega polinoma, ki je poznana tudi kot Whitneyeva rangovna rodovna funk-
cija (Whitney rank generating function), glej [5].

Definicija 7.28. Naj bo G = (V,E) graf. Potem lahko Tutteov polinom
T(G;x,y) grafa G zapiSemo v naslednji obliki

T(Gixy) = ) (x = 1)/ B Wy —1)"4), (15)
ACE

Iz te definicije je jasno razvidno, da je T polinom v spremenljivkah x in y.
Prednost te rodovne oblike je, da nam olajsa Stetje. Veliko razli¢nih evalvacij
Tutteovega polinoma sledi neposredno iz definicije

Z rutinskim preverjanjem lahko z uporabo definicije in enacbe
lahko pokaZemo naslednjo lepo lastnost Tutteovega polinoma.

Trditev 7.29. Naj bo G ravninski graf in G* njegov dual. Potem velja
T(G;x,y) =T(G"y,x). (16)

Se ena precej uporabna rodovna definicija Tutteovega polinoma deluje na
principu vpetih dreves in velja za povezane grafe. Za njeno predstavitev bi
potrebovali kar nekaj predpriprave, zato jo bomo v tem seminarju izpustili.
Bralec jo lahko najde v [1] in v [3]], kjer je zelo lepo predstavljena.

Poglejmo sedaj, kako je Tutteov polinom povezan s kromati¢nim polino-
mom.

72



7.6 PRETOCNI POLINOM

7.5.3 Kromati¢ni polinom kot posebni primer Tutteovega polinoma

Za naslednji izrek je zasluzen G. D. Birkhoff, neodvisno od njega pa tudi H.
Whitney. Dokaz, ki temelji na nacelu vkljuéitev in izkljuéitev, lahko najdemo

v 3.

Izrek 7.30. Naj bo G = (V,E) graf. Potem je

P(Gu) =Y (1)), (17)
ACE

Iz izreka lepo vidimo, da je P(G;u) res polinom v spremenljivki u. Z
uporabo zveze [17 in definicije pa lahko dokazemo naslednji izrek o
neposredni povezavi med Tutteovim in kromati¢nim polinomom.

Izrek 7.31. Naj bo G = (V,E) graf. Potem je

P(Gu) = (=1)BufCT(G;1 - u,0).

Dokaz.
P(Gu) = Y (—1)Ay@
ACE
= (=1)"E)ye©) Y (—1) A=) (g ) (B)=r(4)
ACE
= (=1)"EufCT(G;1—u,0),
kjer zadnja enakost sledi iz definicije O

Ce v vstavimo x = 1 —u in y = 0 ter pomnoZimo z —u (ker je
|[V(G)| = 4 in ¢(E) = 1), dobimo P(G;u) = u(u —1)(u — 2)?, kar je res
enako (10).

7.6 PRETOCNI POLINOM

V tem poglavju si bomo ogledali kako je s Tutteovim polinomom izraZen
preto¢ni polinom ter povezavo s kromati¢nim polinomom. V prejSnjem po-
glavju smo delali z neusmerjenimi grafi, tukaj pa bomo povezave usmerili
in jim dodelili neko koli¢ino pretoka ali utezZ, pri cemer bomo upostevali, da
bo imela ista povezava v obratni smeri negativno vrednost. Lahko si pred-
stavljamo, da te vrednosti predstavljajo koli¢ino dobrin, ki jo transportiramo
preko teh poti oziroma povezav, kot je sugestirano v [2]. Ce predvidevamo,
da ni nobenih posebnosti, posebnih dobaviteljev, potrosnikov, ali skladis¢,
potem mora biti v vsakem vozlis¢u pripeljana koli¢ina enaka odpeljani. Z
drugimi besedami, veljati mora Kirchoffov zakon. V grafih Se vedno dovolju-
jemo veckratne povezave in zanke.
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7.6.1  Pretoki

Poglejmo si najprej definicije izrazov, ki jih bomo uporabljali in tistih, ki smo
jih spoznali Ze v uvodu. Spodnje definicije najdemo v [6].

Definicija 7.32. UteZ je funkcija f : E(G) — A, Kjer je A Abelova grupa.
Najpogosteje bomo uporabljali celostevilske grupe Z;.

Definicija 7.33. Usmeritev grafa je predpis, ki vsaki povezavi dolo¢i eno od
dveh moznih smeri. Z usmeritvijo D grafa G dobimo usmerjen graf, ki ga
ozna¢imo z D(G).

Kot je bilo Ze prej omenjeno, bomo pri usmeritvi upostevali

1, povezava uv je usmerjena od u proti v,
-1, sicer.

D(u,v) = {

Torej za vsako povezavo velja D(u,v) = —D(v, u).

Definicija 7.34. Pretok grafa je urejeni par (D, f), ki izpolnjuje Kirchoffov
Pogoj,
Voe V(G): Y. D(ovu)f(vu) =0,
ueN(v)
Kjer je D usmeritev, f utez grafa G in N(v) oznaluje vse sosede vozli§¢a v.

Definicija 7.35. Za uteZ f grafa G je nosilec mnozica povezav e € E(G), za
katere velja f(e) # 0, ozna¢imo ga s supp(f).

Pretok (D, f) grafa G je nikjer-nicelni pretok, ¢e je supp(f) = E(G). Kadar
f slika v grupo (Z, +), par (D, f) imenujemo celostevilski pretok. Kadar velja
|f(e)| < k za vsako povezavo e € E(G), celostevilski pretok (D, f) imenu-
jemo k-pretok. Ekvivalentno bi lahko rekli, da imamo k-pretok, kadar f slika
v grupo (Zy, +). Podobno poimenujemo A-pretok, e f slika v poljubno Abe-
lovo grupo. Kadar imamo k-pretok, pri katerem ima vsaka povezava nene-
gativno uteZ, ga imenujemo nenegativni k-pretok. Ce pa ima vsaka povezava
pozitivno uteZ, mu re¢emo pozitivni k-pretok.

Nastejmo Se nekaj lastnosti, ki jih najdemo v [6] in so uporabne pri racu-
nanju preto¢nih polinomov.

1. Graf z mostovi ne dopusca nikjer-nicelnega pretoka.

2. Ce graf dopusta nikjer-nitelni k-pretok, potem tudi za vsak h > k
dopusca nikjer-nicelni h-pretok.

3. Naj bo (D, f) nikjer-ni¢elni k-pretok grafa G in naj bo F poljubna pod-
mnozica mnozice E(G). Naj bo D usmeritev, ki jo dobimo iz D s
spremembo smeri vsaki povezavi iz F. Pripadajoce uteZi definiramo s

predpisom ‘o )
e), e¢&F
fF(e):{ —f(e), e€F.

Tedaj je par (D, fr) tudi nikjer-ni¢elni pretok grafa G.
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7.6.2  Definicija in lastnosti pretocnega polinoma

Posvetimo se sedaj pretoénemu polinomu, ki ga ozna¢imo z F(G; A). Funk-
cija F(G; A) nam vrne $tevilo razli¢nih nikjer-ni¢elnih A-pretokov grafa G za
vnaprej podano usmeritev D in Abelovo grupo A. Ce je A Abelova grupa
reda k, potem velja F(G; A) = F(G;k) in F(G;k) oznacuje $tevilo razli¢nih
nikjer-ni¢elnih k-pretokov. V nadaljevanju bomo ves ¢as uporabljali Abelovo
grupo reda k.

Najprej nas zanima ali je F(G; k) polinom nedolo¢enke k. Odgovor na to
vprasanje je seveda pozitiven, kar je razvidno iz naslednje trditve iz [6]. Tudi
tukaj uporabimo skr¢itve in izbrise povezav.

Trditev 7.36. Funkcija F(G; k) ima naslednje lastnosti

N
™
o
»

=1, e je G brez povezav,

(Gk)
(Gk)
3. F(G;k) =k —1, ¢ je G zanka ali cikel,
(G;k) = (k—1)F(G —e,k), Ce jee € E(G) zanka,
(Gk)

Naslednji izrek pa nam bo podal F(G;k) v polinomski obliki. Izrek in
namige za dokaz najdemo v [6].

Izrek 7.37. Naj bo A koncna Abelova grupa reda k in naj bo D poljubna usmeritev

grafa G. Za usmeritev D je stevilo nikjer-nicelnih A-pretokov grafa G

F(G;A) =F(Gk) = Y. (—1)E@\HI gl H|=e(H)
HCE(G)

kjer c¢(H) oznacuje Stevilo komponent podgrafa v G, ki je induciran z mnoZico
povezav H C E(G).

Po tem izreku pa lahko podamo tudi povezavo med preto¢nim in Tutteo-
vim polinomom, najdeno v [8] in [9]. Velja

F(G; A) = (—1)E@I-VO () (G;0,1 — k), (18)

Kjer je ¢(G) $tevilo povezanih komponent grafa G in k red Abelove grupe
A. Ce je graf G ravninski, obstaja povezava Se s kromati¢nim polinomom.
Namreg, ¢e je G ravninski velja enakost

kCIF(G; k) = P(G*;k),

kjer G* oznacuje dual grafa G. Zgornja enakost sledi tudi iz izreka in
enacbe 18| najdemo pa jo tudi v [8].

Poglejmo Se nekaj lastnosti preto¢nega polinoma, vzetih iz [7], ve¢ino do-
kazov prepustimo bralcu.

Trditev 7.38. F(G;k) je polinom stopnje v = |E(G)| — |V(G)| + ¢(G). Koeficient
pri k¥ je (=1)Y in vsi ¢leni v F(G; k) imajo enak predznak.

75



KROMATICNI POLINOM

Trditev 7.39. Ce je G sestavljen iz dveh grafov H in K tako, da sta ali disjunktna,
G = H UK, ali pa imata skupno eno tocko, H N K = {v}, potem velja

F(G;k) = F(H, k) - F(K; k).

Dokaz. V primeru, da je G disjunktna unija H in K izratunamo preto¢na
polinoma za H in K neodvisno. Ce pa imamo prerezno vozlis¢e oziroma
imata H on K skupno to¢ko v, potem mora biti vsota uteZi v tej tocki v grafu
H enaka ni¢ in prav tako v G. Torej lahko spet neodvisno dolo¢imo preto¢na
polinoma. O

Ocitno je 4. lastnost iz trditve posledica zadnjega izreka.

Trditev 7.40. F(G;k) je topoloska invarianta, zato imata poljubna homeomorfna
grafa enak pretocni polinom.

Lastnosti preto¢nega polinoma F(G) grafa G iz trditev [7.36] (7.38} [7.39] in
je postavil Tutte v [10]. Naj bo Kl graf, sestavljen iz dveh tock in h
povezav med njimi. Velja naslednja trditev iz [6].

Trditev 7.41. Naj bo G povezan graf s prerezno mnoZico T moc¢i h < 3 in My =
G/E(Hy) in My = G/E(Ha), kjer sta Hy in Hy komponenti grafa G\ T. Tedaj
velja

F(G;k) - F(Kh; k) = F(My; k) - F(Ma; k).

Dokaz. Trditev dokaZemo z indukcijo po Stevilu povezav G. Najprej, Ce je
|E(G)| = h, velja G & M; & M, = K. Torej ni tezko preveriti, da enakost
velja. Naprej predpostavimo, da obstaja povezava e € E(G) \ T in recimo, da
jee € E(Hz). Od tod je e € E(M;). Kadar je e zanka, velja

F(G;k)-F(KE;k) = (k—1)F(G—ek)-F(KE; k)
(k—1)F(Mi \ ¢;k) - F(M3;k)

F(My;k) - F(My; k).

V primeru, ko e ni zanka pa je
F(G;k) - F(KE; k) =
= [F(G/e;k) — F(G —e;k)] - F(K&; k)
= F(G/e;k) - F(KE; k) — F(G —¢;k) - F(KI; k)
= F(Mi/ek)-F(ME k) — F(My \ e;k) - F(ME; k)
= F(My;k) - F(Mg;k).

Kar pa nas pripelje na konec dokaza. O

Zgled 7.42. Izratunajmo preto¢na polinoma F(Ky;3) in F(Ky; 4). Pomagamo
si s sliko kjer smo iz grafa K4 s pomocjo skrcitev in izbrisov povezav
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dobili manjSe grafe, za katere poznamo preto¢ne polinome. Nato pa upora-
bimo lastnosti iz trditve in dobimo

F(Ky k) = [(k—1)3— ((k—1)2— (k—l)) - <(k—1)2—0>]
(=) ] -
= (k=17 =3(—-1)"+2(k-1).

Iskana rezultata sta torej F(Ky;3) = 0 in F(Ky;4) = 6.

Slika 28: Izracun preto¢nega polinoma za Kj.

7.6.3  Odstranitev Sopa povezav

Naj bo G graf, ki vsebuje Sop povezav z vetkratnostjo n, tj. veckratna pove-
zava, ki nastopa n-krat, in naj bo K graf, ki ga dobimo iz G tako, da ta Sop
povezav skré¢imo v vozlis¢e ter H naj bo graf, dobljen tako, da smo ta Sop
povezav izbrisali. Read in Whitehead [11] sta veckrat zaporedoma uporabila
5. lastnost iz trditve in prisla do formule pri odstranitvi Sopa povezav ali

SRF(angl. Shef Removal Formula)

Tk =1

F(GK) = (-1)" |5

F(K;k)+ F(H;k)|,

kot navajajo v [7].

Za graf G z zankami ne obstaja pravilno barvanje, torej je P(G;u) = 0.
Podobno, kot smo Ze videli, graf z mostovi ne more imeti nobenega nikjer-
nicelnega k-pretoka, torej F(G;k) = 0. Podobno, kot za dva grafa re¢emo,
da sta kromati¢no ekvivalentna, re¢emo, da sta G in H pretocno ekvivalentna
e velja F(G; k) = F(H;k).
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7.6.4 Tuttove domneve

Kot zanimivost pa si v slede¢em poglavju poglejmo Se nekaj domnev v zvezi
s pretoki. Poglavje je povzeto po [6] in [7].

Definicija 7.43. Pretocno Stevilo xk(G) grafa G pomeni najmanjse $tevilo k,
za katero G dopusta nikjer-ni¢elni k-pretok. Ce tak k ne obstaja, potem
definiramo x(G) = oo.

Prvi dve domnevi govorita o zgornji meji preto¢nega Stevila.

Hipoteza 7.44 (o zgornji meji). Obstaja tako naravno stevilo k, da vsak graf brez
mostov dopusca nikjer-nicelni k-pretok.

Hipoteza 7.45 (o 5-pretoku). Vsak graf brez mostov dopusca nikjer-nicelni 5-
pretok.

Petersenov graf ne dopusca nikjer-nielnega 4-pretoka in se ne da vloziti
VvV ravnino.

Hipoteza 7.46 (o 4-pretoku). Vsak graf brez mostov, ki ne vsebuje subdivizije
Petersenovega grafa, dopusca nikjer-nicelni 4-pretok.

Hipoteza 7.47 (o 3-pretoku). Vsak graf brez mostov in brez 3-prereza dopusca
nikjer-nicelni 3-pretok.

Domnevo o zgornji meji, sta neodvisno dokazala Jaeger in Killpa-
trick. Oba sta pokazala, da ima vsak graf brez mostov nikjer-ni¢elni 8-pretok.
Seymour pa je Se izboljSal zgornjo mejo za pretocno Stevilo, pokazal je, da
je zgornja meja 6. To je hkrati tudi najboljsi priblizek domnevi o 5-
pretoku.

7.7 ZAKLJUCEK

Osnovna naloga v sem sestavku, je bilo opisati kromati¢ni polinom, posplo-
Sitev le-tega pa predstavlja obSirnejsi Tuttov polinom. Kromati¢ni polinom je
bil rezultat dela na izreku o 4 barvah [12] in igra posebno vlogo v kombinato-
riki in statisti¢ni fiziki. Kot rezultat tega, je o kromati¢nem polinomu veliko
ve¢ govora kot o Tuttovem polinomu. Zeljeno je bilo predstaviti najrazli¢-
nejSe povezave s kromati¢nim polinomom, zato je del seminarske posvecen
tudi pretokom in preto¢nim polinomom, ki prav tako izhajajo iz Tuttovega
polinoma. Videli smo, da med vsemi tremi obstajajo formule, ki jih povezu-
jejo pa tudi vsak posebej je bil podrobneje predstavljen. Omeniti velja, da
lahko iz Tuttovega polinoma dobimo tudi verjetnostni polinom, vendar mu v
tej nalogi nismo namenili besed, ker ni tesno povezan s kromati¢nim poli-
nomom. V [g] je opisana implementacija ucinkovitega algoritma za izracun
Tutteovea, pretocnega in kromati¢nega polinoma. Bralec, ki ga SirSa tema
te seminarske naloge podrobneje zanima lahko v [3], [2], [6] in [7] najde Se
veliko gradiva povezanega z razli¢nimi lastnostmi nastetih polinomov.
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L(p,q)-BARVANJE

Rok Erman, Kris Stopar, Nik Stopar

8.1 UVOD IN MOTIVACIJA

Pri navadnem barvanju toc¢k grafa je pomembno, da sta sosednji tocki raz-
licno pobarvani. Torej smo upostevali le tocke na razdalji ena. Mi pa bomo
obravnavali barvanja pri katerih se bodo barve to¢k morale razlikovati, ne le
na razdalji ena, ampak tudi na vegjih razdaljah. Obstaja ve¢ razli¢nih kon-
ceptov za taka barvanja. Mi si bomo ogledali L (p1, ..., px)-barvanja. Po-
drobneje bomo obravnavali taka barvanja za cikle, poti in drevesa. Poiskali
bomo zgornjo mejo za razpon nekega grafa G in pokazali tesno povezavo
med nasim barvanjem in NP-polnim problemom Hamiltonske poti.

Zgoraj omenjeni tip barvanja utemeljimo z slednjo motivacijo. Postaviti
Zelimo mreZo radijskih oddajnikov. Pri tem poznamo lokacijo vsakega od-
dajnika. Oddajnikom moramo dodeliti frekvence, v katerih bodo oddajali.
Vemo, da se morajo frekvence bliZnjih oddajnikov razlikovati za neko fiksno
Stevilo, sicer bi se med sabo motili. BliZje kot sta si dva oddajnika, ve¢ja
mora biti razlika med njunima frekvencama. Poleg tega Zelimo doseci, da je
razlika med najve¢jo in najmanjSo frekvenco ¢im manjsa.

8.2 DEFINICIJE.

Imejmo kon&en graf G in nenegativna cela $tevila p1, ..., px. L(p1, ...,
pk)-barvanje (L(p1, ..., px)-labeling) grafa G je barvanje njegovih tock
pri ¢emer morata tocki na razdalji i < k imeti barvi razli¢ni vsaj za p;. S
simboli zapisano to pomeni

L(p1,...,pk) : V(G) — N U {0}
in ¢e sta to¢ki u in v na razdalji d (u, v) = i, mora veljati

IL(p1,- -, pe)(u) = L(p1,..., px)(0)] = pi.
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Razpon (span) L(p1,..., px)-barvanja je razlika med najvejo in naj-
manjso barvo.

Tukaj velja omeniti, da lahko lahko brez izgube za splosnost najmanjSo
barvo vedno postavimo na ni¢, kar se ve¢inoma kar privzame. To je o¢itno,
saj lahko od poljubnega L (p1, . .., px)-barvanja odstejemo najniZjo barvo
in tako dobimo barvanje z najniZjo barvo ni¢. Tako razpon postane najvecja
barva v naSem grafu. Na$ cilj je seveda najti L(p1, ..., px)-barvanje z
najmanj$im moZznim razponom.

Najman;jsi moZen razpon ozna¢imo z A
Tako
L(pi, ..., pr)-barvanje imenujemo razdaljno barvanje.

,,,,, pk(G)ali/\(G;pl,...,pk).

UPORABA V TELEFONIJI. Ta in podobna barvanja so se pojavila kot mo-
del za dodeljevanje frekvenc radio oddajnikom ali antenam za mobilna omreZja.
Oddajnike predstavimo kot toc¢ke v grafu in tiste, ki so zelo blizu poveZemo

s povezavami. Najve¢ interference seveda povzrocijo oddajniki, ki so zelo
blizu manj pa tisti, ki so dale¢ narazen. Zakup frekven¢nega pasu je seveda
drag in tako iS¢emo ¢im manjsi frekvencni pas, tako da se frekvence bliznjih
oddajnikov zelo razlikujejo, frekvence tistih ki so blizu a ne zelo blizu pa se
razlikujejo le nekoliko. Tako razmisljanje nas vodi prav do definicije razdalj-
nega barvanja, kot smo ga opisali zgoraj.

POVEZAVA Z NAVADNIM BARVANJEM. Razdaljna barvanja so povezana z
navadnim baravnjem. Ceje k = 1in p; = 1 je to navadno barvanje in velja
A(G;1) = x(G) — 1. Cejerecimo p; = ... = p; = 1 se na§ problem
prevede na navadno barvanje k-te potence nasega grafa G. Spomnimo se,
daje k-ta potenca grafa G graf G za katerega velja:

V(GK) =V(G) in uve€ E(G") ©dg(u,v) <k.

Torej povezava uv je v grafu G* &e velja da sta to¢ki u in v v grafu G na
razdalji manjsi ali enaki k. Tako velja A (G; p1, ..., px) = x(GF) — 1.

8.3 HIPOTEZA A?

Vecina raziskovanja se dela na osnovnem primeru, ko je p; = 2in pp = 1,
torej L(2,1)-barvanje. Ena najpomembnejsih hipotez na tem podro&ju, ki
sta jo postavila Griggs in Yeh [1]:

Hipoteza 8.1. Vsak graf G z maksimalno stopnjo A > 2 ima L(2,1)-barvanje z
obsegom najve¢ A?.

Hipoteza Se vedno ni ne potrjena ne ovrZena skoraj petnajst let po njeni
objavi. Uspesno so jo dokazali za nekatere posebne razrede grafov kot so
ravninski grafi z najvisjo stopnjo A # 3, Hamiltonski grafi, grafi z najvisjo
stopnjo dva in drugi. Gongalves [2] pa je postavil trenutno najboljso zgornjo
mejo A2 + A — 2.
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8.3 HIPOTEZA A2

Naslednji korak v raziskovanju je bil prehod na realna Stevila. V praksi
seveda ni nobenega razloga, da bi razlika frekvenc bila celostevilska. Tako
definiramo

L(pi,...,px) : V(G) = [0,00) za p1,...,pr € R.

Ostale definicije pa ostanejo enake.
Tukaj opazimo /astnost razmerja ( scaling property):

Trditev 8.2. Za vsako realno stevilo a > 0 velja:
aAMG;p1, ..., pk) = MG apy, ... apg).

Dokaz. Najbo f L(p1,..., px)-barvanje grafa G z razponom A(G; p1, ..., Px)-
Ce ga pomnozimo z « otitno dobimo L(apy, . ..,apy)-barvanje f’ z najmanj-
$im moznim razponom aA(G; py, ..., px), saj smo najvedjo barvo pomnozili
z a. Ce razpon ne bi bil najmanjsi moZen bi imeli barvanje z manj$im razpo-
nom, ki bi ga delili z « in dobili L(p3, ..., px)-barvanje z manj$im razponom,
kar pa je protislovje. Dokaz v drugo smer je identicen, le da sedaj delimo z
. O

V posebnem &e je k = 2 lahko vrednost A(G; p1, p2) povsem dolo¢imo Ze
s funkcijo za p» = 1. Torej lahko za $tudij L(p, q)-barvanj studiramo kar
L(x,1)-barvanja.

Griggs in Jin [3] sta dokazala, da je A(G;x,1) zvezna odeskoma linearna
funkcija.
Dokazimo sedaj prvo zgornjo mejo za razpon, ki sta jo postavila Griggs in
Yeh [1]:

Trditev 8.3. Naj bo G graf z najvisjo stopnjo A. Potem velja A(G;2,1) < A%+ 2A.

Dokaz. Poljubno uredimo tocke grafa in jih po vrsti barvamo z najniZjo do-
voljeno barvo. To¢ka v € V(G) ima najve¢ A sosedov in tako najve¢ A(A —1)
tock na razdalji dva. Ko Zelimo pobarvati v je tako prepovedanih najvec
3A + A% — A barv. Torej je razpon kvedjemu A2 + 2A, saj zaénemo z barvo 0
in imamo tako na voljo A% + 2A + 1 barv. O

Ocitna spodnja meja pa je A + 1, ki jo doseZemo z grafom K1 za A > 2.

Konéna projektivna ravnina reda n je mnoZica n% + n + 1 tock s slede¢imi
lastnostmi:

1. Poljubni dve tocki tvorita premico,

2. Poljubni dve premici se sekata v eni tocki,
3. V vsaki tocki se seka 1 + 1 premic in

4. Vsaka premica vsebuje 1 + 1 tock.
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Taka projektivna ravnina obstaja ¢e je n potenca prastevila. Znana hipo-
teza pravi, da so to edine kon¢ne projektivne ravnine, ki obstajajo. Dokaz te
hipoteze pa je eden izmed pomembnejsih nereSenih problemov v diskretni
matematiki.

Pravimo, da je graf G inciden¢ni graf projektivne ravnine Il(n) reda n, &e
je G = (A, B,E) dvodelen graf, da velja

(1) |A| = |B|=n*+n+1,

(2) vsak a € A predstavlja tocko p, v I1(n) in vsak b € B predstavlja
premico I, v I1(n),

(3) E={{ab}:a€ A Dbc Btako daveljat, € p,oll(n)}.

Slika 29: Konéna projektivna ravnina reda 2 (Fanova ravnina)

Iz definicije I1(n) vemo, da je tak G (n + 1)-regularen. Za vsak x,y € A je
dg(x,y) =2 in za vsak u,v € Bje dg(u,v) = 2. Prav tako, tea € Ainb € B
nista sosednja, sta na razdalji d(a,b) = 3. V [4] imamo slede¢i izrek.

Trditev 8.4. Ce je G = (A, B,E) incidencni graf projektivne ravnine reda n je
MG;2,1) =n?+n = A — A, kjer je A = n + 1 maksimalna stopnja grafa G.

Dokaz. PokaZimo najprej spodnjo mejo. V' A imamo n% + n + 1 tock in po-
ljubni dve sta na razdalji dve. Torej morata poljubni dve tocki biti pobarvani
razli¢no. Torej potrebujemo razpon enak vsaj n? +n = A> — A.

Pomozna definicija: Prirejanje (matching) grafa G je mnozZzica disjunktnih
povezav, torej mnoZica povezav, za katero velja, da poljubni dve povezavi
nimata skupne tocke. Popolno prirejanje (perfect matching) je prirejanje z 5
povezavami torej najvecje mozno. To seveda pomeni, da imajo lahko le grafi
s sodo mnogo tockami popolna prirejanja.

Lema 8.5. (Hallov kriterij): Naj bo A neka mnoZica tock, potem je mnoZica N(A)
mnoZica sosedov tock iz A. Duvodelen graf G s particijama X in Y ima popolno
prirejanje natanko tedaj ko velja [N(A)| > |A| za vse podmnoZice A C X. Brez
dokaza.

Za zgornjo mejo si oglejmo komplementarni dvodelen graf G’ = K, , —
E(G). Ta graf je dvodelen in n? regularen, saj je G n + 1-regularen. Pogoj
Hallovega kriterija je torej izpolnjen, torej ima G’ popolno prirejanje. To
pomeni, da imamo n? + 1 + 1 povezanih parov tock. Graf je dvodelen torej
ima vsak tak par eno to¢ko v A in drugo v B. Vsakega od teh parov tock
lahko v originalnem grafu G pobarvamo z isto barvo, saj tam te to¢ke niso
povezane in hkrati niso na razdalji dve. Iz dokaza spodnje meje vidimo, da
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84 BARVANJA POTI, CIKLOV IN DREVES

bo barvanje pravo, ¢e bodo te barve paroma razli¢ne in tako smo dokazali
Se zgornjo mejo. O

84 BARVANJA POTI, CIKLOV IN DREVES

Poglejmo si sedaj L(2,1)-barvanja za poti, cikle in drevesa.

Trditev 8.6. Naj bo P, pot na n tockah. Potem velja:

(i) AMPy;2,1) =2;
(i1) A(P5;2,1) = A(Py;2,1) = 3;
(iii) A(Py;2,1) =4zan > 5.

Dokaz. (i) O¢itno. (ii) Barvanji: 0,3,1 in 1, 3, 0, 2 Poti dolZine tri ne moremo
L(2,1)-pobarvati s tremi barvami, saj moramo P, pobarvati z najmanj dvema.
Preostala tretja barva pa ne more biti sosednja nobeni Ze pobarvani tocki.
(iii) Pot barvamo z barvami v tem vrstnem redu: 1,3,0,2,4,... P5 pa se ne
da pobarvati s Stirimi barvami saj imamo v mnozici {0,1,2,3} le tri moZne
pare za sosednje totke (0,2), (0,3) ter (1,3), kar pa ni dovolj, da bi sestavili
pot dolzine pet. O

1 3 0 2 4 .

Slika 30: L(p, q)-barvanje poti

Trditev 8.7. Naj bo C,, cikel na n tockah. Potem je A(Cy;2,1) = 4 za katerikoli n.

Dokaz. Za n = 3,4 je zelo lahko pokazati trditev. Naj bo sedaj n > 5. Vsak
cikel dolZine vsaj pet vsebuje kot podgraf pot dolzine pet. Za to pa Ze vemo,
da ima razpon A(P5;2,1) = 4 iz prejsnje trditve. Torej imamo spodnjo mejo
A(Cp;2,1) > 4, sedaj pa Zelimo dokazati, da velja Se A(DPs5;2,1) < 4. Dovolj je
torej pokazati, da obstaja L(2,1)-barvanje cikla s petimi barvami. Uredimo
tocke cikla vy, ...,v,-1 kot se nahajajo na ciklu, torej v; je sosednja z v;y1,
0 <i<n—2in v je sosednja z v,,_1. Definirajmo barvanje:

(1) Ce je n = 0 (mod 3) naj bo
0, ¢ei=0(mod 3);
f(vi) =1 2, Cei=1(mod 3);
4, Cei=2 (mod 3).

(2) Ce je n =1 (mod 3) predefiniramo konec barvanja iz (1) tako:
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0, i=n—4
3, i=n-3;
F)=931 i—n-2
4, i=n-—1.

7

(3) Ce je n = 2 (mod 3) predefiniramo konec barvanja iz (1) tako:

1, i=n-2,

f@”:{s,i:n—L

f je otitno L(2,1)-barvanje cikla C, za vsak n. Torej A(Cy;2,1) < 4 in s tem
je nasa trditev dokazana. O

Slikaz1i:n = Slika 32:n = Slika33:n =
0 (mod 3) 1 (mod3) 2 (mod 3)

Trditev 8.8. Naj bo T drevo z najvecjo stopnjo A > 1. Velja
A+1<AT;2,1) <A+2

Dokaz. Ker T vsebuje K 1, vemo da velja A(T;2,1) > A+ 1. Zgornjo mejo pa
dobimo s poZre$nim algoritmom. Najprej uredimo tocke V(G) = {v1,...,v,}
tako, da za vsak i > 1 velja v; je sosednja le z to¢ko eno iz {vy,...,v,_1}. To
je mozno, saj je T drevo. Pobarvajmo v; z barvo ni¢. Sedaj po vrsti barvamo
tocke z najmanj$o mozno barvo. V i-tem koraku je tocka v; sosednja z eno
vj, j < iin za dva oddaljena od najve¢ A — 1 tock. To da skupaj najvec A + 2
prepovedi, mi pa imamo A + 3 barv. O

Oglejmo si Se eno zanimivo povezavo med razdaljnim barvanjem in iska-
njem Hamiltonske poti.

Trditev 8.9. Naslednji trditvi sta ekvivalentni:

(1) Obstaja injekcija f : V(G) — [0, |V| — 1], da velja |f(u) — f(v)| > 2 za
vsako povezavo u,v € E(G);

(2) G ima Hamiltonsko pot.

Dokaz. (1) = (2): Naj bo f injekcija kot v (1). Ker je f injektivna obstaja
inverz f~!. Uredimo tocke V(G): v; = f1(i), 0 < i < |V| — 1. Potem je v;
sosednja v;11 v G za 0 < i < |V[ 1. Torej je pot vgv; . . . v}y Hamiltonska
pot v G-.

86



8.5 L(p,q)-BARVANJA - DODATEK

(2) = (1): Najbo P = v, v; ...0jy|—; Hamiltonska pot v G¢. Definiramo
funkcijo f : V(G) — [0,|V|—1] f(v;)) =i, 0 <i < |V|—-1. f je o&itno
injektivna. Naj bo sedaj {t,u} C V(G). Velja f(t) = f(v;) = iin f(u) =
f(v;) = j za neka i, j hkrati pa velja 8e |i — j| > 2, saj t in u nista povezani v
G°. Torej je f injekcija, ki jo potrebujemo. O

8.5 L(p,q)-BARVANJA - DODATEK

V tem dodatku se na kratko seznanimo z nekaj naprednimi lastnostmi L(p, q)-
barvanj.

Scaling Property: Za koncen graf G in realna Stevila d,k; > 0; i =
1,...,pvelja A(G;d -ky,...,d k) =d-A(G;ky,... kp).

Ostale lastnosti A (G; ky, ..., kp):

* AM(G;ky,..., kp) je zvezna kosoma linearna funkcija spremanljivk k;;
i =1,...,piz kontnega Stevila kosov z nenegativnimi celimi koefici-
enti.

e Zaradi zveznosti je dovolj dolo¢iti A (G; k1, ..., k,,) za racionalne k;,
zaradi Scaling Property pa je dovolj dolo¢iti A (G; k1, ..., k,) za celo-
stevilske k;.

® Primer p = 2:
Vemo Ze, da je dovolj dolotiti A(G; kq, k) za celostevilske k1 in k».
Zaradi Scaling Property pa lahko funkcijo A(G; k1, ky) obravnavamo
kot funkcijo A (G; k, 1) ene same spremenljivke k = % Torej je dovolj,
da poznamo A(G;k, 1) za racionalne k. D-Set Theorem nam zagota-
vlja, da je to zvezna kosoma linearna nepadajoca funkcija iz kon¢nega
stevila kosov oblike mk +n; 0 < m,n € Z.

e A(G;1,0) = x(G)—1, A(G;1,1) = x(G?) -1

Posledica 8.10 (Griggs, Yeh). Za vsak graf maksimalne stopnje A > 2 obstaja
L(2, 1)-barvanje z razponom najve¢ A>.

Trenutno najboljsa zgornja meja je A> + A — 2. Znani so grafi, ki zahtevajo razpon
A? — A, ne pa tudi grafi, ki zahtevajo vedji razpon.

8.6 ZAKLJUCEK

Povedali smo kaj je razdaljno barvanje in zakaj je pomembno pri dolo¢anju
frekvenc oddajnikov. Sedaj to¢no poznamo L(2,1)-barvanja poti, ciklov,
dreves in inciden¢nih grafov projektivnih ravnin. Nakazali smo pomembno
hipotezo A? in pokazali, da mora biti dejanska meja blizu A%. Ugotovili
smo tudi, da je razdaljno barvanje tezak problem, torej NP poln. Bralec, ki
ga zanima veg, si lahko ogleda ¢lanek [5]. Tam je natan¢no obdelano L(x, 1)-
barvanje posebne druzine Kneserjevih grafov, ki jih dobimo kot komplement
povezavnega grafa na polnem grafu K.
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POPOLNI GRAFI

Teja Klemencic¢, Tina Vol¢ansek

9.1 UVOD

Uradni zacetki raziskav o popolnih grafih segajo v leto 1960, ko se je razi-
skovanja lotil Claude Berge [7], [8]. Claude Berge je bil francoski matematik,
poznan po modernih odkritjih v kombinatoriki in teoriji grafov. V teoriji
grafov je e posebej pomembna njegova domneva o popolnih grafih, katera
pa je bila dokazana kar 40 let kasneje s strani Chudnovskyja, Robertsona,
Seymoura in Thomasa [3]]. Danes se Bergeova domneva imenuje tudi Krepki
izrek o popolnih grafih (Strong perfect graph theorem).

Raziskovanja popolnosti grafov pa se je lotil tudi madZzarsko-ameriski ma-
tematik Laszl6 Lovasz [g], [10], [11]. Rezultat njegovih raziskav je bila po-
sledica Bergeove domneve, ki jo imenujemo Sibki izrek o popolnih grafih
(Weak perfect graph theorem).

Omenjena izreka sta glavna tema te seminarske naloge, spoznali pa bomo
tudi nekaj drugih znanih izrekov, primere popolnih grafov, nepopolne grafe
in operacije, ki ohranjajo popolnost grafa. Popolni grafi so sicer zelo pomem-
ben objekt v teoriji grafov, v linearnem programiranju in kombinatori¢ni op-
timizaciji.

9.2 ZACETNE DEFINICIJE

Oglejmo si nekaj osnovnih definicij:

* Podmnozica vozlis¢ grafa G,K C V(G) je klika, ¢e za poljubni razli¢ni
vozliséi u, v € K velja, da je uv € E(G).

e Podmnozica vozlis¢ grafa G,S C V(G) je antiklika ali neodvisna mnoZica
tock, ¢e za vsaka u,v € S velja, da uv ¢ E(G).

o Stevilo klike, w(G), je velikost najvegje klike v grafu G.
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e Stevilo pokritja s klikami, x(G), je najmanjse Stevilo klik, ki pokrijejo
vozlis¢a grafa G.

e Neodvisnostno Stevilo grafa G, a(G), je velikost najveje neodvisne mno-
zZice v grafu G.

* Kromati¢no Stevilo, x(G), je najmanjse $tevilo barv, ki jih potrebujemo,
da pobarvamo vozlis¢e grafa G tako, da sta poljubni sosednji vozlis¢i

* pobarvani z razli¢cnima barvama. To Stevilo je enako stevilu pokritja z
antiklikami oz. najmanjSemu S$tevilu neodvisnih mnozic, ki pokrijejo

vozlis¢a grafa G.

e Graf H je podgraf grafa G, oznaka H C G, e velja V(H) C V(G) in
E(H) C E(G).

¢ Enostavni graf na n vozlis¢ih imenujemo polni graf, ¢e so vsa vozlis¢a
paroma sosednje. Oznacimo ga s K.

V poljubnem grafu G veljajo naslednje lastnosti:
e a(G) = w(G)

* k(G) = x(G)
* w(G) <x(G)

e 2(G) <x(G).

Prvi dve enakosti sta o€itni, saj neodvisne mnozice v komplementu grafa
ustrezajo klikam v originalnem grafu. Tretja neenakost je ocitna, saj je jasno,
da mora biti Stevilo barv v pravilnem barvanju grafa G vegje ali enako moci
najvecje klike. Zadnja neenakost pa sledi iz prvih treh, saj velja:
2(G) = w(G) < x(G) =x(G).

Definicija 9.1. Definirajmo tri lastnosti:

e Pj: Graf G je x-popoln, ¢e velja w(Ga) = x(Ga) za vsak A C V(G).

e Py Graf G je a-popoln, ¢e velja a(G4) = x(Ga) za vsak A C V(G).

e P3: Zavsak A C V(G) velja w(Ga)a(Ga) > |A] .

Graf G je popoln, ce je x-popoln in a-popoln.
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Slika 34: Graf G o x

9.3 IZREK O POPOLNIH GRAFIH

Naj bo G = (V,E) graf, x € V pa vozlis¢e grafa G. Graf G o x dobimo iz
grafa G tako, da mnozici vozlis¢ dodamo novo vozlis¢e x/, ki je povezana
z vsemi sosedi vozlis¢a x. Taki operaciji pravimo pomnozitev grafa z vozli-
S¢em. Prikazana je na sliki

Naj bodo x1, x2, ..., x,, vozlis¢a grafa G in naj bo 7 = (h, hy, ..., hy) vektor
nenegativnih celih Stevil. Pomnozitev vozlis¢ grafa G z vektorjem h pred-
stavlja graf H = G o 7, v katerem mnoZica vozlis¢ vsebuje h; kopij vsakega
vozlis¢a x; € V(G), in kjer so kopije vozlis¢a x; sosednje x; v H natanko te-
daj, ko sta vozlisdi x; in x; sosednji vozlisci v grafu G. Primer je na prikazan
na sliki 35}

Go h
2 2
x? 3
G
/.1
T o Ty )
1 .1
Z4 Z3 T4 Z3

Slika 35: Primer pomnozitve vozlis¢: h = (2,3,1,1)

Lema 9.2 ([4l, str. 53). Naj bo H graf, ki ga dobimo iz grafa G s pomnoZitvijo
vozlis¢. Potem velja:

e Ce je graf G x-popoln, je tudi graf H x-popoln.
o Ce je graf G a-popoln, je tudi graf H a-popoln.

Lema 9.3 ([4], str. 54). Naj bo G tak neusmerjen graf, da za njegov poljuben
pravi inducirani podgraf velja lastnost P>. Naj bo H graf, ki ga dobimo iz grafa G s
pomnoZitvijo vozlis¢ in naj za graf G velja lastnost Ps. Potem tudi za graf H velja
lastnost Ps.

Izrek 9.4 ([4], str. 56). Naj bo G = (V, E) enostaven neusmerjen graf. Naslednje
trditve so ekvivalentne:
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e w(Ga) = x(Ga) zavsak A C V(G);

* 2(Ga) =«(Ga) zavsak A C V(G);

* w(Ga)a(Gy) > |Al zavsak A C V(G) .
Ker je graf, ki je x-popoln in a-popoln, popoln, bomo od zdaj naprej take
grafe poimenovali popolni grafi.
Iz izreka[9.4]in obeh lem [9.2]in[9.3]zdaj otitno sledita Se posledica in pa izrek:

Posledica 9.5. Graf G je popoln natanko tedaj, ko je poljuben graf H, ki ga dobimo
iz grafa G s pomnoZitvijo vozlis¢, popoln.

Izrek 9.6 (Sibki izrek o popolnih grafih, [1], str. 112). Graf G je popoln natanko
takrat, kadar je popoln njegov komplement.

Podali bomo dva dokaza tega izreka. Na prvi dokaz o popolnih grafih se
pripravimo z naslednjo lemo. Naj bo G graf in x € V(G) vozlis¢e ter G’ graf
pridobljen iz G z dodajanjem vozlis¢a x’ in povezovanjem tega vozlis¢a z x in
z vsemi sosednimi vozli§¢i x. Pravimo, da je G’ pridobljen iz G z razsiritvijo
vozlis¢a x do roba xx’.

Slika 36: Razsiritev vozlis¢a x. Beli krogci predstavljajo vse ostale tocke v
grafu G, ki niso povezane s tocko x, zajete pa so z dvema ¢rtama,
ki predstavljajo povezave med temi tockami.

Lema 9.7 ([1], str. 113). Vsak graf pridobljen iz popolnega grafa z razsiritvijo
vozlisca je spet popolni graf.

Dokaz. Uporabimo postopek indukcije na Stevilu vozlis¢ izbranega popol-
nega grafa. V bazi indukcije razsirimo vozlis¢e iz K1 na K3, K> pa je popoln
graf. Za indukcijski korak naj bo G netrivialen popolni graf in naj bo G’
pridobljen iz G z razsiritvijo vozlis¢a x € G do roba xx’. Za na$ dokaz, da
je G’ graf popoln je dovolj pokazati, da velja x(G') < w(G'): vsak pravi
induciran podgraf H grafa G’ je ali izomorfen induciranemu podgrafu G ali
pridobljen iz pravega induciranega podgrafa G z razsiritvijo x; v vsakem pri-
meru je H popolni graf po predpostavki in indukcijski hipotezi in je lahko
zato pobarvan z w(H) barvami. Vemo, da v poljubnem grafu G’ velja la-
stnost w(G’) < x(G'). Ce dokazemo, da velja tudi obratno x(G') < w(G'),

92



9.3 IZREK O POPOLNIH GRAFIH

potem za graf G’ velja enakost w(G’) = x(G'). Ce je za nek graf ta enakost
izpolnjena, je ta graf popoln.
Naj bo w(G) =: w; potem je w(G') € {w,w +1}. Ce velja w(G') = w +1,
potem

X(G)<x(G)+1=w+1=w(G).

Torej za ta primer smo dokazali, da velja x(G') < w(G’). Nato $e pred-
postavimo, da velja w(G') = w. Potem x ne lezi v K, C G: skupaj z x’/
bi to prineslo K,+1 v G’. Pobarvajmo G z w barvami. Ker vsak K, C G
ustreza barvnemu razredu mnoZice X, ki ne vklju¢uje x, ima graf H :=
G — (X \ {x}) Kli¢no stevilo w(H) < w (slika [36). Ker je G popolni graf
bomo lahko tako pobarvali H z w — 1 barvami. MnoZica X je neodvisna
zato je tudi niz (X \ {x}) U {x'} = V(G' — H) neodvisen. Tako lahko razsi-
rimo (w — 1)-barvanje grafa H na w-barvanje grafa G’ in tako pokaZemo, da
velja x(G') < w = w(G’) kot smo Zeleli. O

Sedaj imamo razjasnjene vse pojme in se lahko lotimo dokaza izreka o po-
polnih grafih, . Dokaz sicer najdemo v literaturi [1], str. 112.

Dokaz. Dokazovanja se lotimo z indukcijo po Stevilu vozlis¢ grafa G. Z upo-
rabo indukcije bomo pokazali, da je komplement G kateregakoli grafa G spet
popoln graf. Ocitno je, da izrek velja za graf z enim samim vozlis¢em in brez
povezav, zato gledamo grafe na dveh in ve¢ vozliscih, torej grafe za katere
velja |G| > 2. Ker velja, da je vsak induciran podgraf G komplement indu-
ciranega podgrafa G, je primerno uporabiti indukcijo. Postavimo a(G) =: «
in naj bo A mnozica vseh vozli§¢ A v grafu G z lastnostjo |A| = «, ter naj K
oznacuje mnozico vseh vozlis¢ konénih podgrafov grafa G. Za popolnost G
je dovolj dokazati neenakost x(G) < w(G)(= «). Da neenakost dokazemo,
moramo najti mnozico K € K, tako da bo veljalo KNA # @ zavse A € A
in nato pokazati, da velja

w(G—K)=a(G—K) <a=w(G)
in po indukcijski predpostavki
X(G) <x(G-K)+1=w(G-K)+1<w(G),

kar pa ravno Zelimo. Recimo, da ne obstaja tak K, da velja, da za vsak K € K
obstaja mnozica Ay € A z lastnostjo KN Ay = @. Zamenjajmo vsako vozlisce
x v grafu G s konénim grafom G, reda

k(x) :=|{K € K|x € Ax}|,

ki zdruZi vsa vozlis¢a G, in Gy, ko sta x in y sosednji tocki v G. Tako dobljen
graf ozna¢imo z G’ in ima mnozico vozlis¢ Uyev V(Gy) in dve vozlisdi x € G,
in w € Gy sta sosednji v G/, ¢e in samo Ce velja x = y ali xy € E. Poleg tega
lahko G’ dobimo s ponavljajo¢o §iritvijo tock iz grafa G[{x € V|k(x) > 0}].
Tak graf je induciran podgraf od G, ki je popoln po predpostavki, torej je G’
popoln. V splosnem,

X(E) < w(G). (19)
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Da bi dobili protislovje z (19)), sedaj izratunamo dejanske vrednosti w(G’)
in x(G'). Iz strukture G/, ima vsak maksimalno kon¢en podgraf grafa G’
obliko G'[Uyecv G| za nekatere X € K. Torej obstaja mnozica X € I, tako da
je

w(G) =} k(x)

xeX
= {(x,K):yeX,KeK,xe A}l
KeK
< K| -1 (20)

kjer zadnja neenakost izhaja iz dejstva, da je | X N Ax| < 1, za vse K (kjer je
A neodvisna in G[X] koncen graf) in |X N Ay| = 0 (z izbiro Ay). Po drugi
strani pa je

Gl = ¥ k)

xeV

= ’{(X,K):XEV,KGICIXEAK}|

= ) |AK]

Kek
= |K|-a

Ker a(G') < a zaradi strukture G’, to pomeni

= |K]|. (21)

ZdruZzimo in skupaj, ter dobimo
X(G) = K[> K] 1> w(G),

kar je v protislovju z ((19)).
O

Izrek 9.8 (Lovasz 1972, [1, str. 115). Graf G je popoln natanko takrat, kadar velja

|H| < a(H)-w(H) (22)
za vsak inducirani podgraf H C G.

Podamo zgolj idejo dokaza, celoten dokaz pa si lahko ogledamo v literaturi
[T, str. 115.

Dokaz. Imamo mnoZico vozlis¢ V(G) =: V =: {vy,v,...,v,} in postavimo
a := (G) in w = w(G). Neenakost neposredno pomeni: &e je graf
G popoln, potem lahko vsak podgraf H grafa G razdelimo na najve¢ w(H)
barvnih razredov, ki vsebujejo najvet a(H) vozlis¢ in sledi. Da doka-
Zemo zadostnost zgornjega pogoja, uporabimo indukcijo po vseh vozlis¢ih
grafa G in privzamemo, da vsak induciran podgraf H grafa G zados¢a (22))
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in predpostavimo, da G ni popoln. Po indukcijski predpostavki je vsak in-
duciran podgraf grafa G popoln. Ze takoj lahko pokaZemo, da graf G je
popoln, saj vsaka neprazna neodvisna mnozica U C V zadosca

xX(G—-U)=w(G-U) = w.

Dejansko, ko prva enakost sledi iz definicije popolnosti grafa G — U, za
drugo enostavno velja: neenakost ” < ” bi bila o¢itna, ko bi x(G — U) < w
pomenil x(G) < w, torej je graf G popoln v nasprotju z naso predpostavko.
Potrebno je $e dokazati neenakost (22)), kjer pa si pomagamo z barvnimi
razredi grafa in uporabo nekaj algebrai¢ne teorije. O

9.4 PRIMERI POPOLNIH GRAFOV

Nastejmo nekaj skupin grafov, ki so popolni. To so polni grafi, intervalni
grafi, tetivni grafi in razdeljeni grafi (split graphs). Popolni so tudi dvodelni
grafi in pa komplementi dvodelnih grafov. Ce Zelimo te primere obravnavati
bolj podrobno, moramo za zacetek dokazati, da so tetivni grafi popolni. Graf
je tetiven, ¢e ima vsak njegov cikel, dolzine vsaj 4, tetivo ali drugace, ¢e ne
vsebuje induciranih ciklov razen trikotnikov. Da lahko pokaZemo, da so
tetivni grafi popolni, bomo za zatetek karakterizirali njihovo strukturo. Ce
je G graf z induciranimi podgrafi Gi, G; in S, tako da G = G; U G; in
S = G1 NGy, pravimo da G nastane iz Gy in G, z lepljenjem teh grafov
vzdolz S.

Trditev 9.9 ([1], str. 111). Graf je tetiven le, Ce je lahko rekurzivno zgrajen z
lepljenjem vzdolZ polnih podgrafov, z zaCetkom s polnimi grafi.

Trditev 9.10 ([T, str. 112). Visak tetivni graf je popolni graf.

Dokaz. Ker so polni grafi popolni, zadostuje po trditvi pokazati, da je
vsak graf G, pridobljen iz popolnih grafov G; in G; tako da ju lepimo skupaj
ob polnem podgrafu S, zopet popolni graf. Najbo H C G induciran podgraf,
pokazimo, da velja x(H) < w(H).

Naj bo H; := HNG; za i=1,2 in najbo T := HNS. Potem je T zopet poln
graf in H dobimo, ¢e H; in H, lepimo ob T. Kot inducirani podgraf G; je
lahko vsak H; pobarvan z w(H;) barvami. Ker je T poln graf in pobarvan z
dolo¢enim Stevilom barv, dve taki barvanji, ena od H; in ena od Hj, sta lahko
zdruZeni v barvanje H z najvedjim Stevilom barv {w(H1),w(H2)} < w(H) -
¢e je potrebno z zamenjavo vrstnega reda barv v enem izmed H;. O

PokaZimo Se, da so dvodelni grafi zelo lep primer za popolnost.

Definicija 9.11. Graf G je dvodelen, ¢e lahko njegovo mnoZico vozlis¢ razde-
limo na dve neodvisni mnozici.

Znano je, da je graf dvodelen natanko tedaj, ko ne vsebuje ciklov lihe dolZine.
Ta karakterizacija nam bo pomagala pri dokazu naslednjega izreka:

Izrek 9.12. Vsak dvodelen graf je popoln.
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Dokaz. Vzemimo dvodelen graf G in A C V(G). Ce v grafu G4 ni nobene
povezave, je x(Ga) = 1 = w(G4). Ceje v grafu G kaksna povezava, je zaradi
dvodelnosti x(G4) = 2 in ker v grafu ni trikotnika, torej cikla lihe dolZine,
je w(Ga) = 2. Torej velja x(Ga) = w(Gx). Graf G je popoln. O

Posledica 9.13. Drevesa so popolni grafi.

Dokaz. Vsako drevo je dvodelni graf, zato so drevesa popolni grafi. O

9.5 MINIMALNO NEPOPOLNI GRAFI IN BERGEOVA DOMNEVA

V tem poglavju si bomo ogledali grafe, ki jim do popolnosti le malo manjka
in Bergeovo domnevo o popolnih grafih.

Definicija 9.14. Graf G, je minimalno nepopoln graf, ¢e G ni popoln, vsak nje-
gov inducirani podgraf pa je popoln.

Naslednja trditev je neposredna posledica definicije minimalnih nepopol-
nih grafov.

Trditev 9.15. Naj bo G minimalno nepopoln graf in x poljubno vozlisce grafa G.
Potem veljata naslednji enakosti: (G — x) = k(G — x) in w(G — x) = x(G — x).

Izrek 9.16 ([5], str. 209). Naj bo G minimalno nepopoln graf z n vozlis¢i. Potem
velja:

e n=a(G)w(G)+1,
* a(G) =x(G—x) in w(G) = x(G — x) za vsako vozlisée x € V(G).

Dokaz. G naj bo minimalno nepopoln graf. Iz Sibkega izreka o popolnih
grafih lahko izpeljemo: n > a(G)w(G) inn -1 < a(G — x)w(G — x) za
vsako vozlis¢e x € V. Torej velja: n — 1 < a(G — x)w (G — x) < a(G)w(G) <
n, iz Cesar pa lahko izpeljemo n — 1 = a(G — x)w(G — x), poleg tega pa velja
e a(G) =a(G—x) =x(G—x)inw(G) =w(G—x) =x(G—x). O

Do danes so edini znani minimalno nepopolni grafi lihi cikli Cy;y1, za k > 2,
in njihovi komplementi Cy;,1. To lahko hitro preverimo. Cikel z lihim $te-
vilom vozli§¢ ni popoln graf, ker je a(Cpry1) = k in k(Cory1) = k + 1, poleg
tega pa je w(Cory1) = 2 in x(Cyy1) = 3. Poljuben podgraf cikla z lihim
Stevilom vozlis¢ je mnoZica poti, torej dvodelen in zato tudi popoln. Zato
je Cok+1 minimalno nepopoln graf in po Sibkem izreku o popolnih grafih je
minimalno nepopoln tudi njegov komplement Cy 1.

Hipoteza 9.17 (Krepki izrek o popolnih grafih, Berge 1960, [1], str. 117).
Edini minimalno nepopolni grafi so lihi cikli in njihovi komplementi.

Ekvivalentne oblike domneve so:

¢ Graf G je popoln natanko tedaj, ko v njem in v njegovem komplementu
G ni induciranega podgrafa, ki bi bil izomorfen lihemu ciklu s 5 ali ve¢
vozliséi: Coriq, k > 2.
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¢ Graf G je popoln natanko tedaj, ko v njem ni induciranega podgrafa,
ki bi bil izomorfen Cy 1 ali Cypq, k > 2.

¢ Graf G je popoln natanko tedaj, ko je v G in v G v vsakem ciklu z lihim
Stevilom vozlis¢ in dolZine vec kot 5 vsaj ena tetiva.

Od tod potem sledi definicija, ki pravi:

Definicija 9.18. Enostaven graf G je Bergeov graf, ¢e niti G, niti G ne vsebuje
induciranega podgrafa, ki bi bil izomorfen lihemu ciklu s pet ali ve¢ vozlis¢i.

Iz napisanega sledi, da so vsi popolni grafi tudi Bergeovi grafi, iz krepke
domneve o popolnih grafih, pa sledi da so tudi vsi Bergeovi grafi popolni.

9.6 OPERACIJE, KI OHRANJAJO POPOLNOST

V tem poglavju bomo navedli nekaj operacij, ki ohranjajo popolnost in s
pomocjo katerih lahko iz Ze znanih popolnih grafov konstruiramo nove po-
polne grafe.

Operacije, ki ohranjajo popolnost grafov so:
* Induciran podgraf popolnega grafa je popoln graf.
* Komplement popolnega grafa je popoln graf.

* Graf dobljen s pomnoZitvijo vozlis¢ popolnemu grafu je popoln graf.
Ce popolnemu grafu G pomnozimo vozlis¢a, dobimo nov graf H =
G o h in graf H je popoln.

* Graf dobljen z razpihnjenjem vozlis¢a v kliko je popoln graf.
Operacija, ki je podobna operaciji pomnoZitvi vozlis¢, je razpihnjenje
vozlis¢a v kliko. Tu vsako vozlis¢e nadomestimo s kliko poljubne veli-
kosti in tudi ta operacija ohranja popolnost. Primer je prikazan na sliki

37

e Graf dobljen s klicno vsoto dveh grafov je popoln graf. Zanimiva operacija pa
je tudi kli¢na vsota, kjer novi graf dobimo tako, da v danih dveh gra-
fih Gy in G identificiramo kliko: G = G U G in G1 N Gy = K, Kjer
je K neka klika v G in Gp. Oglejmo si kli¢no vsoto dveh grafov na
spodnjem primeru, slika

Zgled 9.19. Primer nakazuje razpihnjenje vozlis¢a x v kliko velikosti tri. Vo-
zlis¢a dodane klike so oznacene z belimi krogci.

Zgled 9.20. Graf G na sliki je dobljen iz grafov G; in G s kli¢no vsoto,
kjer identificiramo kliko velikosti 3, katere vozlis¢a so v grafu G oznacene z
belimi krogci.
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i 4

Slika 37: Razpihnjenje vozlis¢a v kliko

Gy G, G
Slika 38: Graf G dobljen iz grafov Gp in G; s kli¢no vsoto

9.7 ZAKLJUCEK

Namen seminarske naloge je bil spoznati grafe, pri katerem je kromati¢no
stevilo x(G) poljubnega induciranega podgrafa G, enako stevilu klike w(G).
Take grafe imenujemo popolni grafi.

V prvem delu seminarske naloge smo spoznali osnovne definicije grafov, po-
polnih grafov in glavne izreke, ki veljajo v popolnih grafih. Kot glavni izrek
smo spoznali Sibki izrek o popolnih grafih, izrek ki pravi, da je graf G
popoln natanko takrat, kadar je popoln njegov komplement. Za dokaz tega
izreka smo potrebovali tudi nekaj drugih manjsih izrekov in jih prav tako
dokazali. Za lazZjo predstavo in razumevanje lastnosti popolnih grafov smo
omenjene definicije in izreke predstavili tudi na primerih. Tako smo spo-
znali, da so popolni grafi polni grafi, intervalni grafi, tetivni grafi, razdeljeni
grafi, dvodelni grafi ter njihovi komplementi in tudi drevesa. Nekaj od teh
trditev smo tudi dokazali. V nadaljevanju seminarske naloge smo spoznali
tudi minimalno nepopolne grafe in pomembno domnevo, ki ji pravimo Ber-
gova domneva. Imenuje se Krepki izrek o popolnih grafih, domneva
in pravi, da so edini minimalno nepopolni grafi lihi cikli pa njihovi kom-
plementi. V zadnjem delu seminarske naloge pa smo si ogledali nekaj po-
membnih operacij, katere ohranjajo popolnost grafa. To so induciran graf,
komplement grafa, pomnozitev vozlis¢a v grafu in pa razpihovanje vozlisca
v kliko v grafu.

Za tiste bralce, ki bi Zeleli pridobiti ve¢ znanja na temo popolnih grafov,
predlagamo podrobnejsi pogled v navedeno literaturo na koncu seminarske
naloge, saj je v nalogi zajet le majhen del vsebine. Priporo¢amo pa tudi
knjigo z naslovom Topics on Perfect Graphs, ki sta jo napisala V. Chvital in C.
Berge.
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10

TETIVNI GRAFI

Zvone Klun

10.1 PREDSTAVITEV TETIVNIH GRAFOV

Graf je tetiven (ang. chordal), ¢e ima vsak cikel dolZine 4 ali vet tetivo. Kjer
je tetiva (ang. chord) povezava med dvema vozlis¢ema na ciklu, tetiva sama
pa ni del cikla. Primer tetive je prikazan na sliki Z drugimi besedami, v
tetivnem grafu je najvedji cikel brez tetiv trikotnik C3 oz. Kj.

I
. ,//f . T
~
\._.e\..
N
—k, j &

Slika 39: Tetivi v ciklu Cs

Oglejmo si, katere Ze poznane druZine grafov spadajo med tetivne grafe:
* poti, drevesa (ker nimajo ciklov);
* polni grafi (ker imajo vse tetive).

Res je, da so tetivni grafi na prvi pogled sestavljeni iz trikotnikov. Toda
bodimo pozorni, grafi z obliko koles so sicer sestavljeni iz trikotnikov, vendar
pa ti grafi ne spadajo med tetivne grafe. Kot primer si oglejmo kolo W5 na
sliki |40, katerega zunanji cikel C4 nima tetive.

Opazili smo, da so tetivni grafi sestavljeni iz polnih grafov zlepljenih v
drevesno strukturo. Tetivne grafe res gradimo z nekaksnim lepljenjem, in
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Slika 40: Kolo W5 ne spada med tetivne grafe

sicer po naslednjem postopku. Naj ima graf G inducirane podgrafe G;, G,
in S, tako da velja: G = GiUG2,in S = G N Gy in S je poln graf. Potem
re¢emo, da smo G sestavili z lepljenjem G1 in G, vzdolZ S.

Lema 10.1. Graf G je tetiven natanko tedaj, ko ga lahko rekurzivno sestavimo z
lepljenjem vzdolZ polnih grafov, zacnemo z polnim grafom.

Dokaz. Ce je graf G sestavljen z leplienjem dveh tetivnih grafov G; in G
vzdolz polnega induciranega podgrafa, potem je G ravno tako tetiven. Poka-
Zimo, da ima v G vsak induciran cikel z $tirimi vozlis¢i ali ve¢ tetivo. Imamo
namre¢ dve moZznosti. Ena izmed situacij je, da cikel leZi bodisi samo v G;
bodisi samo v Gy. Tu nimamo tezav, saj sta G; in G; tetivna. Druga mo-
Zna situacija je, da cikel leZi v Gy in G,. V tem primeru ima cikel vsaj dva
vozlisca v preseku G; in Gy. Toda, ker je presek poln induciran podgraf in
tako obstaja povezava med poljubnima vozlis¢ema, lahko cikel razdelimo na
dva manjsa cikla. Posamezen manjsi cikel pa je induciran podgraf v tetiv-
nem grafu G; ali v tetivnem grafu G;. S tem smo dokazali, da je vsak graf
skonstruiran po zgoraj opisanem postopku tetiven.

Za dokazovanje v nasprotno smer predpostavimo, da je graf G tetiven.
Sedaj moramo z indukcijo na |V(G)| pokazati, da lahko G skonstruiramo
po zgoraj opisanem postopku. Trivialno je preveriti, ¢e je G poln graf.
Zato sedaj predpostavimo, da G ni poln graf in |[V(G)| > 1. Otitno je,
da so vsi manjsi grafi sestavljeni po opisanem postopku, saj je ena sama
tocka poln graf K;. Naj bosta sedaj 2 in b dve nesosedni vozlis¢i in naj
bo X C V(G) \ {4, b} najmanjSa mnozica vozli¢, ki lo¢i a in b. Oznacimo
z C komponento G — x, ki vsebuje a. Definirajmo G; := G[V(C) U X] in
Gy := G — C. Torej je G sestavljen z lepljenjem G in G, vzdolz S := G[X].
Toda G; in G sta oba tetivna, saj sta po indukciji skonstruirana na enak
nacin. Dovolj je pokazati, da je S poln induciran podgraf grafa G. Predpo-
stavimo, da s in t nista sosedni vozli§¢i v S. Ker je X = V(S) minimalna
mnozica vozlis¢, ki lo¢i a in b, imata torej oba s in t sosede v C. Torej v
G1 — X obstaja najkrajsa pot P; od s do t. Po enakem razmisleku obstaja
najkrajSa pot P> od s do t v G — X. Tako smo skonstruirali cikel P; U P,
dolZine najmanj 4, ki je brez tetive. Prisli smo v protislovje s predpostavko,
da je G tetiven. Torej sta s in t povezana. Ker sta bila s in t poljubna, sledi,
da je S poln induciran podgraf grafa G. O
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Slika 41: Skica dokaza Leme

10.2 UMESTITEV TETIVNIH GRAFOV MED POPOLNE GRAFE

Graf G je popoln (ang. perfect), ¢e za vsak induciran podgraf H grafa G velja:
x(H) = w(H).

Kjer je x(H) dobro poznano kromati¢no $tevilo, z w(H) pa smo oznadili
mo¢ najvedje klike v H. Posebej uporabna lastnost popolnih grafov je, da je
komplement popolnega grafa tudi popoln graf, ki jo je dokazal L. Lovdsz leta
1972. Zaradi te lastnosti je teorija popolnih grafov prisotna tudi v Linearnem
programiranju. Preplet teorije grafov in linearnega programiranja si lahko
podrobneje ogledate v monografiji [1].

Med popolne grafe spadajo tudi nekatere Ze poznane druZzine grafov:

e poti: Najvedji induciran poln podgraf je K, in lahko jih pobarvamo z

dvema barvama.

e drevesa: Enako kot poti imajo dravesa najvedji induciran poln podgraf
K3 in kromati¢no Stevilo je 2.

* polni graf: OCitno je vsak induciran graf poln podgraf.

* dvodelni grafi: Tudi tu je najvedji induciran poln graf K, in po definiciji
se jih da obarvati z dvema barvama.

e grafi povezav dvodelnih grafov: Posplositev Konigovega izreka [3] nam
pove, da je kromati¢en indeks dvodelnega grafa K, , enak maksimalni
stopnji oziroma X'(Ky,n) = A(Ky,n). Kliko v grafu povezav tvori ravno
mnozica tistih povezav v grafu, ki imajo skupno vozlisce. Torej velja:

w(L(Kinn)) = D(Kimn) = X' (Kmn) = X(L(Kin))-
e tetivni grafi: Dokaz sledi v nadaljevanju.

* kolesa z lihim stevilom vozlis¢: Ker imamo liho vozlis¢, je zunanji ciklel
sode dolzine in ga lahko obarvamo z dvema barvama. Os pa moramo
obarvati z novo tretjo barvo. Ocitno je najvedji induciran poln podgraf
Ks.
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Pokazimo sedaj, da vsak tetiven graf spada med popolne grafe.

Izrek 10.2. Vsak tetiven graf je popoln graf.

Dokaz. Uporabimo izrek skupaj z lemo Dobimo torej, da rekur-
zivni postopek za gradnjo tetivnih grafov velja tudi za popolne grafe. Torej
je vsak graf G sestavljen z lepljenjem popolnih grafov G; in G, vzdolz pol-
nega grafa S tudi popoln graf. Za dokaz izreka moramo pokazati, da
za vsak induciran podgraf H, velja x(H) < w(H).

Oznac¢imoz Hy := HN Gy, Ho:=HNGyinz T := HNS. O¢itno je T poln
graf in H sestavljen z lepljenjem H; in H, vzdolz T. Toda ker je H; induciran
podgraf popolnega grafa G;, lahko tudi H; pobarvamo z w(H;) barvami. Za
H, analogno velja x(Hz) = w(Hy). Ker je H sestavljen iz H; in Hy, lahko
obarvamo H s kveATjemu max{w(H;),w(H,)} < w(H) barvami. Morda je
potrebno v enem od H; ali H, permutirati barve, ker je T barvan dvakrat kot
podgraf H; in kot podgraf H,. Pokazali smo, da za vsak induciran podgraf
H, velja x(H) < w(H). O

10.3 BARVANJE TETIVNIH GRAFOV

V prej$njem poglavju smo pokazali, da je vsak tetiven graf tudi popoln. Torej
je kromaticno Stevilo grafa enako velikosti najvedje klike. Oglejmo si, kako
dolo¢imo kromati¢en polinom tetivnega grafa. V ta namen bomo uporabili
posebno lastnost tetivnih grafov.

Vozlisce je enostavno (ang. simplical), ¢e njemu sosednja vozliS¢a tvorijo
Kliko. Zaporedje enostavnega odstranjevanja (ang. simplical elimination ordering)
je zaporedje vozlis¢ vy, . .., vy, ki predstavlja vrstni red odstranjevanja vozlis¢
iz grafa. Vsako vozlis¢e v; v zaporedju enostavnega odstranjevanja mora biti
enostavno v podgrafu induciranem z vozlis¢i {v;,..., v, }.

Lema 10.3 (Voloshin (1982), Farber-Jamison (1986)). Za vsako vozlisce x v te-
tivnem grafu G obstaja enostavno vozlisce iz mnoZice najbolj oddaljenih vozlis¢ od
x0G.

Dokaz. Uporabimo indukcijo po Stevilu enostavnih vozlis¢ n(G) v grafu G.
V osnovnem primeru pri #(G) = 1 imamo graf K;, ki ima eno samo vozlis¢e
in to je enostavno. Za indukcijski korak pri n(G) > 2 pa lo¢imo dva primera.

V prvem primeru je x sosed vsem ostalim vozlis¢em v G, nadaljujemo
z indukcijsko predpostavko na grafu G — x. Vsako enostavno vozlis¢e y v
G — x je enostavno tudi v G, saj je x sosed vseh vozlis¢ N(y) U {y}.

Poglejmo primer, ko x ni sosed vsem ostalim vozlis¢em v G. Oznacimo z
T mnozico najbolj oddaljenih vozlis¢ od x v G in naj bo H komponenta G[T].
Naj bo S mnozica sosednjih vozlis¢ mnozice V(H), Sleziv G —T.Z Q pa
ozna¢imo komponento G — S, ki vsebuje x.

Pokazimo najprej, da je S klika. Vsako vozlis¢e v S ima soseda v V(H) in
v Q. Torej za poljubna razli¢na vozlis¢a u in v iz S velja, da je unija poti P; in
P, cikel dolZine najmanj 4. Kjer z P; oznacimo najkrajso pot od H ¢ez u do
Q in analogno P> oznacuje najkrajSo pot od H ¢ez v do Q. Ker je G tetiven

104



10.3 BARVANJE TETIVNIH GRAFOV

S .'—If-a'--.—'.l-'.l— ra -\
- | I| i 'I f b
~ et 1]
o HERIERES]
S—— AN
\\\. 1 Ill‘s_r,'.f'l.l |. ) -
\\ t .I| S— -
~ \ T
R . o
" -/? — £
Ly

Slika 42: Skica k dokazu Leme

in ker med V(H) in V(Q) ni nobene povezave, je torej tetiva nasega cikla
povezava uv. Ker smo vozlis¢i u in v izbrali poljubno, je S klika.

Ce je v V(H) eno samo vozlis¢e z, je z tudi enostaven, saj sosedna vozlis¢a
z tvorijo kliko S. Sicer oznac¢imo z G’ = G[S U V(H)]. Graf G’ ne vsebuje x,
zato je G’ manjsi kot G. Sedaj uporabimo indukcijsko predpostavko na G’ in
vozlis¢em u iz S. Postopek ponavljamo, dokler nam v H ne ostane eno samo
vozlisce z, ki je enostavno v G'. Ker velja Ng(z) C V(G'), je z enostaven tudi
v G. Poiskali smo torej enostavno vozlis¢e z iz mnoZice najbolj oddaljenih
vozlis¢ od x v G. O

Lema nam zagotovi, da ima vsak tetiven graf vsaj eno enostavno
vozlis¢e. PokaZimo sedaj, da ima vsak tetiven graf zaporedje enostavnega
odstranjevanja.

Izrek 10.4 (Dirac). Enostaven graf ima zaporedje enostavnega odstranjevanja na-
tanko tedaj, ko je graf tetiven.

Dokaz. Graf G naj ima zaporedje enostavnega odstranjevanja in cikel C dol-
Zine najmanj 4. Z v ozna¢imo vozlisce, kjer se zac¢ne zaporedje enostavnega
odstranjevanja na C. Sosedje v tvorijo kliko. Klika vsebuje tudi najmanj dva
vozlis¢a iz C, ki sta tako povezana z tetivo. Graf G torej ne vsebuje ciklov
dolZine 4 ali ve¢, ki nimajo tetive.

Pokazimo, da velja implikacija tudi v nasprotno smer. Uporabimo Lemo|[10.3}
torej ima vsak tetiven graf enostavno vozlis¢e. Ker je vsak induciran podgraf
tetivnega grafa tetiven, lahko uporabimo indukcijo po n(G) in tako dobimo
zaporedje enostavnega odstranjevanja. O

Zgled 10.5. Kako iz zaporedja enostavnega odstranjevanja konstruirati kromaticen
polinom? Naj ima graf G zaporedje enostavnega odstranjevanja vy,...,0,.
Predpostavimo, da je mnozica vozlis¢ P; := {vi41,...,0n} Ze obarvana. Torej
lahko vozlis¢e v; pobarvamo na k — d(v;) na&inov, kjer je d(v;) := |N(v;) N Pi|.
Faktor k — d(v;) torej ni odvisen od tega, kako smo obarvali P;, saj sosedje
vozli§¢a v; v induciranem podgrafu G[P;] tvorijo kliko velikosti d(v;). Ker
premislek velja za vsak v; iz zaporedja enostavnega odstranjevanja grafa
G, je kromaticen polinom grafa G enak produktu linearnih faktorjev oblike
k —d(v;). Po izreku je graf tetiven natanko tedaj, ko ima zaporedje
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enostavnega odstranjevanja. Torej je kromati¢en polinom tetivnega grafa
G oblike:

n

X(G k) =TTlk—d()].
k=1
Za graf G iz slike |43|je v1,...,vs zaporedje enostavnega odstranjevanja.
Torej velja: d(v1) = 2, d(vp) = 3,d(v3) =2,d(vs) =1,d(vs) =1, d(vs) = 0.
Kromati¢en polinom grafa G je tako x(G,k) = (k —2)(k —3)(k —2)(k —
1)(k —1)k.

U3 (%) 01

Ug (% U4

Slika 43: Zaporedje enostavnega odstranjevanja na grafu
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11

PARAMETRI RAVNINSKOSTI IN PLOSKVE VISJIH
REDOV

Tinkara Delibegovié¢

11.1 PARAMETRI RAVNINSKOSTI

Problem, ki je zgodovinsko pomembnejsi v teoriji grafov, je maksimalno
kromati¢no $tevilo ravninskega grafa in s tem povezan problem barvanja ze-
mljevidov: ali lahko drZave sveta pobarvamo z razli¢nimi barvami tako, da
bodo drzave z netrivialno mejo imele razli¢ne barve? KasnejSa motivacija
za $tudij ravninskih grafov je povezana z razvojem racunalniske in komuni-
kacijske tehnologije, predvsem VLSI vezja. To so vezja zelo visoke stopnje
integracije oz. vezja, ki vsebujejo ve¢ kot deset tiso¢ vrat oziroma vec kot sto
tiso¢ tranzistorjev.

V tem poglavju bomo tako obravnavali parametre, ki merijo koliko od-
stopa splosni graf od ravninske oblike.

11.1.1  Debelina grafa

Ravninski graf je graf, ki se ga da narisati v ravnini brez sekanja povezav,

.....

vimo iz vecih ravninskih grafov. Eden izmed naravnih parametrov ravnin-
skosti je Stevilo ravninskih grafov, ki jih potrebujemo, da tvorimo dani graf.

Definicija 11.1. Debelina grafa G je minimalno Stevilo ravninskih grafov, ki
jih dobimo pri dekompoziciji grafa G na ravninske grafe. Debelino grafa G
ozna¢imo s t(G).

Zgled 11.2. Debelina vsakega ravninskega grafa je enaka 1, debelina grafa
K5 pa je enaka 2, saj lahko K5 dobimo iz dveh ciklov dolZine 5.
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A

Slika 1: Ravninska grafa, ki sestavljata Ks

Enostavno je dobiti spodnjo mejo za t(G), ki zelo pogosto da pravilno

vrednost.
Uporabili bomo zvezo: [4| = [(a+b—1) /b].

Trditev 11.3. Naj bo G enostavno povezani graf z n tockami in m povezavami.
Potem je:

1. HG) = [l

2. ¢e v G ni trikotnikov, potem je t(G) > [5] -

Dokaz. 1. Ceje G povezan enostaven ravninski graf z n (> 3) tockami in
m povezavami, potem je m < 3n — 6. Za ravninsko risbo grafa G z f
lici je, po lemi o rokovanju za ravninske grafe, 2m > 3f saj je stopnja
vsakega lica enostavnega grafa vsaj 3, zato je f < %m. Ce to uporabimo
v Eulerjevi formuli f = m —n + 2, dobimo 3m — 3n + 6 < 2m, torej je
m < 3n—6.

Ker je vseh povezav skupaj m, mora biti ravninskih grafov vsaj 5™

.
Stevilo grafov je celo naravno §tevilo, zato velja t(G) > |2 ] .

2. Za dokaz druge tocke uporabimo: Naj bo G povezan ravninski enosta-
ven graf z n (< 3) to¢kami in m povezavami in naj bo brez trikotnikov.
Potem je m < 2n — 4.

Za ravninski graf G z f lici je po lemi o rokovanju 2m > 4f (saj je
stopnja vsakega lica enostavnega grafa brez trikotnikov vsaj 4), zato je
f< %m .Ceto uporabimo v Eulerjevi formuli, dobimom —n+2 < %m,
torej m < 2n — 4.

O

Zgled 11.4. V G = K, je m = jn(n—1). Iz totke 1. Trditve 1.1 sledi

HKn) > 35

Izraz lahko poenostavimo:

[n(n—l)—‘ _ {n(n—1)+2(3n—6)—1J _ {n2+5n—14J _ {(n:(z)inzgz)

, 2(3n—6)
n+
- 7]

Torej t(Ky) > |2 (n+7)].

2(3n—6)
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11.1.2 KriZno Stevilo

Vcasih moramo narisati graf v ravnino, ¢eprav sam graf ni ravninski. Kot
primer si oglejmo vezje ¢ipa, ki predstavlja sliko grafa. KriZanje Zic vpliva
na samo ceno ¢ipov, zato poskusamo Stevilo presecis¢ minimizirati.

Definicija 11.5. KriZzno $tevilo v(G) grafa G je najmansgje $tevilo sekajocih se
povezav pri risanju grafa G v ravnino.

Zgled 11.6. Dokazimo, da je v(Ks) = 3 in v(K3p2) = 2. Prese¢no $tevilo
majhnega grafa lahko dobimo s pomo¢jo maksimalnega ravninskega pod-
grafa. Recimo, da imamo graf G narisan v ravnini (le narisan je v ravnini, ni
nujno ravninski graf). Ce je H maksimalen ravninski podgraf te slike, potem
vsaka povezava grafa G, ki ni v podgrafu H, seka nekaj povezav grafa H.
Od to sledi, da ima slika grafa G najmanj e(G) — e(H) preselis¢, kjer je e(G)
velikost mnozice E(G) in e(H) velikost mnoZice E(H). Ce ima G n vozlis,
potem je e(H) < 3n — 6. Ce G nima trikotnikov, potem velja e(H) < 2n — 4.
Narisimo oba grafa in poglejmo kaksna je spodnja meja.

Slika 2: Levi graf je Kq, desni graf pa je njegov maksimalen ravninski
podgraf

Ker ima K¢ 15 povezav in ima ravninski graf na 6 vozlis¢ih najvec¢ 12 povezav,
od tod sledi, da je v(Ks) > 3.

Slika 3: Graf K37,

evve

vvvvv

Opazimo, da K3, vsebuje K3 4.
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Slika 4: Graf K34

Graf K34 nima trikotnikov, zato ima ravninski podgraf grafa K34 najvec
2x7—4 = 10 povezav. Od tod sledi (ker ima K34 12 povezav), da je
v(K34) > 2. Kakorkoli narisemo graf K3z»,, le - ta vedno vsebuje K34. Od
tod sledi, da je v(K3z22) > v(K34) > 2.

Trditev 11.7. Naj ima graf G n vozlis¢ in m povezav. Ce je k maksimalno $tevilo
povezav v ravninskem podgrafu grafa G, potem je v(G) > m — k. Oziroma velja
celov(G) > ’;—; — I

Dokaz. Imejmo podano sliko grafa G v ravnini in naj bo H maksimalni pod-

graf grafa G, katerega povezave se ne sekajo na tej sliki. Vsaka povezava, ki

ni v H se seka z najmaj eno povezavo v H, saj jo drugace lahko dodamo v

graf H. Ker ima H najvec k povezav, imamo m — k presecis¢ med povezavami

H in povezavami G — E(H). Ko odstranimo E(H) iz grafa G, nam ostane

najmaj m — k povezav. Enak sklep nam pove, da ostane najmanj (m — k) — k
m

presecis¢ na sliki, za vsak t = L?J Iterativno tako dobimo, da ostane naj-
manj Y;_; (m — ik) presetis¢ za t = | % |. Vemo, da je vsota enaka

t
E(m—ik):mt—lkt(t—i—l).
i=1 2

Zapisimo sedaj m = tk + 7, kjer je 0 < r < k — 1. Zamenjamo t = { (m —r)
v vrednosti vsote, poenostavimo in dobimo:

v(G) > mt—kt(t+1)%
1 1 1
= m(m—r)k—k(m—r)k((m—r)k+1>2
1 1 1 1
_ 2t r . 2t 1
= mt - mry (m—r) % (m r)Z
1 1 1 1 m r
_ 21 Z o2 2 = —
= mig - mry m2k+2mr2k "ok 2~|—2
_ mzi_ﬂJrrT’—l
B 2k 2 2k

Opomba 11.8. Prva meja m — k iz prejSnje trditve je uporabna, ko ima G
malo povezav. Krizno $tevilo enostavnega grafa je vsaj e(G) — 3n + 6 in &e
je graf G dvodelen, vsaj e(G) — 2n + 4. Iteracija argumenta izboljsa mejo za
vedje e(G), vendar je spodnja meja za goste grafe Sibka.
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Oglejmo si kot primer graf K,;. To¢nega odgovora nimamo, zato upamo
vsaj na stopnjo vodilnega ¢lena v polinomskem izrazu za v(Ky,). Tega zapi-
Semo kot an* + O (n*~1), s &imer oznagimo polinom stopnje k za 1, pri emer
je ank vodilni &len.

Vsak ravninski graf ima najve¢ 3n — 6 povezav, polni grafi pa imajo 1n (n — 1)
povezav. Tako dobimo:

m*> m  m(m—k) @(@-37&6)
Vi) = T T T T 2(3n—6)
_ on(n—=1)(n(n—1)—6n+12) n*—8n>+19n>—12n
- 8 (311 — 6) - 24n — 48

1
> 3 2y
> 2411 +0(n?)

Krizno Stevilo ne more biti ve¢je kot (}}), saj lahko nariSemo totke grafa
na kroZnico in jih poveZemo med seboj. Za K, vsaka mnoZica $tirih vozlis¢
prispeva natanko eno presecis¢e. Ta predstavitev je v resnici najslabsa mo-
Zna ravnodrna slika grafa Kj,, saj pri vsaki ravnoértni sliki vsaka mnozica
$tirih vozlis¢ prispeva najvet eno presetiste. Stevilo presetis¢ znotraj teh ti-
rih tock je odvisno od tega ali ena tocka leZi znotraj trikotnika, ki ga tvorijo
ostale tri tocke ali zunaj.

11.2 PLOSKVE VISJIH REDOV

Namesto, da bi minimalizirali Stevilo presecis¢ v ravnini, lahko zamenjamo
ploskev na katero bi radi vozili graf in se jih s tem izognemo. To je kot, da
bi gradili podhode in nadhode namesto semaforjev.

Definicija 11.9. Rocaj je valj, ki povezuje luknji izrezani iz ploskve. Torus je
ploskev, ki jo dobimo, ¢e dodamo en rocaj sferi.

Slika 5: Sfera z ro¢ajem in torus

Torus je topolosko gledano enak sferi z ro¢ajem v smislu, da lahko eno plo-
skev zvezno transformiramo v drugo. Velik graf ima lahko veliko presecisc¢
in zato bomo potrebovali vec rocajev. Tako lahko za vsak graf, ¢e le dodamo
dovolj ro¢ajev na sfero, odpravimo vsa presecis¢a in dobimo vloZitev tega
grafa na to ploskev. Nacin na katerega dodajamo rocaje ni pomemben, saj
so vse ploskve, ki jih dobimo, ko dodamo enako $tevilo rocajev sferi, topolo-

Sko gledano enaki.
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Definicija 11.10. Rod povrsine, ki jo dobino z dodajanjem rocajev sferi, je
Stevilo teh dodanih rocajev. Ploskev z rodom 7 oznacimo s S,,.

Definicija 11.11. Rod grafa G je najmanjsi rod ploskve, na katero lahko vlo-
zimo graf G.

Risanje velikih grafov na ploskve velikih redov je teZko sledljivo. Lokalno
gledano ploskev izgleda kot list papirja. Da lazje nariSemo graf, bi radi ce-
lotno ploskev splos¢ili. To pa lahko doseZzemo le z razrezom ploskve. Ce
oznacimo kako se morajo posamezni robovi zdruZiti nazaj, da dobimo prvo-
tno povrsino, potem lahko opiSemo ploskev na listu papirja.

Zgled 11.12. Kombinatori¢ni opis torusa. Ce prereZemo torus pre¢no, do-
bimo cev / valj. Ce prerezemo valj vzdol#no, dobimo pravokotnik. Stranice
pravokotnika, ki so enako oznacene, so si identi¢ne. Vedeti moramo kako so
si stranice identi¢ne, ker povezave vloZitve na ta na$ torus, lahko sekajo tak

' =1

Slika 6: Torus

o

Ko povezava doseZe en rob pravokotnika, doseZe eno stran imaginarnega
prereza. Ko seka prerez, se pojavi v identi¢ni tocki na drugi strani kopije te
meje. Stirje "vogali"pravokotnika ustrezajo eni sami to¢ki na ploskvi skozi
katero potekata oba reza.

Zgled 11.13. Zgornja predstavitev vodi do lepih vloZitev grafov na torus.
Oglejmo si vloZitve grafov Ks, K33 in Ky.

1 4
2 5
3 6

Slika 8: Graf K33 in njegova vloZitev na torus
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S
Ny

Slika 9: Graf K7 in njegova vlozitev na torus

— =

Definicija 11.14. Z N; ozna¢imo graf, ki ga dobimo, ¢e v sferi naredimo g
lukenj in na le-te dodamo Mobiusove trakove.

V splosnem delimo ploskve na orientabilne in neorientabilne. Vsaka skle-
njena orientabilna ploskev je homeomorfna eni od ploskev S, za v > 0.

a a

a a

Slika 10: Orientabilni ploskvi: valj in torus

Podobno velja, da je vsaka sklenjena neorientabilna ploskev homeomorfna
eni od ploskev N,, za g > 0.

a a a

b4 b b b

a a a

Slika 11: Neorientabilne ploskve: Mobiusov trak, Kleinova steklenica, R
projektivna ravnina

Opomba 11.15. Ce je ¥ sklenjena ploskev, potem velja:

2 —2v ; za orientiabilne ploskve
2—g ;zaneorientabilne ploskve.

x(X) = {

Opomba 11.16. PosploSena Eulerjeva formula Naj bo G povezan graf z ro-
dom v in V(G) = n, E(G) = m in f $tevilo lic vlozitve grafa G na ploskev z
rodom <. Potem veljan —m + f =2 — 2.

Zgled 11.17. VloZitev grafa K7 na torus ima 7 vozlis¢, 21 povezav in 14 lic.
Preverimo, ¢e podatki ustrezajo posploseni Eulerjevi formuli 7 — 21 414 =
0=2-2.

Lema 11.18. Vsak enostaven graf z n vozlisci, ki je vloZen na S, ima najvec
3 (n — 2+ 2v) povezav.
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Dokaz. 1z posploSene Eulerjeve formule izrazimo Stevilo vozlis¢: m = n +
f —2 — 2. Lema o rokovanju nam pove, da velja 3f < 2m, s ¢imer dobimo
zgornjo neenakost m < 3 (n — 2+ 27). O

Ce obrnemo zgornjo ena¢bo, dobimo spodnjo mejo za tevilo ro¢ajev, ki
jih moramo dodati, da bomo lahko vlozili G.

Posledica 11.19. Za enostaven graf G z n tockami in m povezavami velja

1(G) > {116 (m — 3n) +1W .

Zgled 11.20. Za polne grafe K, velja m = in (n — 1). Od tod naraéunamo:

v

Y(Kn) 2 <;n (n—1) —3n> +1-‘ = [112 (n(n—1)—6n)+ E-‘
[ 1

» 1.6 1) (1, 7 12
T2t 120 T12

= ETZ —EW—EH—FE
S [ B R Ly
12 2

V dobljeno enacbo vstavimo n = 7 in dobimo:

1K) 2 | 5 7-3) 7 4] =1

Definicija 11.21. Kromati¢no $tevilo ploskve S definiramo kot maksimum
kromati¢nih stevil grafov, ki jih lahko vlozimo na ploskev S in ga oznaéimo
s x(S) oziroma

Xx(S) = max {x(G); graf G lahko vlozimo na ploskev S }.
Zgled 11.22. x(ravnine) = x(sfere) =4 in x(torusa) =7.
Izrek 11.23 (Heawood [4]]). Ce se da graf G vloZiti na S.,, za <y > 0, potem

7+W)J
5 .

x(G) < V

Dokaz. Naj bo ¢ = 3 (7+ /T +487). Dovolj je pokazati, da ima vsak eno-
staven graf, ki se ga da vloziti na S, vozlisce, ki ima stopnjo najve¢ ¢ — 1.
Mejo x(G) dosezemo z indukcijo po n(G). Vsak graf z najve¢ ¢ vozlis¢i ima
X(G) < ¢, zato si moramo ogledati le grafe, ki imajo n(G) > c.

Uporabimo lemo 2.1, da dokaZemo, da je povprec¢na (in zato minimalna)
stopnja najvec ¢ — 1. Iz enacbe ¢ = % (7+/1+487), za vy > 0, izrazimo
12y =12 = ¢(c — 7). Upostevamo Se, daje n > c ter m < 3 (n—2+27).
Tako dobimo, da povprecna stopnja ustreza zahtevani meji.

2ﬂ§6(n—2+27):6+12’y—12S6+12’y—12:6+c(c—7) el
n n n c c
O
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DISJUNKTNA VPETA DREVESA

Katja Korenjak

Globalna verzija Mengerjevega izreka nam zagotavlja obstoj k po poveza-
vah disjunktnih neodvisnih poti v po povezavah k-povezanih grafih. Izkaze
pa se, da je v¢asih bolj u¢inkovito zahtevati ve¢ kot samo k-povezanost. Vze-
mimo recimo primer, ko graf G vsebuje k po povezavah disjunktnih vpetih dreves.
Tak graf potem ocitno vsebuje k kanoni¢nih poti med dvema poljubnima to¢-
kama, v vsakem izmed dreves eno.

Vpragajmo se sedaj, kdaj torej takdna drevesa obstajajo? Ce imamo v grafu
k po povezavah disjunktnih dreves, potem je tak graf oc¢itno po povezavah k-
povezan. V obratnem primeru, ko privzamemo k-povezanost po povezavah,
pa nam ta obstoj k po povezavah disjunktnih vpetih dreves ne more zagota-
vljati. Pogoje, na podlagi katerih lahko z gotovostjo trdimo, da graf vsebuje
k po povezavah disjunktnih vpetih dreves nam podaja Tutte-ov izrek, ki je
tudi glavna tema tega seminarja.

Poglejmo najprej nekaj ocitno potrebnih pogojev za obstoj k po povezavah
disjunktnih vpetih dreves. Vzemimo poljubno particijo V(G) v r mnozic.
Vsako vpeto drevo grafa G potem vsebuje vsaj r — 1 navzkriznih povezav (glej
definicijo 4), iz ¢esar sledi, da za graf s k po povezavah disjunktnimi drevesi
otitno velja, da vsebuje vsaj k(r — 1) navzkriznih povezav.

Kot bomo videli kasneje in to pravi tudi Tutte-ov izrek je ta ocitno po-
treben pogoj tudi zadosten. Ker je dokaz Tutte-ovega izreka nekoliko bol;
tehni¢ne narave najprej sledi krajsi uvod, v katerem bomo vpeljali nekaj no-
vih definicij in oznak.

12.1 UVOD

Naj bo G = (V, E) multigraf in k € IN. Vpeljimo oznako ||G|| za $tevilo
povezav grafa G in definirajmo operaciji G +¢, G —e. Z G + ¢ ozna¢imo graf
G, ki smo mu dodali povezavo e, z G — e pa graf G, kateremu povezavo e
odstranimo. Ker obravnavamo multigrafe dovolimo podvajanje povezav in
zanke.
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Naj bo sedaj F k-terica
F=(F,E,... . FK),

kjer so F; za vsak i = 1,2,...,k po povezavah disjunktna vpeta drevesa in
sestavljajo t.i. po povezavah disjunkten vpet gozd. Naj velja Se

E[F]:= E(R)UE(R)U---UE(F) in [[F|:= |E[F]|

Mnozico vseh zgoraj opisanih gozdov, za katere velja Se, da je || F|| maksima-
len, bomo oznadili z F.

Vzemimo sedaj poljuben F = (F, F,...,F) € F in povezavo e € E\
E[F], torej poljubno povezavo ki ni vsebovana v nobenem izmed F; za i =
1,2,...,k. Ce sedaj vsakemu vpetemu drevesu F; dodamo povezavo e velja,
F; + e vsebuje cikel C; za vsak i = 1,2,...,k. V nasprotnem primeru bi lahko
v F zamenjali F; z F; + ¢, to pa bi bilo v protislovju s predpostavko, da je ||F||
maksimalen.

Fiksirajmo sedaj i in vzemimo eno od e razlitno povezavo e # ¢ € E[Cj]
iz tega cikla. Definirajmo novo k-terico vpetih dreves F’ z

F :=(F,F,...,F),

Kjer so F/ := Fi+e—¢ in Fj’ := F;, zavse j # i. Potem velja, da F' € F.
Recemo, da smo F’ dobili iz F s postopkom zamenjave povezave e’ s povezavo
e.

Opomba 12.1. Pri zgoraj opisani zamenjavi se mnoZica tock komponente F;,
ki vsebuje povezavo ¢’, pri prehodu v F/ ne spremeni. Zato velja, za vsako
pot x---y C F/ obstaja enoli¢no dolo¢ena pot xFy C F. To lastnost dreves
bomo rabili kasneje.

Vzemimo sedaj k-terico F* = (F{,Fj,...,F}) € F in ozna¢imo z F° mno-
Zico vseh k-teric v F, ki jih lahko z nizom zamenjav dobimo iz F°. Vpeljimo
najprej oznaki

E:= |J (E\E[T]) in G':=(V,E),
TeF°

pri prvi ne smemo pozabiti, da F® € F°. Za povezavo ¢’ € E \ E[F’], pa Se
oznako

C? := komponenta(maksimalen povezan podgraf) grafa G, ki vsebuje ¢°.

Lema 12.2. Najbo T = (T1,To,..., Tx) € FPinnajbo T' = (T}, T,...,T})

.....

potem velja x T;y C C°.

Dokaz. Najbo e = vw, za v,w € V(G), nova povezava v E[T/| \ E[T]. Torej je
e edina povezava, ki ne lezi v T;. Predpostavimo

ecxTy.
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V nasprotnem primeru je x T/ y = x T;y. Ce sedaj pokaZemo, da
vT,w C C° (23)

bo veljalo, da je (x T/ y — ) U v T; w povezan podgraf v T; N C°, ki vsebuje x
in y, torej vsebuje tudi x T; y. DokaZimo da res velja.

Naj bo ¢’ poljubna povezava iz v T;w. Ker z zamenjavo povezave ¢’ z
povezavo e v T dobimo element F°, ki ne vsebuje ¢/, sledi ¢’ € E°. Ker je bila
¢’ poljubna, velja

vT;w C G°.

Ce sedaj upostevamo e dejstvo v,w € x T/ y in predpostavko x T/y C T; N
C?, dobimo v T; w C C° in smo koncali. O

Lema 12.3. Za vsako povezavo ¢° € E \ E[F°] obstaja mnoZica U C V, ki je

.....

Dokaz. Vzemimo povezavo ¢’ € E \ E[F°]. Vemo da velja F° € F?, torej velja
tudi e’ € E°. Definirajmo sedaj

u:=v(eo)

in pokazimo, da je podgraf induciran z U povezan v F{ za poljuben i =
1,2...,k. Tega se bomo lotili na naslednji na¢in. Pokazali bomo, da za vsako
povezavo xy € C° obstaja pot x F°y, ki v celoti leZi v C°. Ker je C° povezana
komponenta, bo unija vseh takih poti povezan vpet podgraf grafa F?[U]. 1z
tega pa bo sledilo, da je U povezana v F{ za vsaki =1,2,...,k.

Naj bo e = xy € C°. Ker je e € E°, obstaja s € IN in obstajajo take k-terice

F = (F,F,. . F) r=12..5,

da lahko F" dobimo iz F"~! z zamenjavo povezave in velja e € E \ E[F?]. Torej
povezava e ni v nobenem izmed F} zai =1,2...,k.
Naj bo F := F* in F’ tak gozd, da ga dobimo iz F z zamenjavo povezave
e. Vellae € F "inee C° Z uporabimo leme 1, kjer povezavo e obravnavamo
kot pot dolzine 1, dobimo
xEyeC.

Podobno kot prej naj bo sedaj F := F*~!. Z zamenjavo povezave v F do-
bimo F' := F°. Ker velja x F’z € C°, lahko na podoben nacin kot prej spet
uporabimo lemo 1 in dobimo

xFly e .

Postopek ponavljamo, dokler ne pridemo do F := F°, kjer bo F' := F! in bo
po lemi 1 sledilo
xFyecC.

O]

Definicija 12.4. Najbo G = (V, E) multigraf. NavzkriZzna povezava je pove-

.....
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V dokazu izreka se bomo sklicevali na naslednjo posledico, njen dokaz je
preprost in ga zato prepusc¢amo bralcu.

Posledica 12.5. Povezan graf na n tockah je drevo natanko tedaj, ko ima n — 1
povezav.

12.2 TUTTE-OV IZREK

Izrek 12.6 (Tutte, 1961 [2]; Nash-Williams, 1964 [3]). Multigraf G = (V,E)
vsebuje k po povezavah disjunktnih vpetih dreves, e in samo e ima vsaka particija
P mnnoZice V, vsaj k - (|P| — 1) navzkriznih povezav.

Dokaz. (=) Ocitno.

(<=) Dokazujemo s pomogjo indukcije na |V (G)|. Za |V(G)| = 2 obstajata
particiji mo¢i |P| = 1,2. V netrivialnem primeru, ko je |P| = 2, imamo vsaj
k navzkriznih povezav, torej k disjunktnih vpetih dreves, za vsako povezavo
eno. Za prvi korak indukcije izrek velja.

Indukcijski korak: Predpostavimo, da imamo za vsako particijo P mnoZzice
V(G) vsaj

(|P] —1) - k navzkriznih povezav in skonstruirajmo k po povezavah disjunk-
tnih vpetih dreves v G. Izberimo k-terico F’ = (F{,FJ,.. L F ) € F. Ce je
F/ drevo za vsak i = 1,2...,k potem smo nasli k po povezavah disjunktnih
vpetih dreves in smo konc¢ali. Ce ne, pa zaradi posledice 5 velja

k
IF°|] = ;HF{’H <k-([V(G)|-1).

Po drugi strani pa po predpostavki, da ima vsaka particija mnozice V(G)
vsaj k- (|P| — 1) navzkriznih povezav, s particijo grafa G v posamezne tocke
dobimo

1G] = k- ([V(G)] =1).

Torej obstaja povezava ¢ € E \ E[F°]. Po lemi 2 potem obstaja mnoZzica
e’ = x%y°. Torej x°,y° € U, kar nam da |U| > 2.

Ker vsaka particija skr¢itve multigrafa G/U inducira particijo G-ja z ena-
kimi navzkriznimi povezavami, ima G/U vsaj k - (|P| — 1) navzkriznih po-
vezav za vsako particijo (predpostavka). Ker velja |V(G/U)| < |V(G)|, saj
je [U| > 2, ima po indukcijski predpostavki G/U k po povezavah disjunk-
tnih vpetih dreves. Ozna¢imo ta drevesa z Ty, 1>, . . ., Ty. Ce sedaj v vsakem
izmed T; totko vy (skréitev U-ja) zamenjamo z vpetim drevesom F/ N G[U]
grafa G[U|, dobimo tudi v grafu G k po povezavah disjunktnih vpetih dreves.
To lahko naredimo, ker je U povezana v vsaki F/. O
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Nikolaj Zalokar

PRESTEVANJA VPETIH DREVES

Obstaja 2(2) enostavnih grafov z mnoZico vozlis¢ [n] = {1,...,n}, kjer
lahko vsak par vozlis¢ tvori povezavo ali ne. Koliko od teh grafov je dreves?
V tem poglavju nalogi se bomo ukvarjali z preStevanjem vpetih dreves v
poljubnem grafu.

13.1 PREgTEVAN]A DREVES

Na grafih z enim ali dvema vozlis¢ema lahko najdemo le eno vpeto drevo.
Za [3] imamo en izomorfni razred, vendar je matrika sosednosti dolo¢ena s
tem, katero vozlis¢e je na sredini. Tako dobimo tri vpeta drevesa. MnoZica
[4] nam da 16 dreves in mnoZica [5] nam da 125 dreves. Opazimo, da nam
mnoZica [n] da n"~2 dreves. To je Cayley-eva formula.

Ozna¢imo s S mnozico n Stevil. Obstaja natanko n" ™~ nacinov, da iz ele-
mentov S sestavimo seznam dolZine n — 2. MnoZico seznamov oznacimo s
$"~2 in elementi te mnoZice bodo predstavljali drevesa z mnoZico vozli¢ S.
Seznamu, ki pripada drevesu T, pravimo Priifer-jeva koda.

n—2

ALGORITEM 1 (Priifer-jeva koda)

vhod: drevo T z mnozico vozlisg¢ S C IN

izhod: koda f(T) = (a1,az,...,a,-2)

iteracija: Na i-tem koraku zbrisi najmanjsi preostali list in naj bo a; njegov sosed.

Zgled 13.1. Po n — 2 ponovitvah ostane samo ena od zacetnih n — 1 povezav.
Dobili pa smo seznam f(T) dolzine n — 2 s podatki iz S. V drevesu spodaj
je najman;jsi list 2, zbriSemo ga in zapiSemo v seznam 7. Potem zbriSemo 3
pa 5 in vsakic¢ zabeleZimo 4. Najmanjsi list, ki nam je ostal v drevesu na 5
tockah je 4 in tako nadaljujemo.

Koda, ki jo dobimo je (7,4,4,1,7,1) in tocki, ki na koncu ostaneta sta 1
in 8. Po prvem koraku je ostanek Priifer-jeve kode Priifer-jeva koda poddre-
vesa Ty z mnoZico totk V(T) — 2.

Ce poznamo mnozico tock S, lahko iz kode a nazaj dobimo drevo. Ideja
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je v tem, da najdes vse povezave. Zatnemo z mnoZico izoliranih tock S. Na
vsakem koraku dodamo eno povezavo in oznac¢imo eno toc¢ko. Ko razmi-
$ljamo o a;, nam ostane n — i + 1 neoznacenih to¢k in n —i — 1 znakov iz
a (vklju¢no z a;). Tako se vsaj dve od neoznacenih to¢k ne pojavljata med
ostalimi znaki v a. Naj bo x najmanjsi od teh znakov. Dodaj povezavo xa; in
oznaci x. Po n — 2 korakih, nam ostaneta dve neoznaceni tocki; poveZemo
juin s tem dodamo zadnjo povezavo.

1 4 3

I @
8 5

Ogeljmo si zgornjo sliko. Najmanjsi element mnoZice S, ki ni v kodi a je
2. Tako bo prva povezava, ki jo bomo dodali povezovala 2 in 7, in ozna¢imo
2. Sedaj je najmanjsi element, ki manjka v kodi 3. Zato poveZemo 3 z 4, ki
je a. Ko nadaljujemo, obnavljamo povezave po vrstnem redu, kot so bile
izbrisane, ko smo iskali a iz T.

V tem procesu ima vsaka komponenta grafa, ki smo ga gradili eno ne-
oznaleno totko. Ce bi dodali povezavo med tema dvema neoznatenima
tockama, bi med seboj povezali dve komponenti grafa. Po tem, ko ozna¢imo
eno tocko nove povezave, ima zopet vsaka komponenta eno neoznaceno
tocko. Po n — 2 korakih, imamo dve neoznaceni tocki in zato dve kom-
ponenti. S tem, ko dodamo zadnjo povezavo med tema dvema tockama,
tvorimo povezan graf. Zgradili smo povezan graf z n tockami in n — 1 po-
vezavami. To je drevo, nismo pa Se dokazali, da je njegova Priifer-jeva koda
enaka a.

P

6

Izrek 13.2 (Cayley-eva formula, 1889). Za mnozico S C IN moci n, obstaja n" =2

dreves, katerih mnoZica vozlis¢ je S.

Dokaz. Za n = 1 drZi, zato predpostavimo n > 2. Dokazimo, da zgornji
algoritem doloca bijekcijo f iz mnoZice dreves z mnoZico to¢k S v mnoZico
S"2 ki je mnozica seznamov dolZzine n — 2 z elementi iz mnoZice S. Za
vsak a = (ay,as,...,a,_2) € S""? moramo pokazati, da natanko eno drevo
T z mnozZico to¢k S zados¢a f(T) = a. Dokazimo to z indukcijo po n. Baza
indukcije: n = 2. Imamo eno drevo z dvema to¢kama. Priiferjevava koda je
seznam dolZine 0 in je edini tak seznam.

Indukcijski korak: n > 2. Ra¢unanje f(T) zniZa stopnjo vsake tocke na 1
in jo potem po moZnosti izbriSe. Zato se vsaka tocka, ki ni list pojavi v f(T).
V f(T) pa ni nobenega lista, ker bi to pomenilo, da je list sosed lista, kar pa
je mozno le v drevesu z eno samo to¢ko, mi pa smo predpostavili, da imamo
vet kot 2 tocki. Zato so listi T elementi S, niso pa nujno elementi f(T). Ce
f(T) = a, potem je prvi list, ki ga izbriSemo, najmanjsi element iz S, ki ni v
a (imenumo ga x), in sosed od x je a;.

Dan imamo a € S$""2 in i§¢emo vse reSitve f(T) = a. Pokazali smo

124
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Ze, da ima vsako tako drevo toc¢ko x kot najmanjsi list in povezavo xa;. Ko
izbriSemo x nam ostane drevo z mnozico tock S’ = S — x. Njegova Priifer-
jeva koda je a’ = (ap,...,a,-2).

Po indukcijski predpostavki obstaja natanko eno drevo T’ na mnozici
totk S’ in s Priifer-jevo kodo a’. Ker vsako drevo s Priifer-jevo kodo @ dobimo
tako, da takSnemu drevesu dodamo povezavo xa;, obstaja najve¢ ena reSitev
za f(T) = a. Se vet, ¢e T' dodamo povezavo xaj, dobimo drevo z mnoZico
tock S in Priiferjevo kodo a, torej obstaja vsaj ena reSitev. In zato obstaja
natanko ena. O

Posledica 13.3. Naj bodo dy,d>, . .., d, pozitivna cela Stevila, katerih vsota je 2n —
2. Potem obstaja natanko % dreves z mnozico tock [n] taksnih, da ima tocka i

stopnjo d; za vsak 1.

Dokaz. Med konstruiranjem Priifer-jeve kode drevesa T, zapiSemo x vsakic,
ko izbriSemo soseda od x, dokler ne izbriSemo x samega ali pa ga pustimo
med zadnjima dvema to¢kama. Tako se vsaka toc¢ka x pojavi d, — 1 krat v
Priifer-jevi kodi.

Zato Stejemo drevesa s stopnjami teh tock tako, da Stejemo sezname
dolzine n — 2, ki ima za vsak i d; — 1 kopij i. Ce kopijam vsakega i dodamo
indekse, da jih razlikujemo, potem permutiramo n — 2 razli¢nih predmetov
in imamo (n — 2)! seznamov. Dokler nismo razlikovali kopij i, smo §teli vse
Zeljene razvrstitve [](d; — 1)! krat. O

Zgled 13.4. Drevesa s stalno stopnjo. Razmislimo o drevesih s tockami {1,2,3,4,5,6,7},
ki so po vrsti stopnje {3,1,2,1,3,1,1}. Izratunajmo % = 30; drevesa so
predstaljvena spodaj. Le tocke {1,3,5} niso listi. Ko zbrisemo liste dobimo
poddrevo na toc¢kah {1,3,5}. Imamo tri taka poddrevesa, dolocena s tem,

katera tocka je na sredini.

n
n
n

1 3 S 1 3
¢ & L N ¢

Da dopolnimo vsako drevo, dodamo primerno Stevilo sosednjih listov
vsaki to¢ki, ki ni list, da dobi Zeljeno stopnjo. Sest moznosti je, da dopol-
nimo prvo drevo (iz preostalih $tirih to¢k izberemo dve, ki bosta sosednji
tocki 1) in dvanajst moZnosti, da dopolnimo vsakega od ostalih dveh grafov
(izberemo sosednjo tocko tocke 3 iz preostalih stirih to¢k in potem soseda
centralne tocke od preostalih treh).

13.2 VPETA DREVESA V GRAFIH
Cayley-eva formula nam ne pove ni¢ drugega kot to, koliko vpetih dreves

je v polnem grafu z n vozlis¢i. Sedaj bomo problem vpetih dreves gledali na
poljubnih grafih.
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.....

tem temu pravimo skrcitev povezave e. Dobljeni graf ozna¢imo z G/e.

Trditev 13.5. Naj bo T(G) &tevilo vpetih dreves grafa G. Ce e € E(G) ni zanka,
potem je T(G) = T(G —e) + 7(G/e).

Dokaz. Vpeta drevesa, ki ne vsebujejo e, so natanko vpeta drevesa grafa G —
e. Da bi pokazali, da G ima 7(G/e) vpetih dreves, moramo pokazati, da
skrcitev povezave e definira bijekcijo med mnoZico vpetih dreves G-ja, ki
vsebujejo e in mnozico vpetih dreves grafa G/e.

Ko skréimo povezavo e v vpetem drevesu, ki vsebuje e, dobimo vpeto
drevo grafa G/e. S skréenjem se ostale povezave ohranijo, tako da nobeni
dve drevesi dobljeni s skrcitvijo ne tvorita istega vpetega drevesa grafa G/e.
Ce naredimo obratno operacijo in novo vozlis¢e razsirimo nazaj v e, dobimo
vpeto drevo grafa G. Ker vsako vpeto drevo grafa G/e dobimo natanko
enkrat, je funkcija bijekcija. ]

T(G) lahko ratunamo tudi z uporabo determinante. Ta tehnika je mnogo
hitrej8a, saj n x n determinante lahko izratunamo v manj kot n® operacijah.

Izrek 13.6. Naj bo G graf brez zank, z V(G) = {v1,...,v4} in naj bo a;; Stevilo
povezav z krajiséema v; in vj. Naj bo Q matrika z q;; = —a;;, Cei # jin q; = d(v;)
za vsak i. Q* naj bo matrika, ki jo dobimo, ce v Q zbriSemo s-to vrstico in t-ti stolpec.
Potem je T(G) = (—1)5*det(Q*).

13.3 DEKOMPOZICIJA IN LEPA OZNACITEV

Hipoteza 13.7 (Ringel, 1964). Ce je T fiksno drevo z m vozlis&i, potem lahko graf
K241 dekomponiramo na 2m + 1 kopij drevesa T.

Lepa oznacitev grafa G z m povezavami je funkcija f : V(G) — {0, ..., m},
ki razli¢na vozli¢a razlitno osteviléi in velja {|f(u) — f(v)|;uv € E(G)} =
{1,...,m}. Graf je lep, te ima lepo oznacitev.

Hipoteza 13.8 (Ringel, Kotzig, 1964). Vsako drevo ima lepo oznacitev.

Izrek 13.9 (Rosa, 1967). Ce ima drevo T z m povezavami lepo oznacitev, potem
ima graf Kyp11 dekompozicijo na 2m + 1 kopij T.

P
o
(.

P$=
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Dokaz. Poglejmo na tocke grafa Ky, 41 kot na kongruen¢ne razrede po mo-
dulu 2m + 1, urejene cikli¢no. Razlika med dvema kongruen¢nima razre-
doma je 1, ¢e sta zaporedna, 2, ¢e je en razred med njima in tako naprej do
razlike m. Povezave grafa Ky, 1 razvrstimo v skupine glede na razliko med
kon¢nimi tockami. Za 1 < j < m obstaja 2m + 1 povezav z razliko j.

Glede na lepo oznacitev drevesa T definiramo kopije drevesa T v Kp,+1;
te kopije so To, Ty, .., Tom. Totke drevesa Ty so k,..., k+ m (mod 2m + 1) pri
¢emer je k + i sosednja k + j natanko takrat, ko je i soseden j v lepi oznacitvi
drevesa T. Kopija Ty izgleda kot lepa oznacitev in ima povezave z vsako
razliko. V vsaki naslednji kopiji se vse povazave premaknejo v druge in raz-
like se ohranijo, ¢e dodamo ena k imenu vsake konc¢ne tocke. Vsi razli¢ni
razredi povezav imajo eno povezavo v vsakem Ty in zato T,. .., To,, razéleni
Kopy1- O

Gosenica je drevo, v katerem je odlikovana pot (hrbtenica) sosednja z (ali
vsebuje) vsako povezavo.

AVTAT P

Grafa gosenica in Y, ki ni gosenica.

Izrek 13.10. Drevo je gosenica natanko takrat, ko ne vsebuje drevesa Y na sliki.

Dokaz. Naj G' oznatuje drevo, ki ga dobimo iz drevesa G, ¢e izbrisemo vse
liste drevesa G. Ker nobena od tock, ki ostanejo v G’ niso listi v G, ima G’
najvisjo tocko stopnje vsaj 3 natanko takrat, ko se Y pojavi v G. Torej G nima
kopij drevesa Y natanko takrat, ko je A(G") < 2. To pa pomeni da je G’ pot,
kar je ekvivalentno, da je G gosenica. O

13.4 NAVZVEN USMERJENA DREVESA IN EULERJEVI DIGRAFI

Z d*(v) oz. d~ (v) oznat¢imo izhodno oz. vhodno stopnjo vozli§¢a v, to je
Stevilo povezav iz oz. proti v.

Navzven usmerjeno drevo je drevo, v katerem obstaja med korenom in vsa-
kim njegovim listom usmerjena pot od korena proti listu. Ce obrnemo vse
povezave dobimo navznoter usmerjeno drevo.

Izrek 13.11. Dan je digraf brez zank. Najbo Q— = D~ — A’ in Qt =Dt — A/,
kjer sta D~ in D" diagonalni matriki, kjer je d. = d~(v;) in df = d*(v;), A’
pa je matrika, kjer je a;; Stevilo povezav od v; proti v;. Stevilo vpetih navzven
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usmerjenih dreves (navznoter usmerjenih dreves) grafa G s korenom v; je vrednost
vsakega kofaktorja v i-ti vrstici matrike Q~ (i-tem stolpcu Q).

Zgled 13.12. Digraf spodaj ima dve navzven usmerjeni drevesi s korenom 1
in dve navznoter usmerjeni drevesi s korenom 3.

1 3
0 0 0 ;' 2 0 0
O = -1 1 o0 2 Qo= -1 1 o
-1 -1 2 -1 -1 0

Digraf je krepko povezan, ¢e obstaja usmerjena pot med poljubnim urejenim
parom tock.

Lema 13.13. V krepko povezanih digrafih je vsako vozlisce koren navzven (navzno-
ter) usmerjenega drevesa.

Dokaz. Premislimo za vozlis¢e v. Iterativno dodajamo povezave, ki so usmer-
jene iz v. Naj bo S; mnozica vozlis¢, ki jih doseZemo, ko smo dodali i-to
povezavo, Sop = {v}. Ker je digraf krepko povezan, obstaja povezava iz S;.
Ko jo dodamo dobimo S;;1. To delamo, dokler ne doseZemo vseh vozlis¢.
Za navznoter usmerjena drevesa delamo podobno. ]

ALGORITEM 2 (Euler-jev obhod v digrafu)

vhod: Euler-jev digraf G brez izoliranih vozli5¢ in navznoter usmerjeno vpeto drevo
T s korenom v.

1. korak: Za vsak u € V(G) doloci vrstni red povezav, ki zapusajo u tako, da
za U # v povezava, ki zapusca u v drevesu T pride zadnja.

2. korak: Zacenjsi z v, konstruiraj Euler-jev obhod tako, da vedno zapusti3
trenutno vozlis€e u po naslednji neuporabljeni povezavi po vrstnem redu doloenem
za u.

Izrek 13.14. Zgornji algoritem vedno vrne Euler-jev obhod.

Dokaz. S ponocjo zgornje leme skonstruiramo navznoter usmerjeno drevo z
korenom v. Z zgornjim algoritmom skonstruiramo sled. Zadostuje, da poka-
Zemo, da se sled lahko kon¢a le v v in le takrat, ko prepotuje vse povezave.

Ko smo v vozlis¢u u # v, povezava, ki zapus¢a u v drevesu T, $e ni
bila uporabljena, ker je d* (1) = d~(u). Kadarkoli tako vstopimo v u, vedno
obstaja povezava ven. Zato se sled lahko konca le v .

Kon¢amo, ko ne moremo vec¢ nadaljevati. Smo v v in smo porabili vse
izhodne povezave. Ker je d*(u) = d~(u), smo porabili tudi vse vhodne
povezave v v. Ker ne moremo uporabiti povezave iz T dokler ni to zadnja
moznost, ne moremo uporabiti vseh vhodnih povezav v v, dokler nismo ob-
delali vseh drugih vozlis¢, saj T vsebuje pot iz kateregakoli vozlis¢a v v. [

Izrek 13.15 (van Aardenne-Ehrenfest, Bruijn, 1951). V Euler-jevem digrafu z

d; = d*(v;) = d~(v;) je Stevilo Euler-jevih obhodov c[1;(d; — 1)!, kjer c Steje
navznoter (navzven) usmerjena drevesa pri kateremkoli vozliscu.
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Dokaz. Dokazati moramo le da prejsnji algoritem poisce vse Euler-jeve ob-
hode.

Da najdemo drevo in vrstni red, ki generira Euler-jev obhod C, sledi C
iz e in si zapomni vrstni red povezav, ki zapuscajo vsako vozlis¢e. Naj bo T
usmerjen podgraf sestavljen iz zadnje povezave na C, ki izhaja iz katerega-
koli vozlis¢a razen iz v. Ker se zadnja povezava iz vozlis¢a pojavi v C Sele
potem, ko so vse povezave vstopile vanj, se vsaka povezava v T raz$iri v
pot v T, ki doseZe v. T tako z n — 1 povezavami tvori navznoter usmerjeno
drevo s korenom v. C je obhod ki ga dobimo s prejsnjim algoritmom iz T in
vrstnega reda povezav, ki smo ga zapisali. O
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[1] D. B. West, Introduction to graph theory, Vol. 2, Upper Saddle River: Pren-
tice Hall (2001).
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LATINSKI KVADRATI

David Znidarsi¢

14.1 DEFINICIJA LATINSKEGA KVADRATA n X n

Latinski kvadrat reda n je

* n x n tabela (kvadratna shema oziroma matrika), napolnjena z n raz-
licnimi znaki, tako da se vsak znak pojavi le enkrat v vsaki vrstici
oziroma enkrat v vsakem stolpcu.

e Cetverec (R,C,S; L), kjer so R, C in S mnoZice $tevil in je L preslikava
L:RxC — S,takodaimazavsaki € Rinx € Senatba L(i,j) = x
za edino reSitev j € C. Prav tako pa velja, da ima ta enacba ob vsakih
j € C,x € S enolitno resitev i € R. Katerakoli od teh spremenljivk
je torej enoli¢no dolocena z ostalima dvema, tako da skupaj tvorijo
L(i,j) = x. Elementi iz R se imenujejo vrstice, elemente iz C stolpci,
elementi iz S pa simboli oziroma vnosi. Latinski kvadrat je obic¢ajno
opisan kot n x n razporeditev pri kateri celica v vrstici i in stolpcu j
vsebuje simbol L(i,j).

Primera latinskih kvadratov reda 4 in 5.

albjc|d|e
12|34 blaje|c|d
21314 c|d|/ble|a
31421 dle|la|b]|c
41|32 elc|d|a|b

Slika 44: Zgleda latinskega kvadrata

Zapis: Ce, tako kot v definiciji, vsak element latinskega kvadrata zapisemo
kot trojico (7,c,s), kjer je r vrstica, ¢ stolpec in s znak, dobimo mnozZico
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n? trojk, ki se imenuje zapis kvadrata v obliki pravokotne vrste. Tak zapis zgor-
njega prvega latinskega kvadrataje: {(1,1,1), (1,2,2), (1,3,3), (1,4,4),
(2,1,2),(2,2,3),(2,3,1),(2,4,4),(3,1,3),(3,2,4),(3,3,2),(3,4,1),
(4,1,4), (4,2,1), (4,3,3), (4,4,2)}, Kjer, na primer, trojka (3,4,1) po-
meni, da se v 3. vrstici in 4. stolpcu nahaja element 1. Latinski kvadrat
lahko tedaj ponovno definiramo kot mnozico n? trojk oblike (r,c,s), za ka-
tere velja 1 < r,c,s < n, in so med seboj razli¢ni vsi pari (7, c), (c,s) ter
(r,s).Lahko pa ga zapiSemo tudi kot vrsticno polje.

3 R111 222333
1 C1 23123123
201 E1 3221312 3

Slika 45: 3 x 3 vrsti¢no polje

uporaba: V zacetku so ga uporabljali pri poskusih v agronomiji, sedaj
pa je latinski kvadrat pogosto uporabljen v eksperimentiranju, saj lahko z
njegovo pomocjo dolo¢imo zaporedje poskusov, organiziramo srecanja,itd

14.2 KONSTRUKCIJA LATINSKIH KVADRATOV

Latinski kvadrat je skrcen, ¢e sta tako prva vrstica kot prvi stolpec naravno
urejena. Oba latinska kvadrata na sliki 1 sta skréena, saj sta v vsakem od
njiju prva vrstica ter stolpec urejena (pri prvem 1, 2, 3, pri drugem pa a, b,
¢, d). Vsak latinski kvadrat lahko s permutacijami prevedemo na skréeno
obliko.

delni latinski kvadrat reda n: dobimo tako, da zapolnimo nekatere
celice n x n poljas stevili 1, ..., n tako, da se vsako pojavi kve¢jemu enkrat
v vsaki vrstici in vsakem stolpcu.

vpraSanje: Kdaj lahko delni latinski kvadrat dopolnimo do latinskega
kvadrata istega reda? Primer (za n = 5):

¢ Zapolnjene imamo Stiri vrstice. Delni latinski kvadrat lahko dopol-
nimo do latinskega kvadrata na en sam nacin.

112131415
2/1(5]3|4
31412151
415|123
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¢ Zapolnjeno imamo le eno vrstico. Delni latinski kvadrat najlazje do-
polnimo do latinskega kvadrata tako, da vrstico cikli¢no premikamo v
levo. TakSen latinski kvadrat imenujemo cikli¢ni latinski kvadrat.

411132

DO | QO
SN QO =
=N W
QDN

¢ Delni latinski kvadrat ima zapolnjenih le n = 5 celic, a ga ne moremo
dopolniti do latinskega kvadrata.

vprasanje: Alilahko delni latinski kvadrat, ki ima napolnjenih manj kot
n celic, vedno dopolnimo do latinskega kvadrata?

To je problem, ki ga je leta 1960 zastavil Trevor Evans. Da je to vedno res, je
leta 1961 dokazal Bohdan Smetniuk.

Dokaz. Ce permutiramo vrstice, dobimo vrsti¢no polje nekega drugega latin-
skega kvadrata.
R—E—C—=R

3 x 3 vrsti¢no polje:

R123123123
cC132213123
E111222333
Ta kvadrat sedaj izgleda takole:
3|2 123
1 312
2|1 2|3
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O]

Delni latinski kvadrat, ki ima popolnoma zapolnjenih prvih r vrstic, ostale
celice pa so prazne, imenujemo (r x n) latinski pravokotnik.

Lema 14.1. Vsak (r x n) latinski pravokotnik, r < n, lahko razsirimo na ((r +
1) x n) latinski pravokotnik in postopoma do latinskega kvadrata.

V dokazu nam bo v pomoc:

Izrek 14.2 (Hall). V dvodelnem grafu obstaja popolno prirejanje natanko tedaj, ko
zavsak C C X velja ||C|| < ||G(C) ||, kjer || C|| pomeni mo¢ mnoZice C, oziroma
koliko elementov ta mnoZica vsebuje.

Dokaz. Uporabimo Hallov izrek. Naj bo A mnozica $tevil, ki se ne pojavijo
v j-tem stolpcu. (r + 1). vrstici odgovarja sistem razli¢nih predstavnikov
iz mnoZic Ay, ..., A,. Da dokaZemo lemo, moramo dokazati Hallov pogoj.
Vsaka mnoZica A; ima n — r elementov in vsak element se nahaja v natanko
n — r mnozicah Aj, saj se r krat pojavi v prvih r vrsticah. Poljubnih m
mnoZic vsebuje m (n — r) elementov in zato vsaj m razli¢nih, kar pa zados¢a
Hallovemu pogoju. O

Lema 14.3. Naj bo P delni latinski kvadrat reda n, ki ima napolnjenih kvecjemu
n — 1 celic s kvecjemu 75 razlicnimi elementi. Potem lahko P dopolnimo do latin-
skega kvadrata reda n.

Dokaz. Problem prevedemo na enostavnejso obliko. S konjugiranjem lahko
pogoj “najve¢ 5 razlitnih elementov” spremenimo v pogoj “najve¢ 5 raz-
liénih vrstic”. Predpostavimo lahko, da so zapolnjene zgornje vrstice. Naj
bodo te vrstice 1,2, ..., s f; zapolnjenimi celicami v vrstici 7, kjer je r < 5
in

ifi Si’l—l.
i=1

S permutacijo vrstic lahko predpostavimo, da je f1 > f» > ... > f,. Posto-
poma zapolnimo vrstice 1, 2, . . ., r, da dobimo (7 x n) latinski pravokotnik,
ki ga lahko po prejsnji lemi dopolnimo do latinskega kvadrata. O

Izrek 14.4. Delni latinski kvadrat, ki ima napolnjenih najve¢ n — 1 celic, lahko
dopolnimo do latinskega kvadrata istega reda.

Dokaz. Dokazujemo z indukcijo po n. Ugotovimo, daje za n < 2 to trivialno.
Sedaj recimo, da je P delni latinski kvadrat reda n + 1, ki ima zapolnjenih
najve¢ n celic. Po zadnji lemi predpostavimo, da imamo “F! razli¢nih ele-
mentov ter da obstaja element, recimo mu n + 1, ki se pojavi le enkrat.

Kot prej predspostavimo, da je Stevilo delno zapolnjenih vrstic r: sq,..., s,
s f1, ... fr zapolnjenimi celicami.)_;_; f; < n. Recimo, da se element n + 1
nahaja v vrstici s1. Premaknili bomo vse napolnjene celice nad diagonalo, ra-
zen celico z elementom 1 + 1, ki bo premaknjena na diagonalo. Na prvem
koraku bomo premaknili s; na 7 + 2 — f;. S permutiranjem stolpcev prema-
knemo nasprotne celice na levo, tako da je element n + 1 zadnji v svoji vrstici.
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Na drugem koraku prestavimo s, na n + 1 — f; — f, in napolnjene celice
¢im bolj levo. Na i-tem koraku prestavimos; nan +1— f; — fo —... — f;
in napolnjene celice ¢im bolj levo.

Glavna ideja dokaza: zbriSemo element n + 1 in zadnjo vrstico ter za-
dnji stolpec. Ostal nam je delni latinski kvadrat reda n, ki ga lahko po
indukcijski predpostavki dopolnimo do latinskega kvadrata reda n. Ta kva-
drat odrezemo, tako da ohranimo celice nad in na diagonali (L), izpra-
znimo pa spodnji del in dodamo vrstico (L"). Dobimo na pol napolnjen
((n + 1) x n pravokotnik. Ce lahko spodnji del pravokotnika napolnimo
z elemeti 1,2,...,n, tako da obdrZzimo delni latinski kvadrat reda n + 1,
potem lahko diagonalo napolnimo z elementom n + 1. Nato dodamo zadnji
stolpec (sledi iz prve leme) in dokaz bo kon¢an.

Pri napolnjevanju vrstic si pomagamo z napolnjenim latinskim kvadratom
reda n.

Naj bo k > 3 in predpostavimo, da smo vrstice 3,...,k — 1 napolnili z
upostevanjem naslednjih pogojev:

e k — 2 elementov stolpca j v L’ (razli¢nih od n + 1 spadajo med prve
k — 1 elemente stolpca j v L, zan — k+3 < j < n. Ostane nam
natanko en manjkajo¢ element za vsak stolpec.

e Tielementi x j SO razli¢éni.

Nadaljujemo z vrstico k. Naj bodo y,, k42, ..., Yyn elementi vrstice k. Ele-
ment ¥, _x42 je manjkajoci element stolpca n — k + 2. V prvem poskusu
napolnimo vrstico k z elementi ¥, k43,...,Yn- X;j £ yjzavsaky;iz L. To
bo delovalo razen v primeru x; = y,_» za nekatere j > n — k + 3, ker
ne zadoscajo pogojem manjkajocih elementov. V tem primeru zamenjamo
xj = ys. Koncali smo, razen ¢e x; = y; zanek | # j. Potem zamenjamo x;
in y; in to ponavljamo, dokler ne zados¢ajo vsem pogojem. Tako zapolnimo
vse vrstice do n. Zadnjo vrstico n + 1 zapolnimo z manjkajo¢imi elementi
in dokaz bo koncan. ]

Izrek 14.5. Naj bo A latinski kvadrat reda n ter naj bo B mreZa dimenzije n +
1 x n + 1, katere element na (i, j)-tem mestu je enak (i,j)-tem mestu v A za
i,j>1,i+j < n,kiimasimbol « na glavni kodiagonali, mesta pod to diagonalo
pa so prazna. B tedaj lahko dopolnimo do latinskega kvadrata reda n + 1.

Dokaz. Naj bo C mreza dimenzije n X 1, narejena z odstranitvijo zadnje vr-
stice ter stolpca B-ja. V naSem primeru torej izgleda tako:

Algoritem, ki napolni prazna polja C-ja, napiSemo kot polnjenje polj po vr-
sticah z omejitvijo, da bomo po prvih r vrsticah imeli latinski pravokotnik
dimenzije r x n zn + 1 simboli 1,2,...,n,a, tako da j-ti stolpec vsebuje
enake elemente v podobnem vrstnem redu, kot so bili v prvih r vrsticah
A-ja, razen "manjkajo¢ega” v vsakem stolpcu, ki vsebuje x, tako da je med
sabo razli¢nih vseh r — 1 simbolov.
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123 5|«

112131415 43|51 |« 11213145
4/3|5]|1]2 2|5|1 |« 4|/3]5|1 |«
2|5|1|3|4 501 | 2|5|1 |
5/1/4(2]3 3|« 501 |a

3/4|2|5](1 o 3|«

Slika 46: Primer razsiritve latinskega kvadrata reda n na red n + 1

Zar = 1ter r = 2 je to trivialno. Predpostavimo zdaj, da to velja za nek

pavid

r,2 < r < n ter da so “manjkajo¢i” simboli sedaj

Xn—r+2, Xn—r4+3,++-,Xn-.

Za dopolnitev (r + 1)-te vrstice naredimo takole:
Naj bodo zadnji r simbolov v (r 4 1)-ti vrstici A-ja (odstranjeni med kon-
strukcijo C-ja)

Yon—r+1, Yn—r+2/ Yn—r+3,-- -, Yn-

Tu je y,,—r+1 simbol, nadomescen z a ter bo torej novi manjkajoci element
v tem stolpcu. Preverimo vstavljanje y,—r+2, Yn—r+3,...,Yn vV 7 + 1-to vr-
stico. Ugotovimo, da morajo biti y,—r41, Xn—r+2, Xn—r+3, - . ., X5 (nasi novi
manjkajo¢i simboli) razli¢ni. Ce niso, uporabimo zaporedje

Yn—r+1 = Xy

Yi,

ykm—l = ka’

ki ga razsirimo, kolikor se da, s tem da y,, ne sme biti enak nobenemu od x-
em.Vrstico r + 1 sedaj napolnimo z y,—r42, Yn—r+3, - - ., Yn, Kjer elemente

Ykyr Ykyr - - - » Yk, izpustimo in vsakega od njih zamenjamo z xi , xi,, .. ., Xk,
Preveriti moramo 8e, da r 4 1-ta vrstica res vsebuje razli¢na Stevila. Novi

manjkajoc¢i simbol bo sedaj v, ;41 ter x,_r12, Xp—r43,..., X, pri Cemer

Xkyr Xkys -+ -, Xk, iZzpustimo in zamenjamo z Y, , Yi,, - - - » Yk,- Preverimo Se,
da so med seboj razli¢ni.

Ko napolnimo prazne celice C-ja (ter s tem tudi B-ja), dopolnimo B-ju Se

zadnjo vrstico z manjkajo¢im simbolom vsakega stolpca do r-tega elementa.
Po prej$nji lemi pa smo s tem enoli¢no dolocili latinski kvadrat reda n +
1. O

ekvivalen¢ni razredi latinskih kvadratov: Veliko operacij na latin-
skem kvadratu nam da nov latinski kvadrat. Najpreprostejsi primer tega je,
da ga obrnemo.

Ostali nacini pridobivanja novih latinskih kvadratov pa so, da permutiramo
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14.3 OSTALE VARIANTE ALI VERZIJE LATINSKIH KVADRATOV

stolpce, vrstice in/ali znake.
Operacija R; ;(A) zamenja i-to in j-to vrstico, Cy ;(A) zamenja k-ti in [-ti
stolpec, pri R, , (A) pa zamenjamo znaka a in b.

102[4(3] |4/1|3|2| [1]2]3]4
23|14 23|14 2(3|4]1
314|2|1] |3]4|2|1]| [3]4]1]2
41132 [1]2]4(3] [4]1]2]3

Slika 47: Zgleda permutacij vrstic in stolpcev

Ti latinski kvadrati so si v nekem smislu enaki. Latinski kvadrat je lahko
informacijska tabela, ki jo lahko pokaZemo na ve¢ nacinov.

STEVILO LATINSKIH KVADRATOV: (Vsaj trenutno) Se ne poznamo no-
bene lahko izracunljive formule za izra¢un Stevila latinskih kvadratov ve-
likosti n x n. Vemo pa, da je to enako

n!(n — 1)! krat $tevilo skréenih latinskih kvadratov.

Stevilo latinskih kvadratov reda n = 1,2,3,4,5,6,7,8, ... je1,2,12,576,
161280, 812851200, 61479419904000, 108776032459082956800, ...

14.3 OSTALE VARIANTE ALI VERZIJE LATINSKIH KVADRATOV
14.3.1 Sudoku

Ena od razli¢ic latinskega kvadrata, ki je sedaj zelo popularna, se imenuje
sudoku. Pri tej verziji imamo latinski kvadrat reda 9 x 9, za katerega poleg
ostalih pravil za latinske kvadrate velja Se, da se morajo vsa Stevila pojaviti v
vsakem od g kvadratov velikosti 3 x 3, ki sestavljajo sudoku. Stevilo postavi-
tev je 6670903752021072936960, od tega jih je 5472730538 bistveno razli¢nih.

14.3.2  Futoshiki

Futoshiki je igra, pri kateri reSujemo delno izpolnjen latinski kvadrat reda 5.
Ze re$enim poljem so dodane tudi oznake < in >. Za raziko od sudokuja
futoshikiji niso enoli¢no resljivi. Vsak petek izhaja v britanskem c¢asniku
Guardia, vendar zaradi majhnega Stevila reSitev (56) nikdar ni dosegla pri-
ljubljenosti Sudokuja.
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217 911
81 7]2 1 415 7|1 5
119 6 7 3 319 |
3 41219 4
7 1 2 8 6 3 9 2
4 8 7 | S
5 411 2151719 6
8 6 51713 718 2
317 4 9
Slika 48: Dva primera sudokuja
RN 15)>[4]
L J>L L J>0 2]>[1] [4]>[3]
A A A A
00000
A \ A V
B nNRN
N A A A
E>@>-0 O [ [5]>[3)>[1]

Slika 49: Primer Futoshikija ter ena od njegovih resitev
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Literatura
14.3.3 Magicni kvadrat

Magi¢ni kvadrat reda n je razporeditev n? obi¢ajno razli¢nih stevil v kvadra-
tno mreZo, tako da je vsota katerekoli vrstice, stolpca ali diagonale venomer
enaka nekemu k-ju.

Normalni magiéni kvadrat vsebuje stevilke od 1 do n2. Normalni magi¢ni
kvadrati so razen reda n = 2 trivialne oblike.

716
9|1
4138

Slika 50: Magic¢ni kvadrat reda 3

14.3.4 Grsko-latinski kvadrat

Grsko-latinski oziroma Eulerjev kvadrat reda n z mnoZicama S in T, od
katerih ima vsaka po n simbolov, je n x n porazdelitev celic, od katerih
vsaka vsebuje urejen par (s,t),s € S, t € T, tako da

* vsak stolpec in vsaka vrstica vsebuje natanko eno pojavitev s € S in
natanko eno pojavitev t € T

* ne obstajata dve celici z enakim urejenim parom simbolov.

Mnozici simbolov S in T sta pogosto S = {A, B, C, ...} — velike latinske
érke ter T = {wa,B,7,...} - male grske ¢rke oziroma prvih n simbolov
vsake od njiju.

Ta predpis nam tako za grske kot tudi za latinske znake ustvari latinski
kvadrat.

Ax| B~y Co| D
AyBB|ICa BB| Ad| Dy| Ca
Ba|CB|Ay| |Ca|Dy|AB|BS
CB|Ax|By| |Dds|CB|Ba|Ay

Slika 51: Grsko-latinska kvadrata redov 3 in 4
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MAGICNE KOCKE IN MAGICNI GRAFI

Vida Vukasinovié

15.1 MAGICNI KVADRATI IN MAGICNE KOCKE

Prvi magi¢ni kvadrati so se zaceli pojavljati Ze v obdobju 2000 let p.n.8. Po
Kitajski legendi je takratni cesar Yu, med sprehodom ob Rumeni reki, na
njenem bregu zagledal Zelvo, ki je na oklepu imela nenavaden vzorec. Cesar

Slika 52: Vzorec Lo Shu iz Rumene reke.

se je odlocil, da bo ta nenavaden vzorec s slike poimenoval Lo Shu. Lo
Shu predstavlja najstarejsi magi¢ni kvadrat, prikazan na sliki Naslednji

4 9 2
3 5 7
8 1 86

Slika 53: Magi¢ni kvadrat reda 3.

najbolj znan magi¢ni kvadrat s slike [54| pa je uprizoril nemski slikar Albrecht
Durer leta 1514 na svoji grafiki Melanholija I (slika [55). V sredini spodnje
vrstice magi¢nega kvadrata je upodobljena letnica njenega nastanka.
Magi¢ni kvadrat reda n je n x n matrika Q, = [q(i,j);1 < i,j < n],
ki vsebuje naravna stevila 1,2, .. ., n?, tako da je vsota vseh Stevil znotraj
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16 3 2 13

5 10 11 8
9 6 7 12
4 15 14 A1

Slika 54: Magic¢ni kvadrat reda 4.

Slika 55: Melanholija slikarja Albrechta Durerja.
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15.1 MAGICNI KVADRATI IN MAGICNE KOCKE

posameznih stolpcev, vrstic in glavnih diagonal konstantna. Lahko je po-
kazati, da je ta konstanta enaka w za magicni kvadrat reda n. Hitro
lahko tudi vidimo, da magi¢ni kvadrat reda 2 ne obstaja, saj bi sicer za Stiri
razli¢na Stevila a, b, ¢ in d, moralo veljatia + b =a+c =a +d.
Posplositev magi¢nih kvadratov so magicne kocke. Magicha kocka reda n
je 3-dimenzionalna n x n x n matrika Q, = [q(i,j, k);1 <i,j,k < n], ki
vsebuje naravna Stevila 1,2, . . ., n3 v takem vrstnem redu, da velja

. - g , ! . n(n3+1
Yo oa(x, k) =Y qli,x, k) =Y q(i,j,x) = (z>
x=1 x=1 x=1

zavsaki,j, k € {1,2,...,n}. Prikonstrukciji magi¢ne kocke ne zahtevamo
pogoja konstantne vsote znotraj diagonal. Trojico (i, j, k) imenujemo koor-
dinate elementa q (i, j, k). Magi¢ni kvadrat reda 1 je magi¢na kocka reda 1.
Podobno kot pri magi¢nem kvadratu, tudi magi¢na kocka reda 2 ne obstaja.

20 |15 |62 33
1632 [13] ||
B 57 |38 |23 12 1417 [ 36 | 63

5|10[11] 8 |a P

37 |58 | 11| 24 39|60 9 22| | [49]a631] 4
96712

59 |40 |21 | 10 28| 7 |54 41 47|52 1 |30
4 |15 [14] 1 B

8 |27 42|53 6 |25 |44 | 55

26| 5 | 56|43

Slika 56: Magi¢na kocka reda 4.

Izrek 15.1. Za vsako naravno stevilo n # 2 obstaja magicna kocka reda n.

Predno dokaZemo izrek definirajmo Latinske kvadrate, ki jih bomo upo-
rabili v dokazu. Latinski kvadrat R, = [r(i,j);1 < i,j,< n] reda n je
n x n matrika, pri ¢emer je vsaka vrstica in vsak stolpec permutacija narav-
nih $tevil {1,2,...,n}. Latinska kvadrata R, = [r(7,j)] in S, = [s(7,])]
reda n sta ortogonalna, ¢e za vsak i,i’,j,j" € {1,2,...,n} za katere velja
r(i,j) =r(i',j")ins(i,j) =s(i’,j') sledi, dajei =i"inj=j'

1 2 3 4 1 2 3 4
2 1 4 3 3 4 1 2
3 4 1 2 4 3 2 A1
4 3 2 1 2 1 4 3

Slika 57: Ortogonalna latinska kvadrata reda 4.

Leta 1960 so R. C. Bose, S. S. Shrikhande in E. T. Parker dokazali, da
ortogonalna kvadrata reda n obstajata natanko tedaj, ko n # 2, 6. To bomo
uporabili v nagem dokazu izreka [15.1]
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Dokaz. Naj bosta R, = [r(i,j);1 < 1i,j,<n]in S, = [s(i,]);
n] ortogonalna latinska kvadrata reda n in naj bo M, =

i,j, k < n] na naslednji nacin: naj bo za vsak 1 < i,j,k < n, q(i, ],

I VAVARVAN

[s(i, r(j, k) = 1n? +m(i,s(j, k).
V stirih korakih bomo dokazali, da je Q, magi¢na kocka:

1. Vsi elementi latinskih kvadratov R, in S, so iz mnozZice {1,2,...,n}

146

in vsi elementi magi¢nega kvadrata M, so iz mnozice {1,2,...,n%},
zato vsi elementi Q,, ustrezajo pogoju 1 < q(i,j, k) < n3.

V tej tocki bomo dokazali, da imata poljubna elementa z razli¢nimi in-
deksi iz Q, razli¢ne vrednosti. Recimo, da velja q(i,j, k) = q(i’,j’, k').
Pokazali bomo, da od tod sledi, daje i = i’, j = j’ in k = k’. Po defi-
niciji Q, velja:

(s(i,r(j, k) = )n?+m(i,s(j, k) = (s(i', r(j', k') = 1)n* + m (', s (', K)).

Ce enacbo preuredimo, dobimo:

—(s(i,r(j, k) = s(i, v (', K)))n? = m(i,s(, k) —m(i',s(j', K')).

(24)
Ker so vsi elementi M, iz mnozice {1,2,..., nz} velja za desno stran
enacbe (24), da ni vetkratnik $tevila n2. Leva stran enacbe pa je otitno
veckratnik $tevila n2. Torej mora veljati, daje s(i,7(j, k)) —s(i’, r(j', k")) =
0, zato velja

s(i,r(j, k) =s(i",r(j’, k")) in m(i,s(j,k))=m(i s(j' k"))
(25)

V magi¢nem kvadratu pa nobena dva elementa nista identi¢na. Ce sta
dva elementa v M, enaka, so njune koordinate enake, torej iz enacbe
(25) sledi i = i’ in s(j, k) = s(j’,k'). Z zamenjavo i’ z i v levi
enacbi dobimo s(i,7(j, k)) = s(i,r(j’,k")). Ker je S, latinski
kvadrat, iz enakosti prve koordinate sledi enakost druge koordinate
r(j, k) = r(j', k") (v poljubnem stolpcu oz. vrstici so vsi elementi
razli¢ni). Ker pa sta S, in R, ortogonalna latinska kvadrata ter smo
pokazali, da velja s(j, k) = s(j', k") inr(j, k) = r(j’, k'), sledij = '
ink =k

V tej tocki bomo dokazali, da je vsota vseh ¢lenov v vsaki "vrstici’
enaka. Imamo:

i (x,j, k) = i (x,7(j, k )) —1)n? + ilm(x,s(j,k))
— ( (7’l—|—1) —1’1)1’12—|— 7’1(7’122—1-1)
B n(n3 —|—1)
= =5



15.1 MAGICNI KVADRATI IN MAGICNE KOCKE

Potem, ker
Y s(x,r(j, k) =Y s(i,r(x, k) =Y s(is(jx))
x=1 x=1 x=1
in podobno
Y om(x,s(j, k) =) m(i,s(x, k) =) m(i,s(j,x))
x=1 x=1 x=1
dobimo

=
N
iy
BN
—~
=
=

& n(n®+1)
_XEQ(I’]’X)_ 2 :

4. Zgornja konstrukcija magi¢ne kocke bazira na uporabi ortogonalnih
latinskih kvadratov in zato ne velja za n = 6. Obstoj Q¢ dokaZemo s
konkretnim primerom (slika [58).

6 192 193 199 30 Ky M2 26 23 14 191 185
72 174 168 49 191 37 146 47 a3 167 62 176
103 138 Lin] 96 115 114 113 83 128 125 95 104
139 79 126 127 102 78 74 137 95 86 116 143
150 61 95 162 43 180 il 192 138 96 173 MH
181 7 24 18 210 1 35 206 194 203 1" 2
214 28 16 21 189 183 213 9 15 22 208 184
148 45 a7 160 64 177 39 172 166 91 153 70
76 117 a7 9 135 142 75 136 Lih 93 118 141
1M1 100 124 129 82 105 112 3 123 130 99 106
69 194 165 52 171 40 178 63 58 159 46 147
33 207 202 195 10 4 34 190 201 196 27 3
5 209 200 197 8 32 1 187 204 198 25 36
179 44 a0 164 65 149 67 169 157 60 196 42
140 80 131 122 1M 7 144 97 132 121 84 73
107 134 92 a9 119 110 108 120 M 90 133 109
38 155 161 59 170 68 145 66 54 163 48 175
182 29 17 20 188 215 186 12 13 19 205 216

Slika 58: Magic¢na kocka reda 6.

O]

Opomba 15.2. Konstrukcija magi¢ne kocke reda 4 s slike |56/ bazira na ma-
gi¢nemu kvadratu s slike|54/in na ortogonalnih latinskih kvadratih s slike
Na primer:
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q(2,3,4) = (s(2,7(3,4))—1)-16+m(2,s(3,4))
= (s(2,2)—-1)-16+m(2,1)
3-16 +5 = 53.

Opomba 15.3. Vzorec ortogonalnih latinskih kvadratov reda 5 s slike [59| se
da enostavno posplosit na ortogonalne latinske kvadrate poljubnega lihega
reda. Z uporabo tega vzorca in magi¢nega kvadrata opisanega spodaj se
da enostavno sprogramirati racunalniski program, ki skonstruira magi¢no
kocko za vsako liho Stevilo. Namesto magi¢nega kvadrata M, lahko upora-
bimo kvadrat M;, = [m'(i,])], kjer veljazavse 1 < i,j < n:

m'(i,j) = (r(i,j) = 1)n® +s(i, f).

V tem primeru je vsota elementov po vrsticah in stolpcih enaka, medtem ko
po diagonalah ni, zato M, ni magi¢ni kvadrat v obi¢ajnem smislu. Vendar
pa to ni problemati¢no, ker vsota po diagonalah ni uporabljena znotraj na-
Sega dokaza konstrukcije magi¢ne kocke.

Opomba 15.4. Magicne kocke lahko posploSimo na magi¢ne hiperkocke v
p-dimenzionalnem evklidskem prostoru. Magicna p-dimenzionalna hiperkocka
reda n je p-dimenzionalna n x n x - - - X n matrika Qh = (g7 (i1, 12, .., 1p)],
ki vsebuje naravna Stevila 1,2,...,nP v nekem vrstnem redu, tako da je
vsota Stevil v vsaki "vrstici’ enaka M (z vrstico Ql-magi¢ne kocke
mislimo n-terico elementov, ki imajo na (n — 1) mestih identitne koor-
dinate). Latinska p-dimenzionalna hiperkocka U} reda n je p-dimenzionalna
n x n x --- X n matrika katere elementi vsake "vrstice’ so permutacija Ste-
vill,2,...,n

Z generalizacijo prejSnega dokaza lahko dokaZemo, da za vsako naravno
Stevilo razlino od 2 in 6 ter za p > 2 obstaja magi¢na hiperkocka Q}.
Magi¢na hiperkocka Q! reda 1 vsebuje samo 1 element. Podobno kot ne
obstaja magi¢ni kvadrat M; reda 2, ne obstaja tudi magi¢na hiperkocka
Qg. Podali bomo induktivno konstrukcijo magi¢ne hiperkocke QF za vsa
naravna Stevilan > 3,n # 6inp > 2.

Najbon > 3inn # 6. Ceje p = 2, potem je U2 latinski kvadrat reda
n in Q2 magi¢ni kvadrat reda n. Recimo, da je p > 2 in da sta (p — 1)-

dimenzionalna latinska hiperkocka U} - [uP=1(iy,ip, ..., i p—1)] in ma-
gitna hiperkocka Q}, ~ = [q¥~!(i1,i2,...,i,-1)] Ze skonstruirani. Latin-
sko hiperkocko ul = [uf(iy, iz, ..., i p)] dimenzije p in reda n ter magi¢no
hiperkocko Q) = [g” (i1, i2,...,ip)] dimenzije p in reda n definiramo ta-
kole:
WP (iy,in, ..., i) = uP~V(is,ia, ... iy 2, 7(ip 1,ip))
qp(il,iz,...,in) = (upfl(il,iz,...,l'p_z,?’(l'pfl,lp) )n” 1

) —
+qp71(i1/i2/---/ip—2/ (p 1/‘ ))/

zavse 1 <iy,iz,...,1p < 1.
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1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
2 3 4 5 1 5 1 2 3 4
3 4 5 1 2 4 5 1 2 3
4 5 1 2 3 3 4 5 1 2
5 1 2 3 4 2 3 4 5 1

Slika 59: Ortogonalna latinska kvadrata reda 5.

15.2 MAGICNI IN POLMAGICNI GRAFI

Naj bo G neusmerjen graf, brez zank, veckratnih povezav in izoliranih vo-
z1is¢. Graf G je magicen, ¢e obstaja preslikava f : E(G) — R™ tako da
velja:

1. f(e;) # f(ej) za vse razlitne e;,e; € E(G),

2. Yeepg)(v,e)f(e) =rzavsev € V(G),

. . 1, ce sta vozlis¢e v in povezava e inciden¢ni;
pri temerje (v, e) = ,
0, sicer.

Funkcijo prirejanja imenujemo magicno barvanje grafa G in vrednost r in-
deks magi¢nega barvanja f. Graf G je polmagicen, ¢e obstaja preslikava f,
ki zadostuje zgolj drugemu pogoju iz prejinje definicije. Ce za polmagiten
graf G obstaja polmagi¢no barvanje z indeksom r, re¢emo, da ima G indeks
r. Podgraf F grafa G imenujemo faktor grafa G, &e velja V(G) = V(H).
Faktor F je (1, 2)-faktor grafa G, Ce je vsaka njegova komponenta regularni
graf prve ali druge stopnje. Z F Loz F2 oznacujemo podgraf grafa F, ki je
sestavljen z izoliranimi povezavami oz. z vsemi cikli grafa F. Pravimo, da
(1, 2)-faktor lo¢uje povezavi eq in ey, Ce je vsaj ena od njiju vsebovana v F in
niti F! niti F2 ne vsebuje obeh hkrati.

15.2.1  Polmagicni grafi
Lema 15.5. Ce je graf G polmagicen graf z indeksom r, potem:
1. vsaka izolirana povezava grafa G je barve r;

2. povezan del grafa G, ki vsebuje vec kot eno povezavo, ne vsebuje vozlisca prve
stopnje.

Dokaz zgornje leme je ociten.

Lema 15.6. Ce polmagicen graf G vsebuje sod cikel C, potem obstaja polmagicen
faktor H grafa G, tako da H ne vsebuje vseh povezav cikla C.
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Dokaz. Naj bo f polmagi¢no barvanje grafa G in m = min{f(e) : e €
E(C)}. Oznatimo povezave cikla C z ey, ez, . . ., €2, in naj bo (brez skode
za splosnost) f(e1) = m. Definirajmo novo barvanje:

h(ezi-1) = flezi-1) —m
h(exi) = f(ex)+m
h(ej) = f(ej)zavsee; & E(C).
Otitno velja 1(e;) = 0. Ce odstranimo iz G vse povezave, za katere velja

h(e) = 0, dobimo polmagicen faktor, ki ne vsebuje vseh povezav cikla C in
ima hkrati enak indeks kot graf G. O

Graf G se imenuje rocka, e je sestavljen iz dveh lihih ciklov C; in Cy, pri
¢emer sta C; in C; brez skupnih povezav, povezana s potjo P ali pa imata

samo eno skupno vozlisce.

Slika 60: Primera grafov rock.

Lema 15.7. Ce polmagicen graf G vsebuje kot podgraf rocko D, potem obstaja
polmagicen faktor H grafa G, ki ne vsebuje vseh povezav podgrafa D.

Dokaz. Naj bo f polmagi¢no barvanje grafa G, pri ¢emer graf G vsebuje
rocko D, ki je sestavljen iz dveh ciklov Cq, C; in potjo P oz. iz dveh ciklov
Cy, Ca.

Naj bo m = min{my, my}, kjer sta:

mi = min{f(e) : e € E(C)UE(C)} in my = %min{f(e) .ec E(P)).

Naj bo e’ povezava, ki realizira m = min{mq, my}.

Definirajmo pomozno barvanje p, tako da povezave cikla pobarvamo z
vrednostmi 1 in —1 in povezave poti z vrednostmi 2 in —2 tako, da je vsota
vrednosti povezav pri vsakem vozlis¢u enaka 0 in je vrednost povezave e’
negativna. Vse ostale povezave grafa imajo vrednost 0.

Slika 61: Primer pomoZnega barvanja p.
Opazujmo barvanje h(e) = f(e) + mp(e) za vsak e € E(G). Vozlisa

grafa G z vsemi povezavami, za katere velja /1(e) > 0, tvorijo polmagicen
faktor H grafa G enakega indeksa kot graf G. O
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Lema 15.8. Ce je G polmagicen graf, potem obstaja polmagicen (1,2)-faktor F
grafa G z enakim indeksom.

Lema 15.9. Ce je G polmagicen graf, potem je vsaka povezava e’ grafa G vsebovana
v (1, 2)-faktorju.

Dokaz. Naj bo e’ poljubna povezava grafa G in naj bo F nek (1, 2)-faktor
grafa G.

Recimo, da e’ ni povezava v F. Potem definiramo pomozno barvanje g, tako
da:

kjer je m = mm{g((g :e € E(F)}.

Obravnavajmo barvanje i (e) = f(e) —mg(e) zavsak e € E(G). Odstra-
nimo iz grafa G vse povezave za katere velja /1(e) = 0. Ostane polmagiten
faktor H, ki vsebuje povezavo e’. Naj bo F’ (1, 2)-faktor faktorja H, torej je
F’ tudi (1, 2)-faktor grafa G.

Ce ¢’ ¢ E(F') ponovimo konstrukcijo od prej. V konéno mnogo korakih

nam ostane (1, 2)-faktor grafa G, ki vsebuje povezavo e’. O

Lema 15.10. Ce vsaka povezava grafa G pripada nekemu (1, 2)-faktorju, potem je
G polmagicen.

Dokaz. Polmagi¢no barvanje grafa G dobimo s kon¢nim $tevilom ponovitev
naslednjega postopka: Naj bo f barvanje povezav z nenegativnimi Stevili,
tako da je vsota vseh barv pri nekem vozlis¢u inciden¢nih povezav, enaka.
Za vsak graf tako barvanje obstaja, saj lahko enostavno vse povezave pobar-
vamo z 0.

Naj bo e povezava, za katero velja f(e) = 0 innajbo F (1, 2)-faktor, tako da
e € E(F). Najbo m = max{f(e) :e € E(G)} + 1. Definirajmo barvanje:

f(e)+2m e e E(F!)
h(e){ f(e)+m e€ E(F?)

f(e) e ¢ E(F).

Vsak (1,2)-faktor je razpet na vseh vozlis¢ih grafa G. Ce se v vozlis¢u
stikata dve povezavi opazovanega faktorja, povezavama dodamo najvisjo
trenutno vrednost povezave v grafu G in nato to vrednost za 1 pove¢amo. Ce
pa je vozlis¢e povezano samo z eno povezavo opazovanega (1, 2)-faktorja,
pa povezavi dodamo dvokratno trenutno najvisjo vrednost povezave v grafu
G in nato to vrednost za 1 povetamo. Na tak nacin se vsota povezav okoli
vozlis¢ sicer spremeni, vendar je pri vsakem vozlis¢u Se vedno enaka. S tem
postopkom v kon¢no mnogo korakih spremenimo vse nicelne povezave v
pozitivne in dobimo polmagi¢no barvanje grafa G. O

Iz lem in sledi:
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Izrek 15.11. Graf G je polmagicen natanko tedaj, ko je vsaka povezava grafa G
vsebovana v (1, 2)-faktorju.

15.2.2  Magicni grafi

Lema 15.12. Ce je vsak par povezav eq in e, polmagicnega grafa G locen z nekim
(1, 2)-faktorjem, potem je G magicen.

Dokaz. Naj bo f polmagi¢no barvanje grafa G. Ce velja f(e1) # f(ea2) za
vsak par povezav ej, e, potem je G magiten. Sicer izberemo (1, 2)-faktor
F, ki lo¢uje povezavi e; in e, in definiramo barvanje kot v lemi Po
kon¢nem $tevilu ponovitev tega koraka nam ostane magi¢ni graf. O

Iz Izreka in leme sledi naslednji izrek:

Izrek 15.13. Graf G je magicen natanko tedaj, ko vsaka povezava grafa G pripada
nekemu (1, 2)-faktorju in je vsak par povezav eq in ey locen z (1, 2)-faktorjem.

Posledica 15.14. Ce je G magicen graf, potem obstaja magi¢no barvanje grafa G s
pozitivnimi celimi Stevili.

Dokaz. Magicen graf G je polmagicen, po izreku velja, da vsaka po-
vezava grafa G pripada nekemu (1, 2)-faktorju, torej lahko kot v dokazu
leme definiramo polmagi¢no barvanje grafa G s pozitivnimi celimi Ste-
vili. Prav tako po izreku velja, da je vsak par povezav e; in e; locen z
(1, 2)-faktorjem, torej s ponovitvijo postopka iz dokaza leme pridemo
do magicega barvanja grafa G s pozitivnimi celimi Stevili. O

Lahko je pokazati, da grafi K3, K4, K2, C30K3 in P4,0K> niso magi¢ni.
Ce magi¢nemu grafu dodamo eno povezavo, se lahko spremeni v nemagic-

1 111

CSD KZ P4D KQ

Slika 62: Primeri grafov, kjer para povezav, oznacenega s ¢rtkano ¢rto, ne
moremo lo¢iti z (1, 2)-faktorjem.

nega. Velja pa tudi obratno. Obstajajo grafi, ki z dodano povezavo postanejo
magicni. Primera takih grafov sta predstavljena na sliki

Izrek 15.15. Ce magicnemu grafu G dodamo povezavo e, ki pripada nekemu (1,2)-
faktorju dobljenega grafa G' = G + e, potem je G’ magicen.
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P4D Pg PSD PS

Slika 63: Ce magi¢nemu grafu P4,0P3 dodamo ¢rtkano povezavo, dobimo
nemagiten graf. Ce nemagi¢nemu grafu P30P; dodamo ¢rtkano
povezavo dobimo magicen graf.

Dokaz. Otitno vsaka povezava grafa G’ pripada nekemu (1, 2)-faktorju. Ce
je e povezava, ki jo dodamo grafu G, potem za poljubno povezavo e; velja,
da sta povezavi e in e; loceni z nekim faktorjem F grafa G, tako da e &
E(F). Vsak par povezav v grafu G je loten z nekim (1, 2)-faktorjem, ker
je G magicen. Torej je vsak par povezav v grafu G’ lo¢en z nekim (1,2)-
faktorjem. O

Izrek 15.16 (Doob). Naj bo G regularen graf stopnje d > 3 in naj bodo G1, Go, . . .
povezane komponente grafa G. Potem je graf G magicen natanko tedaj, ko je G; ma-
gi¢en zavsaki € {1,2,...,n}.

Slika 64: Primer nemagi¢ne unije neregularnih magi¢nih grafov.

Doobov izrek ne velja za neregularne grafe. Na sliki [p4] oba neregularna
grafa vsebujeta povezavo (¢rtkano oznacena), ki pripada ciklicnemu delu
vseh (1,2)-faktorjev. V obeh grafih (komponentah unije) mora imeti ¢rt-
kana povezava vrednost 5, kjer je r vsota vrednosti povezav inciden¢nih po-
ljubnemu vozlis¢u. Unija obeh grafov ni magicen graf, ker imata oznaceni
povezavi vedno enako vrednost.

Izrek 15.17. Ce je G polmagicen graf brez K, komponente in za vsak e € E(G)
velja, da obstaja (1, 2)-faktor, tako da e ni element ciklicnega dela (1, 2)-faktorja,
potem je GOK, magicen.

Dokaz. Naj bodo v;, i = 1,2,...,|V(G)|, vozlis¢a polmagi¢nega grafa G.
Zav;v; € E(G) oznatimo z F; ; (1,2)-faktor grafa G, ki vsebuje povezavo
v;v;. Graf GOKj je sestavljen iz dveh G-vlaken, ki ju oznatimo z G! in
G: Zai=1,2,...,]V(G)]ins = 1,2, ki med seboj lo¢uje vlakni, je graf
GOK; sestavljen iz 2|V (G)| vozlis¢ v$ in (2|E(G)| + |V(G)]|) povezav

v}v? in 0§ v;. Pokazati moramo, da GOK; zados¢a pogojem izreka [15.13

153



MAGICNE KOCKE IN MAGICNI GRAFI

Za vsak par povezav e in f grafa GOK; opisimo (1, 2)-faktor, ki vsebuje
povezavo e in lo¢uje povezavi e in f. Pri tem lo¢imo $tiri primere:

1. e = 0jvj, f = vjvy pripadata istemu G-vlaknu grafa GOKs. Graf

GOK; vsebuje dve G-vlakni, prvo vlakno vsebuje F! faktor in drugo
F? faktor. Ce v,vx ¢ E(F; i), sledi da je 1—"1 U F2 (1,2)-faktor. Ce
vyox € E(Fj), sledi daje Fl; UF?; — vhv}( - vhvk + v} 0% + vivE
(1, 2)-faktor.

2. ¢ = v}v? pripada nekemu Ko-vlaknu in f = o305 pripada nekemu G-

vlaknu. Locevalm (1,2)-faktor je graf D)y () OK2, kjer je Dy (g,
popolnoma nepovezan graf z |V (G)| vozlisdi.

3. ¢ = 0,0}, f = v}v} pripadata dvema Ko-vlaknema. Naj bo v;vx € E(G),

k # j. Sledi (1,2)-faktor je Fil,k U Fl%k —vlo} — 0?0l + vlv? 4 viv?
ter lo¢uje povezavi e in f.

4. ¢ = vjvj, f = vjof sta v razlicnih vlaknih grafa G. Ce sta v;v; in
v, vk razlicni povezavi faktorja G je lo¢evalni (1, 2)-faktor enak kot v
prvem primeru. Sicer velja e = v} v in f = v?v}z in obravnavamo dva
podprimera:

a) ce vlvl € C(F;,;) potem izberemo (1, 2)-faktor F’, tako da v%vjz- ¢
C(F' ) (1,2)-faktor je Fl U F’, vsebuje e in lo¢uje e in f.
b) naj bo v;v; € L(F;;) (hnearnern delu faktorja F; ;) in v,0; €
E(G)zak #j locevalm (1,2)-faktor F = Fll,] U FZ,
O

Izrek 15.18. Naj bodo G1, G2, ..., G, povezane komponente grafa G. Ce so G;
magicni za vsak i = 1,2, ..., n in ima najvec en G; povezavo, ki je svebovana v
cikli¢nem delu vseh (1, 2)-faktorjev, potem je G magicen.

Osnovna ideja za dokaz zgornjega izreka sledi iz dokaza izreka

Izrek 15.19. Ce je graf G polmagicen brez komponente K in je H graf katerega
povezane komponente vsebujejo vsaj tri vozlisca, potem je GO H magicen.

Dokaz je analogen dokazu izreka
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16

Miha Begelj

TEORIJA NACRTOV

Recimo, da proizvajalec proizvaja neke izdelke. Razvil je v inacic tega
izdelka in Zeli izvesti testiranje. Da bi testiranje dalo ¢imbolj uporabne rezul-
tate, dolo¢i naslednja dva pogoja.

¢ Vsak potrosnik naj testira isto Stevilo inacic.
* Vsako inacico naj testira isto Stevilo potrosnikov.

Izvedba takega testiranja ni enostavna. V ta namen se je razvila teorija na-
¢rtov. Podrodje spada v kombinatoriko. Teorija, ki se je tu razvila, je zelo
uporabna, hkrati pa so nekateri izreki zelo pomembni tudi v teoreti¢ni dis-
kretni matematiki.

Teorija na¢rtov ima dolgo in bogato zgodovino. Njeni zacetki segajo v re-
Sevanje zelo specifi¢nih problemov v algebri, geometriji, topologiji in teoriji
Stevil. V praksi se najveckrat uporablja za nacrtovanje izvedb eksperimen-
tov ali za popravljanje napak v kodah. V zadnjem casu se zato podrocje
razvija v tesni povezavi s kriptografijo. Prakti¢na uporaba teorije nacrtov
daje strokovnjakom velike moZnosti raziskovanja v povsem nova podrodja.
Nove teorije so tako motivirane predvsem z dejanskimi problemi, le malo je
povsem teoreti¢nih. Ve¢ o zgodovini teorije nacrtov je lepo predstavljeno v
¢lanku [3].

V 1. razdelku bomo predstavili kaj sploh je nacrt in si njegovo uporabo
pogledali na nekaj primerih, v 2. razdelku bomo predstavili t-nacrt, ki jo po-
splositev osnovnega nacrta. V 3. razdelku si bomo pogledali, kako bi nacrte

in t-nacrte tvorili. V 4. razdelku pa bomo pridobljeno znanje uporabili in
dokazali znamenito Fisherjevo neenakost.

16.1 NACRTI

Poglejmo si najprej, kaj sploh je nacrt.
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Definicija 16.1. Druzina B k-podmnoZic mnozice X, |X| = v, je nacrt s
parametri (v, k, L), &e se vsak element x € X pojavi v natanko A mnoZicah
druzine B.

Opomba 16.2. PodmnoZico s k elementi bomo krajSe poimenovali k-podmnoZica.

Zgled 16.3. Vinogradnik v GoriSkih Brdih je pridelal v razli¢nih vrst vina.
Trgovsko podjetje, ki Zeli njegovo vino odkupiti, poslje k njemu nekaj de-
gustatorjev, da preizkusijo kakovost vina. Vsak degustator lahko testira k
vzorcev. Vinogradnik Zeli, da vsako vrsto vina testirajo A-krat. Testiranje, ki
ga bodo izvedli degustatorji, lahko predstavimo z na¢rtom (v, k, A).

Pri konstrukciji nadrtov zaradi poenostavitve za mnoZico X vzamemo
N, = {1,2,...,n}. Ko nalrt uporabimo v praksi, vsaki §tevilki iz X
priredimo svoj izdelek.

Zgled 16.4. Naj bo X = INg (torej v = 8) in k = 4. Skonstruirajmo nekaj
nacrtov. Vsako Stevilo se mora pojaviti v istem Stevilu mnoZic.

e 1458,2367 je nacrt s parametri (8,4,1).
e 1478,1356,2356,2478 je nacrt s parametri (8,4,2).
* 1234,5678,1357,2468,1247,3568 je nacrt s parametri (8,4,3).

Opomba 16.5. Nacrte bi sicer formalno morali pisati kot druZino mnozic,
vendar jih obi¢ajno piSemo poenostavljeno (kot v zgledu zgoraj). Prvi nacrt
bi formalno zapisali kot {{1,4,5,8},{2,3,6,7}}.

Elemente iz B imenujemo bloki nacrta. Stevilo blokov ozna¢imo z b.

Trditev 16.6. Naj bo B (v, k, A )-nacrt. Tedajje b -k = v - A.

Dokaz. Trditev bomo dokazali z dvojnim prestevanjem. Stolpci naj predsta-
vljajo bloke nacrta, vrstice pa elemente mnoZice X. V tabeli naredimo o, ¢e
element x leZi v bloku B. Prestejmo Stevilo krogcev o v stolpcih. V vsakem
stolpcu je k krogcev, saj ima vsak blok k elementov. Vseh blokov je b, torej
je krogcev b - k. PreStejmo jih Se v vrsticah. Vsak element iz X se pojavi v A
blokih, vseh elementov pa je v. Torej je krogcev v - A.

Poglejmo si opisano dvojno prestevanje Se na primeru prvega nalrta iz
zadnjega zgleda.

1458 2367

1 o

2 o
3 (e]

4

5

6 o
7 O

8 o
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Zgled 16.7. Poglejmo si zgled iz teorije grafov. Naj bo X = E(Ks). V
druzini B naj bodo podmnozice $tirih povezav naslednjih treh oblik.

AN <~

Blokov prvega tipa je 5, drugega tipa pa 10(saj izmed petih vozlis¢ izbe-
remo dva, ki nista v ciklu). Blokov tretjega tipa je 15, saj nepovezano vozlisce
izberemo na 5 nacinov, nato pa preostale poveZemo na 3 mogoce nacine, kar
prikazuje naslednja slika.

| | = | ==

Skupno stevilo blokov je torej 5 + 10 + 15 = 30. Da pa je pravkar predsta-
vljena druZina mnoZic res nacrt, se mora vsaka povezava nahajati v enakem
Stevilu blokov. To o¢itno drzi, saj je graf K5 povsem simetri¢en in ima v
grafu vsaka povezava enako vlogo. Torej je to res nac¢rt. Mo¢ mnozice X je
enaka 10, k je 4, b pa 30. Po zgoraj dokazani enakosti b - k = v - A lahko
izracunamo A. Najprej izrazimo A:

/\:;,
v

nato pa vstavimo vrednosti in dobimo

30-4

A==
10

=12.
Vsaka povezava se torej pojavi v natanko 12 mnozicah in imamo nadrt s
parametri (10,4,12).

Vprasajmo se, ali na¢rt lahko vedno tvorimo. Odgovor je jasno ne, saj je
potrebno, da je izpolnjenih nekaj pogojev. Denimo, da sta v in k vnaprej
dolo¢ena. Potem nacrta ne moremo tvoriti za vsak A.

Izrek 16.8. Nacrt s parametri (v, k, A) obstaja natanko tedaj, ko k|vA in A <
(i21)-

Dokaz. Denimo, da nacrt obstaja. Ker velja enakost b - k = v - A, je jasno,
da k|vA. Stevilo A predstavlja stevilo blokov, v katerih je x. Izmed vseh
preostalih elementov moramo izbrati Se k — 1 elementov v posamezen blok.
Torejje A < (z:}) (vsako mnoZzico namre¢ lahko izberemo kve¢jemu enkrat).

Otitno velja tudi neenakost b < (7), ki pa je pravzaprav ekvivalentna A <

(Y1) (sledi direktno z uporabo formule b = 22).
Denimo sedaj, da velja k|oA in A < ({~]). Izberimo poljubno druzino C

(z b elementi) k-podmnozic mnozice X, |X| = v. Ce je C natrt, smo dokaz
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koncali. Ce pa ni, potem obstaja x; € X, ki se pojavi v manj kot A pod-
mnozicah in obstaja x, € X, ki se pojavi v ve¢ kot A podmnozicah iz C. To
velja, ker se posamezni element v povprecju pojavi A-krat. Sedaj definiramo
naslednji dve druzini mnoZic iz C: v C; naj bodo natanko tiste mnoZice, ki
vsebujejo element x; in ne vsebujejo elementa x;, v Co> pa naj bodo tiste
mnozice, ki vsebujejo element x; in ne vsebujejo elementa x;. V druzini C,
je ocitno ve¢ mnozic kot v C;. Sedaj mnozZice iz C, spremenimo tako, da
element x, v vsaki od mnoZic zamenjamo z x1. Med temi mnoZicami pa je
zagotovo vsaj ena nova, poimenujmo jo C*, ki jo ni v C (ker je C; vedja od
C1). Mnozico, iz katere smo dobili C*, poimenujmo C**. Sedaj popravimo
nacrt C tako, da iz njega odstranimo C** in mu dodamo C*. Ta postopek
ponavljamo, dokler se vsi elementi ne pojavijo A-krat. Vprasajmo se Se, ali
je postopek koncan v kon¢no korakih. Najbolj ekstremen primer bi bil, ¢e bi
se k elementov na zacetku pojavilo v vseh b podmnoZicah, ostali pa nikjer.
Potem bi se zgoraj opisani postopek koncal v natanko (b — A) - k korakih.
Ce zaletna razporeditev ni tako ekstremna, potem je postopek koncan Se
hitreje.

O

16.2 T-NACRTI

Nekateri proizvajalci bi radi svoj izdelek testirali Se bolje. Radi bi, da
v blokih naérta nekateri pari izdelkov ne bi nastopali veckrat, nekateri pa
nikoli. Na primer, pri testiranju vina bi degustator lahko kak$no vino ocenil
za slabSega kot je v resnici, ¢e bi poleg njega vedno testiral tudi neko zelo
kakovostno vino, nikoli pa slabSega. Zaradi potrebe po izboljSavi navadnih
nacrtov se je pojavil t-nacrt(ve¢ o njih lahko najdemo v [7]).

Definicija 16.9. Druzina k-mnozic B je t-nacrt s parametri (v, k, A;), &e se
vsaka t-podmnoZica v-mnoZice pojavi v natanko A; blokih.

Zgled 16.10. 1z definicije takoj preberemo, da je 1-na¢rt natanko navaden
nacrt.

Zgled 16.11. Zanimive primere t-nacrtov lahko dobimo v kon¢ni geometriji.
Ena takih je t.i. Fanova ravnina.
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Elementi, ki jih bomo razvrstili v naért, so oznacene tocke. V istem bloku
lezijo tiste tocke, ki leZijo na isti premici v tej kon¢ni geometriji. Dobimo
nacrt z bloki ABE, ACG, BCF, ADF, BDG, CDE in EFG. Vidimo, da se
vsak par tock pojavi v natanko enem bloku. Skonstruirali smo torej 2-nacrt
s parametri (7,3,1).

Definicija 16.12. 2-nalrt s parametri (v, 3,1) imenujemo Steinerjev sistem
trojk.

Zgled 16.13. Skonstruirajmo Se 3-nac¢rt. MnoZica X naj bo N, podmnozice
pa naj bodo velikosti 4.

1235 4678
1346 2578
1457 2368
1568 2347
1267 3458
1378 2456
1248 3567

To je 3-nadrt s parametri (8,4,1).

Zdi se, da je vsak 2-naért tudi naért(torej 1-nacrt). V resnici pa velja Se
splosnejsi izrek.

Izrek 16.14. Naj bo B t-nacrt. Tedaj je B tudi s-nacrt zavses = 1,2,...,t — 1.

Dokaz. Zadostuje Ze, da izrek dokazemo za s = t — 1. Imejmo t-nacrt B
s parametri (v, k, A;). Oglejmo si poljubno podmnoZico M mnozice X, za
katero velja |[M| = t — 1. Najprej naredimo tabelo, v kateri so stolpci posa-
mezni bloki nacrta B, vrstice pa elementi iz X. V tabeli naredimo o natanko
tedaj, ko x ¢ M in ko MU {x} C B. Prestejmo krogce o v vrsticah. Ker
so o v vrsticah, ko x ¢ M, imamo krogce v v — (t — 1) vrsticah. Oglejmo
si tipi¢no vrstico, ki ima o. Tedajje |M U {x}| = t. Ker imamo f-nalrt, to
pomeni, da je v tej vrstici A; krogcev. Torej imamo v vrsticah A; - (v —t+ 1)
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krogcev. Prestejmo Se Stevilo krogcev v stoplcih. Recimo, da je M v A blo-
kih. Ce je M v bloku B, potem imamo v tem stolpcu k — (t — 1) krogcev,
torej skupaj As - (k — t + 1). Veljati mora enakost

As - (k—t+1)=As-(v—t+1),

torej

Ugotovili smo, da je Stevilo blokov, v katerih se pojavi M, neodvisno od

izbire mnoZice M, torej je vsaka (t — 1)-podmnozica v natanko A; - $=H

blokih naérta B. O

Dokaz izreka nam za vsak s-nacrt pove tudi njegov parameter As.

Posledica 16.15. Ce je B t-nacrt s parametri (v, k, Ay), tedaj je tudi s-nacrt za
s=1,2,...,t—1inpritem velja

(v—s)-(v—s+1)---(v—t+1)

As:Ay(k_sy(k_s+1y.wk—t+1f

Dokaz. 1z dokaza izreka vemo

v—t+1
Ab1 = Ap s ———.
t-1 a1
Sledi
PO v—t+2 v—t+2 v—t+1
R e 2 T T k2 k-t 1
Nadaljujemo induktivno. O

Za zakljucek si poglejmo e 2 zgleda.

Zgled 16.16. Poglejmo si Se enkrat Fanovo ravnino. Vemo: Ay = A; - zj

Kerje Ay = 1,sledi Ay =1- g%% = 3. Fanova ravnina je torej tudi nacrt s

parametri (7,3, 3).

Zgled 16.17. Poglejmo si 3-natrt iz zgleda Izratunajmo A in Aq:

v—2 8—2
h=bg =ty =%
A= As v—1 0—2:1'8—1'8—2:7.

k-1 k-2 4-1 4-2

Dani 3-naértje tudi 2-nacrt s parametri (8, 4, 3) in nalrt s parametri (8,4, 7).
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16.3 CIKLICNE KONSTRUKCIJE NACRTOV

Sedaj ko vemo, kaj so nacrti, si poglejmo nekaj malega o tem, kako bi
jih tvorili. V tem poglavju najbo X = Z, = {0,1,2,...,n—1}. Naj
bo S C Z,. Definirajno mnozico S +i = {x +i | x € S}. Ocitno velja
|S| = |S +i| zavsak i € Z,. Porodi se nam ideja, da bi mnozice S + i
lahko tvorile bloke nekega na¢rta. Kdaj bo to res?

Zgled 16.18. Najbo S = {0,3} C Z¢. Kaks$ne so mnozice S + i?
S+0=1{0,3} =5+3
S+1={1,4}=5+4

S+2=1{2,5}=5+5

Dana mnozica S ocitno ne bo dobra za konstrukcijo nacrta, saj bi se nekatere
podmnoZice v nacrtu pojavile veckrat.

Zgled 16.19. Najbo sedaj S = {0,1} C Zs.

S+0={0,1}
S+1={1,2}
S+2=1{23}
S+3={34}
S+4={4,5}
S+5=1{0,5}

Ta mnoZica S pa je za konstrukcijo nacrta dobra, saj se vsak element pojavi
natanko dvakrat.

Torej: ¢e so mnozice S + i paroma razli¢ne(seveda pa ne nujno disjunktne),
tvorijo nacrt. Kaksen je, nam pove naslednji izrek.

Izrek 16.20. Najbo S C Z, in naj bodo S + i paroma razlicne mnoZice za i € Z,,.
Tedaj {S +i|i € Z,} tvori nacrt s parametri (n,|S|, |S|).

Dokaz. Dokazati moramo le, da A obstaja in da je enaka |S|, ostala dva
parametra sta o¢itna. Naj bo a € Z,. Kdajje a € S + i? Natanko tedaj,
ko velja a = x + i za nek x € S, oziroma, ko velja x + (i —a) = 0 za nek
x € S.Sklep: a € S + i natanko tedaj, ko 0 € S + (i — a). Sledi, da sta a in
0 v istem Stevilu mnoZic S +i,sajjea € S +1iy,...,S + i, natanko tedaj, ko
0€S+(i1—a),...,S+ (i, —a). Ker je a poljuben, so torej vsi elementi
v istem Stevilu mnoZic S + i. Imamo nacrt. Koliko je A? Izra¢unajmo:

b-k = 9v-A,
n-|S| = n-A,
A = |S].
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Naucili smo se, kako preprosto tvoriti naért. Sedaj nas zanima ve¢ - kako
bi tvorili 2-nac¢rt? Oc¢itno bo od mnozZice S potrebno zahtevati Se vec.

Definicija 16.21. MnoZica S C Z, je mnoZica razlik, ¢e se vsak nenicelni
element iz Z, pojavi enakokrat kot razlika x —y, x #y, x,y € S.

Zgled 16.22. Najbo S = {0,2,3,4,8} C Zj;. Poglejmo si vse razlike
razli¢nih elementov iz S.

0 2 3 4 8
o(- 9 8 7 3
212 - 10 9 5
3(3 1 - 10 6
414 2 1 - 7
818 6 4

Vsak element iz Z1; se kot razlika pojavi natanko dvakrat. Mnozica S je
mnoZica razlik.

S pomocjo mnozic razlik lahko tvorimo 2-nacrte. Kaksne, nam pove nasle-
dnji izrek.
Izrek 16.23. Naj bo S C Z, mnoZica razlik, |S| = k. Tedaj {S +i | i € Z,}
(k—1)k )

n—1

tvori 2-nacrt s parametri (n, k,

Dokaz. Ponovno moramo dokazati le obstoj A in njeno vrednost. Naj bosta
a,b € Z,, a # b. Dokazati Zelimo, da se {a, b} pojavi v fiksnem Stevilu
(%) mnozic S +i. Kera — b # 0, se a — b pojavi enakokrat kot razlika
x —yzax,y €8S. Vsehrazlik je (k — 1)k in vseh nenicelnih elementov je
n — 1, zato ima enacba

a—b=x-y (26)

natanko (knill)k reSitev. Vsaki taki reSitvi priredimo S$tevilo iy, = a — x.
Imamo torej
fi(x,y) —iy=a—x.
Sledi:
a=x+1iy
in
b=a—-—x+y=y+i,.

Mnozica {a, b} je torej podmnoZica S + iy. Prireditev f je injektivna, od
koder sledi, da je {a, b} v toliko mnoZicah S + i, kolikor je resitev enacbe

O
Zgled 16.24. Napravimo 2-nalrt iz mnozice S z zgleda

S=1{0,2,3,4,8} C Zy;
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o, 2, 3, 4, 8
1, 3, 4, 5, 9
2, 4, 5, 6, 10
3, 5 6, 7, 0
4, 6, 7, 8, 1
5 7, 8, 9, 2
6, 8 9, 10, 3
7, 9, 10, 0, 4
8§, 10, 0O, 1, 5
9, 0 1, 2, 6
10 1 2 3 7

~
~
~
~

(k=Vk _ 45 _ o
5 n—1 10

Imamo torej 2-nalrt s parametri (11,5,2). Ce Se enkrat pogledamo bloke
2-nacrta, vidimo, da se vsak par elementov iz Z;; v 2-nacrtu res pojavi
natanko dvakrat. Skonstruirani 2-nacrt pa je seveda tudi navaden nacrt.

Izracunajmo A:

KakSen 2-nacrt je to? Vemo: n = 11, k = 5, A, =

v-1 _ 11-1
k-1 5-1

Parametri na¢rta so (11,5,5).

A=Ay

Vsaka mnoZica razlik S ocitno ustreza tudi pogoju iz izreka 5. Vsak 2-
nacrt, skonstruiran cilki¢no z mnoZico razlik, je torej po izreku tudi
naért s parametri (1, |S|, |S|). Preverimo, ali je to res:

n—1 (S| —1)-|S] n-1

e R

O¢itno je cikli¢na konstrukcija naértov dobro definirana, hkrati pa je tudi
zelo uporabna, saj lahko sorazmerno velike in zapletene nacrte skonstrui-
ramo zelo hitro.

164 FISHERJEVA NEENAKOST

V zadnjem poglaviju si bomo pogledali enega najbolj znamenitih izrekov
iz teorije nacrtov, t.i. Fisherjevo neenakost. Ronald Fisher(1890-1962) je bil
angleski statistik, genetik in razvojni biolog. Pustil je velik pecat v stati-
stiki, finan¢ni matematiki in teoriji verjetnosti (ve¢ v [5]). Znanih je mnogo
formul, enakosti in testov, ki nosijo ime po njem. Se pomembnejse pa je
njegovo udejstvovanje v biologiji in genetiki (ve¢ v [6]). Razvil je kar nekaj
revolucionarnih modelov za tisti ¢as, kar je razumljivo, saj je bil evgenik. Ri-
chard Dawkins je zanj celo dejal, da je najvedji biolog po Darwinu. Izrek, ki
ga bomo dokazali tudi mi, je kot prvi dokazal leta 1940 (originalen ¢lanek
najdemo v [8]).

Izrek 16.25 (Fisherjeva neenakost). Naj bo B 2-nacrt s parametri (v, k, Ay) nad
mnozico X. Naj bo v > k(sicer je nacrt trivialen). Tedaj velja |B| > |X|(torej
b > o).
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Opomba 16.26. Izrek nam pove, da je Fisherjeva neenakost najboljsa
mozna. S cikli¢no konstrukcijo z mnoZico razlik dobimo namre¢ natanko
enakost b = v([1]).

Dokaz. Dokaz je izredno zanimiv, saj v njem uporabimo kar nekaj pojmov iz
linearne algebre. Najbosta X = {x1,x2,...,xy}in B = {B1,Ba,...,Bp}.
Sestavimo inciden¢no matriko nacrta A:

1, ¢ex; € B;;
(A)ij == { 0, sicerl. :

Matrika A je velikosti v x b. Poglejmo si, kako izgleda AAT. Matrika AAT
je velikosti v x v. Element (AAT);; je skalarni produkt i-te in j-te vrstice A.
Velja namrec:

b b
(AAT) =Y ag-af; =) an-ap.
k=1 k=1

Element (AAT);; je torej enak $tevilu pojavitev enic na istem mestu v i-ti in
j-ti vrstici matrike A. Ker je B 2-nacrt, velja:

Ay, Cei #j;
Ty, __ 2/ ’
(44 )'1_{ Ay, Gei=].

Matrika AAT je torej oblike

[ A1 A Ay e A ]
Ay A1 A - A
Ay A A o Ap

L A2 A A e A

Izra¢unajmo njeno determinanto:
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AM A Ay o Ay
Ay A1 Ay oo A
det(AAT) = | A2 A2 Ay -0 Ay
Ay Ay A M
1 1 1 --- 1
Ay A1 A oo A
= M+(@=DAy)-| A2 A2 Ay -0 Ay
Ay Ay Ay oo A
—Ay —A Ay e A
Ao M Ay oo Ay
_ )\1+(U/\—1))\2 oA Ao A o A
—A2
A Ao Ay oo A
—A =AM Ay e =A
0 A=A 0 e 0
_ Ate-DA | 0 0 AM—Ay .- 0
A,
0 0 0 e A — Ay

= M+ @=1A)- (A —A)" L

Pri izra¢unu determinante smo najprej 1. vrstici priSteli vse ostale. Nato
smo konstantno 1. vrstico izpostavili, jo pomnoZili z —A,, na koncu pa vsaki
vrstici razen 1. odsteli ravno 1. vrstico. Prvi faktor v produktu (A1 + (v —
1A2) - (A1 — A2)" ! je ocitno pozitiven. Koliken pa je drugi faktor? Ker
velja enakost A1 = Ay - =1, je tudi drugi faktor pozitiven, saj smo privzeli
v > k. Sledi, da je determinanta matrike AAT strogo pozitivna in matrika je
obrnljiva. Rang AAT je poln, torej enak v. Iz linearne algebre vemo, da velja
naslednja neenakost([2]):

rang(AB) < min{rang(A),rang(B)}. (27)

Recimo sedaj, da je b < v. Potem je rang matrik A in AT kvegjemu b. Po
neenakosti [27]je torej rang(AAT) < b < v, protislovje. Izrek je dokazan. [

16.5 ZAKLJUCEK

Prav dokaz Fisherjeve neenakosti je bil eden izmed najpomembnejsih ra-
zlogov, da sem se odlo¢il predelati in predstaviti teorijo naértov. Moj cilj
je bil predstaviti teorijo, katere izpeljava je motivirana na nekem povsem
prakti¢cnem primeru. Naslov seminarske naloge sicer ni najbolj korekten, saj
sem Vv resnici predstavil kombinatori¢no teorijo nacrtov. V [4] je predstavlje-
nih Se nekaj alternativnih teoreti¢nih pristopov. Najbolj znane so verjetno-
stna metoda za razvoj nacrtov, slucajnostna teorija nacrtov in raziskovalna
teorija nac¢rtov. Razvoj posameznih panog ni povsem strogo matematicen,
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zelo pogosto so uporabljeni prijemi iz vseh najpomembnejsih naravoslovno-
tehniskih smeri.

LITERATURA

[1] D.R. Stinson, Combinatorial Designs: Constructions and Analysis, Springer
(2003), 1—21.

[2] B. C. Bose, A Note on Fisher’s Inequality for Balanced Incomplete Block
Designs, Annals of Mathematical Statistics 20(4) (1949), 619-620.

[3] C.]J. Colbourn, J. H. Dinitz, D. R. Stinson, Applications of combina-
torial designs to communications, cryptography, and networking, Faculty of
Mathematics, University of Waterloo (1999), 37-100.

[4] C. R. Rao, Factorial Experiments Derivable form Combinatorial Arrange-
ments of Arrays, Supplement to the Journal of the Royal Statistical Soci-

ety 9(1) (1947), 128-139.

[5] E. S. Pearson, Some reflections on continuity in the development of mathe-
matical statistics 1890-94, Biometrika 54 (1967), 341-355.

[6] J. C. Gower, Ronald Aylmer Fisher 1890-1962, Mathematical Spectrum 23
(1990-91), 76-86.

[7]1 R. A. Bailey, Association Schemes: Designed experiments, Algebra and Com-
binatorics, Cambridge University Press (2004), 51-54.

[8] R. A. Fisher, An examination of the different possible solutions of a problem
in incomplete blocks, Annals of Eugenics 10(1) (1940), 52-75.

166



17

Davorin Uc¢akar

OSNOVNO O MATROIDIH

17.1 POSTULATI

Matroide si lako predstavljamo na vec¢ razli¢nih nacinov, saj v raznih ve-
jah matematike najdemo strukture, ki tvorijo matroide. Najenostavnejsa pri-
mera matroida sta kon¢na mnoZica vektorjev skupaj z druzino svojih line-
arno neodvisnoh podmnozic in koncen graf skupaj z druzino vseh svojih
podgrafov, ki so brez ciklov.

Ker se matroidi pojavljajo na tako razli¢nih podrogjih, se izkaZe, da je tudi
nacinov, kako definirati matroid, kar precej. Nekaj si jih bomo ogledali v
nadaljevanju.

Matroid M = (S,T) definiramo kot kon¢no mnozico S skupaj z druzino
T C 25, za katero velja:

1. ©el.
2. Ceje X€ZinY C X, potem je tudi Y € Z.

3. Cesta X,Y € T in velja |X| = |Y| — 1, potem obstaja tak y € Y\ X, da
je XU{y} T

Mnozicam iz Z pravimo neodvisne mnoZice matroida M.

MnozZica B € B je baza matroida M, ¢e je neodvisna in ni prava podmno-
Zica nobene neodvisne mnozice. DruZino vseh baz matroida M ozna¢imo z
B.

Za vsako podmnozico X C S definiramo rang mnozZice X kot
p(X) =max{|Y;Y €Z Y CX}.
Rang matroida M je p(S).

Izrek 17.1 (Dopolnitveni izrek). Ce sta X in Y neodvisni mnoZici matroida M
in |X| < |Y|, potem obstaja mnoZica Z C Y\X, da je | XU Z| = |Y| in XUZ
neodvisna mnoZzica.
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Dokaz. Najbo Z; po moc¢i maksimalna med tak$nimi mnoZicami Z, za katere
velja Z C Y\X in XU Z € Z. Tak$na mnozica ocitno obstaja, saj Ze prazna
mnoZica zadostuje temu pogoju.

Recimo, da je [ XU Z;| < |Y|. Najbo Y; C Y taksna, daje | XU Z;|+1 =
|Y1]. Po tocki (2) iz definicije matroida je Y3 € Z in po (3) obstaja nek y €
Y1\ (XUZ;),daje (XUZ1)U{y} € I. Nova mnozica Z; U {y} tudi zadostuje
zgornjim zahtevam za Z in, ker je |Z;| < |Z; U {y}|, Z; ni maksimalna in
imamo protislovije.

Torej je | X U Zy| > |Y]. Ker je |X| < |Y|, mora obstajati Z, C Z;, da je
| X UZy| = |Y|. Po (2) iz definicije matroida je o¢itno X U Z, € Z, torej je to
nasa iskana mnoZica Z. O

Iz tega izreka ocitno sledi naslednja posledica:

Posledica 17.2. Vse baze matroida M imajo enako moc in ta je enaka rangu matro-
ida M.

Ce bi namre¢ imeli dve bazi razli¢nih mo¢i, bi lahko eno povecali po do-
polnitvenem izreku in zato ne bi bila baza, saj bi bila prava podmnoZica
neke neodvisne mnoZice. Zato so baze po moci najvecéje neodvisne mnoZzice
v matroidu in je torej njihova mo¢ enaka rangu tega matroida.

Iz tega izreka pa tudi vidimo, da lahko katerokoli neodvisno mnoZico
dopolnimo z elementi iz neke baze in tako dobimo novo mnoZico, ki je spet
baza. Torej je vsaka neodvisna mnoZica podmnoZica neke baze.

Izrek 17.3 (Izmenjalni aksiom). Ce sta By, By € B in x € By\By, potem obstaja
nek y € By\By, da je Bi\{x} U {y} € B.

Izmenjalni aksiom sledi iz prej definiranih aksiomov za matroid, ¢e za
neodvisni mnozici By \{x} in B, uporabimo to¢ko (3).

Neodvisne mnoZice matroida dolo¢ajo druZino baz. Velja tudi obratno; ¢e
druzino baz definiramo z izmenjalnim aksiomom, ta dolo¢a druzino neod-
visnih mnozic

T={X;3Be B:XCB}.

Da bo definicija dobra, mora ta druzina zados¢ati aksiomom za matroid.

Izrek 17.4. Naj bo B neprazna druZina podmnoZic koncne mnoZice S, ki zadostuje
izmenjalnemu aksiomu. Tedaj je B druZina baz matroida M nad S, katerega druZina
neodvisnih mnoZic je dolo¢ena z

Z={X;dBe€ B:XC B}.

Dokaz. Najprej pokaZimo, da imajo vse baze enako mo¢. Predpostavimo, da
je nimajo. Izberimo By, B, € B tako, da bo |B1| > |Bz| in bo imel B1\B;
najmanj$o mo¢. Naj bo x € By\B,. Zaradi[17.3/obstaja y € B>\By, daje Bs :=
(B1\{x}) U{y} € B. To pa je protislovje, saj ima B3\B; manj elementov
kot B1\B, = B3\Bx @ {x}, kjer @ oznatuje disjunktno unijo. Torej so vse
mnoZice v B enake modi.
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Naj bo Z dolo¢en kot v izreku. Preveriti moramo ¢e se sklada z definicijo
matroida. To¢ki (1) in (2) sta o¢itni. Najbostasedaj I, € Zin |I;| = || — 1.
Torejje I; C By in I, C By, za neka By, B, € B. Radi bi nasli y € b\ I;, da bo
I; U{y} C B; za nek Bz € B. Najprej dopolnimo I; do B; in I, do By:

Bi=L& {11,12,...,15}, B, =5L® {kl,kz,...,kt}.

Ker imajo vse baze enako mo¢, je s =t + 1. Ce je bN{h,ly,..., I} nepra-
zen, je iskani y poljuben element tega preseka, sajje I; U {y} C B.

V nasprotnem primeru pa obstaja ; € B1\B, za nek i. Po izmenjalnem
aksiomu obstaja y € By\Bj, da velja B3 := (B\{l;}) U{y} € B. Baza B3 ima
z By ve¢ skupnih elementov kot By, zato se ta postopek enkrat konc¢a. Takrat
je b {ly,1y,..., I} neprazen, zato se prevede na prejsnji primer. O

Matroid pa lahko definiramo tudi na podlagi funkcije ranga. Ker pa tega
ne bomo potrebovali v nadaljevanju, je dokaz izpud¢en. Tako bomo le doka-
zali, da za funkcijo ranga veljajo naslednji izreki, ne pa tudi, da so funkcije,
ki zado$¢ajo naslednjim izrekom funkcije ranga nekega matroida.

Izrek 17.5. Naj bo p funkcija ranga matroida M. Tedaj za vsak X C S in za
poljubna elementa y,z € S velja:

1. p(@) =0.
2. p(X) <p(XU{y}) <p(X)+ 1

3. Ceje p(XU{y}) = p(XU{z}) = p(X), potem je p(X U {y} U{z}) =
p(X).

Dokaz. Lastnosti (1) in (2) sledita direktno iz definicije ranga. PokaZimo
sedaj lastnost (3). Recimo, da je p(X U {y} U{z}) > p(X). Tedaj iz tocke
(2) sledi p(XU{y} U{z}) = p(XU{y})+1 = p(X) + 1. Ker se mnozici
razlikujeta le za element {z}, mora biti ta vsebovan v vsaki maksimalni
neodvisni podmnozici X U {y} U {z}. Naj bo X; maksimalna neodvisna
mnozica v X in X, maksimalna neodvisna mnozica v X U {y} U {z}. Tedaj
lahko po definiciji matroida najdemo nek w € (XU {y} U{z})\X = {y,z},
daje | X1 U{w}| = |X2| = p(XU{y} U{z}). Brez skode splognosti recimo,
da je z = y. To pa je protislovje, saj vemo, da je X; U {y} C XU {y} in zato
X1 U{y}t = p(XU{y}) =p(X) =p(XU{y}U{z}) - L O

Za naslednji izrek se izkaZe, da je ekvivalenten zgornjemu, zato bi lahko
tudi na podlagi tega definirali matroid. Dokaz ekvivalence izpu$¢amo.

Izrek 17.6. Naj bo p funkcija ranga matroida M. Tedaj za vsak X C S in za
poljubna elementa y,z € S velja:

1. 0 < p(X) < |X].
2. Ceje X C Y, jep(X) < p(Y).

3. p(XUY) +p(XNY) < p(X) +p(Y).
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Lastnost (2) iz zgornjega izreka imenujemo monotonost, lastnost (3) pa sub-
modularnost funkcije p.

Dokaz. Lastnosti (1) in (2) o¢itno sledita iz definicije ranga. Najbo I C XNY
neodvisna mnozica, za katero velja |I| = p(I) = p(XNY). Po dopolnitvenem
izreku lahko I dopolnimo do neke maksimalne neodvisne podmnozice | C
X UY. Sedaj lahko zapiSemo | = I® A® B, Kjer sta A = JN(X\Y) in
B =] N (Y\X) neodvisni mnoZici. Ker sta I & A in I & B neodvisni, velja:

p(X) +po(Y) > |[I©A[+[I® B
= 2+ |A[+ B
= |I|+|I® A& B|
= p(XNY)+p(XUY).

17.2 OPERATOR ZAPRTJA

Naj bo S kon¢na mnozZica. Tedaj je operator zaprtja predpis o : 25 — 2%, ki
ima naslednje lastnost:

1. XCS= XCo(X);
2. XCYCS=0(X)Co(Y);
3. XCS=0(X)=0c(c(X)).

Za operator zaprtja na matroidih obi¢ajno uporabimo naslednji predpis:

o(X) = {x € S;p(XU {x}) = p(X)}.

Pokazimo, da ta predpis zado$¢a zgornjim lastnostim za zaprtje. Lastnost
(1) je o¢itna. Lastnosti (2) tudi ni tezko pokazati: videti moramo, daiz X C Y
inp(XU{x}) = p(X) sledi p(YU {x}) = p(Y) zavsak x € ¢(X). Cejex € Y
je to otitno, sicer pa uporabimo submodularnost funkcije ranga [17.6(3) na
mnozicah X U {x} in Y:

p(YU{x})+p(X) = p(XU{x})UY)+p((XU{x}NY)
< p(XUA{x}) +p(Y)
= p(X) +p(Y).

Zaradi monotonosti ranga je torej enakost: p(Y U {x}) = p(Y). Pri dokazu
lastnosti (3) si bomo pomagali z naslednjo lemo:

Lema 17.7. Ce imamo operator zaprtja o definiran z zgornjim predpisom, je za vsak
X CS:
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Dokaz. Naj bo I maksimalna neodvisna mnoZica v X in | maksimalna neod-
visna mnoZica v 0(X). Recimo, da zgornja enakost ne velja, torej je |I| < |]|.
Po definiciji obstaja x € J\I, da je I U {x} neodvisna. To je o¢itno maksi-
malna neodvisna mnozica v X U {x}, zato velja:

p(XU{x}) = [TU{x}| = [I[ +1=p(X) +1,

vendar je x € 0(X), zato po definiciji ¢ velja p(X) = p(X U {x}). To pa je
protislovije. ]

Vsebovanost o(X) C o(c(X)) sledi iz definicije zaprtja. Recimo, da je
o(X) C o(0(X)). Potem obstaja z € o(c(X))\c(X). Ker z ¢ o(X), z upo-
rabo 2) dobimo p(X U {z}) = p(X) + 1. Po drugi strani je p(c(X) U
{z}) = p(0(X)), sajje z € o(0(X)). Torej velja:

p(X) +1=p(XU{z}) < p(c(X) U{z}) = p(0(X))

To pa je v protislovju s prejsnjo lemo.
17.3 PRIMERI MATROIDOV

VEKTORSKI MATROIDI. Naj so S kon¢na mnoZica vektorjev iz danega
vektorskega prostora V. Ce za 7 vzamemo linearno neodvisne podmnozice
S, dobimo matroid. Vsak matroid, ki je izomorfen tako dobljenemu matro-
idu, imenujemo vektorski matroid.

ENAKOMERNI MATROIDI Naj bosta k in n naravni $tevili in 0 < k < n.
Naj bo |S| = n in 7 druzina vseh njenih podmnozic s kve¢jemu k elementi.
U, x = (S,7) je tedaj matroid. Baze so ravno vse mnoZzice mo¢i k, rang A € Z
paje p(A) = |A|, teje |A| < k oziroma p(A) = k, &e je |A| > k. Matroidu
U, x pravimo enakomerni matroid ranga k.

ALGEBRAJSKI MATROIDI. Recimo, da je FF polje in K njegova razsiritev.
Potem so elementi x1, x2, ..., xx € K algebrajsko neodvisni, ¢e obstaja tak neni-
Celni polinom p € Fly1,y2,..., ¥k, daje p(x1,x2,...,x¢) = 0.

Naj bo sedaj S C K neka kon¢na mnoZica in Z druZina vseh njenih alge-
brajsko neodvisnih podmnoZic. I1zkaZe se, da je dobljena struktura matroid.

GEOMETRIJSKI MATROIDI. Geometrijske matroide konstruiramo podobno
kot vektorske, le da namesto linearne neodvisnosti uporabimo afino; mno-

Zica vektorjev {x1,...,x¢} C R? je afino neodvisna, &e za vsa Stevila A, ..., Ay €
R, ki zadostijo pogojema

in
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k
Ai =0,
=1

1
slediAlz---:/\k:O.
Naj bo S kon¢na podmnozica R? in Z druZina vseh afino neodvisne pod-
mnozice iz S. Tedaj je (S,Z) matroid.

GRAFOVSKI MATROIDI. Najbo G graf, ki ni nujno enostaven; dopus¢amo
tudi zanke. Naj bo S = E(G). DruZina Z C 2° vsebuje natanko tiste
mnoZice povezav, ki ne tvorijo nobenega cikla v grafu G. Dobljeni matroid
M(G) = (S,Z) imenujemo matroid ciklov grafa G. Vsak matroid, ki je izo-
morfen matroidu ciklov kakega grafa, imenujemo grafovski matroid.

Baze v matroidu ciklov grafa G ustrezajo vpetim drevesom, ¢e je G pove-
zan, oziroma vpetim gozdovom, ¢e graf G ni povezan. Naj bosta T in T’
vpeti drevesi grafa G in e = xy € E(T)\E(T'). Ce odstranimo povezavo e
iz T, potem T razpade na drevesi T; in Tp. Pot v T’ od x do y vsebuje neko
povezavo ¢’ # e, ki ima eno krajis¢e v T in drugo v T,. Torejje (E(T)\e) Ue’)
spet vpeto drevo. Ker to velja za vsako komponento grafa G, velja tudi za
vpete gozdove. Torej za vpete gozdove velja izmenjalni aksiom Ker
vsak graf vsebuje vpet gozd, po izreku dobimo matroid. Podmnozice
vpetih gozdov tako tvorijo Z. Rang podgrafa F definiramo kot |E(H)|, &e je
H najvecje vpeto drevo v F.

17.4 POZRESNA METODA

Posplosimo Krusalkov algoritem za iskanje najcenejSega vpetega drevesa v
grafu. Vpeta drevesa namre¢ ravno ustrezajo bazam matroida ciklov.

Naj bo M = (S, Z) matroid nad mnozico S. Recimo, da ima vsak element
x € S ceno w(x) € R. Tedaj za poljubno mnozico X C S definiramo ceno
w(X) kot

w(X) =Y w(x).

xeX
Problem iskanja najcenejSega vpetega drevesa se tako prevede na problem
najcenejse baze. Za ta problem sestavimo naslednji postopek:

Naj bo B neodvisna mnoZica, v katero bomo dodajali elemente in bo na koncu
tvorila bazo, Y pa mnoZica kandidatov za vstop v bazo, torej mnoZica tistih elemen-
tov y, za katere je BU{y} € Z. Na zacetku je B = @ in Y = S. Dokler ni
Y = O ponavljamo naslednji postopek: iz Y izvzamemo vse tiste elemente y, za
katere BU {y} ¢ Z. Potem izberemo najcenejsi y € Y in ga dodamo v B.

Zgornji postopek lahko Se izboljS$amo, tako da imamo elemente iz Y sorti-
rane po ceni, da nam ni potrebno vsakokrat iskati najcenejSega elementa. Na-
dalje lahko za zaletni Y vzamemo S\ o (Q); ¢e bi bila namrec za nek y € (@)
mnoZica BU {y} neodvisna, bi bila tudi {y} neodvisna, torej p({y}) = 1. Ker
pajey € 0(@), bi veljalo ¢(@) > p({y}) = 1, kar pa je v nasprotju z lemo
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Izrek 17.8. PoZresna metoda za iskanje najcenejse baze pri poljubnem matroidu M
nad mnoZico S in dani funkciji cene w : S — R kot rezultat vrne najcenejSo bazo
matroida M.

Dokaz. 1z konstrukcije mnoZice B je ocitno, da je ta na koncu postopka ne-
odvisna. Preprosto je videti tudi, da je B baza matroida M. Recimo, da B ni
baza. Ker se da vsako neodvisno mnozico dopolniti do baze, velja B C B’
za neko bazo B’. Poljuben x € B'\B z B in vsako njeno podmnozZico tvori
neodvisno mnoZico, torej ni mogel izpasti iz Y. Zato je Y # @ in postopek
Se ni zakljucen.

Pokazati moramo Se, da je B najcenejsa baza. Recimo, da ni najcenejsa
baza. Tedaj obstaja baza B/, za katero velja w(B') < w(B). Med vsemi
najcenej$imi bazami za B’ izberemo tisto, ki ima najvedji presek z B. Recimo,
da je postopek v B po vrsti dodajal elemente xy, ..., x|5. Naj bo t najmanjsi
indeks, za katerega x; ¢ B’. Mnozica B’ U {x;} otitno vsebuje natanko en
cikel C. Ker je B brez ciklov, obstaja y € C\B. Sedaj lahko tvorimo novo
bazo B” = (B'U {x:})\{y}. To je res baza, saj je enake mo¢i kot B’ in ne
vsebuje cikla, ker smo izvzeli s povezavo y, ki lezi na ciklu C. Ker je B’
najcenejSa baza, mora biti w(B") > w(B’) in torej w(x;) > w(y). Opazimo,
da je {x1,...,x;_1,y} neodvisna mnoZica. Ker poZresna metoda na t-tem
kotaku ni izbrala y, sledi w(x;) < w(y), torej velja enakost. Zato je tudi
B” najcenejSa baza. Vendar B” ima ve¢ skupnih elementov z B, kar je v
nasprotju z na$o izbiro baze B'. O
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18

OSNOVNO O PROBLEMU UMETNOSTNE GALERIJE

Marko Kandi¢

Za zacletek si oglejmo naslednji primer. Recimo, da imamo v galeriji polno
vrednih slik in no¢emo, da bi jih kdo ukradel. Seveda si Zelimo, da bi lahko
to preprecili. V ta namen postavimo strazarje v galerijo in sicer tako, da so v
vsakem trenutku vse slike pod nadzorom. Predstavili bomo nekaj primerov
strazarjev in umetnostnih galerij ter podali temeljne rezultate in hipoteze iz
tega podrogja.

18.1 OSNOVNE DEFINICIJE IN LASTNOSTI

Definicija 18.1. V IR? imamo za n > 3 zaporedje tock vy, ...,vy, ki jih po-
veZemo z odsekoma linearno krivuljo sestavljeno iz daljic ey = v1vp,e0 =
003, ..., e, = v,01. Ta krivulja omejuje poligon, ¢e velja:

(a) Zaporedni daljici se sekata v natanko eni tocki.

(b) Poljubni nezaporedni daljici se ne sekata.

Poblizje si oglejmo zgornjo definicijo. Zai =1,...,n —1 velja
e Mejiy1 = Vip1 ter e1Ney, = 0.

Povedali smo le kaj omejuje poligon, nismo pa Se povedali kaj poligon to¢no
je.

Definicija 18.2. Poligon je zaprtje omejene komponente mnozice R?\ U1, ¢;
in ga oznacimo z P. Rob poligona pa ozna¢imo dP kar je v nasem primeru
unija daljic e;.

Definicija 18.3. Ce ima poligon P stranice vzporedne osem x ter y, potem
mu pravimo ortogonalni poligon.

Definicija 18.4. Ce pa ima poligon P v svoji notranjosti m disjunktnih po-
ligonov Py,..., Py, potem poligonu P pravimo poligon z luknjami. Luknje
predstavljajo poligoni Pj, ..., P,. K oglis¢em poligona z luknjami Stejemo Se
oglisca luken;.
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Opomba 18.5. Naj bo P poligon z luknjami Py, ..., P;,. Potem nas$ poligon z
luknjami oznacimo kot P\ Ui, P;.

Naj bo P poligon in p € P neka tocka. Potem rec¢emo, da je tocka p
vidna tocki g, ¢e cela daljica pg lezi v P. MnoZica tock, ki so vidne tocki
p je kompaktna, saj je unija kon¢no mnogo zaprtih trikotnikov. Trikotnike
dobimo tako, da iz p potegnemo premice skozi oglis¢a poligona P. Tako smo
dobili trikotnike, ki so vidni iz p. Ker je mnoZica vidnih tock kompaktna,
potem je tudi zaprta, saj je R? Hausdorffov prostor. Torej je mnoZica tock, ki
niso vidne iz to¢ke p ravno odprta mnozica kot komplement zaprte. Naj bo
p’ poljubna to¢ka iz mnoZice nevidnih totk. Zaradi odprtosti obstaja neka
okolica totke p’ za katero velja, da nobena totka v njej ni vidna iz tocke p.

Definicija 18.6. Naj bo P poligon ter S C P neka njegova podmnozZzica. Pra-
vimo, da je P zastraZen z mnozico S, ¢e je vsaka tocka p € P vidna neki tocki
iz S. To¢ke iz S imenujemo straZarji.

Seveda poznamo vec vrst straZarjev. Najpreprostejsi so t—strazarji. Ti so
poljubne to¢ke v poligonu. Ce pa poligon zastrazimo s strazarji v oglis¢ih
poligona, potem jih imenjuemo o-strazarji.

18.2 CHVATALOV IZREK

Chvatal je prvi dokazal, da je %] straZarjev vedno dovolj, da zastrazimo
poljuben poligon z n oglis¢i. Ker je njegov dokaz precej obsezen, bomo
predstavili Friskov dokaz.

Definicija 18.7. Diagonala poligona P je vsaka daljica ab C P, ki povezuje
ogli§¢a a,b € P ter zanjo velja abNoP = {a,b}.

S pomogjo definicije diagonale lahko definiramo triangulacijo poligona.
Triagnulacija poligona P je razdelitev poligona na trikotnike z dodajanjem
diagonal, ki se sekajo samo v oglis¢ih poligona. Naslednjo lemo, ki je intui-
tivno jasna, bomo navedli brez dokaza.

vy

Lema 18.9. Visak poligon z n > 3 oglis¢i lahko trianguliramo z dodajanjem 0 ali
vec¢ diagonal. Triangulacija poligona z n 0glis¢i vsebuje n — 3 diagonal.

Dokaz. Za n = 3 trditev drzi, saj imamo trikotnik in dodamo 0 diagonal. Naj
za n > 3 trditev drZi. Poligonu z n + 1 oglis¢i dodamo diagonalo. Diagonala
obstaja po prejsnji lemi. Poligon tako razpade na dva dela. Oba dela sta spet
poligona z n; in n; oglis¢i, dodana diagonala pa predstavlja stranico, ki je
skupna obema poligonoma. Vsak poligon ima 7 ali manj ogli¢ saj nismo
dodali nobenega oglis¢a in v vsakem delu je poleg krajis¢ diagonale vsaj Se
eno oglis¢e. Torej lahko na obeh delih uporabimo indukcijsko predpostavko.
Po predpostavki oba poligona vsebujeta 11 — 3 in n, — 3 diagonal zapored.
Vemo, da velja

m+ny=m+1)+2=n+3,
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saj smo dva oglis¢a dvakrat Steli. Torej je vseh diagonal v prvotnem poligonu
ravno
(n1—3)+(n2—3)+1 = (TZ+1)—3.

O
Lema 18.10. Triangulacija poligona z n 0glis¢i vsebuje vsaj dve oglis¢i stopnje 2.

Dokaz. Ce je n = 3, potem imamo trikotnik in trditev dr#i. Predpostavimo,
da trditev drii zan > 3. Z indukcijo bomo pokazali da trditev drzi tudi za
bo D ena od njih. Diagonala D triangulacijo deli na dve novi tr1angulac1]1
in vsaka od njiju ima n al manj oglis¢, saj je v vsaki poleg krajis¢ diago-
nale D vsaj Se eno oglis¢e. Uporabimo indukcijsko predpostavko na obeh
triangulacijah. V vsaki dobimo vsaj dve oglis¢i stopnje 2 od katerih vsaj eno
ni krajis¢e diagonale D, sicer Ze na zacetku ne bi imeli triangulacije. Torej
smo v vsakem delu dobili vsaj eno oglis¢e stopnje 2, ki ni krajis¢e diagonale
D. Triangulaciji spet zdruzimo in dobimo vsaj dve oglis¢i stopnje 2, saj se
stopnja spremeni le oglis¢ema, ki sta bila krajis¢i diagonale D. ]

v ve

tock.

Dokaz. Lemo bomo dokazali s pomoc¢jo matemati¢ne indukcije. Za n = 3
imamo trikotnik in trditev drZi. Predpostavimo, da trditev drzi za n > 3.
Pokazimo, da trditev drzi za n + 1. V triangulaciji poligona z n + 1 tockami
izberemo tocko stopnje dve, ki obstaja po prejsnji lemi. Tocko oznacimo z
v, njeni sosedi pa z a in b. Odstranimo tocko v, tako da povezavi av in bv
nadomestimo s povezavo ab. Ker trikotnik avb vsebuje samo oglis¢a a,v in
b ter stranice, ki povezujejo ta tri oglis¢a, dobimo triangulacijo poligona z n
tockami. Triangulacija ima 3—barvanje po indukcijski predpostavki. Sedaj
to¢ko v dodamo poligonu in jo pobarvamo z barvo, s katero nismo pobarvali
tock a in b. O

Izrek 18.12 (Chvatal). Poljuben poligon z n 0glisci lahko vedno zastraZimo z | % |
straZarji.

Dokaz. Poligon trianguliramo z dodajanjem diagonal. Po lemi ima triangu-
lacija 3—barvanje. Ozna&imo barve z a,b,c. Najb Ty, x € {a,b,c} mnoZica
tock, ki smo jih pobarvali z barvo x. Brez skode za splosnost lahko predpo-
stavimo |T,| < |T;| < |T.|. Potem je |T,| < §. Strazarje postavimo v oglis¢a,
ki smo jih pobarvali z barvo a. Poljubna tocka p poligona P lezi v enem iz-
med trikotnikov, ta pa vsebuje tudi oglis¢e g € T,. Ker je trikotnik konveksen
lik, g vidi p. O

Hipoteza 18.13 (Shermer). Vsak poligon z n tockami in h luknjami se lahko za-
straZi z L”T”lj o—strazarji.

Izrek 18.14 (Bjorling-Suchs). Ce ima poligon h lukenj in n tock skupaj, potem je
| 2t | strazarjev vedno dovolj in véasih tudi potrebno, da zastrazimo poligon.
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183 TRADICIONALNA UMETNOSTNA GALERIJA

Pod pojmom tradicionalne umetnostne galerije si predstavljamo pravokotno
stavbo s pravokotnimi stenami ter s sobami, ki so povezani z vratmi, ¢e imata
sobi skupno stranico. Spet nas zanima koliko strazarjev moramo postaviti
na vrata med sobami, da bodo vse sobe zastrazene.

Opomba 18.15. Ce je straZar postavljen med vrati obeh sob, potem vidi obe
sobi.

Liha komponenta grafa G je neka komponenta K za katero velja, da je
mo¢ mnoZice K liho $tevilo. To pomeni, da je |K] liho $tevilo. Definirajmo $e
pojem prirejanja in popolnega prirejanja. Prirejanje grafa G je neka mnoZica
povezav M za katero velja, da nobeni dve izmed povezav mnoZice M nimata
skupnega vozlis¢a. Ce za vsako vozlis¢e v grafa G obstaja povezava e € M,
da je v njeno krajisce, potem je M popolno prirejanje.

Izrek 18.16. Graf G ima popolno prirejanje natanko takrat, ko za vsako podmnoZico
S C V(G) velja, da stevilo lihih komponent grafa G\S ni vecje od |S|.

Tudi dokaz tega izreka bomo izpustili. Z njegovo pomocjo pa lahko doka-
Zemo naslednji izrek:

Izrek 18.17. Tradicionalno galerijo z n sobami lahko zastraZimo z [ 5] t—straZarji.

Dokaz. Naj bo T tradicionalna galerija z n sobami: Sy,...,S,. Z G(T) ozna-
¢imo prirejeni graf galerije T: vsaka soba S; prestavlja to¢ko v; grafa G(T) in
vsaka vrata, ki povezujejo dve sobi S; in S; predstavljajo povezavo e;; v G(T).
Ker je celotna galerija povezana, je tudi njen prirejeni graf povezan.

Pokazali bomo: ¢e ima graf G(T) sodo mnogo tock, potem ima popolno
prirejanje M. S tem pa bomo dokazali tudi naso trditev, saj lahko |5 | strazar-
jev izberemo s pomocjo prirejanja M. Za vsako povezavo e;; € M postavimo
strazarja med vrata sob S; in S; in tako zastrazimo celo galerijo T. Ce imamo
v galeriji T liho sob, potem pa poljubno sobo galerije razdelimo na dve sobi
in uporabimo pravkar dokazano trditev za sodo Stevilo sob.

Predpostavimo sedaj, da ima G(T) sodo mnogo mnogo totk. Da ima
G(T) popolno prirejanje bomo dokazali s pomodjo prejSnjega izreka. Naj
bo S poljubna podmnozica mnozice V(G(T)) in k $tevilo povezanih kom-
ponent grafa G(T)\S. Opazimo lahko, da vsaka povezana komponenta C;
grafa G(T) predstavlja ortogonalen poligon P; C T. Vsak poligon P; ima
najmanj $tiri oglis¢a, zato je vsota ogli¢ po vseh komponentah G(T)\S na-
jamanj 4k. Oznac¢imo vsoto $tevil oglis¢ po vseh k komponentah z vy. Torej
velja vy > 4k.

Ce sedaj pravokotnik, ki ustreza to¢ki iz S, damo nazaj v T, se vsota Stevila
oglis¢ vseh novih komponent zmanjSa za najvec¢ stiri oglis¢a. Torej je vsota
oglis¢ po vseh komponentah vsaj vy — 4. Ce je kakéno oglis¢e v v, dvakrat
ali veckrat Steto, kar se lahko zgodi, ko se sobe stikajo, lahko z dodajanjem
pravokotnika ne zmanjSamo vsote vy, oziroma jo zmanjSamo za ena namesto
za dve ali za dve namesto za tri ali za tri namesto za Stiri.
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Ko dodamo vse pravokotnike, ki ustrezajo mnozici S, nam ostanejo samo
Stiri oglis¢a, ki pripadajo galeriji T. V vsakem od |S| korakov se je vsota Vj
zmanjsala za najve¢ stiri. Torej velja

4k < vy in vp —4|S| < 4.

Odkoder sledi k < |S| + 1. Ce je komponent natanko |S| + 1 in so vse lihe,
dobimo protislovje s predpostavko, da ima G(T) sodo mnogo tock. Torej
je vsaj ena komponenta soda in je zato Stevilo lihih komponent v G(T)\S
manjse ali enako |S|. O

Zgled 18.18. Podajmo primer tradicionalne galerije z n sobami za katero
potrebujemo [4 ] t—strazarjev. Ce je n sodo, potem postavimo straZarja med
vrata prve in druge sobe, med vrata tretje in Cetrte sobe in tako naprej. Tako
postavimo 7 strazarjev. V primeru, ko je n liho pa postavljamo strazarje
na podoben nacin kot v primeru, ko je bil n sod. Sedaj bo ostala ena soba
nezastraZena. Primer, ko je n = 9, je predstavljen spodaj. Seveda bi lahko za

poljubno naravno $tevilo n skonstruirali podoben zgled.

18.4 OSTALI PRIMERI UMETNOSTNIH GALERIJ
18.4.1 Umetnostna galerija z notranjimi stenami

Umetnostna galerija, ki jo predstavimo kot poligon z n oglis¢i in m diagona-
lami, ki se ne sekajo, imenujemo umetnostna galerija z notranjimi stenami.
Diagonale predstavljajo notranje stene in imajo names¢ena majhna vrata.

Izrek 18.19 (Kiindgen). |22 | straZarjev je vedno dovolj, da zastrazijo umetno-
stno galerijo z notranjimi stenami in n oglis¢i. Ce je m = L%”J — 2, potem velja
celo enakost.

18.4.2  Poligoni z mobilnimi straZarji

Strazarjem, ki jim dovolimo premikanje po daljici, ki je vsebovana v celoti
v poligonu pravimo mobilni straZarji oziroma m—strazarji. m—strazar vidi
vse tocke, ki so vidne katerikoli to¢ki na daljici, po kateri se lahko premika.
Zato je cela daljica m—strazar.

Izrek 18.20 (O'Rourke). Ce Zelimo zastraZiti poligon z m—straZarji, ki se premi-
kajo po diagonalah poligona z n 0glisci, potem jih potrebujemo | |

Izrek 18.21 (Aggarwal). Da zastraZimo ortogonalen poligon potrebujemo L3;1124

m-straZarjev.
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Izrek 18.22 (Gyory-Hoffman-Kriegel-Shermer). Imejmo ortogonalen poligon na
n ogliscih in h luknjami. Potem potrebujemo | 34 | mobilnih straZarjev, da ga
zastrazZimo.

18.4.3 r-zastraZeni poligoni

Definicija 18.23. Strazarji, ki se lahko premikajo po stranici poligona, se
imenujejo r— straZarji. Torej so r—strazarji ravno stranice.

vedno dovolj, da zastraZijo poligon z n 0glisci.

Izrek 18.25 (Shermer). | 3% | r—straZarjev vedno lahko zastrazi poligon z n oglisci
za vsak n € IN\{3,6,13}.

18.4.4 Problem zapora in trdnjave

Zanima nas koliko r-strazarjev potrebujemo, da zastraZimo zunanjost po-
ljubnega poligona z n oglis¢i. To je problem trdnjave. Podobno nas zanima
koliko o—straZarjev potrebujemo, da zastraZimo zunanjost in notranjost po-
ligona z n oglis¢i. To pa je problem zapora.

Predstavimo vaZnejSe rezultate iz tega podrogja.

Izrek 18.26 (O'Rourke-Wood). V poljubnem poligonu z n 0glisci [ 5| o—straZarjev
resi problem trdnjave. Ce je poligon tudi konveksen, potem jih toliko tudi potrebe-
ujmo.

Izrek 18.27 (Aggarwal). ||+ 1 o-straZarjev resi problem trdnjave za ortogonalne
poligone na n ogliscih.

Za konec podajmo Se O'Rourkovo hipotezo.

Hipoteza 18.28 (O'Rourke). [%] o—straZarjev je dovolj, da zastraZijo zunanjost
in notranjost poligona z n oglisci.
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NAPREDNI PRISTOPI ZA PROBLEM UMETNOSTNE
GALERIJE

Ziga Povalej

Prvotni problem umetnostne galerije je bil dolo¢iti najmanjSe Stevilo nepre-
micnih straZarjev, ki lahko nadzorujejo notranjost celotne umetnostne gale-
rije z n stenami. Prvi je ta problem resil Chvétal leta 1975 [2], mi pa si bomo
ogledali bolj elegantno Fiskovo resitev problema iz leta 1978 [3]. Stevilo stra-
Zarjev, ki jih potrebujemo, je odvisno tudi od oblike poligona, ki predstavlja
umetnostno galerijo. Zato lahko Stevilo straZarjev podamo tudi v odvisnosti
od stevila konveksnih delov poligona.

Potrebno Stevilo straZarjev se zmanjsa, kadar je dani poligon ortogonalen.
Problem so leta 1980 prvi resili Kahn, Klawe in Kleitman [4], v literaturi pa
najdemo tudi druga¢ne pristope iz kasnejsega obdobja. Mi si bomo ogledali
reSitev problema preko konkavnih toc¢k in navpi¢nih ter vodoravnih prere-
ZOV.

Nazadnje se bomo ukvarijali Se s problemom pokritja zunanjosti poligona,
ti. problemom trdnjave. Zanimivo je, da za reSitev te naloge potrebujemo
ve( straZarjev kot za reSitev problema umetnostne galerije.

19.1 OSNOVNE DEFINICIJE

Poligon P je zaprto obmodje v ravnini, ki ga omejuje mnoZica n razli¢nih
tock v1,v2,...,v, in mnozica n takih povezav v1v;, V203, . ..,0,_10,, 0,01, da
nobeni dve nesosednji povezavi ne vsebujeta iste tocke. MnoZici tock in
povezav bomo poimenovali rob poligona P in oznadili z dP. Rekli bomo, da
tocka x € P pokriva tocko y € P, kadar cela daljica xy lezi v polgonu P.
Omenjena daljica se lahko tudi dotika roba dP.

Naj G(P) predstavlja najmanjse tako $tevilo k € IN, za katerega obstaja
mnozica k to¢k {x1,x2,...,x¢} in za poljubno tocko y € P velja, da obstaja
tak i € {1,2,...,k}, da x; pokriva y. Oznaka g(n) naj predstavlja najvecjo
vrednost G(P) po vseh poligonih P, ki imajo n tock.
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Sedaj lahko problem umetnostne galerije prevedemo na problem dolo¢iti
vrednost g(n). StraZarji, ki se lahko zasukajo okrog svoje osi za 360°, so
totke, notranjost umetnostne galerije pa je poligon. Funkcija ¢(n) predsta-
vlja najvecje Stevilo straZarjev, ki so potrebni za nadzorovanje kateregakoli
poligona na n tockah. Kot bomo videli v nadaljevanju, je v¢asih to tudi
potreben pogoj.

19.2 TRIANGULACIJA

Poligon na n to¢kah si bomo predstavljali kot graf z n tockami in n poveza-
vami. Prvo vprasanje bo, ali ima vsak poligon na n tockah triangulacijo.

Izrek 19.1 (Izrek o triangulaciji). [6] Poligon na n tockah lahko razdelimo na
n — 2 trikotnikov tako, da dodamo n — 3 notranje diagonale.

Preden si ogledamo dokaz izreka, definirajmo pojem konveksne tocke. To je
taka tocka v; poligona P, pri kateri je kot, ki ga oklepata povezavi, ki izhajata
iz te tocke, manjsi od 180°.

Dokaz. Dokaz bomo opravili z indukcijo po Stevilu tock. O¢itno izrek drzi
za n = 3. Naj bo P poligon na n > 4 tockah. Zanj velja, da obstaja vsaj
ena konveksna tocka. V nasprotnem primeru bi bil kot pri vseh tockah vedji
od 180° in bi bila notranjost poligona pravzaprav zunanjost. Brez skode
za splosnost naj bo v, konveksna tocka poligona P. Oglejmo si zaporedne
tocke v1,v; in v3. PoiS¢imo notranjo diagonalo 4. Ce daljica v1v3 ne seka dP,
definiramo d = v;v3, sicer mora trikotnik v1v,v3 vsebovati vsaj eno tocko P.
Naj bo x € P tista tock, ki je najbliZja v,. Pri tem ne upoStevamo tock v in
v3. Definiramo d = v,x (slika [65).

V obeh primerih diagonala d razdeli poligon P na poligona P; in P>. Naj
bo n; stevilo tock poligona P;, i = 1,2. Potem velja n; +ny = n+ 2, saj
i = 1,2, zato velja n; < n, i = 1,2. Uporabimo indukcijsko predpostavko
za poligona P; in P,. Poligon P ima (n; — 2) + (np — 2) = n — 2 trikotnikov
in (n; —3) + (n2 — 3) +1 = n — 3 diagonal, kjer upostevamo tudi diagonalo
d. O

(%]

)

v U3

Slika 65: Daljica xv; je notranja diagonala.
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Ogledali si bomo pomembno lastnost, kako so sestavljeni trikotniki v tri-
angulaciji poligona. Dokaz je predstavljen v [6].

Lema 19.2. Sibki dualni graf triangulacije poligona je drevo z maksimalno stopnjo
najoec tri.

Dualni graf grafa G je graf, katerega tocke so lica grafa G. Med dvema
tockama dualnega grafa obstaja povezava, ¢e sta bili lici grafa G, ki pripadata
tema dvema totkama, sosednji. Sibki dualni graf grafa G je dualni graf grafa
G, ki nima tocke, ki bi pripadala zunanjemu licu grafa G. Primer si oglejmo
na sliki [66l

Sedaj dokazimo lemo [19.2]

Dokaz. Vsaka tocka ima najvec tri sosede. To sledi iz dejstva, da ima trikotnik
tri stranice in tako najve¢ tri sosednje trikotnike. Denimo, da graf ni drevo.
Potem vsebuje cikel, ki oklepa vsaj eno tocko poligona in tako oklepa tudi
zunanjost poligona. To je v protislovju z definicijo poligona. O

Slika 66: Sibki dual triangulacije poligona je drevo.

Lema posreduje reSitev problema dveh uses. Tri zaporedne tocke v1,v,
in v3 tvorijo uho poligona P pri tocki v,, kadar cela daljica v1v3 leZi v no-
tranjosti P. Dve uSesi se ne prekrivata, kadar sta njuni notranjosti disjunktni.
Naslednji izrek je dokazal Meisters [5].

Izrek 19.3 (Izrek o dveh uSesih). Vsak poligon na n > 4 tockah ima vsaj dve
usesi, ki se ne prekrivata.

Dokaz. Listi v Sibkem dualu triangulacije poligona predstavljajo uSesa, ki se
ne prekrivajo. Vsako drevo na vsaj dveh tockah ima vsaj dva lista. ]

Naslednja lastnost bo klju¢nega pomena pri dokazoavanju Chvéatalovega
izreka o umetnostni galeriji [6].

Posledica 19.4. Vsaka triangulacija poligona je 3-obarvljiva.

Dokaz. 1zrek dokazimo preko indukcije po Stevilu trikotnikov. En trikotnik
seveda lahko pobarvamo s tremi barvami. Za dokaz indukcijskega koraka
bomo uporabili izrek OdreZemo uho in preostanek pobarvamo s tremi
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.....

krajis¢e pa pobarvamo s preostalo barvo. O

Omenimo 3e, da triangulacije poligona ne moremo enoli¢no dolociti.

19.3 IZREK UMETNOSTNE GALERIJE

Izrek 19.5 (Chvétalov izrek umetnostne galerije). Za pokritje poligona na n
tockah je | § ] vcasih potrebno in vedno zadostno stevilo straZarjev.

Dokaz. Po izreku o triangulaciji poligona (izrek poligon lahko triangu-
liramo z dodajanjem notranjih diagonal. Triangulacijo obarvajmo s tremi
barvami. To lahko storimo po posledici[19.4] Sedaj opazimo, da je ena barva
uporabljena na najve¢ % tock. Naj bo ¢; stevilo tock, ki so pobarvane z barvo
i,1=1,2,3. Brez skode za splosnost naj velja 8e c; < ¢ < c3. Vseh tock je n
in veljaci +c;+c3 =n. Ce bi bilo ¢; > %, bi bila vsota vseh treh stevil vecja
od n. Zatoje c; < | 5], kerje c; € N.

Naj bo 1 najmanj uporabljena barva. Postavimo strazarje na vsako tocko te
barve. Tocke pojubnega trikotnika so pobarvane s tremi razli¢nimi barvami,
zato vsak trikotnik vsebuje tocko, pobarvano z barvo 1, torej strazarja. Za-
radi triangulacije vsaka tocka poligona P pripada vsaj enemu trikotniku. Ker
so trikotniki konveksni, je vsaka to¢ka pokrita s strazarjem. Tako straZarji
pokrijejo celoten poligon in jih je najve¢ | % ].

Na sliki @ si oglejmo primer poligona, ko potrebujemo natanko |5 | stra-
zarjev. Prikazani so trije primeri za razli¢ne velikosti n: n = 3k, n = 3k +1
in n = 3k + 2, kjer je k = 3. StraZarje postavimo v vrhove odebeljene tocke.
Za poljuben k € IN se konstrukcija posplosi naravno.

Slika 67: Primeri poligonov, kjer potrebujemo natanko | 5| strazarjev za n =
9,10,11.

19.4 KONVEKSNO DELJENJE

Opazimo, da za konveksni poligon na n tockah zadostuje Ze 1 straZar in ne
|5]. Zato je smiselno vpeljati spremenljivko, ki bi bolje opisala obliko po-
ligona. Naj bo konkavna tocka tista tocka iz dP, ki ima med povezavama do
sosednjih tock kot v notranjosti poligona ve¢ji od 180°. V tem razdelku si
bomo ogledali, koliko strazarjev potrebujemo za pokritje poligona z r kon-
kavnimi tockami.
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Najprej opazimo, da velja r < n — 3. Ekstremni primer si lahko ogledamo
na sliki

Slika 68: Poligon na n tockah ima lahko najve¢ n — 3 konkavne tocke.

Lema 19.6 (Chazelle). [z] Vsak poligon z r konkavnimi tockami lahko razdelimo
na najvec r + 1 konveksnih delov.

Dokaz. Dokazimo z indukcijo. Lema velja za r = 0, saj imamo v tem primeru
le en konveksni del.

Prespostavimo, da lema velja za poligone z manj kot r konkavnimi to¢-
kami. Izberemo si konkavno tocko in iz nje nariSemo simetralo kota do
prvega stika z robom poligona. Simetrala razdeli poligon na dva poligona,
enega z r; in drugega z r, konkavnimi tockami. Ker je simetrala unicila
vsaj eno konkavno tocko (lahko se zgodi, da unici dve, ¢e zadane ob drugo
konkavno toc¢ko na robu poligona), velja ri + 7, < r —1. Po indukcijski
predpostavki za oba manjSa poligona sledi, da ima zacetni poligon najvec¢
r1+1+4+7rm+1 <r+1 konveksnih delov. O

Izrek 19.7. [O'Rourke] [6] Za pokritje poligona z r > 1 konkavnimi tockami je v
vedno zadostno in vcasih potrebno Stevilo straZarjev.

Dokaz. Za dokaz zadostnosti uporabimo lemo Vsak konveksni del vse-
buje vsaj eno konkavno to¢ko na svojem robu. StraZarje namestimo na kon-
kavne tocke in tako pokrijejo vsak konveksni del.

Da je r v€asih potrebno Stevilo straZarjev, si oglejmo na sliki O

Slika 69: Primer poligona, kjer potrebujemo natanko 4 straZarije.
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19.5 ORTOGONALNI POLIGONI

Ogledali si bomo, koliko strazarjev potrebujemo v primeru, ko je umetno-
stna galerija predstavljena z ortogonalnim poligonom. To je poligon, v katerem
je vsak notranji kot med poljubnima dvema sosednjima povezavama enak 7
ali 37”

Stevilo strazarjev bomo doloili s stevilom konkavnih to¢k poligona P. Da
to res lahko storimo, dokazuje naslednja lema [6].

Lema 19.8. Za ortgonalni poligon na n tockah in z r konkavnimi tockami velja
n=2r+4.

Dokaz. Naj bo c Stevilo tock, pri katerih je notranji kot enak 7. Ocitno velja
c+r = n. Ker je vsota notranjih kotov n-kotnika (poligona na n tockah)
enaka (n — 2)7 in je kot pri konkavni to¢kah enak 37, velja

7T 3T
—2 = C— _
(n—2)m 5 +r >
V enacbo vstavimo ¢ = n — r in dobimo n = 2r + 4. O

Oglejmo si glavni izrek tega razdelka, ki je predstavljen v [6].

Izrek 19.9. Za pokritje notranjosti ortogonalnega poligona z r konkavnimi tockami
je | 4] potrebno in zadostno stevilo straZarjev.

Dokaz. Po lemi[19.8 velja [}| = |5] 41, zato dokazimo, da je [§] + 1 po-
trebno in zadostno Stevilo strazarjev. Da je to res potreben pogoj, si oglejmo
na sliki [7o]

Slika 7o: Vsak rogelj potrebuje vsaj enega straZzarja.

Dokaz zadostnosti si bomo natanc¢neje ogledali v naslednjih dveh podraz-
delkih. O

Naj bo prerez ortogonalnega poligona P podaljsek ene od dveh povezav, ki
imata krajis¢e v konkavni tocki, in gre skozi notranjost poligona, dokler se
prvi¢ ne dotakne dP. Opazimo, da prerez zmanjsa Stevilo konkavnih tock,
saj konkavna toc¢ka ni ve¢ konkavna na nobeni strani prereza. Hkrati prerez
tudi ne ustvari nove konkavne tocke. Indukcijski korak prereze poligon na
dva dela, na vsakem od njiju pa velja indukcijska predpostavka. Ce bo vsaj
en del vseboval liho Stevilo konkavnih tock, bo sledila enacba izreka. TeZji
del je dokazati, da tak lihi prerez res obstaja.
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19.5.1  Dokaz zadostnosti

Izrek ocitno velja za r < 1. V tem primeru zadostuje en straZar. Privzemimo
sedaj, da velja r > 2 in da izrek drzi za vse r’ < r. Oglejmo si dva primera.

V prvem primeru obstajata dve konkavni tocki, ki lezita na isti navpi¢ni
ali vodoravni ¢rti. Prerezimo poligon po tej ¢rti in naj L in R predstavljata
Stevilo konkavnih toc¢k na vsaki strani. Velja ¥ = L + R + 2. Po indukcijski
predpostavki velja

o [£5522] s o 3]

V drugem primeru nobeni dve konkavni tocki ne leZita na isti navpic¢ni ali
vodoravni ¢rti. V nadaljevanju bomo pokazali, da v tem primeru obstaja lihi
prerez. Izberimo tak prerez, kjer L in R predstavljata Stevilo konkavnih tock
na posamezni strani. Privzemimo e, da je R liho $tevilo. S tem prerezom
uni¢imo le eno konkavno tocko, zato velja ¥ = L + R + 1. Enacbo izreka
lahko sedaj zapisemo

o (£ g 552

19.5.2  Obstoj lihega prereza

Najprej si oglejmo nekaj opazk. Kadar leZita dve konkavni tocki na isti
navpi¢ni ali vodoravni ¢rti, lihi prerez ne obstaja. Vendar ta problem ni
kriticen, ker ga lahko obravnavamo posebej v prvem primeru. Zato bomo
v tem razdelku predpostavili, da so vse konkavne tocke v takem polozaju,
da noben prerez ne uni¢i dveh. Druga opazka je, da je obstoj lihega prereza
trivialen, kadar je r sodo Stevilo. Zaradi enakosti ¥ = L + R + 1 mora biti
eno od Stevil L in R sodo, drugo pa liho. Kadar je r liho Stevilo, sta bodisi
obe Stevili lihi bodisi obe sodi. Pokazali bomo, da lahko vedno pois¢emo tak
prerez, da bosta L in R sodi Stevili. Opazimo Se, da vodoravni lihi prerez ne
obstaja nujno. Slika [71| predstavlja primer z r = 5.
Navpi¢ni prerez bomo poimenovali N-prerez, vodoravnega pa V-prerez.

V-izolirana to¢ka

V-par
Slika 71: Lihi V-prerez ne obstaja nujno.
Za V-prereze bomo predstavili posebno delitev poligona. Konkavno toc¢ko
bomo imenovali V-izolirana, kadar je preko vodoravne povezave povezana s

tocko, ki ni konkavna. V nasprotnem primeru bomo obe tocki skupaj imeno-
vali V-par (slika[71). Sedaj razdelimo poligon z V-prerezi iz vseh konkavnih
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tock, ki pripadajo kaksnemu V-paru. S tem izmed konkavnih to¢k ne uni-
¢imo le V-izoliranih to¢k. Dokazali bomo, da bodisi obstaja V-lihi prerez
bodisi obstaja natanko ena V-izolirana tocka. Pri tem si bomo pomagali z
usmerjenim grafom povezanosti posameznih delov poligona, ki ga bomo
poimenovali V-graf.

Vsak del particije poligona ustreza eni tocki V-grafa, povezava iz A v B pa
obstaja natanko tedaj, kadar sta A in B sosednja dela, lo¢ena z V-prerezom,
in V-par, ki pripada V-prerezu, leZi na robu dela A. Primer je prikazan na
sliki

Podobno definiramo N-izolirane tocke ter N-par in N-graf, ki pripadajo nav-
pi¢nim N-prerezom.

e ] )

—

(¢ ] Le |
Slika 72: Primer V-grafa.

Lema 19.10. V-graf ima lahko najvec stiri razlicne vrste tock:

Ime Stopnja Vhodna stopnja Izhodna stopnja

list 1 1 0
veja 3 1 2
izvir  2ali4 0 2ali4

ponor 2 2 0

Dokaz. Privzeli smo, da en prerez ne more povezati dveh konkavnih tock.
Zato ima vsak del najve¢ dva V-para in zato najvec Stiri V-prereze na robu.
Zato je stopnja tocke najvec 4. Iz definicije povezave V-grafa sledi, da tocka
ne more imeti le ene izhodne povezave. Zato mora biti to¢ka stopnje 1 list.
Tocka stopnje 2 ima lahko dve izhodni (izvir) ali dve vhodni povezavi(ponor).
Tocka stopnje 3 je veja, saj ena izhodna povezava ni mogoca. Tocka stopnje
4 ima dva V-para na robu, zato so vse stiri povezave izhodne. O

Lema 19.11. Ce V-graf poligona vsebuje ponor, potem dopusca lihi V-prerez.

Dokaz. Naj bo S del, ki predstavlja ponorno to¢ko v V-grafu, in naj bosta C*
in C~ zgornji in spodnji V-prerez dela S. Predpostavimo Se, da S vsebuje k
V-izoliranih to¢k, vseh konkavnih tock nad V-prerezom C* pa naj bo u. Pri
tem ne upostevamo konkavne tocke, ki tvori V-prerez C™.

Ce je u liho &tevilo, je C* lihi V-prerez. Ce pa je u sodo stevilo, je lihi
prerez podan z najvisje leZe¢o V-izolirano to¢ko v S (¢e je k > 0), oziroma je
lihi prerez kar C™~ (Ce je k = 0). O

Ce poligon torej ne dopusta lihega V-prereza, nima nobenega ponora.
Sledi, da ima tak graf le en izvir, saj sta dva izvira povezana le prek po-
nora. Tako je graf drevo z izvirom v korenu, povezave pa so usmerjene proti
listom.
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Lema 19.12. Ce poligon ne dopusca lihega V-razcepa, potem ima natanko eno V-
izolirano tocko, ki se nahaja v edinem izviru.

Dokaz. Najprej bomo dokazali, da morajo biti vsi listi in veje brez V-izoliranih
tock. Dokaz poteka preko indukcije po Stevilu povezav do najbliZjega lista.
To razdaljo poimenujmo mejna razdalja.

Oglejmo si indukcijsko predpostavko. Predpostavimo, da list L vsebuje
k > 0 V-izoliranih to¢k. Naj bo C V-prerez, ki pripada edini vhodni povezavi.
Ce je k liho tevilo, je tudi V-prerez lih. V nasprotnem primeru lih V-prerez
poraja V-izolirana tocka, ki lezi v L in je najbliZje C.

Sedaj predpostavimo, da so vsi listi in veje z mejno razdaljo d’ < d brez
V-izoliranih tock. Oglejmo si vejno toc¢ko B na razdalji d. Naj bo C V-prerez,
ki pripada edini vhodni povezavi, in naj bo k > 0 Stevilo V-izoliranih to¢k v
B. Ce je k liho stevilo, je C lihi prerez, saj po indukcijski predpostavki noben
potomec B nima V-izoliranih to¢k. Ce je k sodo stevilo, lih V-prerez poraja
V-izolirana toc¢ka v B, ki lezi najblizje prerezu C.

PokaZzimo $e, da ima edini izvir S natanko eno V-izolirano toc¢ko. Naj S
vsebuje k V-izoliranih toc¢k in naj bo k sodo $tevilo, C pa naj bo prerez, ki
pripada eni od izhodnih povezav dela S. Potem je C lihi prerez, ker unici
eno konkavno tocko V-para in so sicer vse ostale konkavne tocke Stete v
sodem $tevilu k (V-izolirane totke) ali pa so v V-paru. Ce pa je k > 1 liho
Stevilo, druga C-ju najblizja konkavna tocka tvori lihi prerez. Zato mora biti
v S natanko ena V-izolirana tocka. O

Trditve lem drZijo tako za V-prereze kot za N-prereze. Ce torej
poligon ne dopusca niti V-prereza niti N-prereza, potem mora imeti eno
V-izolirano to¢ko v in N-izolirano toc¢ko 7, ki obe lezita v izviru V-grafa
oziroma N-grafa. Z naslednjo lemo pokaZzemo, da teh pogojev ne moremo
doseci.

Lema 19.13. Poligon z r > 3 konkavnimi tockami ne more imeti natanko ene
V-izolirane tocke v delu, ki pripada izviru V-grafa. Ravno tako ne more imeti na-
tanko ene N-izolirane tocke v izviru N-grafa.

Dokaz. Naj bo v V-izolirana toc¢ka, n pa N-izolirana tocka. Vse ostale kon-
kavne tocke (zaradi r > 3 obstaja vsaj ena) pripadajo tako V-paru kot N-paru,
saj bi bile sicer izolirane. Sledi, da so vse povezane in tvorijo verigo konkav-
nih tock. Veriga se ne more skleniti, ne da bi se pri tem naredila luknja, mi pa
obravnavamo le poligone brez lukenj. Poligon je torej spirala, katere kon¢ni
tocki sta v in n. Vendar je to¢ka v v listu V-grafa, tocka n pa v listu N-grafa,
kar je v nasprotju s trditvijo, da leZita v izvirih V-grafa in N-grafa. O

Z naslednjo lemo predstavimo obstoj lihega prereza.

Lema 19.14. Ortogonalni poligon z lihim Stevilom konkavnih tock r > 3, kjer
nobeni dve izmed njih ne leZita na isti vodoravni ali navpicni Crti, dopusca lihi
prerez.
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196 PROBLEM TRDNJAVE

Problem trdnjave je soroden problemu umetnostne galerije. Zanimalo nas
bo, koliko straZzarjev potrebujemo, da pokrijemo celotno zunanjost poligona
P na n tockah. Dokaz najdemo v [6].

Izrek 19.15. Za pokritje zunanjosti poligona P na n tockah potrebujemo [ %5 stra-
Zarjev. Hkrati je to tudi zadostno stevilo.

Dokaz. Najprej triangulirajmo zunanjost poligona P, ki leZi znotraj konve-
ksne ogrinjate poligona. Poimenujmo ta graf na n to¢kah z G” (slika [73) in
mu dodajmo tocko v, ki naj leZi zunaj konveksne ogrinjace. PoveZimo jo z
vsemi to¢kami na ogrinjadi. Ta graf na n + 1 to¢kah poimenujmo z G’ (slika
[74). Sedaj si na ogrinjati izberemo totko x in jo razcepimo na to¢ki x’ in x”.
Pri tem ne spreminjamo povezav, graf pa ostane ravninski. Dodamo Se eno
povezavo iz totke v., da je le ta povezana z obema tockama x’ in x”. Graf z
n + 2 to¢kama poimenujemo G (slika [75).

Slika 73: Graf G” - poligon P in triangulacija njegove zunanjosti, ki lezi
znotraj konveksne ogrinjace.

Uco X

Slika 74: Graf G’ - grafu G” dodamo tocko v, ter povezave do vseh tock, ki
lezijo na konveksni ogrinjaci.

Trdimo, da je graf G triangulacija poligona. To dokaZemo z ”odprtjem”
konveksne ogrinjace med totkama x" in x” ter z odmikom totke v, dovolj
dalec stran, da postanejo vse povezave ravne. Ker je graf G triangulacija, je
po posledici 3-obarvljiv. Naj bodo 1, 2 in 3 barve, s katerimi pobarvamo
graf G, ter ¢; Stevilo tock, ki so pobarvane z barvo i, i = 1,2,3. Pri tem naj
velja Se ¢ < ¢ < c3. Barva 1 se pri barvanju grafa G pojavi na najve¢ {”T“J
tockah.

Ce totka vs ni pobarvana z barvo 1, postavimo straZarje na vse tocke, ki
so obarvane z barvo 1. S tem pokrijemo zunanjost originalnega poligona P
z | 2| < [4] strazarji.

190



Literatura

Voo

1

Slika 75: Graf G - razcepimo tocko x € V(G') v totki x’ in x” ter graf
“odpremo”.

V nasprotnem primeru, ko je to¢ka v, pobarvana z barvo 1, nanjo ne
moremo postaviti strazarja, saj ta tocka ni del originalnega poligona P. Stra-
Zarje lahko postavimo na tocke, ki so pobarvane z drugo najmanj pogosto
uporabljeno barvo 2. Vemo, da velja c1 + ¢ +c3 = n+ 2. Ker je ¢; > 1, velja
243 <n+1. 0Odtodsledic, < 24| = [4].

V obeh primerih je pokrit vsak trikotnik, ki ima to¢ko v. v enem od
oglis¢. S tem je pokrita tudi vsa zunanjost poligona P zunaj konveksne ogri-
njace. Zunanjost poligona P znotraj konveksne ogrinjace je pokrita zaradi
3-obarvljivosti triangulacije. ]
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20

RAMSEYEVO STEVILO IN NAKLJUCNI GRAFI

Anja Fettich

Dobro znani Erdos-ev izrek pravi, da za vsako celo Stevilo k obstaja graf
G, za katerega je ¢(G) > k in x(G) > k. Ce povemo to z besedami: obstajajo
grafi, ki imajo poljubno veliko oZino in poljubno veliko kromati¢no Stevilo.
Kako bi dokazali ta izrek? Standardni pristop bi bil konstruirati graf s tema
dvema lastnostima, in sicer z indukcijo po k. Erdds pa je ubral drugacen
pristop. Za vsak n je definiral verjetnostni prostor na mnoZzicah grafov z
verjetnost, da graf z n vozlis¢i ima obe zgoraj nasteti lastnosti, pozitivna za
vse dovolj velike n. Temu pristopu danes pravimo verjetnostna metoda in le-ta
je postala vsestranska tehnika dokazovanja v teoriji grafov in v ostalih vejah
diskretne matematike.

20.1 UVOD V RAMSEYEVO TEORIJO

V tem poglavju se bomo ukvarjali z vpraSanjem, katere podstrukture so
nujno prisotne v vsakem dovolj velikem grafu. MoZen odgovor na to vpra-
Sanje je lema o regularnosti, ki pravi, da vsak dovolj velik graf G vsebuje
velike naklju¢ne dvodelne podgrafe, mi pa is¢emo bolj natan¢no definirane
podstrukture (npr. ¢e so podstrukture izomorfne kaksnim danim grafom).
Na primer:

¢ ¢e imamo celo Stevilo r, ali vsak dovolj velik graf vsebuje K; ali induci-
ran K;;

* ali vsak dovolj velik povezan graf vsebuje K, ali veliko inducirano pot
ali zvezdo Ky, .

Ceprav se mogoce zdijo ti problemi podobni ekstremalnim problemom,
v bistvu iS¢emo lokalne posledice globalnih predpostavk. Izreki in dokazi
v tem poglavju imajo ve¢ skupnega s podobnimi rezultati v algebri in geo-
metriji kot pa z ostalimi podrodji iz teorije grafov. Osredotocili se bomo na
rezultate, ki so navadno izraZeni v terminologiji grafov.

193



RAMSEYEVO STEVILO IN NAKLJUCNI GRAFI

Izrek 20.1 (Ramsey 1930). Za vsak r € IN obstaja n € IN, tako da vsak graf reda
najmanj n vsebuje K, ali K, kot induciran podgraf.

Ideja dokaza. Ta izrek se na prvi pogled zdi presenetljiv, saj rabimo priblizno
% vseh moznih povezav, da vrinemo K; kot podgraf v G, toda za G in G se
ne more pri¢akovati, da bi imela ve¢ kot polovico vseh povezav. O

Poizkusili bomo konstruirati K, ali K, v G induktivno. ZaZeli bomo s po-
ljubnim vozliséem v; € Vi := V(G). Ce je |V(G)| velika, potem obstaja
velika mnozica Vo C Vi\{v1}, V2 = { vozlis¢a, ki so vsa sosednja z v; ali
nobeno ni sosednje z v1} . Torej v; bo prvo vozlisée K, ali K;, ostala pa
bodo lezala v V,. Potem izberemo drugo vozlis¢e v, € V. Ker je V, velika,
bo imela podmnozico V3 Se vedno dovolj veliko. V3 = { vozlista, ki so vsa
sosednja z v, ali nobeno ni sosednje z v, }. Nadaljujemo z iskanjem vozlis¢
znotraj V3 in tako naprej.

Slika 76: Izbira vozlis¢ vq, vy, . ..

Kdaj se konstrukcija kon¢a? To je odvisno od velikosti prvotne mnoZice
V1. Velja |Vi| > @ Torej lahko naredimo s korakov konstrukcije, ¢e je
|G| > 2°. V samem dokazu bomo videli, da je ustrezna izbira za s = 2r — 3.

Dokaz. 1zrek bomo dokazali z indukcijo po r. Za r = 1 je ocitno, da izrek
velja, saj imamo samo eno toc¢ko, zato privzemimo, da je r > 2. Naj bo
n:=23inG graf moci vsaj n. Definirajmo zaporedje mnoZic Vi, ..., Vo,
in izberimo vozlis¢a v; € V;, ki zado3¢ajo naslednjim lastnostim:

(i) |Vi| =222 (i=1,...,2r—2);
(i) Vi CViia\{vi1} (i=2,...,2r—2);

(iii) vi_1 je sosednje z vsemi vozli§¢i v V; ali z nobenim vozlis¢em v V;
(i=2,...,2r—2).

Naj bo V; C V(G) poljubna mnozica 2% 3 vozli§¢. Izberimo poljubno
vozlis¢e v € V;. Potem velja (i) za i = 1, (ii) in (iii) pa sta ocitni. Privze-
mimo sedaj, da smo izbrali V;_; in v;_; € V;_; taksna, da zanju veljajo tocke
(i) — (iii) zai—1, Kerje 1 <i <2r—2. Kerje |[Vi_1\{vi1}| =22 17" —-1
liha, ima V;_1 podmnozico V;, ki zados¢a tockam (i) — (iii); v; € V; izberemo
poljubno. Med 2r — 3 vozlis¢i vy, . .., vp,—3 je r — 1 vozlis¢, ki so vsa sosednja
vozlis¢em v V; ali niso sosednja z nobenim vozlis¢em iz V;. Torej teh r — 1
vozli&¢ in vy, inducirajo K, ali K, v G, ker v;, ..., vy € V; za vse i. O
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Najmanjsi n iz Ramseyevega izreka, ki je odvisen od r, se imenuje Ram-
seyevo Stevilo R(r) za r. V dokazu smo videli, da je R(r) navzgor omejeno z
223 navzdol pa z 22. Ramseyev izrek lahko prepisemo tudi drugace: Ob-
staja najmanjse Stevilo R(p, q), tako da vsak graf z R(p, q) vozlis¢i vsebuje ali
kliko velikosti p ali neodvisno mnoZico velikosti 4. V spodnji tabeli so napi-
sane nekatere vrednosti R(p, q), kjer oznaka x|y predstavlja znano spodnjo
mejo x in zgornjo mejo y.

p
3 4 5 6 7 8 9
q
3 6 9 14 18 23 28 36
4 18 25 35(41  49[61  55[84 63115
5 43149 58[87 80o[143 195|216 121316
6 102 | 165 109 | 298 122|495 153|780

Slika 77: Vrednosti R(p, q).

20.2 POMEMBNI IZREKI IN DEFINICIJE

Izrek 20.2 (Graham-Rothschild-Spencer 1980,1990). Za celi stevili p in q velja:

R(p,q) <R(p—1,9) +R(p,q—1).

Ce sta oba sumanda soda, potem velja stroga neenakost.

Dokaz. Vzemimo poljuben graf z R(p,q) vozli§di. Izberimo poljubno voz-
liste v. Ce ima R(p — 1,4q) sosedov ali R(p,q — 1) nesosedov, potem ima
graf p-kliko ali neodvisno mnozico velikost g. Recimo, da velja: R(p,q) =
R(p—1,9) + R(p,q —1). Potem sledi: stevilo sosedov > R(p —1,4) ali st.
nesosedov > R(p,q —1). Pa recimo, da to ne velja. Torej je Stevilo sose-
dov < R(p —1,q) — 1 in &tevilo nesosedov < R(p,q —1) — 1. Iz tega sledi,
da je stevilo sosedov + §tevilo nesosedov < R(p —1,9) + R(p,q—1) —2 in
dobimo, da je n < n — 1, kar je protislovje. Poglejmo sedaj Se primer, ka-
dar sta oba sumanda soda. Naj bo n = R(p,q) —1. Za n obstaja graf G
na n totkah brez K, in K;. Ker sta R(p —1,9) in R(p,q — 1) soda sledi, da
je n liho $tevilo. Graf G — v ima n — 1 tock in n — 1 je sodo Stevilo.Stevilo
n—1=R(p—1,9) —1+R(p,g—1) — 1. Ker pa je G regularen, imajo vsa
vozli§¢a liho stopnjo R(p —1,9) — 1. Pridemo do protislovja, saj za vsak
k-regularen graf G velja k|V(G)| = 2|E(G)|, kar v nasem primeru pomeni
(R(p—1,9) —1)n, ki je produkt dveh lihih $tevil, je enak 2|E(G)|, kar je sodo
Stevilo.

O

Izrek 20.3 (Erdos 1947). Za vse p velja:

R(p,p) > (ev2)"'p 22 (1+O(1)).
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Izrek 20.4 (Erdos 1947). Za vsak p > 3

R(p,p) = R(p) > 2.

Dokaz. Za p = 3 izrek velja. Poglejmo sedaj za vsak n > 2z. Ce je G graf na
n vozli§tih je verjetnost, da imamo ali nimamo povezave enaka 3. Oznagimo
s Pla(G) > p| verjetnost, da G vsebuje mnoZico p neodvisnih vozli§¢, s
Plw(G) > p] pa verjetnost, da G vsebuje kliko velikosti p. Radi bi dokazali:
Pla(G) > p), Plw(G) > p] < 3.

Pl(G) > p], Pw(G) > p] < (”)@(5)

AACA
N
Ij{
=
L
|

V Ramseyevi teoriji gledamo na particije kot na barvanje.

Definicija 20.5. k-barvanje mnoZice X je razdelitev mnoZice X na k razredov
induciranih z barvami.

Definicija 20.6. [X]* = {vse k-podmnoZice v X}.

Definicija 20.7. c-barvanje za [X]¥ mnoZice Y C X imenujemo monokroma-

ticna mnoZica, te imajo vsi elementi mnozice [Y]¥ isto barvo, to je, pripadajo
isti c-particiji razredov [X]¥. Ce je G = (V,E) graf in imajo vse povezave
H C G enako barvo pri nekem barvanju E, re¢emo H monokromatic¢ni podgraf
G.

S to terminologijo lahko povemo Ramseyev izrek Se drugace: za vsak r
obstaja 1, tako da nam za poljubno mnozico X, |X| = n, da vsako 2-barvanje
[X]? monokromati¢no mnozico Y C X, |Y| =r.

Izrek 20.8. Naj bosta k, ¢ pozitivni celi $tevili in X neskoncna mnoZica. Ce je [X]*
pobarvana s ¢ barvami, potem ima X neskoncno monokromaticno podmnoZico.
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Dokaz. Naredimo indukcijo po k, c fiksiramo. Za k = 1 izrek drzi. Naj bo
sedaj k > 1 in privzemimo, da izrek velja za manjge vrednosti k. Naj bo [X]*
pobarvana s ¢ barvami. Konstruirali bomo neskonéno zaporedje X, Xy, ...
neskonénih podmnozic mnozice X in izbrali elemente x; € X;, za katere
veljata naslednji lastnosti (za vsak i):

(1) Xit1 € Xi\{xi};
(ii) vse k-mnozice {x;} UZ, Z € [X;1]*! imajo isto barvo x;.

Zatnemo z Xp := X in izberemo poljuben xg € Xp. Po predpostavki je
Xo neskoncen. Izberemo neskonéno mnozico X; in x; € X;. Za nek i,c
k-pobarvamo [X; \ {x;}]¥~! tako, da pobarvamo vsako mnoZico Z z barvo
{x;} UZ iz c-barvanja [X]F. Po indukcijski predpostavki ima X; \ {x;} ne-
skon¢no monokromati¢no podmnozico, ki jo izberemo za X;;;. O¢itno tako
izbrana mnozica zado$¢a lastnostima (i) in (ii). Izberemo poljuben x;;1 €
Xiy1. Ker je ¢ koncen, je ena izmed c barv predpisana neskon¢no mnogo x;.
Ti x; tvorijo neskon¢no monokromati¢éno podmnozZico mnozice X.

O

Da bi laZje razumeli kon¢no verzijo zgornjega izreka, si pomagamo s stan-
dardnim orodjem v kombinatoriki:

Lema 20.9 (Konig's infinity lema). Naj bo Vo, Vi, ... neskoncno zaporedje dis-
junktnih nepraznih konc¢nih mnozic, G je graf njihove unije. Privzemimo, da ima
vsako vozlisée v € V, , n > 1, soseda f(v) € V,_1. Potem G vsebuje neskoncno
pot vovy - - -, kjer v, € V), za vsak n.

Vi v, Vi

Slika 78: Konig’s infinity lema

Dokaz. Naj bo P mnozica vseh poti oblike vf(v)f(f(v))..., ki se kon&ajo v
Vo. Vo je koncna, P je neskonéna, zato se neskon¢no poti iz P konca v istem
vozlis¢u vy € V. Med temi potmi jih gre neskonéno skozi vozlis¢e vy € Vi,
ker je tudi V; konéna. Med temi potmi jih gre neskon¢no skozi v, € V5, ker
je V2 konéna, itd. Ceprav se Stevilo poti na vsakem koraku zmanjsa, imamo
po konéno korakih Se vedno neskon¢no poti, tako da so v, definirani za vsak
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n. Po definiciji je vsako vozlis¢e v, sosednje v,,_1 na eni izmed teh poti, torej
je vov1 - - - neskoncna pot.
Ul

Izrek 20.10. Za vse k,c,r > 1 obstaja n > k tako, da ima vsaka n-mnoZica X
monokromaticno r-podmnoZico za vnaprej dano c-barvanje za [X]*.

Definicija 20.11. Celo Stevilo n, povezano s k, ¢ in r v zgornjem izreku ime-
nujemo Ramseyevo Stevilo za k,c,r : R(k,c,r).

Torej lahko zapisemo Ramseyev izrek $e drugace: Ce je H = K, in G graf

z zadosti veliko vozlisei, potem G ali G vsebuje kopijo H kot podgraf.
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