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Program magistrskega dela

Magistrsko delo naj obravnava zvezdno kromaticno stevilo grafov. Narejen naj bo
karseda popoln pregled znanih rezultatov te pomembne novejse posplositve klasi¢nega
kromati¢nega Stevila. V posebnem naj bo obravnavano zvezdno kromati¢no Stevilo
ravninskih grafov in grafovskih produktov.

Sandi Klavzar



Povzetek

Zvezdno kromati¢no Stevilo x* predstavlja najmanjse racionalno stevilo k/d, za katero
obstaja barvanje grafa s k barvami, ki se na sosednjih tockah razlikujejo vsaj za d. Za
zvezdno kromaticno stevilo velja y — 1 < x* < x.

V uvodu zapisemo osnovne definicije in dokazemo osnovne lastnosti zvezdnega kromatic¢nega
Stevila.

V drugem poglavju vpeljemo geometrijsko predstavitev zvezdnega kromati¢nega in kro-
mati¢énega Stevila. S tem dobimo nekaj zadostnih pogojev za enakost x* = x. Osrednji izrek
tega poglavja pove, da za izbrano zvezdno kromati¢no §tevilo obstaja poljubno velik graf s
poljubno dolzino najkrajSega cikla in z izbranim zvezdnim kromati¢nim Stevilom.

V naslednjem poglavju si ogledamo primere druzin ravninskih grafov z zvezdnim kro-
mati¢nim Stevilom med 2 in 3. Izpeljemo konstrukcijo grafov s poljubnim zvezdnim kro-
mati¢nim §tevilom med 2 in 3. Manj znani so ravninski grafi z zvezdnim kromati¢nim §tevilom
enakim 3. Grafi, imenovani (2n + 1)-kolesa, predstavljajo ravninske grafe, za katere velja ena-
kost x* = x = 4, (2n + 1)-kolesa z razpolovljenimi pretkami pa imajo zvezdno kromati¢no
§tevilo enako 3. Na koncu tretjega poglavja pokazemo, da za nekatera racionalna §tevila r
med 3 in 4 obstaja ravninski graf s xy* = r.

V éetrtem poglavju dokazemo, da lahko z odstranitvijo tocke grafa zvezdno kromati¢no
Stevilo grafa zmanjSsamo za 2 — € in da za poljubna ¢ > 0 in k > 4 obstaja k-kriti¢en 2 ali
3-povezan graf, za katerega velja neenakost x* < k—14¢. Prav tako obstaja k-kriticen (k—1)-
povezan graf s to lastnostjo. Podobna ocena velja tudi za k-kriticne grafe z veliko dolzino
najkrajsega cikla. Odprto pa ostaja vprasanje obstoja kritiénih grafov brez trikotnikov, za
katere velja enakost x* = .

V petem poglavju spoznamo deljeno kromaticno stevilo, xr, ki je nova posplositev kro-
matiénega Stevila. Izpeljemo dve interpretaciji deljenega barvanja in dokazemo, da so lihi
cikli x*-ekstremni grafi, tj. grafi, za katere velja x* = x;.

V Sestem poglavju pokazemo, da je deljeno kromatiéno §tevilo leksikografskega produkta
grafov enako produktu deljenih kromati¢nih stevil grafov. Enakost x*(G[H]) = x*(G)x(H)
pa velja natanko tedaj, ko je graf G y*-ekstremen. V razdelku 6.3 zapisemo do sedaj znane
lastnosti x* na drugih grafovskih produktih.

V sedmem poglavju si ogledamo posplositev zvezdnega kromaticnega Stevila na uteZne
grafe in pokaZemo nekatere lastnosti, ki veljajo na grafih brez utezi. V razdelku 7.3 zapiSsemo
nekaj primerov zvezdno super popolnih grafov in nekatere lastnosti leksikografskega produkta
uteznih grafov.

V zadnjem, osmem poglavju, omenimo $e druge znane rezultate za zvezdno kromati¢no
stevilo.

Math. Subj. Class. (1991): 05C15.

Key words: chromatic number, circular coloring, critical graph, Farey sequence,
fractional chromatic number, graph product, interval coloring, perfect graph, planar
graph, star chromatic number, superperfect graph, vertex coloring, weighted graph.
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Poglavje 1
Uvod

Pomembno poglavje teorije grafov predstavljajo barvanja grafov. Zaradi natancnejse
klasifikacije grafov je bilo v zadnjih letih vpeljano ze ve¢ posplositev barvanja grafov.
Mnogo posplositev je dobljenih iz prakticnih primerov.

Zelo naravna posplositev je tako imenovano popaceno barvanje. J. A. Andrews in
M. S. Jacobson [1] sta definirala (m, k)-obarvljive grafe kot grafe, ki jih lahko obarvamo
z m barvami tako, da je vsaka tocka sosednja z najvec¢ k tockami, ki so obarvane z isto
barvo kot izbrana tocka. Najmanjso vrednost m, za katero je graf G (m, k)-obarvljiv,
sta imenovala k-popaceno kromaticno Stevilo.

V mnogo prakti¢nih primerih je izbira barv na posameznih tockah omejena. Od tod
izhaja R-seznamsko barvanje. To je barvanje grafa, pri katerem lahko barvo tocke
x izberemo iz seznama barv R(z). Taksna seznamska barvanja so predstavili P. Erdos,
A. Rubin in H. Taylor [10], podoben koncept za barvanje povezav pa B. Bollobas in A.
J. Horris [4]. Graf G, ki je R-seznamsko obarvljiv za poljubne sezname barv R moci
k, imenujemo k-seznamsko izbirljiv [10]. Za celi stevili a in b, a > 2b > 1, je graf
G (a,b)-izbirljiv, ¢e za poljubno izbiro seznamov R(z) mo¢i a obstajajo podmnozice
C(z) C R(x) moéi b, za katere je C(z) N C(y) = (0 brz, ko sta tocki = in y povezani.
Najmanjso med vrednostmi §, za katere je graf G (a, b)-izbirljiv, imenujemo izbirljivo
Stevilo in oznac¢imo chr(G).

Omenili smo le dve od mnogo posplositev barvanja grafov [28].

V magistrskem delu bomo obdelali vse do sedaj znane rezultate o zvezdnem kro-
mati¢nem Stevilu, ki je ena najnovejSih posplositev barvanja grafov.
Pojem zvezdnega kromatic¢nega stevila je leta 1988 vpeljal A. Vince [32]. V ta namen
je definiral posplosena kromaticna Stevila
k

G — - s k == ]_, 2, ey
Xk(G) MaXeec, Milyoer(q) |o(u) — c(v)]

kjer je |z|x = min{|z|, k—|z|} in C} mnozica vseh k-barvanj grafa G. Priizracunu x;(G)
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upostevamo k-barvanje grafa GG, kjer se barve na sosednjih tockah ¢imbolj razlikujejo.
Zvezdno kromatic¢no stevilo
* .
X' (G) = jnf xi(G)
torej predstavlja “najboljse mozno” barvanje. Kot primer vzemimo n-cikel C,,. Ceprav
je kromaticno stevilo lihih ciklov enako 3, jih le zaradi ene tocke ne moremo obarvati

z dvema barvama. Torej je x(Ca,.1) “skoraj” enak 2. Zvezdno kromati¢no Stevilo
X*(Cont1) =2+ (1/n) nam da zeljeno priblizno vrednost.

J. A. Bondy in P. Hell [6] sta predstavila enostavnejsi pristop k zvezdnemu kro-
maticnemu Stevilu, ki vodi h kombinatori¢nim izpeljavam osnovnih lastnosti zvezdnega
kromaticnega Stevila. Dokazi na ta nacin postanejo krajsi in enostavnejsi, zato bomo
za definicijo x* uporabili ta pristop.

Spoznali bomo tudi krozno kromaticno stevilo in pokazali, da je le-to enako zvezd-
nemu kromatiénemu Stevilu. S tem dobimo orodje, ki bo zelo uporabno v mnogih
nadaljnjih izpeljavah.

Prvo poglavje je razdeljeno na dva razdelka. V razdelku 1.1 bomo zapisali osnovne
definicije, ki jih potrebujemo v magistrskem delu hkrati z definicijo zvezdnega kro-
mati¢nega Stevila. V razdelku 1.2 bomo dokazali najosnovnejSe lastnosti zvezdnega
kromati¢nega Stevila.

1.1 Osnovne definicije

V magistrskem delu se bomo ukvarjali le s konénimi, enostavnimi grafi. Ce ne bo
drugace receno, bodo obravnavani grafi tudi neusmerjeni.

Naj bo G poljuben graf. Z V(G) ozna¢imo mnozico tock, z F(G) pa mnozico pove-
zav grafa G. Mo¢ mnozice tock |V(G)| bomo oznacevali z |G|.

Naj bo k naravno §tevilo. Preslikavo ¢ : V(G) — {0,1,...,k — 1}, pri kateri za
poljubno povezavo uv € E(G) velja ¢(u) # ¢(v), imenujemo k-barvanje grafa G. Ce
obstaja k-barvanje grafa GG, pravimo, da je graf k-obarvljiv. Kromati¢no Stevilo,
X(G), grafa G je najmanjse naravno $tevilo k, za katero je graf k-obarvljiv.

Za poljubno pozitivno realno Stevilo y definiramo na intervalu [0,y) preslikavo
|z|, = min{|z|,y — |z|} . Naj bosta k in d taksni naravni Stevili, da je k£ > 2d. Pre-
slikavo ¢: V(G) — Zj, = {0,1,...,k — 1}, pri kateri za poljubno povezavo uv € E(G)
velja |c(u) —c(v)|, > d, imenujemo (k, d)-barvanje grafa G. Ce obstaja (k, d)-barvanje
grafa G, pravimo, da je graf (k,d)-obarvljiv. Kromaticno stevilo x(G) je torej naj-
manjse Stevilo k, za katero obstaja (k, 1)-barvanje grafa G, ki je hkrati tudi obic¢ajno
k-barvanje.
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Zvezdno kromaticéno Stevilo grafa GG, oznacimo ga s x*(G), je definirano na
naslednji nacin:

x*(G) = inf{%; G je (k,d)-obarvljiv}.

Iz definicije lahko zlahka razberemo, da je zvezdno kromatic¢no Stevilo podgrafa
manjSe ali enako zvezdnemu kromati¢nemu Stevilu grafa.

Graf G je k-kriticen, e je x(G) = k in za vsako tocko v grafa G velja x(G —v) =
k — 1. Graf G je k-kriticen po povezavah, ce je x(G) = k in za vsako povezavo e
grafa G velja x(G —e) = k — 1. Graf G je zvezdno kriticen, ce je x*(G —v) < x*(G)
za poljubno tocko v € V(G). Graf G je zvezdno kriticen po povezavah, ce je
X*(G —e) < x*(G) za poljubno povezavo e € E(G). Graf je zvezdno nasicen v
povezavah, ¢e dodajanje nove povezave h grafu poveca zvezdno kromatic¢no Stevilo.

Graf G je n-povezan, ¢e moramo iz grafa G odstraniti najmanj n tock, da dobimo
nepovezan graf ali samo tocko. Graf G je natanko n-povezan, ¢e je n-povezan in ni
(n+1)-povezan. Graf G je n-povezan po povezavah, ¢e moramo iz grafa G' odstrani-
ti najmanj n povezav, da dobimo nepovezan graf. Graf G' je natanko n-povezan po
povezavah, ¢e je n-povezan po povezavah in ni (n + 1)-povezan po povezavah. Znani
Mengerjev izrek pravi, da je graf G n-povezan natanko tedaj, ko med poljubnima
tockama obstaja vsaj n notranje disjunknih poti, ki povezujejo ti tocki.

Naj bo C kroznica v IR* dolzine 1 in r poljubno realno stevilo veéje ali enako 1.
Oznacimo s C™) mnozico vseh odprtih intervalov na C' dolzine L. Preslikavo c iz V(G)
v O, z7a katero velja, da je c(u) Ne(v) = 0 brz, ko je uv € F(G), imenujemo r-krozno
barvanje grafa G. Ce taksno r-krozno barvanje obstaja, pravimo, da je G r-krozno
obarvljiv. Krozno kromati¢no stevilo grafa GG je

X“(G) = inf{r; G je r-krozno obarvljiv}.

Ce v definiciji kroznega barvanja zamenjamo kroznico C' z intervalom I dolzine 1, s
tem definiramo intervalno barvanje in enako tudi pripadajoce intervalno kromati¢no
stevilo. Naj bo I interval na R dolzine 1 in r poljubno realno stevilo vecje ali enako
1. Ozna¢imo z I mnozico vseh odprtih intervalov na I dolzine % Preslikavo ¢ iz
V(G) v I"), za katero velja, da je c¢(u) Nc(v) = @ brz, ko je uv € E(G), imenujemo
r-intervalno barvanje grafa G. Ce taksno r-intervalno barvanje obstaja, pravimo,
da je G r-intervalno obarvljiv.

Intervalno kromatiéno Stevilo grafa GG je

X' (G) = inf{r; G je r-intervalno obarvljiv}.

Homomorfizem grafa G v graf H je preslikava f : V(G) — V(H), za katero velja,
da je f(u)f(v) € E(H) brz, ko je uv € E(G). Avtomomorfizem grafa G v graf H
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je bijektivna preslikava f : V(G) — V(H), za katero velja, da je f(u)f(v) € E(H)
natanko tedaj, ko je uv € F(G). Ce obstaja homomorfizem iz grafa G v graf H
pravimo, da je G homomorfen H in zapisemo G — H. Ce ne obstaja homomorfizem
iz grafa G v graf H pravimo, da G ni homomorfen H in zapisemo G 4~ H. Graf H
imenujemo jedro, ¢e ne obstaja homomorfizem na noben njegov pravi podgraf. Primeri
jeder so polni grafi K,,. Za poljubna grafa G in K z v(G, K) ozna¢imo najvecje stevilo
tock podgrafa v G, iz katerega obstaja homomorfizem v graf K.

Vprasanje obstoja homomorfizma iz G' v poln graf na n tockah K, je ekvivalentno
vprasanju, ali je graf G n-obarvljiv. Zato pravimo, da je graf G H-obarvljiv, ce je G
homomorfen H, homomorfizem iz G v H pa imenujemo H-barvanje grafa G.

Graf G je tockovno tranzitiven, ce za poljubni tocki u,v € G obstaja avtomor-
fizem ¢ grafa G, da je ¢(u) = v.

Graf G imenujemo enoliéno k-obarvljiv graf, ¢e je G k-obarvljiv in vsako k-
barvanje grafa G dolo¢a isto razbitje V(G) na barvne razrede. Graf G je enoliéno
H-obarvljiv, ¢e obstaja surjektivni homomorfizem ¢ : G — H in je vsak drug homo-
morfizem iz G v H kompozitum o o ¢ homomorfizma ¢ 7z avtomorfizmom o grafa H.

Ko predstavimo racionalno stevilo kot ulomek g, vedno predpostavimo, da sta k in
d tuji stevili. Za racionalno Stevilo S > 2 naj ima graf G¢ mnozico tock

V(GH =2Z,=1{0,1,2,....k—1}
in mnozico povezav
E(G}) = {ij;|i — jlx > d}.

Pri obravnavanju zvezdnega kromaticnega Stevila dobi graf G¢ vlogo, kot jo ima
polni graf pri obravnavanju kromati¢nega stevila.

Veliko posplositev barvanj grafov je podanih s homomorfizmi grafov. Tako je (k, d)-
barvanje grafa G homomorfizem grafa G v graf G¢, oziroma G¢-barvanje grafa G.

Klika je maksimalen poln podgraf v grafu. Velikost najvecje klike v grafu G' ozna-
¢imo z w(G). O¢citno velja x(G) > w(G). Tocko v grafa G imenujemo univerzalna
tocka, Ce je v sosednja z vsako drugo tocko grafa G. Mnozico imenujemo neodvisna
mnozica tock grafa GG, ¢e nobeni tocki te mnozice nista sosednji v G. Moc¢ najvecje
maksimalne neodvisne mnozice tock grafa oznacimo z «(G). Podmnozico povezav E
grafa G imenujemo neodvisna, ¢e poljubni povezavi iz F nimata skupnega krajisca.

Graf, ki ga dobimo tako, da ciklu Cs,;; dodamo tocko v in jo povezemo z vsako
tocko cikla, imenujemo 2n + 1-kolo in oznac¢imo z W, 1. Dodanim povezavam prav-
imo precke kolesa. Z W, oznacimo graf, ki ga dobimo iz n-kolesa tako, da na vsako
precko dodamo tocko.

10
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Naj bosta G in H poljubna grafa. Produkt G x H grafov G in H v splosnem
predstavlja graf na mnozici tock V(G) x V(H), medtem ko so povezave grafa G « H
definirane s funkcijo na povezavah faktorskih grafov G in H. Obstaja ve¢ taksnih
produktov, a so le §tirje najbolj pomembni: direktni produkt G x H (znan tudi kot
tenzorski, kategori¢ni, Kroneckerjev, kardinalni, §ibki direktni produkt ali kar produkt),
kartezi¢ni produkt GOH, krepki produkt G X H (znan tudi kot krepki direktni
produkt) in leksikografski produkt G[H].

Naj bosta (a,z), (b,y) € V(G) x V(H). Potem je (a,z)(b,y) povezava v

E(G x H) brz, ko je ab € E(G) in xy € E(H),

E(GOH) brz, ko je aliab € E(G) inx =y, alia=0bin zy € E(H),
E(GR H) brz, ko je (a,z)(b,y) € (F(G x H)U E(GOH)),
E(G[H]) brz, ko je ali ab € E(G), alia =bin zy € E(H).

Ocitno je F(G x H)U E(GOH) = E(GR H) C E(G[H)).

Za grafa G in H ter tocko u grafa G definiramo graf G(u, H) kot graf, ki ga dobimo
iz G tako, da tocko u nadomestimo z grafom H. Na mesto tocke u postavimo graf
H in vsako tocko grafa H povezemo z vsemi sosedi tocke u. Oznacimo z G(S, H)
graf, ki ga dobimo iz G tako, da vsako tocko iz podmnozice tock S C V(G) grafa G
nadomestimo z grafom H, kot v primeru ene tocke. Mimogrede tudi opazimo, da je
G(V(G),H) = G[H].

1.2 Osnovne lastnosti y*

V tem razdelku bomo pokazali, da je zvezdno kromati¢no Stevilo poljubnega grafa
racionalno Stevilo, ki predstavlja okrajsani ulomek z imenovalcem manjsim ali enakim
Stevilu tock grafa. Izpeljali bomo oceno y — 1 < x* < x, s pomocjo katere lahko iz
znanega zvezdnega kromaticnega Stevila grafa izracunamo njegovo kromaticno stevilo.
Izrac¢unali bomo tudi x* polnih grafov in ciklov ter pokazali, da so karakteristi¢ni grafi
G¢ zvezdno kriti¢ni in zvezdno nasiceni v povezavah.

Trditev 1.1.[6] Ce na grafu G obstaja (k,d)-barvanje in je k<
(k', d')-barvange.

Dokaz. Najbo c¢: V(G) — Z,, poljubno (k, d)-barvanje grafa GG. Definirajmo barvanje
c:V — Z; s predpisom

< d,, na G obstaja tudi

d(v) = L%’C(U)J za vse v € V.

Naj bo uv povezava v G in recimo, da velja c¢(v) < ¢(u). Ker je ¢ (k, d)-barvanje, velja

d<c(u)—c(v) <k-—d.

11



Zato je
d)+d = [Gle)+d)] <(u) < [Flc(v) +k—d)]
< L) +E — @] <o)+ K —d
in
d <du)—dw) <k -d.
Tako ¢ predstavlja (k', d')-barvanje grafa G. O

Posledica 1.2. Ce na grafu G obstaja (k, d)-barvanje, obstaja tudi (k', d")-barvange,
kjer je g = 5—: in je D(K',d') = 1.

Izrek 1.3.[6] Ce na grafu G obstaja (k,d)-barvanje, D(k,d) = 1 in k > |G|, obstaja
na G tudi (k',d")-barvange, kjer je k' < k in Z—: < s.

Dokaz. Ker je k > |G|, obstaja stevilo 4, ki ni barva nobene tocke grafa G. Brez
izgube na splosnosti lahko privzamemo, da je i = d. Ce obstajajo tocke grafa barve
2d, jih prebarvamo z barvo 2d — 1. Dobljeno barvanje je Se vedno (k,d)-barvanje
grafa G. Nadaljujemo s tak$no zamenjavo barv vseh tock, ki so obarvane z barvami
3d,4d, ..., ad, kjer je v najmanjSe naravno Stevilo, za katero je ad = 1(mod k). Da
taksen « obstaja vemo po prepostavki, da je D(k,d) = 1. Tako dobimo (k, d)-barvanje
grafa GG, pri katerem nobena tocka grafa G ni obarvana z barvami iz mnozice S =
{d,2d,3d,...,ad}.

Definirajmo sedaj ¥’ = k — a. Ker barve iz mnozice S niso porabljene pri dobljenem
(k, d)-barvanju, lahko preostale barve preimenujemo tako, da barvo z spremenimo v
barvo x — [{y € S;y < x}|, in s tem dobimo novo barvanje ¢ : V' — Z;,. Pokazati
moramo le Se, da je barvanje ¢ zeljenega tipa.

Definirajmo sedaj § = % in oznac¢imo z I; podmnozico {j,j+1,...,j+d—1} v
Zy (ne v Zy). Vsaka podmnozica I}, j # 1, vsebuje natanko [ elementov mnozice S,
saj na vsakem od (3 obhodov mnozice Z; dolo¢imo elemente mnozice S, ki so natanko
za dolzino d narazen. Tako na vsakem obhodu dolo¢imo natanko en element mnozice S
v vsako od podmnozic ;. Ker pa je v mnozici S tudi element ad = 1(mod k), vsebuje
podmnozica I; natanko 3 + 1 elementov mnozice S.

Ce je uv € E(G), je |c(u) — c(v)|x > d in zato c(u) ¢ L in c(v) ¢ L. Naj bo
d' = d— (. Potem za c(u), c(v) # 1 velja

[ (u) = W)|p = d = p.

Brez izgube na splosnosti lahko privzamemo, da velja c(u) < ¢(v). Ce je c¢(u) = 1, velja
c(v) > d+1in zato ¢'(u) = 0. Od tod sledita neenakosti

dv)>d+1—-(f+1),
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1. Uvod

() = (u)lp 2 |d+1—(B+1)|p =d—f.
Vidimo, da je ¢ (k',d')-barvanje grafa G. Ker velja

K k—a  k(k—o) <E
d - d—F dh—a)+1 - d

je ¢ zeljeno barvanje. O

Posledica 1.4. Za poljuben graf G je

Y*(G) = min{%; G je (k, d)-obarvljiv, k < n}.
Dokaz. Ce na G obstaja (k, d)-barvanje, lahko iz posledice 1.2 in izreka 1.3 sklepamo,
da obstaja na G tudi (£, d’)-barvanje, kjer je k' < n in % g k Tako je

Y*(G) = inf{%; G je (k,d)-obarvljiv, k < n}.

Ker je mnozica {%; G je (k,d)-obarvljiv, k < n} kon¢na, lahko infimum zamenjamo z
minimumom. O

Posledica 1.4 nam pove, da je x* racionalno Stevilo. Trditev 1.1 pa nam zagotavlja,
da za Vsako racionalno stevilo r > x* in poljubni naravni stevili k£ in d, za kateri
velja r = %, obstaja (k, d)-barvanje grafa G. Tako na grafu G obstaja (k, d) barvanje
natanko tedaJ, ko velja x*(G) < .

Trditev 1.5.[6] Za poljuben graf G velja

X(G) =1 < x*(G) < x(G).

Dokaz. Iz definicije sledi, da je x*(G) < x(G). Velja tudi neenakost

XHG) > x(G) -1,

saj bi sicer po izreku 1.3 obstajalo (k,d)-barvanje grafa G, kjer je g < x(G) = 1. Po
trditvi 1.1 bi obstajalo (x(G) — 1, 1)-barvanje, torej bi veljalo x(G) < x(G) — 1, pro-
tislovje. a

Posledica 1.6. Za poljuben graf G je

13



1. Uvod

V splosnem je zvezdno kromati¢no stevilo tezje izracunati kot obi¢ajno kromati¢no
stevilo. Ce poznamo zvezdno kromaticno stevilo x*(G) grafa G, poznamo tudi obi¢ajno
kromati¢éno stevilo x(G) = [x*(G)]. Zvezdno kromatiéno stevilo tako natancéneje
doloca strukturo grafa kot obi¢ajno kromatic¢no stevilo.

Trditev 1.7.[32] Naj bo G graf z vsaj eno povezavo. Potem je x*(G) > 2 in enakost
velja natanko tedaj, ko je G dvodelen graf.

Dokaz. 17 definicije (k,d)-barvanja sledi, da je x*(G) > 2.
Naj bo G dvodelen graf. Po trditvi 1.5 velja ocena

X(G) < x(G) =2,

zato je x*(G) = 2.
Obratno, ¢e je x*(G) = 2, po trditvi 1.5 velja

2 =x"(G)>x(G) - L.

Zato velja x(G) < 3, torej je x(G) = 2. To pomeni, da je G dvodelen graf. O

Lema 1.8. Naj bosta G in K poljubna grafa in H tockovno tranzitiven graf. Ce
obstaja homomorfizem f : G — H, velja
v(G, K) S v(H, K)
G~ [Hl

Dokaz. Naj bodo Hy, Hy, ..., H, najvecji podgrafi grafa H, iz katerih obstaja homo-
morfizem v graf K. Ker je H tockovno tranzitiven graf, je vsaka tocka H v istem
stevilu grafov H;. Oznacimo to stevilo s p. Zato je

q-v(H,K)=p-|H|

Oznac¢imo z G; podgraf grafa G, induciran z mnozico tock f~'(V(H;)). Potem vsaka
tocka grafa G pripada natanko p podgrafom G; in iz vsakega GG; obstaja homomorfizem
v graf K. Zato velja

q-v(G,K)>p-|G|

in tako
p _o(HE) _v(G.K)
q Hl  — |G

Izrek 1.9.[6] Za poljuben graf G¢ velja
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1. Uvod

XH(GY) =L

Dokaz. Ker za graf G¢ obstaja (k, d)-barvanje, moramo le §e pokazati, da ne obstaja
homomorfizem f : G¢ — G, S—: <t Oznacimoz G =G¢, H=GY in K = K;. Ker
je v poljubnem grafu GY mo¢ najvecje neodvisne mnozice enaka y in je vsak graf GY
tockovno tranzitiven, velja v(GY, K) = y. Tako po lemi 1.8 velja

ko |GE Gil ¥

d v(GLEK) ~ o(GLEK,)  d

O

Ce obstaja homomorfizem f : G — H, potem lahko vsako (k,d)-barvanje grafa H
(ki je samo po sebi tudi homomorfizem H v G¢) komponiramo z f in dobimo (k, d)-
barvanje grafa G. Ce je torej G homomorfen H, velja

X*(G) < x*(H).
Ce hkrati velja G — H in H — G, dobimo enakost x*(G) = x*(H).

Ko upostevamo, da je K, = G} in Cq, 1 = G%,,1, dobimo naslednji rezultat:

Posledica 1.10. Za polne grafe K, in lihe cikle Co,yq velja
(1) x*(Kn) =n,

(i1) X*(Cont1) =2+ 5.

Kljub navidezni podobnosti grafov K, in G, so nekatere osnovne lastnosti grafov
K, bolj zapletene (npr. kritiénost) ali celo neresnicne za grafe G¢ (npr. kriti¢nost po
povezavah).

Trditev 1.11.[34] Poljuben graf G¢ je zvezdno kriticen.

Dokaz. Uporabimo idejo iz dokaza izreka 1.3. Ker je G¢ tockovno tranzitiven graf,
lahko privzamemo, da je d tista tocka, ki jo zelimo odstraniti iz grafa. Za dokaz, da ima
G¢ 7zvezdno kromaticno stevilo strogo manjse od S, je dovolj poiskati taksno (&', d')-
barvanje grafa G¢ — d, da bo veljalo ';—: < s. Naj bo a najmanjSe naravno §tevilo, za
katero velja ad = 1( mod k). Oznacimo s c¢ preslikavo iz V(G¢) \ {d} v Z; ., ki je

definirajna z
ci)=i— {0 <t < a;td < i},

kjer je mnozenje td mnozenje po modulu £ in urejenost < urejenost naravnih Stevil.
Ker je konstrukcija barvanja ¢ identi¢na barvanju ¢ v dokazu izreka 1.3, je ¢ tako

(k — a,d — 24=1)-barvanje grafa G{ — d in velja
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1. Uvod

k—a  k(k—a) <ﬁ
d—2l d(k—a)+1 " d

O

Posledica 1.12. Naj za graf G velja x*(G) = s in naj ¢ : V(G) — Zj, predstavija

(k,d)-barvanje grafa G. Potem je ¢ surjektivna preslikava in velja |V (G)| > k.

Dokaz. Vsako (k,d)-barvanje grafa G je homomorfizem G v graf G¢. Ce ¢ ni surjek-
tivna preslikava, je ¢ tudi homomorfizem G v G{ — v za neko tocko v € V(G¥). Zato
velja

XN(G) < x*GE—v) < &,
|

IS ES

kar je v nasprotju s predpostavko, da je x*(G) =

Posledica 1.12 je uporabna pri doloc¢anju zvezdnega kromati¢nega stevila majhnih
grafov.

Ce je x*(G) = %, po posledici 1.12 velja k < |[V(G)|. Velja pa tudi, da pri poljubnem
(k, d)-barvanje grafa G izkoristimo vseh k barv. Se ve¢: ¢e poznamo kromatiéno stevilo
grafa G, vemo, da je x*(G) strogo ve¢ od x(G) — 1. Pri majhnih grafih obi¢ajno ostane
zelo malo racionalnih §tevil, primernih za x*(G).

Ker so polni grafi K,, kriticni po povezavah, bi morda pricakovali, da so tudi grafi
G zvezdno kritiéni po povezavah. Vendar ni tako. Ozna¢imo s H graf, ki ga dobimo,
¢e iz grafa G2 odstranimo povezavo (0,3). Graf H vidimo na sliki 1.1.

Slika 1.1: Graf H

Tu je x(H) > 3, torej x*(H) > x(H) — 1 > 3, saj graf H ni 3-obarvljiv (¢e tocko
0 obarvamo z barvo a, moramo tocki 2 in 5 obarvati z barvama b in ¢, tocko 4 prav
tako z barvo ¢, tocko 6 z barvo a in tocko 3 z barvo b, tocke 1 pa ne moremo obarvati
z nobeno od barv a, b ali ¢). Zato velja
3 < XM(H) < xMG3) =3
Ce je x*(H) = £, mora biti ¢ > 2. Po posledici 1.12 velja p < 7, zato je lahko le p = 7
7

in ¢ = 2, saj bi sicer veljalo % < 3. To pa ni mogoce. Torej velja x*(H) = 5 in zato

graf G2 ni zvezdno kriticen po povezavah.
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1. Uvod

So pa grafi G¢ zvezdno nasiceni v povezavah. S H oznac¢imo graf G, kateremu
dodamo eno povezavo. Naj bo x*(H) = £. Ce je ¢ : V(H) — V(G¢) homomorfizem,
je po posledici 1.12 preslikava ¢ surjektivna, ker pa imata grafa H in G¢ enako stevilo
tock, je ¢ tudi bijektivna preslikava. To pa ni mogoce, ker ima graf H eno povezavo
veé kot graf G¥.

V primeru, ko je x(G) = w(G), sta enaki tudi zvezdno in obi¢ajno kromaticno
stevilo, kar nam pove naslednji izrek.

Trditev 1.13.[6] Naj bo G poljuben graf. Ce je x(G) = w(G), je x*(G) = x(G).
Dokaz. Recimo, da je x(G) = w(G). Potem po trditvi 1.5 velja

X(G) =w(G) > x*(G).

Ker je K, ) podgraf grafa G, lahko zapisemo neenakost
X*(G) > x*(Kua))

in po posledici 1.10 Se enakost
X*(Kw(G)) = w(G)

Ker je leva stran neenacbe enaka desni, preidejo vse neenakosti v enakosti. O

Opisali smo najosnovnejse lastnosti zvezdnega kromaticnega Stevila.

Nadaljevanje magistrskega dela je organizirano takole:

V drugem poglavju si bomo ogledali grafe z znanim zvezdnim kromati¢nim stevilom.
A. Vince [32] je prvi postavil vprasanje, kaj pogojuje enakost x*(G) = x(G). V
drugem poglavju bomo nasli nekaj zadostnih pogojev, ki so jih izpeljali avtorji v
[2, 31, 34, 35]. X. Zhu [34] je vpeljal geometrijsko interpretacijo kromati¢nega in
zvezdnega kromaticnega Stevila. S kroznim in intervalnim barvanjem tock grafa do-
bimo potreben in zadosten pogoj za veljavnost enakosti x*(G) = x(G), vendar ne
tudi karakterizacije grafov s to lastnostjo. S pomocjo tega pristopa k zvezdnemu kro-
mati¢nemu in kromati¢énemu Stevilu dokazemo, da enakost velja za

e grafe 7z univerzalno tocko,
e grafe z nepovezanim komplementom in za
e enoli¢no obarvljive grafe.

H. L. Abbott in B. Zhou sta v [2] prisla do zanimivega vprasanja: Ali za poljuben
k > 3 obstaja k-kromaticen graf brez trikotnikov z zvezdnim kromati¢nim Stevilom
enakim k? Problem je bil hitro resen, saj sta E. Steffen in X. Zhu [31] dokazala, da
za poljubni celi stevili £ > 2 in g > 3 obstaja k-kromaticen graf z dolzino najkrajSega
cikla vsaj g in zvezdnim kromati¢nim stevilom k. X. Zhu [35] je nato posplosil rezultat,
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1. Uvod

ko je dokazal, da za vsak k obstaja k-kriticen graf s poljubno dolzino najkrajsega cikla
in poljubnim zvezdnim kromati¢nim stevilom.

Ko je A. Vince [32] opazoval lastnosti zvezdnega kromaticnega stevila na ravninskih
grafih, sta se mu zastavili se dve vprasanji:

e Za katere ravninske grafe, razen za lihe cikle, velja 2 < y* < 37

e Za katero druzino ravninskih grafov je 3 < yx* < 47 Ali ta lastnost velja za vse
4-kromaticne grafe, kriticne po povezavah?

V tretjem poglavju bomo predstavili nekaj druzin ravninskih grafov z zvezdnim kro-
maticnim stevilom med 2 in 3. Pokazali bomo, da imajo liha kolesa, W5, 1, zvezdno
kromaticno Stevilo enako 4. Grafi Wy, .1, ki jih dobimo iz lihih koles Wy, ; tako, da
razpolovimo njihove precke, pa imajo zvezdno kromatiéno stevilo enako 3. Ce bi vsi
ravninski grafi brez trikotnikov in z zvezdnim kromati¢nim stevilom enakim 3 vsebovali
kaksen graf W2n+1 in vsi ravninski grafi z zvezdnim kromati¢nim stevilom enakim 4
kaksno liho kolo W, 1, bi bil problem odlocitve, ali za graf z znanim kromati¢nim
stevilom velja enakost x*(G) = x(G), resljiv v polinomskem ¢asu [31]. Na koncu tret-
jega poglavja bomo pokazali, da za nekatera racionalna Stevila » med 3 in 4 obstaja
ravninski graf s x* = r in si ogledali e druzino ravninskih grafov z zvezdnim kro-
maticnim Stevilom med 3 in 4.

V cetrtem poglavju dokazemo, da lahko z odstranitvijo tocke grafa zvezdno kro-
mati¢no Stevilo grafa zmanjsamo za 2 — ¢, z odstranitvijo povezave grafa pa za najvec
1. X. Zhu [37] je postavil domnevi, da poljuben graf vsebuje najve¢ eno tocko u, da
velja x*(G — u) < x*(G) — 1, in vsaj eno tocko v, da velja x*(G — v) > x*(G) — 1.
V razdelku 4.1 si bomo ogledali Hajésovo in Dirac-Hajésovo konstrukcijo ter njune
lastnosti. H. L. Abbott in B. Zhou [2] sta s pomocjo teh konstrukcij dokazala ob-
stoj grafov z zvezdnim kromati¢nim Stevilom poljubno blizu spodnji meji y — 1 in z
lastnostmi, ki jih ti konstrukciji ohranjata. Tako med drugimi obstaja poljubno velik
4-kriticen 3-povezan ravninski graf z zvezdnim kromati¢nim stevilom poljubno blizu 3.
Ker Hajésovi konstrukeiji ohranjata le 2 in 3-povezanost, sta E. Steffen in X. Zhu v
[31] pokazala, da enako velja tudi za moéno povezane kritic¢ne grafe in za grafe z veliko
dolzino najkrajsega cikla.

V petem poglavju bomo spoznali deljeno kromaticno stevilo, ki je nova posplositev
kromaticnega Stevila. Definirali bomo tudi merljivo in izbirljivo kromatic¢no stevilo ter
dokazali, da so vsa tri kromati¢na Stevila ekvivalentna. Tako dobimo razlicne inter-
pretacije deljenega barvanja. S pomocjo ocene deljenega kromaticnega Stevila nato Se
pokazemo, da so lihi cikli x*-ekstremni grafi, to so grafi za katere velja x*(G) = x(G).
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1. Uvod

V sestem poglavju bomo predstavili ocene za zvezdno kromatic¢no stevilo na grafov-
skih produktih. Za zvezdno kromati¢no stevilo leksikografskega produkta grafov poz-
namo lepo zgornjo mejo x*(G[H]) < x*(G)x(H).

Torej je morda smiselno pricakovati, da zvezdno kromaticno Stevilo leksikografskega
produkta grafov G' in H ni odvisno od zvezdnega kromati¢nega Stevila grafa H. To
potrjuje rezultat iz [34]: za n-kromati¢ne grafe H velja enakost x*(G[H]) = x*(G[K,]).

S pomocjo tega rezultata pokazemo, da za lihe cikle Cy, ; velja enakost:

x(H)

X (Coni[H]) = X" (Conr)x(H) = 2x(H) +

V razdelku 6.2 najprej dokazemo, da je deljeno kromaticno Stevilo leksikografskega
produkta grafov enako produktu deljenih kromatic¢nih stevil grafov. Od tod dobimo
potreben in zadosten pogoj za veljavnost enakosti x*(G[H]) = x*(G)x(H). Ugo-
tovimo, da enakost velja natanko tedaj, ko je graf G y*-ekstremen. V razdelku 6.3
zapiSemo oceno za zvezdno kromaticno stevilo direktnega produkta grafov in dokazemo,
da je zvezdno kromatic¢no Stevilo kartezi¢cnega produkta grafov enako najvecjemu izmed
zvezdnih kromaticnih Stevil obeh grafov. Ocena zvezdnega kromaticnega Stevila krep-
kega produkta grafov pa je enaka oceni za leksikografski produkt.

V sedmem poglavju posplo§imo vsa omenjena barvanja grafov na utezne grafe.
Dokazemo, da je tudi posplositev zvezdnega kromaticnega Stevila na grafe z racional-
nimi utezmi racionalno stevilo. V razdelku 7.3 pokazemo, da je deljeno kromati¢no
Stevilo leksikografskega produkta uteznih grafov enako produktu deljenih kromati¢nih
stevil faktorskih uteznih grafov. Definiramo popolne in zvezdno popolne ter super
popolne in zvezdno super popolne grafe. Pokazemo, da so lihi cikli zvezdno super
popolni grafi in da je leksikografski produkt zvezdno super popolnega in super popol-
nega grafa prav tako zvezdno super popoln graf. S tem dobimo orodje, s katerim lahko
konstruiramo nove zvezdno super popolne grafe.

V zadnjem poglavju omenimo $e nekaj znanih rezultatov za zvezdno kromati¢no
Stevilo. Definiramo tudi zvezdni kromatic¢ni indeks in zanj podamo nekaj ocen.
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Poglavje 2

Grafi z znanim zvezdnim
kromatiécnim sStevilom

To poglavje je razdeljeno na dva razdelka. V prvem bomo predstavili nekaj zadostnih
pogojev za veljavnost enakosti xy*(G) = x(G). Pokazali bomo, da enakost velja za grafe
z univerzalno tocko, z nepovezanim komplementom in za enoli¢no obarvljive grafe.

V drugem razdelku pa bomo pokazali, da za poljubno racionalno stevilo k/d > 2
in poljubno celo stevilo g obstaja graf z dolzino najkrajsega cikla vsaj ¢g in zvezdnim
kromati¢nim stevilom enakim k/d.

2.1 Kdaj je x*(G) = x(G)?

X. Zhu se je v [34] prvi¢ lotil vprasanja, kaj pogojuje enakost x*(G) = x(G) in v
ta namen pokazal, da je zvezdno kromati¢no Stevilo enako kroznemu kromati¢nemu
Stevilu, kromaticno Stevilo pa intervalnemu kromati¢énemu Stevilu.

Izrek 2.1.[34] Za poljuben graf G velja x*(G) = x°(G).

Dokaz. Recimo, da ¢ : V(G) — Zj predstavlja (k,d)-barvanje grafa G. Polozimo k
tock po, p1,-...,pr_1 enakomerno na kroznico C' dolzine 1. Za vsako tocko z € V(G)
oznac¢imo s ¢ (x) interval na C' dolzine %, usredinjen v tocki pe(s). Ce je uv € E(G),
velja [c(u) — ¢(v)|x > d. Zato sta tudi tocki pe) in pew) na C' narazen vsaj za ¢ in
je d(u)Nd'(v) = 0. Torej ¢ predstavlja £-krozno barvanje G, zato velja x“(G) < x*(G).

Za dokaz neenakosti x°(G) > x*(G) najprej pokazimo naslednjo implikacijo: Ce
je G r-krozno obarvljiv graf, r = § racionalno stevilo, potem obstaja (k,d)-barvanje
grafa G. Oznac¢imo s ¢ : V(G) — O r-krozno barvanje grafa G. Izberimo poljubno
tocko na C in jo oznac¢imo z 0. Tocko z na C' imenujemo racionalna tocka, ce je
razdalja po kroznici od 0 do x v smeri urinega kazalca racionalno stevilo. Najprej

opazimo, da lahko predpostavimo, da je vsak interval c¢(z) usredinjen v racionalni
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2. Grafi z znanim zvezdnim kromatiénim Stevilom

tocki. Ce ¢(x) ni usredinjen v racionalni tocki, ga namrec¢ lahko premaknemo v interval,
usredinjen v racionalni tocki, ne da bi pri tem ustvarili novo presecisce med intervali.
sredisce intervala v racionalno tocko, ki lezi med najblizjim sredis¢em kakega intervala
in sredis¢em intervala ¢(z) (saj med dvema realnima steviloma vedno obstaja racionalno

te unije racionalne, so po premiku sredis¢a intervala ¢(x) v racionalno tocko tudi vsa
ostala sredisc¢a intervalov unije racionalne tocke.

Naj bo r(z) razdalja med 0 in sredis¢em c(z), ki je po predpostavki racionalno
stevilo. Bodi $e p = mk skupni imenovalec stevila % in vseh racionalnih stevil r(z); z €
V(G). Potem preslikava ¢ : V(G) — Z,, definirana s ¢/(z) = p - r(x), predstavlja
(p, md)-barvanje grafa GG, saj lahko napravimo naslednji sklep:

1 d
w € E(G) = |r(u) —r(v), > —= =
i (u) — ()|, >p- % = mk% = md.

Torej lahko po posledici 1.2 iz barvanja ¢’ izpeljemo (k,d)-barvanje grafa G in zato
velja x*(G) < £

Privzemimo, da je x°(G) = r in (r;),.y taksno zaporedje racionalnih stevil, da
velja r; > r za vsak ¢ in lim;_, r; = r. Graf G je ocitno r;-krozno obarvljiv, saj pri
r-kroznem barvanju grafa G vsak interval ¢(z) le skré¢imo v interval dolzine ri ter tako

dobimo zeljeno barvanje. Zato velja r; > x*(G), kar pomeni, da je r > x*(G). S tem
je izrek dokazan. a

Izrek 2.2.[34] Za poljuben graf G velja x(G) = x(G).

Dokaz. Ce je X' (G) = r, je graf G r-intervalno obarvljiv, torej obstaja preslikava
c: V(G) = I, za katero pri predpostavki uv € E(G) velja c(u) N c(v) = 0. Tako
lahko graf G obarvamo z |r| barvami, saj lahko na I postavimo najveé toliko neodvisnih
intervalov. To pomeni, da velja x(G) < r.

Po drugi strani je preslikava ¢ : V(G) — I, definirana s predpisom

o) = (b(u) 1 () >

X(G@) " x(@)
kjer b : V(G) = Z, ) predstavlja x(G)-barvanje grafa G, tudi x(G)-intervalno bar-
vanje grafa G. Tako velja tudi x(G) > r. O

Tak pristop k zvezdnemu in obicajnemu kromati¢cnemu stevilu nam da jasnejso sliko
o povezavi teh dveh Stevil.

21



2. Grafi z znanim zvezdnim kromatiénim Stevilom

[z zgornjih izrekov sledi, da enakost x*(G) = x(G) velja natanko tedaj, ko za
poljubno realno stevilo r, za katero je graf G r-krozno obarvljiv, obstaja r-krozno
barvanje ¢ s taksno tocko x € C, ki ni pokrita z nobenim intervalom ¢(z), x € G. Z ob-
stojem take tocke namrec¢ r-krozno barvanje definira r-intervalno barvanje in obratno.
v tocko x in dobimo Zeljeno kroznico C.

Uporabimo sedaj ta opis pri zapisu zadostnega pogoja za enakost x*(G) = x(G).

Trditev 2.3.[34] Ce ima graf G univerzalno tocko, je x*(G) = x(G).

Dokaz. S ¢ oznac¢imo r-krozno barvanje grafa G za realno stevilo . Ce je v univerzalna
tocka grafa G, je interval ¢(v) disjunkten z vsakim intervalom c(u) za vse u € V(G).

premisleku x*(G) = x(G). O

V dokazu trditve 2.3 opazimo, da lahko pogoj izreka nekoliko ublazimo. Zadosca,
da je tocka v sosednja z vsako tocko grafa GG, razen z eno. Pravzaprav celo ve¢:

Posledica 2.4. Naj za graf G velja x(G) = k in naj ima G tocko, katere sosednje
tocke inducirajo podgraf s kromaticnim Stevilom enakim k—1. Potem je x*(G) = x(G).

Dokaz. Naj bo H graf, induciran s tocko v in mnozico njenih sosedov, ki inducirajo
podgraf s kromati¢nim stevilom k£ — 1. Ker ima graf H univerzalno tocko v, zanj velja
X(H) = x*(H) in lahko zapisemo naslednje neenakosti:

k=x(H)=x*(H) < x*(G) < x(G) = k.

Zato velja x*(G) = x(G). O

Trditev 1.13 je tako poseben primer posledice 2.4, ko je x(G) = w(G) = k. Prav tako
iz posledice 2.4 dobimo zvezdno kromati¢no stevilo dvodelnih grafov x*(G) = x(G) = 2.
Trditev 2.3 bomo kasneje uporabili pri iskanju odgovorov na ostala Vince-ova vprasanja.

Leta 1994 sta E. Steffen in X. Zhu v [31] podala Se sibkejsi zadostni pogoj od ze
omenjenih:

TIzrek 2.5.[31] Naj bo G k-kromaticen graf. Ce v V(G) obstaja taksna netrivialna
podmnoZica A, da za vsako k-barvanje grafa G in za poljuben barvni razred S tega
barvangja velja S C A ali SN A =0, potem je x*(G) = x(G).

Dokaz. V dokazu bomo znova uporabili definicijo kroznega barvanja. Privzemimo,
da trditev ne velja. Naj bo G k-kromaticen graf z x*(G) = r < k. Nadalje naj bo A
podmnozica V(G), ki zadoséa pogojem izreka. Protislovje bomo izpeljali s konstrukeijo
k-barvanja grafa G, ki ima taksen barvni razred S, da je SNA # 0 in SN(V(G)\ A) # 0.
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Naj bo ¢: V(G) — C™ r-kromati¢no barvanje grafa G. Oglejmo si odprti mnozici
Uzea c(z) in Uyeviana c(y) v C.

Ce sta mnozici disjunktni, ne moreta pokrivati C' in zato obstaja tocka ¢u € C,
za katero velja qo ¢ c(x) za vsak © € V(G). Na C izberimo nadaljnih £ — 1 tock
41,42, .. ., qr—1 tako, da je medsebojna razdalja med ¢; in ¢;_; v smeri urinega kazalca
enaka % Ker je r < k, je razdalja med ¢y in ¢x_; v smeri urinega kazalca manj kot

%. Sedaj definirajmo (k — 1)-barvanje b grafa G tako: b(z) = i natanko tedaj, ko je

¢; € ¢(x) ali je ¢(x) odprt interval na C med tockama ¢;_; in ¢; za i = 1,2,...,k —
1. Najprej pokazimo, da je vsaka tocka x grafa G obarvana. Tocke qo,q1,...,qr_1
razdelijo kroznico C' na k intervalov. Vsi intervali (qo, q1),(g1,¢2),-- -, (qr—2, Gr—1) SO

natanko dolzine %, interval (gx_1,¢0) pa je dolzine strogo manj kot % Ker je ¢(x)

odprt interval dolzine %, ki ne vsebuje tocke ¢y, je ¢; € ¢(x) eden od odprtih intervalov
(g0, 1), (q1,G2)5 - - - (Qr—2, qx—1). Torej je tocka x obarvana. Ce je b(x) = b(y) = i, je
(¢; — 2,q) € c(z) in (¢ — ,¢;) € ¢(y) za dovolj majhen ¢ > 0. Zato je c(z) Ne(y) # 0
in po definiciji barvanja ¢ tocki x in y nista sosednji. Tako smo dokazali, da je b
(k — 1)-barvanje grafa G, kar je v nasprotju s predpostavko x(G) = k.

Mnozici (Uzea c(2)) in (Uyevana c(y)) sta disjunktni. Zato obstaja tocka gy na C,
ki je iz mnozice c(z)Ne(y) za tockiz € Ainy € V(G)\ A. Izberimo sedaj nadaljnih £—1
tock qo, q1, . .., qr_1 na C tako, da je medsebojna razdalja tock ¢; in ¢;_; v smeri urinega
kazalca enaka 1. Nato definirajmo k-barvanje b grafa G tako: b(x) = i natanko tedaj,
ko je ¢; € c(z) ali pa je ¢(x) odprt interval na C' med ¢; 1 in ¢; za i =1,2,...,k — 2;
b(xz) = k — 1 natanko tedaj, ko je gx_1 € c(z) in ¢y ¢ ¢(x) ali pa je ¢(z) odprt interval
med ¢ o in gx_1; in b(xz) = 0 natanko tedaj, ko je gy € ¢(x). Zaradi istega razloga kot
prej, je vsaka tocka grafa G obarvana in iz b(z) = b(y) = i sledi ¢(z) Ne(y) # 0. Po
definiciji barvanja ¢ tocki x in y nista sosednji. Tako je b k-barvanje grafa, za katero
barvni razred b~'(0) vsebuje tocko z € A in tocko y € V(G) \ A. To pa je protislovje
s predpostavko, zato je s tem izrek dokazan. 0O

Recimo, da je G k-kromaticen graf. Ce G vsebuje k-kromaticen podgraf H, za
katerega je x*(H) = x(H) = k, potem velja

k=x(G) > x*(G) = x*(H) = k.

Tako je x*(G) = x(G) = k. Torej izrek 2.5 velja za k-kromatiéne grafe, ki vsebujejo
k-kromaticen podgraf, ki zados¢a danim pogojem. Kakorkoli, tudi ta posplositev ne
da potrebnega pogoja za enakost x* = y. Protiprimer je kar Petersenov graf P (slika
2.1).

Lema 2.6. Naj bo P Petersenov graf. V mnozici V(P) ne obstaja taksna netrivialna
podmnoZica A, da za vsako 3-barvanje grafa G in za poljuben barvni razred S tega
barvanja velja S C A ali SN A = (.
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Slika 2.1: Petersenov graf

Dokaz. Ce za poljuben par nepovezanih tock grafa P obstaja 3-barvanje grafa, ki tocki
obarva z isto barvo, sta poljubni nepovezani tocki v istem barvnem razredu kakega 3-
barvanja P. Zato je A =0 ali A =V(P), saj je komplement grafa P povezan graf.

Ker je P tockovno tranzitiven graf, je dovolj pokazati, da za izbrano tocko v in za
poljubno tocko wu, ki ni sosednja v, obstaja 3-barvanje grafa P, ki tocki u in v obarva
z isto barvo.

Slika 2.2: 3-barvanje Petersenovega grafa

Brez izgube na splosnosti lahko privzamemo, da lezi tocka v na zunanjem ciklu grafa
P (slika 2.1) in da poljubno 3-barvanje grafa P obarva tocko v z barvo 1. Tocka v ni
sosednja s Sestimi tockami, ker pa je P simetricen graf, je dovolj pokazati trditev za
tocke x, y in z na sliki 2.1. Na sliki 2.2 vidimo primer 3-barvanja grafa P, ki hkrati
obarva z barvo 1 tocke x, y, z in v, kar dokazuje trditev. 0O

Torej graf P ne zadoSca pogoju izreka 2.5. Pokazimo, da je x*(P) = x(P) = 3.
Lahko je preveriti, da je Petersenov graf 3-kromaticen. Ker je G2 = C5 njegov podgraf,
velja x*(P) > g Prav tako je Cs podgraf Petersenovega grafa, zato P ni homomorfen
Cs, torej velja

— < x*(P) < 3.
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Slika 2.3: (8, 3)-barvanje grafa P’ in Petersenovega grafa

Zaradi posledice 1.12 lahko x*(P) zavzame le Se vrednosti § ali 3.

Naj bo P’ podgraf Petersenovega grafa na 8 tockah (slika 2.3). Graf P’ je podgraf
grafa G3, zato je (8, 3)-obarvljiv (slika 2.3). Vidimo tudi, da je pri izbrani zacetni tocki
in smeri barvanja, (8, 3)-barvanje grafa P’ enoli¢no doloceno. Ce sedaj uporabimo to
(8, 3)-barvanje na Petersenovem grafu (slika 2.3), vidimo, da barv z in y ne moremo
dolociti. Torej Petersenov graf ni (8, 3)-obarvljiv, zato je

X*(P) =3 = x(P).
Naslednji rezultat, ki sta ga najprej dokazala H. L. Abbott in B. Zhou v [2], dobimo
iz izreka 2.5 po enostavnem premisleku.

Posledica 2.7. Ce je komplement grafa G nepovezan, je x*(G) = x(G).

Dokaz. Ker je komplement grafa G nepovezan, obstajata taksna grafa X in Y, da
dobimo G iz disjunktne unije grafov X in Y tako, da povezemo vsako tocko grafa X z
vsako tocko grafa V. Ocitno za vsako barvanje grafa G noben barvni razred ne more
vsebovati tock iz V(X)) in V(Y') hkrati. Zato mnozici V' (X) in V(Y") zados¢ata pogo-
jem izreka 2.5. a

Posledica 2.8. Ce k-kromaticen graf G vsebuje enolicno k-obarvljiv podgraf, je
X*(G) = x(G) = k.

Dokaz. Ce je H C G enolitno k-obarvljiv podgraf grafa G, ze vsak barvni razred
k-barvanja grafa H zadosca pogojem izreka 2.5. Ker velja

k=x(H) =x*(H) < x*(G) < x(G) =k,
je x*(G) = x(G) = k. O

S posledico 2.7 ne moremo dolociti druzine grafov brez trikotnikov, za katere je
X*(G) = x(G) > 3. Zato se pojavi naslednje vprasanje ([2]):
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Ali za poljuben k£ > 3 obstaja k-kromaticen graf G brez trikotnikov, za
katerega velja x*(G) = x(G)?
Odgovor na to vprasanje je za k = 3 in k = 4 nasel ze A. Vince [32]. Petersenov graf

(slika 2.1) je primer za k = 3, torej 3-kromaticen graf brez trikotnikov, medtem ko je
Grotzsch-ev graf (slika 2.4) najmanjsi 4-kromaticen graf brez trikotnikov, za katerega

velja x(G) = x*(G) = 4 [7].

Slika 2.4: Grotzsch-ev graf

Splosen odgovor na to vprasanje bomo podali v naslednjem podpoglavju, kjer bomo

problem Se razsirili.
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2.2 Poljubno veliki grafi s podanim x*(G)

Kot pri vsaki lastnosti grafov nas tudi pri zvezdnem kromati¢nem stevilu zanima, ali
za vsako racionalno Stevilo » > 2 obstaja kaksen graf z zvezdnim kromati¢nim Stevilom
enakim r.

Izrek 2.9.[31] Za poljubni celi Stevili k > 2 in g > 3 obstaja (enoli¢no) k-obarvljiv
graf G z dolzino najkrajsega cikla vsaj g in zvezdnim kromaticénim Stevilom k.

Dokaz. B. Bollobds in N. Sauer sta v [5] pokazala, da za poljubni celi stevili & > 2
in ¢ > 3 obstaja enoli¢no k-obarvljiv graf G z dolzino najkrajsega cikla vsaj g. Iz
posledice 2.8 sledi x*(G) = x(G) = k. O

Se istega leta je X. Zhu v [35] posplogil rezultat B. Bollobasa in N. Sauerja iz [5].
Dokaz tega rezultata temelji na ideji dokaza iz [5].

Izrek 2.10.[35] Naj bo H jedro. Potem za poljubno naravno Stevilo g obstaja graf G
z dolZino najkrajSega cikla vsaj g, ki je enolicno H-obarvljiv.

Dokaz izreka je kombinatori¢ne narave, zato najprej dokazimo naslednjo lemo:

Lema 2.11. Ceje0<xz <binb+z < a, velja
-1 T
a—2x)\(a b
< |- 1
b)) =) "
a—z\(a\" a—0b\" b/
< ~ba/a,
()6) = () < ”
Za poljubna a in b, 0 < b < a velja:
a ea\’
<[—] . 3
()= (%) g
Dokaz (1). S pomocjo osnovne definicije binomskega simbola lahko zapisemo:

a—z\(a\" _ (a —x)! (a—0b)!  (a—x)! b
<b—x><b> T o b—2)la=-b! o (-2 a
b—z)+1 (b—xz)+2 b

(a—z)+1 (a—2)+2 a

Oglejmo si kvocient

b— (x—k)
a—(z—k)
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kjer je k < z. Ker je b < a, velja ab—a(z — k) < ab—b(x — k). Od tod lahko zapisemo
a(b— (z —k)) <b(a— (x —k)) in ocenimo zeljeni kvocient:

b— (z—k)

a—(z—k) <

ISHIS S

Ker ocena velja za poljuben k£ < z, jo uporabimo pri dokazu formule (1):

G226 =)

Dokaz (2). Ponovno uporabimo definicijo binomskega simbola:

(a ; x) (Z) - b!(ia—_b:?!x)! ' b!(ac; 2 (a(i;f);)! L ;! 2

in podobno kot v primeru (1) napravimo sklep izrazu

(- (-5-(0-9)) =

Dokaz (3). Pri dokazu te neenakosti uporabimo Stirlingov obrazec:

= (2) v3 b(1+i+L+ >> by’
R T 190 28812 “\e)-

Ker je ((a —b) +1)((a — b) +2)---a < a’, lahko zapiSemo oceno:
ay @' " (@)b
b)=w =@ b )

S tem je neenakost (3) dokazana. O

Dokaz izreka 2.10. Naj bo H graf z mnozico tock {1,2,... k} in |E(H)| =gq. Z
Vi, Va, ..., Vi ozna¢imo k disjunktnih n-mnozic (mnozic z n tockami). Naj bo F graf
mnozico tock V(F) = V1UVLU- - UV, in 2y € E(F) natanko tedaj, kojex € V;,y € V;
in ij € E(H). Graf F ima tako gn? povezav. Naj bo G mnoZica vseh podgrafov G
grafa F 'z m = |qn'*®| povezavami, kjer je 0 < ¢ < 1/4g. Tako je |G| = (q;f).

V nadaljevanju predpostavimo, da je n poljubno velik. Mnozico G si predstavljajmo
kot verjetnostni prostor, kjer ima vsak element verjetnost enako 1/|G].
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Izracunajmo sedaj pricakovano stevilo ciklov C; dolzine [ v poljubnem grafu G € G.

Cikel C; z mnozico tock V(C;) C V lahko izberemo na (kl")é—'l nac¢inov, medtem ko je
lahko cikel C; vsebovan v 0 ali (q:;:l) grafov iz G. Ker je Stevilo vseh grafov G € G

enako (q;f), je pricakovano Stevilo ciklov v poljubnem grafu G € G enako

kn\ 1! (gn® — 1\ [gn? -
N, = — .
: <l>2l<m—l><m

Zaradi leme 2.11 (1) velja

N, < (k;;)lmz(qnz)—z < (lm)ln—z(l—a) — klnle

g—1
Ocenimo sedaj vsoto Z N;:
1=3

9—1 g—1 (kn®)9 — 1 k9 k9
N < kinle = < 9¢ « ¢
g l g " kn® — 1 kne — 1 k(ng—l)n
k9 k9 e
W2 — ("l + 1)ng€ < 1 1n_2ngg

Ce je n dovolj velik, je k9/(n?/? — 1) < 1 in zato

g—1
Y N < n=¢?n%e.
=3

Ker je verjetnost, da je v grafu G vec¢ kot n9 ciklov dolzine manj kot g, manjsa
od n~¢/?, je verjetnost nasprotnega dogodka vsaj (1 - n_’s/Q). Od tod sledi, da je
G| > (1 — n~°/?)|G|, ée je G; mnozica grafov G € G z najve¢ n% ciklov, dolzine manj
kot g. Ce vsakemu takemu grafu odstranimo n% povezav, dobimo graf z dolzino naj-
krajSega cikla vsaj g.

V dokazu tega izreka bomo obravnavali grafe GG, v katerih lahko odstranimo mnozico
Eqy z n9 neodvisnimi povezavami, da dobimo graf z dolzino najkrajSega cikla vsaj g¢.

Ocenimo sedaj Se stevilo grafov G € G, ki vsebujejo cikla dolzine manj kot ¢ in
imata skupno tocko. Fiksirajmo stevili /1,0y < ¢g. Graf X imenujemo (ly,[3)-dvojno
krozen, ce vsebuje cikel Cj, dolzine [; in pot dolzine [y (t.j. 7 [ povezavami), ki
povezuje dve, ne nujno razlicni tocki cikla C,. Taksen cikel €}, skupaj s potjo dolzine
ly imenujemo (1, l3)-dvojni cikel. Torej ima (1, l3)-dvojni cikel natanko Iy +15 povezav
in [y + Iy — 1 tock. (I1,l3)-dvojni cikel X z mnozico tock V(X) C V lahko izberemo na

gn’—ly —12)

manj kot [1(kn)" (kn)"~! nacinov, medtem ko je lahko X vsebovan v 0 ali (7 7"
m—Ili—lo

grafov iz G. Ker je stevilo vseh grafov G € G enako (q::), lahko za pricakovano stevilo
(11, 15)-dvojnih ciklov N(ly,l5) v poljubnem grafu G € G zapiSemo neenakost
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N(i, 1) < L(kn)" (kn)2! (W —h= l2> (q"2>1.

m — ll — lQ m
Ce znova uporabimo lemo 2.11 (1), dobimo
Nl lp) < Ikl Hepstitlip=t,

V oceni vsote Y N; smo izracunali

g—1
Z kl2n5l2 < n78/2nge,
lo=1

zato velja

g—1
Z N(li, 1) < n~¢?pop 1 Z Likhneh < %n%’an*l.
3<l1<g,1<l2<g 11=3 n
Ker je 2ge < 1/2, lahko za dovolj velik n pricakovano stevilo (Iy,l3)-dvojnih ciklov v
grafu G € G navzgor ocenimo:

Z N(ll,lg) < n_l/Q.

3<l1<g,1<la<yg

Od tod vidimo, da najve¢ n=1/2|G| grafov v G vsebuje (I, Iy)-dvojni cikel za I, l; < g.
Graf, ki vsebuje dva cikla dolzine manj kot g, ki imata vsaj eno skupno tocko, o¢itno
vsebuje tudi (I, ly)-dvojni cikel za l;,l; < g. Ozna¢imo z G3 mnozico grafov iz Gy, ki
ne vsebujejo dveh ciklov dolzin manj od ¢ s skupno tocko. Potem velja

Gsl > (1—n"2=n )G > (1 —n*/)|g|.

Sedaj bomo pokazali, da ima vecina grafov G € G lastnost, da je G \ Ey enoli¢no
H-obarvljiv za poljubno mnozico Ey z najve¢ n% neodvisnimi povezavami.

Recimo, da je G € G in obstaja mnozica E, 7z najvec n9 povezavami, za katero G'\ Fj
ni enolicno H-obarvljiv. Naj bo h : G\ Ey — H homomorfizem, ki ni kompozitum
o o ¢ homomorfizma ¢ : G\ Ey — H, ki preslika V; v i, z avtomorfizmom o grafa H.

Definirajmo preslikavo ¢ : V/(H) — V(H) tako, da je ¢(i) = j, kjer je j izbran med
stevili, za katera velja neenakost
n
2k

V nadaljevanju obravnavamo dva primera:

VinhTl(5)] >

Primer 1. Preslikava ¢ ni avtomorfizem.
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Ker je H jedro, vemo, da je vsak homomorfizem grafa H tudi avtomorfizem. Tako
¢ ne more biti homomorfizem. Zato obstaja povezava ij € E(H), za katero (¢(i), ¢(j))
ni povezava v H. Naj bo A =V, N h7'(¢(i)), B=V,Nh~'(¢(j)) in a = |A|, b= |B|.
Zaradi definicije ¢ velja a,b > 5. Z W; oznac¢imo podmnozico A moci |3 | in z W
podmnozico B iste moci.

Ker je h homomorfizem grafa G \ Ey na H (torej mnozici h~'(¢(i)) in h~1(¢(j))
nista povezani), je v G med W; in W, najve¢ |Ey| < n% povezav. Za poljubno naravno
stevilo s < n% oznacimo z M(s) pricakovano stevilo parov W; C Vi, W; C V; v grafu
G € G, dajeij € E(H) in [Wi| = |[W;| = |5;]. ter obstaja natanko s povezav, ki
povezujejo W; in W;. Tako je

o =af 2, ) (7)) ()

Ker je n poljubno velik, velja neenakost

(qn? —_L%F) - (qn2 _ L%p).

Ko uporabimo §e neenakost (2) iz leme 2.11, dobimo oceno

o <af ) (187) 5

Ker za dovolj velik n velja

L%JQ > n'*e S plte/2

m
qn? 8k2 ’

lahko z neenacbo (3) iz leme 2.11 ocenimo

2s 1+e
n _n _ 1 _1+4e
(—) e T < p¥ewr"

k
Od tod za dovolj velik n velja

ge _pl4e/2 ge _pl4e/2
> M(s) < n¥n* e <n* e
s<n9*

=3

M(s) < q(2ek)

_plte/2 g _
< e( n +3n9¢ logn) <e ™

Torej za najve¢ e "|G| grafov G € G obstaja taksen par podmnozic mnozice tock
grafa G. Grafi, za katere takSen par mnozic ne obstaja, ne morejo biti H-obarvljivi.

Naj bo G, mnozica grafov G € G, za katere G \ Ey ni H-obarvljiv za poljubno
mnozico Ey z najve¢ nY povezavami. Potem velja

Ga| 2 (1 —e™)[G].

31



2. Grafi z znanim zvezdnim kromatiénim Stevilom

Torej lahko zapisemo sklep:
Vsaj (1—e~™)|G| grafov G € G ima lastnost, da za poljubno mnoZico Ey z najveé n9®
povezavami graf G'\ Ey ne more biti H-obarvan tako, da preslikava ¢ ni avtomorfizem.

Primer 2. Preslikava ¢ je avtomorfizem.

Brez izgube na splosnosti lahko privzamemo, da je ¢ identi¢na preslikava. To
pomeni, da lahko privzamemo tudi veljavnost neenakosti [V; N h~'(i)| > &. Nadalje

lahko predpostavimo, da je |V; N h7'(j)| < % za vsak j # i, kajti sicer bi obstajala

taksna i in j, da j # @(i) = i in [V;Nh~'(j)| > &. Takrat bi lahko definirali preslikavo
@', ki se z ¢ ujema na vsaki tocki, razen na ¢'(i ) = 7. Potem ¢' ni avtomorfizem H in
¢e ¢ nadomestimo s ¢’, dobimo ravno primer 1.

Po nasi predpostavki h ni kompozitum barvanja ¢ z avtomorfizmom H. Torej

¢oc#h.
Oznacimo z I mnozico
I={is[Vi\ b1 (i) < 2h7" (i) \ Vil}.
Izberimo tocko iy € I tako, da je
r=|h7"(io) \ Viy| = max{|h™'(i) \ Vi|;i € IT}.

Naj bo t = [~ (ig) N Vi|.
Ce bi bil 7 = 0, bi za poljuben i € T veljalo V; = h='(i). Ker pa je
Unr'G)\Vi=UVi\ b)) <2 h
J¢l JEl Jj¢I
bi bile vse tocke V(H) v mnozici I, kar bi pomenilo, da je h = ¢ o ¢(= ¢). Zato je
r # 0. Ker je ig € I, velja
Vio \ B (i) | < 2.

Torej je t > n—2r inr > L(n —1).
Ker je

ZO \ U h
J#io
obstaja taka tocka jo # 19 iz H, da velja

Lo
k—1) =20k-1)

b (i) N V| > (n —1).
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2. Grafi z znanim zvezdnim kromatiénim Stevilom

Sedaj lo¢imo dva podprimera:
Primer 2(a). Tocki i, in j; sta sosednji v H.

Iz definicij za iy in jo vidimo, da obstajata mnozici A C V;,, B C Vj,,|A| =t =
n—r'|Bl=b= ﬁr’ in AUB C h™(ig) (r' = 2r).

Sedaj uporabimo dejstvo, da je h homomorfizem grafa G \ E, na H. Med A in B
obstaja najve¢ s neodvisnih povezav iz G, kjer je s = min{n? b}. Vsaka tocka iz B je
namre¢ krajisée najvec¢ ene povezave iz Ey, ker je Fy mnozica neodvisnih povezav.

Pokazali bomo, da zelo malo grafov iz G vsebuje podgrafe, inducirane z A U B.
Naj bo b < 55,5 < min{b,n%}. Z L(b, s) oznacimo pricakovano Stevilo taksnih parov

W, c Vi, W, CcV;,dajeij e E(H),|W;| =n—2(k—-1)b=n—2(k—1)|W;| in je
stevilo povezav med W; in WW; natanko s. Tedaj velja

33

n n\[(n— - n2 —b(n — _ n2\
Libs) < 2q<n i 1)b> (b> (( 2(11 1)b)b> (q b(m _2S(k 1)b)> (qm ) |

Ker je b < g in zaradi leme 2.11 (2), lahko zapisemo neenakost

() () o

Pri zadnji neenakosti smo upostevali, da je n poljubno velik. Sedaj upostevamo lastnost
binomskega simbola

no\ _(n
n—z) \z
in za oceno uporabimo se lemo 2.11 (3). Zapisemo

L(b,s) < 2qn(2k71)bnb(bn)567%

bn®

2k

bn®

+ 2kblog n) < n¥e W,

< (bn)®exp <—

Naj L(b) oznacuje vsoto vseh L(b, s), za katere je s < min{b,n%}. Ce je b < n?, je
s < b in zato

bn2 3b bn2

bn® n®
L(b) < bn®e 35 < n*e 3k < exp (— - —|—3blogn> <e i <e™

€/2

3k

Ce pa je b > n%, je s < n% in zato
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ge 2n9eE 7bn€ 3ngs 7lm5
L(b) < n'n™ e 3% <n’™ e %

n(g+1)8 n(g+1)e ge
< exp|— a7 +3n%logn | <e wm  <e .

Torej velja

ne/? _ne/3
L(b e "
k

1<b<5

a-|3

Primer 2(b). Tocki iy in jo nista sosednji v H.

Ker je H jedro, v H obstaja tocka v, ki je sosednja 7, in ni sosednja 7g. Sicer bi bila
vsaka tocka, ki je sosednja 7o, sosednja tudi 7y in bi bila preslikava, ki j, preslika v g,
vse ostale tocke pa preslika vase, homomorfizem.

Trdimo, da je
Vo \ b7 ()] < 2kr.
Ce je v € I, zaradi izbire iy velja
P2 b W)\ Vil 2 1\ A7 ).

Torej je trditev resni¢na za v € I.
Privzemimo sedaj, da v ¢ I, to pomeni, da velja

V, \ hL(v)| > 2|h(v) \ V).
Ker so v Vi \ h™'(i) tocke iz h™"(j) \ Vj za j # i, je
Hw\h*l(i) = Hh*l(i)\m.

Ker sta to uniji disjunktnih mnozic, velja

k k
2 VA AT@] =3 IR D\ Vil
i=1 =1

Od tod je

kro> 3 IhE) \ Vil = ZlVi\h i) =21 @)\ Vil

i€l =1 ¢l

> m\h-1<v>|—h-1<v>\mz§vv\h—l<v>|.

Pri zadnjih dveh neenakostih smo uporabili dejstvo, da za i ¢ I velja
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Vi\h (i) > 2[h (i) \ Vil

in predpostavko, da v ¢ I. Zaradi izbire r je tako |V, \ h~'(v)| < 2kr. Tako je trditev
dokazana tudi za v ¢ I.

Trditev nam zagotavlja obstoj mnozic A C V,, B C Vj,, kjer je vj, € E(H) in
|Al =n—kr', |IBl =b = 2(19171)% ter A C h™'(v), B C h™'(ig) (r' = 2r). Ker je h
homomorfizem G \ Ey na H in (ig,v) ¢ E(H), obstaja najve¢ min{n?, b} neodvisnih
povezav med A in B. Sedaj moramo le Se oceniti pricakovano §tevilo parov W; C V;,
W; C V., dajeij € E(H), |W;| =n—2k(k—1)b=n— 2k(k — 1)|I¥;|, med katerima
obstaja najve¢ min{n?, b} povezav. Ce to primerjamo s primerom 2(a), vidimo, da je
spremenjena le konstanta 2(k—1) v 2k(k —1). Tako z identi¢nim izra¢unom pokazemo,
da je pricakovano stevilo grafov G € G, v katerih obstajata podmnozici W; in W; z
omenjeno lastnostjo, navzgor omejeno. Izra¢unamo

_ne/3

L<e

Naj bo G4 druzina grafov G € G z lastnostjo, da je G \ Ey enolicno H-obarvljiv za
poljubno mnozico Ey z najve¢ nf neodvisnimi povezavami. Ce zdruzimo primera 1 in
2, dobimo oceno

Gal > (1=e"") 0],
Naj bo G5 = G4 N G3. Potem velja
Gsl > (1= e —n=/%)g],

zato podmnozica G5 ni prazna.

Naj bo G € Gs. Ker je G € Gs, lahko odstranimo mnozico |n9 | neodvisnih povezav
iz grafa (G, da ima dobljen graf G* dolzino najkrajsega cikla vsaj g. Ker je G € Gy,
je graf G* enoliécno H-obarvljiv. Ker ima graf G* dolzino najkrajsega cikla vsaj g, je
izrek 2.10 dokazan. a

Ze v uvodu smo omenili, da je za poljubni tuji celi Stevili k in d, k > 2d, graf G (k,d)-
obarvljiv natanko tedaj, ko je tudi G¢-obarvljiv. Ker nobeni tocki grafa G¢ nimata istih
sosednjih tock, ne obstaja homomorfizem grafa G¢ na kakSen njegov podgraf. Zato je
graf G¢ jedro. Zaradi izreka 2.10 velja, da za poljubno celo stevilo g obstaja graf G z
dolzino najkrajsega cikla vsaj g, ki je enolicno G¢-obarvljiv. Sedaj bomo pokazali, da
od tod sledi, da ima graf G zvezdno kromaticno stevilo enako k/d.

Izrek 2.12.[35] Ce je graf G enolicno G{-obarvljiv, je x*(G) = k/d.

Dokaz. Recimo, da je G enolicno G¢-obarvljiv graf. Potem po definiciji velja x*(G) <
k/d in obstaja surjektivni homomorfizem ¢ grafa G na G¢. Naj bo x*(G) = k'/d' < k/d
in ¢ (k', d')-barvanje grafa G. Zaradi posledice 1.12, barvanje ¢’ uporablja vseh &’ barv.
Sedaj definirajmo nov homomorfizem ¢} grafa G na G¢ takole:

35



2. Grafi z znanim zvezdnim kromatiénim Stevilom 36

ci(z) = [(x)d/d].

Pokazimo, da je ¢} res homomorfizem G na G¢. Naj bo ry € E(G) povezava v G.
Potem velja

d <|d(x) —cy) <k —d
in zato
d< \c’(a:)d/d’ — c’(y)d/d’| < k’d/d’ —d< k—d.

Za poljubni naravni stevili a in b ter za ¢ > 0,0 < 1, za katera velja d < |a+e—(b+4)| <
k—d jed—1<|a—bl <k—d. Kersostevila d, a —b in k — d naravna, veljata
neenakosti d < |a — b| < k — d. Torej velja

d < |[d(z)d/d] = [d(y)d/d]| < k—d.

Zato je ¢} res homomorfizem G na G¢.

Ce c; ne bi bil surjektivni homomorfizem, ne bi mogel biti kompozitum barvanja c
z avtomorfizmom grafa G§. To pa bi bilo v nasprotju z naso predpostavko, da je G
enolicno G¢-obarvljiv. Torej lahko predpostavimo, da je ¢! surjektivni homomorfizem.
Ker iz ¢(z) = d(y) sledi ¢j(z) = ¢f(y) in sta ¢ in ¢} surjektivni preslikavi, je k&' > k.
Ce upostevamo Se, da je k'/d' < k/d, velja d' > d.

Ker barvanje ¢’ uporablja vseh k' barv, obstajata toc¢ki z in y, ki sta obarvani z
barvama 0 in 1. Ker je d/d’" < 1, sta obe tocki z barvanjem ¢} obarvani z barvo 0.
Konéno definiramo §e homomorfizem ¢} grafa G na G¢ s predpisom

) = {(C'(:c)d’— 1)d N 1J ; (C’(x)d,_ 1)d i<kt

0 ; sicer.

Pokazimo, da je c; res homomorfizem G na G¢. Vzemimo poljubno povezavo zy €
E(G). Tedaj velja

d <|d(z) -y <k -d.
V primeru, ko sta ¢(z),c'(y) < ((k—1)d’ — 1)/d) + 1, neenacbo pomnozimo z d/d' in

dobimo
(EEERI Y TGHE Y

!

gdk——d<k—d.

d< o

Od tod vidimo, da velja ocena d < [c3(7) — c3(y)| < k — d.
Cejed(z) < ((k—1)d' —1)/d)+1 < d(y), lahko zapisemo naslednje ocene:
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d (d —1)d
d < d—Stl= e

! !
—d -1
S-@—%f—ﬁ+1<k—d—%+1<k—d+L

+1 < e(x) = 0]

Ker je |c3(z) — 0] celo stevilo, tudi v tem primeru velja
d<|cs(x)—0| < k—d.
Ker je

(k—1)d —1
d

d(x) in ¢(y) ne moreta biti hkrati vecji od ((k —1)d' —1)/d) + 1.

Torej je ¢ homomorfizem G na G¢. Hkrati ¢ ni kompozitum homomorfizma c;
7z avtomorfizmom grafa G¢, saj pri predpostavki ci(z) = ci(y) = 0 velja ci(z) = 0
in ¢5(y) = 1. To pa je v nasprotju s predpostavko nasega izreka, da je G enoli¢no
Gi-obarvljiv. 0

d+1
+1>k — +

+1>k —d,

Posledica 2.13.  Za poljubno racionalno stevilo k/d > 2 in poljubno celo Stevilo

g, obstaja graf G z dolZino najkrajSega cikla vsaj g in zvezdnim kromaticnim Stevilom
X*(G) =k/d.
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Poglavje 3

Ravninski grafi

To poglavje je razdeljeno na tri razdelke. V prvem so opisani primeri ravninskih grafov
z zvezdnim kromati¢nim Stevilom med 2 in 3 ter ravninskih grafov z zvezdnim kro-
maticnim Stevilom 3.

V drugem razdelku bomo s pomocjo konstrukcije videli, da za poljubno racionalno
Stevilo r med 2 in 3 obstaja ravninski graf z zvezdnim kromati¢nim stevilom enakim r.

V tretjem razdelku bomo predstavili primere ravninskih grafov z zvezdnim kro-
maticnim Stevilom med 3 in 4. Ker za ravninske grafe 7 zvezdnim kromati¢nim stevilom
med 3 in 4 Se ni znan podoben rezultat kot za ravninske grafe z zvezdnim kromaticnim
stevilom med 2 in 3, bomo trditev pokazali le za nekatera racionalna Stevila med 3 in
4.

3.1 Nekaj primerov grafov s y* med 2 in 3

Kot odgovor na vprasanje, ali Se za kaksne ravninske grafe (G, razen za lihe cikle, velja
2 < x*(G) < 3, je X. Zhu v [34] podal primer neskonéne druzine taksnih grafov.

70_(; 6

gyl
D

5

Slika 3.1: Graf G in njegovo (8, 3)-barvanje

Naj bo G graf iz slike 3.1. Ker je C5 C G in G 4 Cj, velja x*(G) > 2. Ker obstaja
(8, 3)-barvanje grafa G, je x*(G) = 8/3. Graf G ni lih cikel in tudi ni homomorfen
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lihemu ciklu. Ce na odebeljene povezave grafa G dodamo sodo tock, dobimo graf, ki
je Se vedno ravninski in je homomorfen grafu G. Zato za takSen graf velja 2 < x* < %.
Prav tako taksen graf ni ne lih cikel in ne homomorfen lihemu ciklu.

Trditev 3.1. Za vse 3-kromaticne grafe G brez trikotnikov, v katerih obstaja taksna
tocka v, da je graf G — v dvodelen, velja x*(G) < 5/2.

Dokaz. Naj bosta Vi in V5 barvna razreda 2-barvanja grafa G — v. Definirajmo
5-barvanje ¢ grafa G tako:

0; z=w,

I, zeVi, zv¢ E(G),
clz) =4 2; zeVy, zve E(G),

3; xeVy axve E(G),

4; w eV, av ¢ E(G)

Barva vsake tocke, sosednje tocki v, je oddaljena od 0 za 2. Tocke iz istega barvnega
razreda niso povezane, torej moramo preveriti le Se povezave med barvnima razredoma.
Barvi tock iz razliénih barvnih razredov sta lahko za manj kot 2 narazen le v primeru,
ko sta obe tocki povezani s tocko v. V tem primeru ti tocki nista povezani, saj graf G
ne vsebuje trikotnikov. Zato res velja x*(G) < 5/2. O

Iz primerov vidimo, da je mnogo ravninskih grafov s kromati¢nim Stevilom strogo
ve¢jim od 2 in strogo manjsim od 3. To pa ne moremo trditi za grafe brez trikotnikov
in z zvezdnim kromati¢nim Stevilom natanko 3. Ocitno za vsak 3-kromaticen graf, ki
vsebuje trikotnik, velja, da je x*(G) = 3.

Iz trditve 2.3 lahko izra¢unamo zvezdno kromatiéno stevilo (2n + 1)-kolesa. Tocka
v je univerzalna tocka tega grafa, zato je x*(Wony1) = x(Wony1) = 4.

G. Ghao [12] je pokazal, da ima graf W2n+1, ki je dobljen iz 5-kolesa tako, da na
vsako od petih preck dodamo tocko, zvezdno kromati¢no Stevilo enako 3. Z naslednjim
izrekom bomo pokazali, da to velja za vsako (2n + 1)-kolo. To je tudi prva netrivialna
druzina ravninskih grafov brez trikotnikov, z zvezdnim kromati¢nim Stevilom enakim

3.
Trditev 3.2.[31] Za vse n > 2 velja x*(Wany1) = 3.

Dokaz. V dokazu znova uporabimo izrek 2.1. Naj bo V = {v, ¢y, c1,. .., s, } mnozica
tock (2n + 1)-kolesa Wo, 1, kjer je tocka v povezana z vsemi tockami ¢;. Mnozica
{co,c1,...,Con} v Wap i1 inducira cikel s povezavami ¢;c; 1. Graf W, 1 je dobljen iz
grafa Wy, .1 tako, da razpolovimo vsako povezavo vc; v dve povezavi. Zai =0,1,...,2n
naj bodo u; tocke, ki razpolavljajo povezave ve;. Ker lahko Cy, 1 obarvamo s tremi
barvami, tocko v pa z eno izmed teh treh barv, lahko tudi tocko u; obarvamo z eno
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izmed teh treh barv, saj je le-ta povezana le s tockama v in ¢;. Torej je X(W2n+1) = 3.
Zato velja tudi x*(Wap41) < 3. N

Privzemimo, da je x*(Wan41) = 7 < 3. Naj bo ¢ : V(Wapy1) — C") r-krozno bar-
vanje grafa Wy, 1. Ker je tocka v povezana z vsemi u;, je vsak interval ¢(u;) disjunkten
z intervalom c¢(v). Ker je r < 3in je zai = 0,1,...,2n tudi ¢(¢;) disjunkten s c(u;),
velja ¢(v) Ne(e;) # 0. Za noben indeks 7 € {0,1,...,2n} ne more biti ¢(v) = ¢(¢;), saj
bi presek ¢(c¢;) N ¢(c;41) ne bil prazna mnozica, a sta tocki ¢; in ¢; 1 povezani. Zaradi
tega vsak interval ¢(c;) vsebuje eno krajisce intervala c¢(v). Naj bosta p in ¢ krajisci
intervala c¢(v). Brez izgube na splognosti lahko privzamemo, da interval ¢(cq) vsebuje

tocko p. Ker sta intervala ¢(cq) in ¢(cy) disjunktna, mora c(c;) vsebovati krajisce ¢. Iz

istega razloga intervali c(cs), ¢(c3), ..., ¢(¢a,) izmeniéno vsebujejo tocki p in g. Torej
je p € c(can) in s tem c(czn) Ne(cy) # 0, kar je v nasprotju s predpostavko, da je ¢
r-krozno barvanje grafa Ws,, 4. O

Tukaj se avtorjema v [31] postavljata dve vprasanji:

e Ali vsak ravninski graf G brez trikotnikov in z zvezdnim kromatic¢nim Stevilom
enakim 3 vsebuje kakSen graf W, 17

e Ali vsak ravninski graf z zvezdnim kromati¢nim Stevilom enakim 4 vsebuje kaksno
liho kolo Wy, 17

Ce sta odgovora na dani vpraganji pozitivna, lahko v polinomskem ¢asu za poljuben
ravninski graf z znanim kromati¢nim Stevilom preverimo, ali velja x*(G) = x(G) ali
ne.
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3.2 Konstrukcija grafov s poljubnim y* med 2 in 3

D. E Moser [27] si je pri izpeljavi konstrukcije ravninskih grafov s poljubnim zvezdnim
kromati¢nim Stevilom pomagal s Farey-evimi zapored;ji.

3.2.1 Farey-evo zaporedje

Naj bo & ; okrajsan ulomek med 2 in 3. Konstruirajmo zaporedje ulomkov, prirejeno 4 k.

na naslednjl nacin. Naj bo ko = kindy = d. Kerstak in d tuji stevili, obstajata kl,
0< k1 < kg in dl, 0< dl < dg, ki sta resitev diofantske enacbe kgdl d[]kl = 1. Tudi
ko

ki in d; sta tuji stevili in zanju velja 2 < d~0

Za stevili &' in d', za kateri velja 21 < ; < Z—g, lahko zapisemo

- - - .
L (@—6}—>+<i—@> > Lt _ otk

koky ky K k' kg ki k" kok'  K'koky

Od tod vidimo, da je stevec k' vecji od ko. Torej je ki najvecje Stevilo, za katero velja
kody — dok; = 1. Z nadaljevanjem tega postopka dobimo zaporedje ulomkov

ko ke k koot kyo 2
L
d dO dl dn—l dn 1
ki ima za 0 < ¢ < n — 1 naslednje lastnosti:
I%i k
1. kJer sta ki1 in diyq tuji stevili
i+1 i

in je kip1 < ki,
2. kip1di +1 = kid 1.

k n—i . : :
Naj bo sedaj T S tem dobimo naslednje zaporedje ulomkov:
2 ko ki ke kn _ K
e ]l Ll e — = =, ]_
1 dy dy do d, d (1)
Zaporedje (1) imenujemo Farey-evo zaporedje, prirejeno ulomku %.
Iz lastnosti zaporedja vidimo, da veljata enacbi k; 1d;,+1 = k;d;, 1 in k; 1d; o—1=
k;i_od;_1. Ce enachi sestejemo, dobimo

di—1 (ki + ki)
ki—q '

Ker sta k;_; in d;_; tuji si stevili, vidimo, da je vsota d; + d;_o deljiva z d;_;.
Sedaj definiramo alfa-zaporedje ulomka %

d; +d;_o =
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a1, 0o, ..., Oy, (2)
ki ga dobimo iz Farey-evega zaporedja (1) na naslednji nacin:
d; + d; o
a; = T
1 = 1.
Ker je 0 < d; 9 <d; 1 < d;, velja
di +di o di o
i T
Ker je «a; celo stevilo, vecje od 1, velja o; > 2. Iz naslednje leme vidimo, kako se
zaporedje (1) izraza z zaporedjem (2).
Lema 3.3. Nabozar>1ins<n

;2 <1<m,

> 1.

( [y 1 0 0 0 W
1 app 1 0 0
det 0 1 ar.“ 0 0 T < s,
A, = : : : : :
’ 0 0 0 g1 1
L 0 0 0 1 Qs |
1 r=s+1,
L 0 ; sicer.

Potem za 1 < j < n velja

(Z) kj = QALJ' + AQ’]’ m
Dokaz. Lemo bomo dokazali z matemati¢no indukcijo. Vidimo, da je dy = a3 = Ay
in ky = 2a; +1=2A; + 1. Privzemimo sedaj, da (i) in (ii) velja za 1 <1i < m, kjer
je m < n. Z razvojem determinante pridemo do rekurzivne enacbe:

A1,m+1 = am+1A1,m - A1,m—1 = Otm+1dm — o = dm+1-
Prav tako velja

2A i1+ Qo1 = 2(@mi1Dim — Avme1) + (@i 1Dom — Aon1)

= Q12810 + Do) + (2A1 11 + Ao 1)

am+1km - km—l-
Ce upostevamo definiciji alfa in Farey-evega zaporedja, dobimo zeljeni rezultat:

kmdm—l—l + dm—lkm - km—ldm o kmdm-l—l +1

201 my1 + Aoy = i i = Kpy1-
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3.2.2 Konstrukcija

Naj bo g okrajSan ulomek med 2 in 3 ter

2y +1  kyky ko k
& d 44 T4 (3)

in
a1, 09, ...,0p, (4)

zaporedji, prirejeni ulomku s, kot smo ju opisali v prejsSnjem razdelku. Na osnovi za-
poredja (4) sedaj konstruirajmo tri zaporedja grafov F;, H; in G;. Videli bomo, da je
G, ravninski graf z zvezdnim kromati¢nim Stevilom enakim %. Opazili bomo celo, da
imajo grafi GG; zvezdno kromati¢no Stevilo enako %

Konstrukcija. Zeljeno zaporedje grafov H; in F; konstruiramo rekurzivno:

e Privzemimo, dajem < nindasozal <i<m—1 grafi H; in F; ze konstruirani.

Graf F),, konstruiramo na naslednji nacin: Vzemimo o, 1 — 1 kopij grafa F, ».
Oznaceni tocki j-te kopije grafa F, o oznacimo z u),_, in v}, _,. Nato vzemimo
Qm_1 — 2 kopij grafa H,,_s in oznaceni tocki v j-ti kopiji prav tako oznac¢imo
z wl ,in 2! ,. Graf F,, konstruiramo iz zgornjih kopij grafov Fy,_s in Hp_o
tako, da povezemo tocko w’ , s tockama v, in v/, in tocko 2/, s tockama

J (m-1)-1
m—2 m—2

J+

. 1 “ 1 oo . M~
v in v;,~,. Tocko u,,_, oznacimo z u,, in tocko v Z Upy.

Na podoben nacin konstruiramo Se graf H,,: Vzemimo a,, kopij grafa Fy,_; in
oznaceni tocki v j-ti kopiji oznac¢imo z uj, ; in v}, ;. Vzemimo Se o, — 1 kopij
grafa H,, ;| in oznaceni tocki v j-ti kopiji oznac¢imo z w?,_, in 2/ _,. Graf H,,
konstruiramo iz zgornjih kopij grafov F,, | in H,, ; tako, da povezemo tocko

J J J J J J

“ . 1 . " o . 1 “
w!, | s tockama u?_, in w/}, in tocko a7, s tockama v/, ; in v."Y. Tocko
1 o . « «
U,,_q 0ZnACimo z T, in tocko v,™ | z wy,.
Na koncu za 1 < ¢ < n konstruiramo graf GG; iz grafov F; in H; tako, da povezemo

tocki w; in u; ter tocki x; in v;.

k _ 75

Prikazali bomo konstrukcijo za § = 5. Z resevanjem dobljenih diofantskih enach

dobimo Farey-evo zaporedje, prirejeno zeljenemu ulomku:

2 5 18 31 76

15257 12529



3. Ravninski grafi

Slika 3.2: Primer konstrukcije

Od tod izracunamo prirejeno alfa zaporedje: 2, 4, 2, 3. Zaporedje grafov G;, dobljenih
z opisano konstrukcijo, vidimo na sliki 3.2.

Ravninskost grafa GG,, dokazemo z induktivnim sklepom. Iz konstrukcije grafov F;
in H; vidimo, da so oznacene tocke vedno na zunanjih licih grafov F; in H;. Zato z
dodajanjem povezav med oznacenimi tockami ohranimo ravninskost. Torej je tudi graf
G, ravninski.

Trditev 3.4.[27] Graf G, je ravninsksi.

V nadaljevanju bomo pokazali, da je zvezdno kromaticno stevilo grafov G,, enako
k,/d,. V ta namen pokazimo naslednja pomozna rezultata:

Lema 3.5. Za poljubno celo stevilo 7, 1 < j < n, velja

(dj — Dk + dy < (kj — V)dy < knd; — dy.
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Dokaz. Naj bo Ry, = ky — 2d;, in naj bo (k,j) = kyd; — k;di. Tedaj je dovolj pokazati,
da za poljuben j, 1 < j <n, velja 0 < (n,j) <
7 indukcijo najprej pokazimo, da velja

R,>R,_1>--->R; >0. (5)

Ker je 1 = kidy — kody = k1 — 2d; = Ry, velja Ry = ko — 2dy = (1 + kydy)/dy — 2ds =
(14 (Ry +2dy)dy)/dy — 2dy = (1 + dy)dy = g > 2. Zato je Ry > Ry.

Privzemimo, da za 2 < kK < m < n velja R, > R,_;. Ker velja k,, = R,, + 2d,,,
lahko zapisemo

1+ k,dn,
Rist = kot — 2lyyy = ——momtt

dpm
1+ (R, +2d,.)d,,
= i (R —; ) - 2y 41
14 Ryd,y 1 - Rod,_
SERRELLEIEPNIN g LS

dm
1—kndy, 7 s —
= O4m+1-Rm + d ! + 2 d ! = O4m+1]%m - kmfl + defl

= am+1Rm —Ryp1 > 2R, — Ryt > Ry,

- 2dm—l—l

Ponovno z indukcijo pokazimo, da veljajo neenakosti

Ker je (j,7) = 0 in zaradi (5), velja R; — (j,j) > 0. Iz konstrukcije Farey-evega
zaporedja vidimo, da velja (j +1,7) = (j,j — 1) = --- = (2,1) = 1. Od tod dobimo,
da velja Rj1 — (5 +1,7) > Rj — (j, j)-
Privzemimo, da za j < k < m < n velja Ry — (k,j) > Ry_1 — (k — 1,j). Ker je
Omt1 = (kmfl + km+1)/km = (dmfl + dm+1)/dm: lahko Zapiéemo
Rm-l—l - <m + 17]> = am-l—lRm - Rm—l - (am-l—lkm - km—l)dj + kj(am-l—ldm - dm—l)
= Oém_|_1(Rm — kmdj + k]dm) — (Rm—l — km—ldj + kjdm—l)
= am+1(Rm - <m:]>) - (Rm,1 - <m - 1;]>)
> 2(Rpn —(m,j)) — (Bm—1 — (m = 1,5)) > (Bp — (m, ).

Tedaj velja (6) in za poljuben j, 1 < j < n, tudi (n,j) < R,.

Ker za 1 < j < n velja

b ko
d, d;
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je tudi (n,j) > 0. O

Trditev 3.6.[27] Za i, 1 <i < n, velja |G;| = k;.
Dokaz. 7 indukcijo hkrati dokazimo naslednji trditvi:

(1) Za i, 2 S 1 S n, Velja ‘Gz‘ = (OLZ' - 1)‘Gz—1| + |Fl‘ + ‘E_1|.

(ii) Za i, 1 <i <n, velja |G;| = k;.
Preverimo najprej trditvi za i < 2:
G| =201 +1=2dy + 1=k,
Go| = ao|Fi| + (02 = 1) Hi| + [ = (02 = 1)[G1| + |[Fi| + | .

Od tod sledi
2 + ko

1

Gyl = (ag — D)1 + 1+ 205 — 2 = agk; — 2 = b= 2 = ko,

Naj bo 3 <m < n in privzemimo, da za i, 1 <i <m — 1, trditvi (i) in (ii) veljata.

Potem lahko zapisemo
Gl = [Hn| 4 [Fnl = am|Fna| + (0m = 1)[Hp| 4 [Fnl
= (am = D([Hna| + [Fna]) + [Fna [+ [ Fa
= (am — |G| + [Fonaa| + | Fl,
torej (i) velja. Sedaj lahko izracunamo tudi
Gl = (am = V)[Grna| + |[Fna| + | F
= (am — 1)|Gm| + [Fnot| + (amo1 = 2)|Gea| + |[Fins|
= (am = 1)|Gma| =[Gzl + ((@m-1 = D|Gm-z| + [Fn1| + [Fns)
= ap|Gma| = |G 2|

- amkm—l - km—Q

b2 + ki
= 274_/%—1—/%_2

km—l
= k.

Tako velja tudi (ii). O
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Za dokaz enakosti

zadostuje pokazati, da je graf G,, (kn,d,)-obarvljiv in ni (k, 1,d, 1)-obarvljiv, saj je
ulomek k,_1/d,_1 najvecji izmed ulomkov, manjsih od k,/d, in s §tevcem, manjsim

od k, = |Gyl
Trditev 3.7.[27] Graf G, je (kn,d,)-obarvijiv.
Dokaz. Zaradi enostavnosti zapisov oznacimo K = k, in D = d,. 7 indukcijo
pokazimo, da za 1 < ¢ < n veljata trditvi:
(i) Na grafu H; obstaja taksno (K, D)-barvanje ¢, da velja
c(w) = ([Hi| = 1)D + e(z).
(ii) Na grafu F; obstaja taksno (K, D)-barvanje ¢, da velja
c(v;) = (|F| = 1)D + c(uy).

Oglejmo si najprej trditvi za primer, ko je i = 1. Graf H; je pot na 2d; tockah, kjer je
d; > 2. Torej je (2d; — 1)D > 3D, zato taksno barvanje gotovo obstaja. Graf Fj pa je
le tocka, zato velja c¢(v1) = c(uq) in trditev (ii) velja.

Naj bo 2 < m < n in privzemimo, da trditvi (i) in (ii) veljata za i, 1 < i < m — 1.
Torej obstajajo taksna (K, D)-barvanja vseh kopij grafa F,,,_ in grafa H,,_;, potrebnih
pri konstrukciji grafa H,,, da velja

c(Up1) = km-1(j — 1)D,

c(vh1) = ((j = Dkmr + |[Fa| = 1)D,

c(tp-1) = ((j = Dhm1 + |Fp 1) D in

c(wh—1) = ((j = Vkm-1 + | Fr1| + [Hp1| = 1)D.
Potem velja

c(wm) = c(Tm) = c(vg™s) = c(Up_1)

= ((am = Dkm1 + |Fna| = 1)D = ([Hn| = 1)D

in ker je k1 = |Fpo1| + |Hm-1/, velja tudi

e(upy) = e(wh_y) |k = le(@h,_1) = e(vh_i)lx = D.

Prav tako je
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C(wznq) - C(Uinfl) = C(”Zﬂl) - C(«Tinfl) = (km-1—1)D.

Iz leme 3.5 sledi
(dp1 — 1)K+ D < (kpp1 —1)D < dy_1 K — D.

Od tod lahko zapisemo oceno
e(wim1) = ()& = le(vi"1) = e(@hoo) |k > D
Iz opisanih ocen lahko sklepamo, da preslikava ¢ predstavlja (K, D)-barvanje grafa H,,,
zato velja trditev (i).
Ker je konstrukcija grafov F; enaka konstrukciji grafov H;, na enak nacin dokazemo
trditev (ii).

S pomocjo trditev (i) in (ii) lahko konstruiramo (K, D)-barvanje ¢ grafa H,, za
katero velja ¢(z,) = 0 in ¢(w,) = (|H,| —1)D, in (K, D)-barvanje ¢ grafa F,,, za katero
velja c¢(u,) = |Hy|D in ¢(v,) = (|Hu| + |Fn| — 1)D. Ker je |e(u,) — ¢(w,)|g = D in
le(vy) —c(x,) |k = |KD— D|g = D, preslikava ¢ predstavlja tudi (K, D)-barvanje grafa
Gh. O

Trditev 3.8.[27] Graf Gy, ni (k,_1,d, 1)-obarvljiv.
Dokaz. Zaradi enostavnejSega zapisa naj bo K =k, { in D = d, ;. Trditev bomo
pokazali s pomocjo strogih ocen vrednosti |c(x;) — e(w;)|x in |e(u;) — ¢(vi)|k, kjer je ¢
poljubno (K, D)-barvanje grafov G; ali F;. Najprej zapisimo nekaj definicij.

Za ﬁ = (ﬂlaﬁ?a ) ﬂn—la ﬂna - ) naj bo

( (51 Bo Bs Ba -+ Bu—a Buoi]
1 a, 1 o --- 0 0
0 1 a3 1 - 0 0
5 det| 0 0 1 oy - 0 0 in > 3,
F(p) = . ) . : -
0 0 0 0 Q9 1
000 0 0 - 1 ap,
L ﬂl ‘n = 2.

Za 7,1 < j <n—1, definirajmo
j—1
—N—
F(2,2,...,2,1,0,0,...) =20+ 1,
Uj = j—2
——N—
F(1,2,2,...,2,1,1,0,0,...) ;j=2i

in
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j—1

—N—
F(3,2,....2,1,1,0,0,...) :j=2+1,
L= j—2

F(1,,2,....2,1,0,0,...) :j=2i.
Z indukcijo pokazimo, da za poljuben ¢, 1 <7 <n — 1, veljajo naslednje trditve:
(i) Za (K, D)-barvanje grafa G; velja
L; <le(z;) — e(wy)|k-
(ii) Za (K, D)-barvanje grafa G; velja
|e(x:) = c(wi)|x < Ui
(iii) Ce je i lih, za (K, D)-barvanje grafa F; velja
le(u;) — c(vy)|gk < U; — (K —2D).
(iv) Ce je i sod, za (K, D)-barvanje grafa F; velja
le(u;) — c(vi)|k > Li + K —2D.

Dokazimo najprej, da veljajo trditve za 1 = 1.

Na poti Py,, se lahko barvi tock na razdalji 2 razlikujeta za najve¢ K — 2D, zato
lahko na (ay—1) takih korakih dosezemo, da se barvi tock na razdalji 2ci — 2 razlikujeta
za najvec (ay — 1)(K — 2D). Ker sta tocki 21 in wy na poti P, na razdalji (2c; — 1),
je lahko razdalja med njunima barvama najmanj D — (ay — 1)(K — 2D) = L, zato
velja (i).

Ker imata tocki x; in wy v G'; skupnega soseda u1, se lahko barvi teh tock razlikujeta
za najve¢ K — 2D = Uy, zato velja (ii).

Ker je Uy — (K — 2D) = 0 in je graf Fy tocka, je trditev (iii) za i = 1 ocitna.

Zadnja trditev velja, ker je pogoj na prazno izpolnjen.

Najbo2<m <ninnajzai, 1 <i<m—1, trditve (i)-(iv) veljajo.

* Oglejmo si poljubno (K, D)-barvanje grafa G,,, ¢e je m liho stevilo. Brez izgube
na splosnosti lahko privzamemo, da velja c¢(z,,) = c(ul _,) =0, c(u?,_,) € [0, K — 2D]

m
(tocki z,, in u?,_, imata skupnega soseda w/) ) in

c(wy 1) € le(g ) + D, K = DJ.

Zaradi (iv) velja

C(’Ul 71) € [mel + K — 2D, 2D — mel]

m
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in
c(v2,_)) € [e(ud,_y) + Ly + K — 2D, c(u2, ;) + 2D — Ly, 4.

2

. v 1 v 1 .
Ker je tocka x,, | povezana s tockama v,, ; in v, _,

je
c(zl ) € e(u?,_y) + Lin—1 — D, D — Ly,_4].

Iz zapisanih ocen sledi
e(wy, 1) = (@, 1)Kk > e(ug, 1) + Lot

Ko upostevamo (ii), dobimo oceno
c(u?,_ ) <Up_1— Ly_1.

m

Ce s to oceno nadaljujemo po vseh komponentah grafa G,,, dobimo
e(um™1) |k < (0m = 1) (Un-1 = Lin—1).

Iz (iv) nato sledi

c(@m) = c(wm)|x = |e(vpmi) |k
> e(upmq) = clvg™ )|k — [clup™) |k

Z Lm_l + K —-2D — (Ozm - ]-)(Um—l - Lm—l)-
Z razvojem determinant dobimo naslednje enakosti:

Un-1 = Lim—1 + A1 01,

Am,nfl = O‘mAm+1,n71 - Am+2,nfl

in
Ly, = Agp 14+ L=+ 811 — Dpgon
= K—2D+ Ly — (o — D)A i1 nt
= K—2D+ Ly 1 — (am — 1) (Un-1 — Lin_1)-
Zato velja

c(@m) = c(wm) |k = L. (7)

* Sedaj si oglejmo (K, D)-barvanje grafa G,,, ¢e je m sodo stevilo. Brez izgube na
splosnosti lahko privzamemo, da velja c¢(z,,) = c(u), ) = 0, c(u2, ;) € [0, N — 2D)]

(tocki z,, in u?, | imata skupnega soseda w! ) in



3. Ravninski grafi 51

c(wy 1) € le(ty ) + D, K = DJ.
Zaradi (iii) velja
c(v), 1) € [=(Upn-1 — K +2D), Uyt — K +2D] in

c(v2 ) € le(u2, 1) — (Un_1 — K +2D),c(u?, |) + (Un_-1 — K +2D)].

2

. o 1 >, 1 :
Ker je tocka x,, | povezana s tockama v,, ; in vy, _,

je
c(zp, ) € le(uz,_y) = Up1+ K — D, Uy + DJ.

Iz zapisanih ocen sledi

(W, 1) = (o 1) Kk < Uy = c(ug, ).

Zaradi (i) velja c¢(u?, ) < Upn_1 — Ly_1. Ce s to oceno nadaljujemo po vseh kompo-
nentah grafa GG,,,, dobimo

c(umi) |k < (am = 1) (Un-1 = Lin-1).

Iz (iii) nato sledi

|
=Y
=
3
L
ES

c(@m) = c(wm) |k

IN

|e(um™ )k + le(ug™y) — e(vp )|k
< (am —1)(Un-1—Lim-1) +Up-1 — K +2D =U,, (8)
kjer zadnjo enakost dobimo na enak nacin kot pri (7).
* Oglejmo si se (K, D)-barvanje grafa F,,,, ¢e je m sodo stevilo. V primeru m = 2
zaradi istega razloga kot v dokazu (i) (i = 1) velja
lc(ug) — c(ve)|g > D — (g — 2)(K — 2D) = Ly + K — 2D, 9)

saj je Ly = D — (ay — 1)(K —2D).
Ce je m > 4, vidimo po podobnem premisleku kot pri dokazu za (7), da velja

() — c(vm)|lk > Lpm—s+ K —2D — (a1 — 2)(Up—2 — Lim—a) (10)
= L,+K-2D. (11)
* Sedaj si oglejmo (K, D)-barvanje grafa F,,, ¢e je m liho Stevilo. Na enak nacin,
kot smo pokazali (8), pokazimo tudi veljavnost neenakosti
() —v(om) |k < (ame1 —2)(Up—o — Lim—2) + Up—o — K +2D (12)
= U,— K+2D. (13)
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* Ponovno si oglejmo (K, D)-barvanje grafa G,,, kjer je m sodo stevilo. Kot zgoraj,
lahko privzamemo, da je ¢(z,,) =0, ¢(vy,) € [D, K — D] in

c(up) € [e(wy) + D, c(wy,) + K — D].
Tedaj velja
c(vm) = e(um) |k < c(wp) + K —2D.
Iz (9) in (10) dobimo oceno ¢(w,,) > Ly, in od tod, kot v primerih (7) in (8), tudi

c(zm) — c(wm) |k > L.

* Na koncu si oglejmo se (K, D)-barvanje grafa G,,, kjer je m liho stevilo. Kot v
vseh primerih lahko privzamemo, da velja ¢(z,,) = 0 in ¢(vy,) € [D, K — D]. Iz (12)
vidimo, da je ¢(up) € [K — D — Uy, Uy, + D], zato velja c¢(wy,) € [K — Uy, Uy, + K.
Tako velja |e(z,,) — c(wm) |k < Upn.

S tem so trditve (i), (ii), (ii) in (iv) dokazane.

Naj bo n liho stevilo in privzemimo, da na G, obstaja (K, D)-barvanje. Ponovno
lahko privzamemo, da velja ¢(z,) = 0 in ¢(v,) € [D, K — D]. Iz izpeljave (7) in (12)
sledi

c(wn) € [T 1+ K —2D — (a1 = 1) (U1 = Ty 1),2D = Ln 1+ (an = 1)(Un_1 = I 1)]
in
c(un) € [K =D —Up—g — (-1 =2)(Un—2— Lyp—2), (-1 = 2)(Un—2 = Ln_2) + Upn_o + D].
Zato velja
c(wn) = c(un)|k < (a1 = 2)(Un—2 — Ln-2) + Up—2 = Ln_1+
3D — K + (an — 1)(Un 1 — Ln_1)
- D1,

kjer zadnjo enakost dobimo z razvojem vseh determinant po prvi vrstici. To je pro-
tislovje, zato graf G, ni (K, D)-obarvljiv.

Privzemimo, da je n sodo stevilo in je graf G, (K, D)-obarvljiv. Ponovno lahko
predpostavimo, da velja ¢(x,) = 0 in ¢(v,) € [D, K — D). Iz izpeljave neenakosti (8)
sledi
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C(’U}n) € [K— 2D — (Oén — 1) (Un,1 —Lnfl) — Unfl, (Ozn — 1) (Un,1 —Lnfl) +Un71 —K+2D]
Tako je
c(uy) € [K =D — (o, — 1)(Up—1 — L) — Upy, (@ — 1)(Up—1 — Ly—1) + Uy + D],
zato velja
‘C(un) - C(vn)‘K S Unfl + (an - 1)(Un71 - Lnfl) — Unfl-
Kot v (9) in (10) pa lahko pokazemo, da velja
c(up) —c(vp)|lk > Lp o+ K —2D— (a1 —2)(Uy 92— Ly o)
= Unfl + 17
kjer zadnjo enakost dobimo 7 razvojem vseh determinant po prvi vrstici. To je pro-
tislovje, zato graf G, ni (K, D)-obarvljiv. O

S tem smo dobili konstruktiven dokaz naslednjega izreka:

Izrek 3.9.[27] Za poljubno racionalno stevilo r med 2 in 3 obstaja ravninski graf z
zvezdnim kromaticénim Stevilom enakim r.
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3.3 Grafi s y* med 3 in 4

O obstoju ravninskih grafov s poljubnim zvezdnim kromatié¢nim Stevilom med 3 in 4
vemo zelo malo. Najprej si bomo ogledali primer druzine ravninskih grafov s 3 < y* <
4, nato bomo pokazali, da za racionalno §tevilo oblike r = 34+1/d obstaja ravninski graf
7z zvezdnim kromati¢nim stevilom enakim r, kar je pomembnejsi rezultat tega razdelka.
Na koncu bomo podali primer ravninskega grafa G s x*(G) = L.
Definirajmo druzino ravninskih grafov na naslednji nacin:

Naj bosta Wog1y in Woy; oy lihi kolesi in ab, cd povezavi koles Woy 1 in Wy iy, ki nista
precki. Definirajmo graf G, kot disjunktno unijo koles Wy in Wy 4y, v kateri iden-
tificiramo tocki a in ¢, odstranimo povezavi ab in cd ter dodamo povezavo bd. To
je Hajosova vsota koles Wy, in Wy, i1, ki jo bomo podrobneje predstavili v cetrtem
poglavju.

Trditev 3.10. 3 < X*(Gk,l) < 7/2 < 4.
Dokaz. Na sliki 3.3 vidimo (7, 2)-barvanje grafa G, 1, torej je x*(G1,1) < 7/2. Ker

Slika 3.3: (7, 2)-barvanje grafa G,

je za poljubna £ in [ graf Gy, homomorfen grafu G, velja tudi x*(Gy,;) < 7/2. V
cetrtem poglavju bomo videli, da je Hajésova vsota dveh 4-kromati¢nih grafov prav tako
4-kromaticen graf. Ker je poljubno kolo 4-kromaticen graf, je tudi Gj,; 4-kromaticen
graf, to pa pomeni, da je x*(Gk,;) > 3. O

V razdelku 3.2 smo dokazali, da za poljubno racionalno stevilo » med 2 in 3 obstaja
ravninski graf z zvezdnim kromati¢nim stevilom enakim r. Naravno je pricakovati
podoben rezultat tudi za racionalno stevilo med 3 in 4. Naslednja trditev nam da le
delno resitev tega problema, zato ta problem v celoti ostaja nereSen.

Trditev 3.11.[27] Za poljubno celo Stevilo d > 2 obstaja ravninski graf G, za katerega
velja:

. 3d+1
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Dokaz. Naj bo £ = 3d + 1 in G graf, dobljen iz k-cikla vy, vy,..., v 1,0 = Vg, V
katerem za vsak i = 0,1,...,k — 2 povezemo tocki v; in v,49. Ce je d lih, dodamo
Se povezavo v vg_1. Dobljen graf G je ocitno ravninski, saj lahko povezave izmeni¢no
vlagamo v ravnino v notranjost in zunanjost cikla.

Definirajmo preslikavo ¢(v;) = id(mod k). Ker je vsaka tocka v; povezana le s
tockami v;, kjer je j =i — 2,7 — 1,7+ 1,7+ 2(mod k), se c(i) razlikuje od ¢(j) za vec
kot d. Torej ¢ predstavlja (k, d)-barvanje grafa G.

Ker je § =3+ é, je med vsemi ulomki manjsimi od § in s Stevcem ne vecjim od

k, najvecji % Graf G ni 3-obarvljiv, saj bi si barve zaradi trikotnikov morale slediti
zaporedoma, kar pa je nemogoce, ker ima graf G 3d + 1 tock. Od tod sledi, da je
X'G) = g -

D. E. Moser [27] je na podoben nacin konstruiral se grafe z zvezdnimi kromati¢nimi
Stevili enakimi %, %, 1?7, %, %7 in %. Primer grafa z zvezdnim kromati¢nim Stevilom

enakim % vidimo na sliki 3.4.

Slika 3.4: Ravninski graf s y* = 12
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Za poljuben graf G in poljubno tocko v velja x(G — v) > x(G) — 1. Za zvezdno
kromati¢no stevilo lahko pokazemo podoben rezultat:

Trditev 4.1.[34] Za poljuben graf G in poljubno tocko v tega grafa velja
XH(G =) >x*(G) - 2.

Ta ocena je najboljsa v smislu, da za poljuben & > 0 in poljubno naravno Stevilo n
obstaja graf H in tocka v, da je x*(H) > n in

X*(H —v) < x*(H) —2+56.

Dokaz. Zaradi veljavnosti neenakosti x(G) > x*(G) > x(G) — 1 lahko zapisemo
X(G =) >x(G—v) =12 x(G)-2>x*(G) -2

Za dokaz drugega dela izreka naj bo k taksno naravno stevilo, da je 1/k < 4, in naj
bo H graf, ki ga dobimo iz grafa szk-l—la ¢e mu dodamo univerzalno tocko v. Po izreku
2.3je x*(H) = x(H) =n + 2, vendar je

X*(H —v) = x*(Ggyy) =n+1/k.

Torej velja x*(H —v) < x*(H) — 2+ 0. O

Ugotovili smo, da lahko z odstranitvijo tocke grafa zmanjsamo zvezdno kromati¢no
Stevilo za skoraj 2. Podoben rezultat dokazemo tudi za odstranitev poljubne povezave:

Trditev 4.2.[37] Za poljubno povezavo e = xy grafa G velja
X*(G —e) 2 x*(G) - 1.
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Dokaz. Naj c predstavlja (k, d)-barvanje grafa G — e. Brez izgube na splosnosti lahko
predpostavimo, da je ¢(x) = 0. Prav tako lahko privzamemo, da velja |c(y) —c(x)| < d,
saj je sicer ¢ tudi (k,d)-barvanje grafa G. Brez izgube na splosnosti se lahko tudi
odloéimo, da ¢(y) lezi “levo” od c(z) = 0, torej k —d < ¢(y) < k. Sedaj definirajmo
preslikavo ¢ : V(G) — Zj. 4 na naslednji nacin:

oy ) +d ey,
¢(v) = { 0 U=y,
Ocitno ¢ predstavlja (k + d, d)-barvanje grafa G. Torej za vsako (k, d)-barvanje grafa
G — e obstaja (k + d, d)-barvanje grafa G, zato velja x*(G) < x*(G —e) + 1. 0
Na osnovi teh ugotovitev je X. Zhu [37] podal naslednji domnevi:

Domneva 4.1. Poljuben graf G vsebuje najvec eno tocko u, za katero velja

XNG —u) <x*(G) - 1.

Domneva 4.2. Poljuben graf G vsebuje najmanj eno tocko u, za katero velja

X*(G —u) > x*(G) — 1.

Pri odstranjevanju tocke danega grafa se skriva Se en zanimiv problem: Kate-
rim grafom se z odstranitvijo poljubne tocke zmanjsa zvezdno kromaticno stevilo za
natanko 17 X. Zhou [37] je pokazal naslednjo trditev:

Trditev 4.3.[37] Naj za graf G in vsako tocko u € V(G) velja x*(G —u) = x*(G) — 1.
Naj bo H poljuben n-kriticen graf. Ce ima graf G univerzalno tocko x, za graf G(x, H)
prav tako velja x*(G(z,H) — y) = x*(G(x,H)) — 1, kjer je y poljubna tocka grafa
G(z, H).

Dokaz. V sestem poglavju bomo pokazali izrgk 6.2, ki pravi, da za poljubno tocko u
grafa G velja x*(G(u, H)) = x*(G(u, Ky(m)))- Ceje x(H) = n, tako tudi za univerzalno
tocko x grafa G velja

X (G(z, H)) = x*(G(z, Kn)).
Ker je tudi vsaka tocka grafa K, v grafu G(z, K,) univerzalna, velja
X (G(z, K,)) = x(G(z, K,;)) = x(G) + n — 1.

Vzemimo sedaj poljubno tocko y grafa G(z, H).
Ce y ni tocka grafa H, je graf brez te tocke (G — y)(x, H). Ker je x univerzalna
tocka grafa G, je zvezdno kromaticno stevilo grafa (G — y)(z, H) enako

X((G=y)(r, H)=x(G-y)+n—-1=x(G)+n—2.
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Ce je y tocka grafa H, velja x(H —y) = x(H) — 1, saj je H n-kriticen graf. Tedaj je
XNG(z, H) —y) = x*(G(z, H —y)) = x*(G(z, K1) = X(G) +n —2.

Torej z odstranitvijo poljubne tocke grafa G(x, H) res zmanjsamo zvezdno kro-
maticno Stevilo grafa za natanko 1. a

S pomocjo zgornjega izreka vidimo, da ima vsak graf G dobljen iz polnega grafa z
zamenjavo njegovih tock z n-kriticnimi grafi lastnost, da za vsako tocko v € V(G) velja
VG~ v) = (@) - 1.

Popolnoma stabilna mnozica je tak$na neprazna podmnozica S mnozice V(G),
da je poljubna tocka v € V(G) \ S povezana z vsako ali pa z nobeno tocko mnozice S.

Na osnovi nekaj primerov grafov z lastnostjo, da je x*(G—v) = x*(G)—1 za poljubno
tocko, je X. Zhu v [34] postavil naslednje vprasanje:

Ali ima graf G netrivialno popolnoma stabilno mnozico S (to pomeni, da velja
2 < |S| < [V(G)]), ¢e je [V(G)] > 2 in x*(G —v) = x*(G) — 1 za poljubno tocko v
grafa G7

V primeru grafov, ki jih dobimo s pomo¢jo trditve 4.3, je mnozica V(G — z) popol-
noma stabilna.

Vsak graf, ki je k-kriticen po povezavah, je ocitno tudi k-kriticen. Ker bomo obrav-
navali le grafe, ki so kriti¢ni po povezavah, bomo v nadaljevanju zaradi lazjega zapisa
grafe, ki so k-kritiéni po povezavah, imenovali k-kriti¢ni.

Preostali del poglavja je razdeljen na stiri razdelke.

V razdelku 4.1 si bomo ogledali dve pomembni konstrukeiji.

V razdelku 4.2 bomo s pomocjo teh konstrukcij dokazali obstoj grafov z zvezdnim
kromati¢nim Stevilom, poljubno blizu spodnji meji x — 1 in z lastnostmi, ki jih ti
konstrukeiji ohranjata. Tako med drugimi obstaja poljubno velik 4-kriti¢en 3-povezan
ravninski graf z zvezdnim kromati¢nim Stevilom, poljubno blizu 3.

V tretjem in cetrtem razdelku bomo videli, da enako velja tudi za moc¢no povezane
kriticne grafe in za grafe z veliko dolzino najkrajsega cikla.

4.1 Hajoésovi konstrukeiji

Hajésova konstrukcija. Naj bosta H; in Hy poljubna grafa, a,b; povezava v H; in
asby povezava v Hy. Graf H = H, (a1, by) o Hy(as, by) dobimo iz grafov H; in Hs tako,
da identificiramo tocki a; in as, odstranimo povezavi a;b; in asb,, ter dodamo povezavo
b1by. Grafiéni prikaz konstrukcije vidimo na sliki 4.1.

Ce sta grafa H, in H, k-kritiéna, obstajata le taksni (k — 1)-barvanji ¢;in ¢, grafov
Hy — a1by in Hy — asby, ki se ujemata na tockah a; in ag, za kateri velja ¢;(b;) =
c1(a1) = ea(ag) = ea(by). Ker v konstrukeij dodamo le povezavo biby, je graf H prav
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tako k-obarvljiv. Ce iz grafa H odstranimo poljubno povezavo e # biby, obstajata
(k —1)-barvanji ¢] in ¢, grafov, ki se na tockah a; in ay ujemata, na tockah b, in by pa
ne in zato skupaj predstavljata (k — 1)-barvanje grafa H. V primeru, ko je e = bybs,
pa ze barvanji ¢; in ¢y predstavljata (k — 1)-barvanje grafa H. Tako vidimo, da je graf
H prav tako k-kriticen.

H,/”\’ [\ He Hy Ty, He
RS = 0
\ b b, b, b, \)
\ / N\ / - / ‘

SN N

Slika 4.1: Hajosova konstrukceija

Graf, ki ga dobimo s Hajésovo konstrukcijo, je natanko 2-povezan, ¢e sta grafa H;
in Hy 2-povezana. Ker v vsakem od grafov H; — a; in Hy, — as obstajata disjunktni
poti od poljubne tocke do tocke a; = ay in do povezave biby (saj sta grafa Hy in H,
2-povezana), obstajata natanko dve disjunktni poti med tockama iz Hy —a; in Hy — as.
Med poljubnima tockama iz istega grafa H;,» = 1,2, prav tako obstajata vsaj dve
disjunktni poti, saj sta grafa H; in Hy 2-povezana. V primeru, ko gre ena pot preko
povezave a;b; in je v grafu H ni, pa preko drugega grafa poteka vsaj ena disjunktna
pot cez tocko a; in nazaj po povezavi b;b;, j # 1.

Prav tako Hajésova konstrukcija ohranja ravninskost, ker lahko vsak ravninski graf
vlozimo v ravnino tako, da lezi poljubno izbrana povezava tega grafa na zunanjem licu
grafa.

Dirac-Hajésova konstrukcija. Naj bosta H; in Hy poljubna grafa, a;b; in bicy
povezavi iz Hy, ter asby in bycy povezavi iz Hy. Graf H = Hy(aq, by, ¢1) o Hy(as, by, o)
dobimo iz grafov H; in H, tako, da identificiramo tocko a; z as ter tocko by z bo,
odstranimo povezavi byc; in byco, ter dodamo povezavo c;cs.

Kot pri Hajésovi konstrukciji velja, da je graf H k-kriticen, c¢e sta grafa H, in H,
k-kriticna. Graficni prikaz konstrukcije vidimo na sliki 4.2.

Iz istega razloga kot pri Hajosovi konstrukciji za 2-povezanost velja, da Dirac-
Hajosova konstrukcija ohranja 3-povezanost, v sploSnem pa ne ohranja ravninskosti.
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) H: AN H-
2 z a 2
Dirac-Hajos
2 > p=b,
, Co oCs
A,

Slika 4.2: Dirac-Hajdésova konstrukcija

4.2 2-povezani in 3-povezani grafi

Oglejmo si najprej oceno za zvezdno kromaticno stevilo k-kriti¢nih, natanko 2-povezanih
grafov.

Trditev 4.4.[2] Naj bo G k-kriticen, natanko 2-povezan graf. Potem velja

X*(G) <k—-1/2.

Dokaz. Oznacimo 7z u in v tisti tocki grafa G, za kateri je graf G\ {u, v} nepovezan. Naj
bo V(G) \ {u,v} = V3 UV, kjer sta V; in V5 disjunktni mnozici tock, med katerima ni
nobene povezave. Ker je G k-kriticen graf, sta grafa G; in (G5, inducirana z mnozicama
tock Vi U{u,v} in VoU{u,v}, (k —1)-obarvljiva. Prav tako velja, da morata biti tocki
u in v v enem grafu obarvani z isto barvo, v drugem grafu pa z razlicnima barvama,
kajti sicer bi bil graf G (k — 1)-obarvljiv. Torej tocki v in v nista povezani. Naj bodo
Ay, Ay, ..., Ap_q barvni razredi grafa G ter By, B, ..., B;_; barvni razredi grafa Gj.
Brez izgube na splosnosti lahko predpostavimo, da je u,v € A; inu € By,v € By_4.
Definirajmo (2k — 1)-barvanje ¢ grafa G tako:

1; T =u,
0; T =,

o(x) = 2i —1; x e A\ {u,v},
2i; x € B \ {u,v}.

Mnozici tock A; \ {u,v} in B; \ {u,v} sta nepovezani, zato so barve krajis¢ pove-
zav med danima mnozicama vsaj za 2 narazen. Ker sta u,v € Ay, za poljuben y, za
katerega je c(y) = 1 (y € A; ali y = u), para tock uy, vy nista povezavi v G. Ker je
v € By, za poljuben y, za katerega je ¢(y) = 2 (y € By), tocki v in y nista povezani.
Ker je v € By_1, za poljuben y, za katerega je c¢(y) = 2(k — 1) (y € By_1), tudi tocki v
in y nista povezani. Torej se barvi poljubnih dveh povezanih tock razlikujeta vsaj za
2. Tako velja
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O

Sedaj lahko s pomoc¢jo Hajoésove konstrukcije dobimo poljubno velik, 4-kriticen,
natanko 2-povezan ravninski graf, ki po trditvi 4.4 zadoscéa pogoju 2 < x*(G) < 7/2.

Zaradi trditve 4.4 se nam zastavi mnogo nadaljnjih vprasanj glede zvezdnega kro-
maticnega Stevila grafov:

e Ali za vsak ¢ > 0 obstaja poljubno velik, 4-kriticen ravninski graf G, za katerega
je x*(G) <34¢?

e Ali za vsak € > 0 in za vsak k > 4 obstaja poljubno velik, k-kriticen graf G, za
katerega je x*(G) < k —1+4¢?

e Kaksna sta odgovora na zastavljeni vprasanji ob predpostavki, da mora biti graf
G 3-povezan?

Do konca razdelka se bomo posvetili zastavljenim vprasanjem.

Izrek 4.5.[2] Oznacimo s P lastnost grafov, ki jo ohranja Hajésova konstrukcija. Naj
bo k > 4 in privzemimo, da obstaja k-kriticen graf z lastnostjo P. Potem za vsak ¢ > 0
obstaja poljubno velik, k-kriticen graf G z lastnostjo P, za katerega je x*(G) < k—1+-¢.

Dokaza tega izreka ne bomo izpeljali, ker temelji na ideji dokaza izreka 4.8 in je v
podrobnostih enostavnejsi.

Hajosova konstrukcija ne ohranja 3-povezanosti, zato z izrekom 4.5 ne moremo
odgovoriti na tretje postavljeno vprasanje.

Izrek 4.6.[2] Za vsak ¢ > 0 obstaja poljubno velik, 4-kriticen, 3-povezan ravninski
graf G, za katerega je x*(G) < 3 +¢.

Dokaz. Naj bo d liho naravno stevilo, ki zadosc¢a neenakosti 1/d < . Naj bo se m =
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3d+1in s = (d+1)/2. Z G4 oznac¢imo graf z mnozico tock {vy, ve, ..., V311, Ur, Us, . .., Uss}

in s povezavami v;v;41;1 < @ < 3s, wiuip;l < 1 < 3s — 1, vuil < 0 < 3s,
u;ivigr; 1 <0 < 3sin vjvgsyq. Graf Gy vidimo na sliki 4.3(a).
Definirajmo sedaj m-barvanje ¢ grafa G, tako:

(U3]+1) —3d—2j+1, jZO,]_,...,S,
c(vsjra) = 2d — 2j; j=0,1,...,s—1,
clvsj) =d—25+1;, j=12,...,s,
(U3]+1) —d—2], jZO,l,...,S—l,
(u3]+2) _Sd_2]/ jZO,l,...,S—l,
clus;) =2d—2j+1; j=1,2,...,s
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Slika 4.3: 16-barvanje grafa Gy

Na sliki 4.3(b) lahko vidimo 16-barvanje grafa Gs.

Graf G4 je 4-kriticen. Pri barvanju s tremi barvami je zaporedje barv na tockah
natanko doloceno in sta tocki v; in vsgs,1 obarvani z isto barvo, torej lahko graf obar-
vamo s Stirimi barvami Ce pa odstranimo eno povezavo grafa, lahko barvo tock na

Graf Gy je tudi 3-povezan. Ce odstranimo poljubno tocko grafa Gy, vse tocke grafa
Se vedno lezijo na ciklu, torej je dobljen graf 2-povezan.

Iz konstrukcije vidimo, da je graf G4 ravninski.
Naj bo t(x,y) = |c(x) — ¢(y)|. Potem je

t(vaj, v3j41) = 2d,
t(vsjq1, Vgjp2) =d+1,
t(vsjro, V3jps) =d+1,
t(v1,v3541) =28 =d+1,
t(uj, uzj1) =d+1,
t(uzjt1, ugjye) = 2d,
t(usjro, usjys) =d+1,
(u337 U3J) =d,
t(usjq1, v3541) = 2d +1,
t(u3]+2’ v3]+2) =d,
(U3], U3J+1) =d,
t(u3]+1’ v3]+2) =d,
t(usjro, vsjy3) =2d+ 1.

Tako je najmanjsa razdalja med barvami sosednjih tock v barvanju ¢ enaka d. Od tod
sledi:

3d+1

X*(Gd) < <3 +e.
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Vidimo torej, da obstaja poljubno velik, 4-kriticen, 3-povezan graf z zeljeno lastnos-
tjo. Lotimo se sedaj bolj splosnega odgovora. V ta namen pokazimo najprej naslednjo
lemo:

Lema 4.7. Naj bo G k-kriticen graf, k > 4. Za vsako povezavo uv grafa G obstaja
takino k-barvanje G z barvami {0,1,2,...,k — 1}, da velja:

(i) Toc¢ka u je obarvana z barvo 0, tocka v pa je edina tocka obarvana z

barvo 1.

(i1) Obstaja k — 2 sosednjih tock u (ag, as, ... ,ax_1) in k —2 sosedngih tock
v (by, b3, ..., bg_1), da sta poljubni tocki a; in b; obarvani z barvo i.

(111) Obstajajo taksne sosednje tocke wy, ws, wy, ..., wg 1 tocke by, da je

vsaka tocka w,; obarvana z barvo .

Dokaz. Odstranimo povezavo uv. Ker je graf G k-kriticen (po povezavah), obstaja
(k — 1)-barvanje grafa G —uv z barvami 0,2, 3, ...,k — 1, kjer sta tocki u in v obarvani
z barvo 0. Ce bi v tem barvanju obstajala barva i # 0, s katero ni obarvana nobena
sosednja tocka tocke u, bi lahko w obarvali z barvo i. Tako bi dobili (k — 1)-barvanje
grafa GG, kar je v nasprotju s predpostavko. Isti argument lahko uporabimo tudi na
tocki v.

Obarvajmo sedaj tocko v z barvo 1. Tako dobimo k-barvanje, ki zadosca pogojema
(i) in (ii). Privzemimo, da ni mogoce zadostiti tocki (iii). Potem za vsako sosednjo
tocko x tocke v, ki je obarvana z barvo 2, obstaja barva 7 med preostalimi barvami

0,3,4,...,k—1, s katero ni obarvana nobena sosednja tocka tocke x. Zato lahko tocko
x obarvamo z barvo j in tocko v z barvo 2. S tem ponovno dobimo (k — 1)-barvanje
grafa G, kar je v nasprotju s predpostavko. Torej tocka (iii) drzi. 0O

Izrek 4.8.[2] Oznacimo s P lastnost grafov, ki jo ohranja Dirac-Hajésova konstrukcija.
Naj bo k > 4 in privzemimo, da obstaja k-kriticen graf z lastnostjo P. Potem za
vsak € > 0 obstaja poljubno velik, k-kriticen graf G z lastnostjo P, za katerega je
X(G)<k—1+e¢.

Dokaz. Naj bo G k-kriticen graf z lastnostjo P. Nadalje naj bo d > 3 naravno Stevilo,
ki zadosca neenachi 1/d < ¢ in naj bo se m = (k — 1)d + 1. Obravnavali bomo m-
barvanje grafa GG in drugih grafov. Glede na taksna barvanja bomo imenovali povezave
uwv, za katere je |c(u) — ¢(v)|, > d, dobre, ostale pa slabe.

Recimo, da lahko za naravno Stevilo [ < d najdemo k-kriticen graf G; z lastnostjo
P in 7z m-barvanjem c, za katerega so vse povezave dobre, razen ene povezave pq, kjer
je ¢(p) = m —14+11in ¢(q) = 1. Privzemimo Se, da obstaja povezava gr z lastnostjo
c(r) = d+ 1. Od tukaj bomo zaradi lazje pisave oznacevali barvo poljubne tocke z
indeksom. Graf G; lahko vidimo na sliki 4.4(a). Ozna¢imo z G; m-obarvan graf, ki ga
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dobimo iz grafa G, s premikom barv za 1 s funkcijo z — 2 — 1 (mod m). Tudi graf G,
lahko vidimo na sliki 4.4(b).

(a) (b) (c)

Slika 4.4: (a) Graf G, (b) graf G, in (c) graf G’

Za trenutek Se privzemimo, da lahko sestavimo k-kriti¢en graf G’ z lastnostjo P in
m-barvanjem ¢, kjer so vse povezave dobre, razen ene slabe povezave p'q’ z razdaljo
1. Brez izgube na splosnosti lahko zapisemo ¢/(p') = 1 in /(¢') = 0. Nadalje pred-
postavimo, da obstajata povezavi ¢'r’ in p's’, kjer je (') = d in d(s') = d + 1. Graf
G’ lahko vidimo na sliki 4.4(c).

Sedaj uporabimo Dirac-Hajésovo konstrukeijo, da dobimo graf

Gl—l—l = GI(T&a qsap’l) o GAl(Tda QO7pm—1)-

Dobljen graf G, si lahko ogledamo na sliki 4.5.

1y =,

Slika 4.5: Graf G,

Vidimo, da se m-barvanji grafov G’ in G, ujemata na parih tock, ki jih konstruk-
cija identificira in razlicno obarva krajis¢i nove povezave p|p, ;. Tako smo dobili
m-barvanje grafa G;,,. Vse povezave, razen morda ene p|p, ;, so v tem barvanju
dobre.
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Ce je [ + 1 < d, obstaja ena slaba povezava PiPm_1, ki doloca razdaljo [ + 1. Graf
G141 ima vse lastnosti grafa G, ki so potrebne za nadaljevanje postopka. Tocke s, p}
in p,,_; igrajo vlogo tock 4.1, ¢ in p,, 41 grafa G;.

Ce je I +1 = d, so vse povezave grafa G, dobre, zato velja

X*(Gd,l)g%:w<k—l+e.

Torej ima graf Gy zeljeno lastnost.

Pokazimo Se, kako konstruiramo grafa G' in G,. Naj bo ugv; povezava v G. Po lemi
4.6 obstaja taksno k-barvanje grafa G z barvami 0,1,d+1,2d+1,...,(k—2)d+1, da
velja:

(i) Tocka ug je obarvana z barvo 0 in v; je edina tocka obarvana z barvo 1.
(ii) Za poljuben A = 1,2,... k — 2 obstaja sosednja toc¢ka ayg1 tocke ug
in sosednja tocka bygy1 tocke vy, kjer indeks Ad + 1 pomeni, da je tocka
obarvana z barvo Ad + 1.
(iii) Tocka bgy1 ima za sosede tocke wo, Waay1, Wadt1s - - - s Wik—2)d41, Obarvane
z barvo svojega indeksa.

To k-barvanje predstavlja m-barvanje, kjer so vse povezave dobre, razen ugv;, ki doloca
razdaljo 1. To je res, saj je v; edina tocka z barvo 1, barve ostalih tock pa se razlikujejo
vsaj za d.

Oznacimo z G in G® kopiji tako m-obarvanega grafa G. Elemente obeh grafov
oznacimo Se z ustreznim indeksom zgoraj. Nato definirajmo graf H s pomocjo Dirac-
Hajésove konstrukcije kot

H = GO(a)y, uf, o) 0 GO (), ui?, afy, ).

Iz obeh barvanj GV in G® dobimo naravno m-barvanje grafa H. Zaradi tega so vse

povezave, razen ene, dobre. Slaba povezava je povezava u(()l)v?), ki doloca razdaljo

1. Pri Dirac-Hajosovi konstrukciji identificiramo tocki ugl) in USZ), zato lahko slabo

. di 7 u@p®
povezavo ozna¢imo tudi z ugy vy .

Naj bo G® m-obarvan graf, dobljen iz grafa G po opisanem postopku: Barvi 0 in
d + 1 zamenjamo, barvo 1 nadomestimo z barvo d, ostale barve pa pustimo nespre-
menjene. Elemente grafa G} ponovno oznacimo z indeksom (3) zgoraj. Tako tocko

bgyq grafa G oznacimo z bé?’). Torej je v[(lg) edina tocka, obarvana z barvo d, edina slaba

povezava grafa G®) pa je povezava u&?ﬁlvf’).

Dalje, naj bo G® m-obarvan graf, dobljen iz G tako, da tocke prebarvamo s predpi-
som z — x — 1 (mod m). Pri tem ohranimo razdalje med povezavami, slaba povezava
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grafa G® pa postane u v{".

Uporabimo Dirac-Hajésovo konstrukcijo na G®) in G| da dobimo graf
3 (3) (3 4) (4) (4
L= GO0, vg” ug)) o GO b0 wiyl ).

Graf L od grafov G® in G® podeduje m-barvanje, kjer je le ena povezava slaba. To
je povezava v((f)u,(fl)_l, ki doloca razdaljo 1.

Sedaj uporabimo Se Dirac-Hajésovo konstrukcijo na grafih H in L:

1 1 1 3 4 4
G’ = H(aéd)—l—la ugl )’ 01(131) © L(wéd)-l—la U(() )’ ugn)fl)

Graf G’ si lahko ogledamo na sliki 4.6.

Slika 4.6: Graf G’

Iz konstrukcije vidimo, da je edina slaba povezava grafa G’ povezava v@uél), ki

doloca razdaljo 1. Pot b,(ﬁzlv?)ugl)bgf) ima lastnosti poti sy, ,p|qry iz grafa G, ki smo
ga potrebovali za konstrukcijo grafa G ;.

Sedaj uporabimo Dirac-Hajésovo konstrukcijo na grafih H in L Se drugace:

Gy = H(al), ul”, v?) o Lw o ull) ).
Graf GGy vidimo na sliki 4.7.
(2), (4)

Edina slaba povezava grafa G9 je povezava v,"u,,”;, ki dolo¢a razdaljo 2. Pot
bﬁlvgg)ug)_l ima lastnosti poti r411q1pm—1 grafa G, ki je potreben za zacetek induk-

cijskega postopka.

Ker je d poljubno velik, lahko dobimo poljubno velik graf G, ; z lastnostjo P grafa
G. O
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Slika 4.7: Graf G,

Iz izreka 4.6 neposredno sledi, da za k£ > 4 in poljuben € > 0 obstaja poljubno velik,
k-kriticen, 3-povezan graf G, za katerega je x*(G) < k—1+¢.

Tu pa se postavi vprasanje obstoja poljubno velikih grafov vecje povezanosti. Ali
lahko najdemo poljubno velik, 4-kriticen, 4-povezan graf G, za katerega je x*(G) <
3 + 7 Ali sploh obstaja poljubno velik, 4-kriticen, 4-povezan graf, za katerega je
X*(G) < 47 Nasliki 4.8 vidimo 4-kriti¢en, 4-povezan graf G s 7-barvanjem z najmanjso

Slika 4.8: (7, 2)-barvanje grafa G

razdaljo 2, torej velja x*(G) < 7/2. Kako sedaj sestaviti vecje grafe iz manjsih?
Odgovor na ta vpraSanja bomo predstavili v naslednjem razdelku.
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4.3 Mocno povezani kriti¢ni grafi

Kot smo ze omenili, bomo v tem razdelku odgovorili na zastavljeno vprasanje obstoja
mocno povezanih, (m + 1)-kritiénih grafov z zvezdnim kromatiénim stevilom x*(G), ki
je poljubno blizu x(G) — 1 = m.

Izrek 4.9.[31] Za poljubni celi Stevili m > 4 in k > 2 obstaja m-povezan, (m + 1)-

kriticen graf HE | za katerega velja

m < x*(HE) <m+ 1.

Dokaz. Za dani stevili m > 4 in k > 2 konstruiramo graf Hfjl tako:
Mnozica tock V grafa H* naj bo mnozica Zp .
Naj bo

V*={nk;n=1,2,...,m},
Vi={0,1,....k—1} in
Vi={(n—-1Dk+1,(n—1k+2,....,nk—2,nk—1}zan=2,...m.

Vidimo, da mnozice V*, V1, V5, ..., V,, tvorijo razbitje mnozice tock V grafa GG. Velja
V¥Il=m, |[Vi|=kin |V,|=k—-1zan=2,...,m.

Z E ozna¢imo mnozico povezav grafa H¥. Par tock ij je povezava v H* natanko
tedaj, ko velja

(i) i — Jlmrs1 = k ali
(i) i € V¥ in [i — jlowss > k.

Zato je preslikava (i) = i res (mk + 1, k)-barvanje grafa H . Torej velja
X (HE) <m+ 1.
V nadaljevanju bomo pokazali, da je graf H* tudi (m + 1)-kriti¢en in m-povezan.

Najprej pokazimo, da H* ni m-obarvljiv. Privzemimo nasprotno, da obstaja m-
barvanje A grafa HY. Ker podmnozica V* = {nk;n = 1,2,...,m} v V inducira poln
graf reda m, lahko privzamemo, da je A(nk) = nzan = 1,2,...,m. Ker je tocka
k — 1 sosednja vsem tockam nk za n = 2,3,...,m, jo moramo obarvati z barvo 1.
Nadalje moramo tocko 2k — 1 obarvati z barvo 2, saj je sosednja tockam k& — 1 in nk
zan = 3,4,...,m. V zaporedju tock (k— 1,2k —1,..., mk—1,k—2,2k —2,...,
mk—2,...,2,k+2,...., (m—1)k+2,1) je barva vsake tocke dolo¢ena z barvami pred-
hodnjih tock in seveda z barvami tock nk za n =1,2,...,m. Vendar v tem zaporedju
na koncu ne ostane prosta nobena barva, s katero bi lahko obarvali tocko 1. Zato graf
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HE ni m-obarvljiv.

Sedaj pokazimo, da je graf HX — e m-obarvljiv za poljubno povezavo e € E(HE). V
nadaljevanju bomo velikokrat uporabili dejstvo, da je poljubno zaporedje tock (i, +
L,i+2,...,i+ (k—1)) (kjer pristevamo po modulu mk + 1) neodvisna mnozica v HE .

Naj bo e = ij povezava v HY .

Najprej si oglejmo primer, ko vsaj eno od obeh krajis¢ povezave e, recimo 7, ni
element mnozice V*. Potem je stopnja tocke i v grafu HX —e enaka m — 1, saj je tocka
i v grafu H* stopnje m (tocka i je povezana s tockami i — k,i + k ter z veckratniki
podmnozic k zaporednih tock. Graf HE — i je torej m-obarvljiv. Ker pa je tocka i v
HE — e stopnje m — 1, lahko to m-barvanje grafa H* — i razsirimo na m-barvanje grafa

HE —e.
Privzemimo sedaj, da sta tocki i in j iz mnozice V*. Ce je i = nk in j = (n+ 1)k,
ozna¢imo z W mnozico {nk,nk +1,...,(n+ 1)k}. Mnozico V' \ W nato razbijemo na

m—1 podmnozic k£ zaporednih elementov. Ker je tudi mnozica W v grafu G neodvisna,
tako dobimo m-barvanje grafa HE — e.

Predpostavimo sedaj, da je i = nik, 7 = nok in ny < ny — 2. Ker je m > 4, ob-
staja taksen n/, da velja n; + 1 < n’ < ny in je mnozica V,; UV} neodvisna v grafu
HE . Mnozico V'\ (Vur U Vi U {nik,nyk}) lahko na naraven nacin razbijemo na m — 2
neodvisnih podmnozic k zaporednih elementov. Zato lahko teh m — 2 delov obarvamo
7z m — 2 barvami, nato pa elemente mnozice V; U V,, obarvamo z eno barvo in tocki
nik,nqk 7 drugo barvo. Tako je graf H¥ — e m-obarvljiv.

Preostane nam le $e pokazati, da je graf H® m-povezan. Zaradi Mengerjevega izreka
moramo pokazati, da med poljubnima tot¢kama i in j grafa HY obstaja vsaj m notranje
disjunknih poti.

Poljubni tocki i in j (i < j) grafa H¥ imata ali m — 4 ali m — 3 ali pa m — 2 skupnih
sosedov v mnozici V*.

e Najimata ¢ in j natanko m—4 skupnih sosedov v V*. Tako skupne sosednje tocke
tvorijo m — 4 disjunknih poti, ki povezujejo tocki i in j. Tocke iz V* U {0,k — 1}
imajo natanko m — 1 sosedov v V*, zato morata tocki ¢ in j lezati v mnotzici
V\ (V*U{0,k — 1}). Torej velja tudi |i — jlmks1 > 2k. Naj bodo i1k, isk
ter j1k, jok tocke iz V*, ki niso sosednje ¢ oziroma j, kot so oznacene. Brez
izgube na splosnosti lahko privzamemo i,k < i < 19k ter j1k < j < jok, zato je
1—k<ihk<i<igk<i+k.

— Ceje j=1i+2k, so

P =i(i+ k)j, Py =i(i — k) (isk)J,
Py = i(jok)(i1k)j in Py =i(jik)(j + k)j
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Stiri dodatne poti med ¢ in j.
— V nasprotnem primeru pa so dodatne poti

P =i(i + k)(i1k)7), Py = i(i — k) (i2k) .,
Py =j(j + k)(j1k)i) ter Py = j(j — k)(j2k)i.

e Ceimataiin j natanko m—3 skupnih sosedov v V*, mora veljati ena od moznosti:

1) ieV\(V*U{0,k—1}), € V*in i — jlmipr > F,
() 4,5 € VAV i€ {0,k —1}in li— jloesr > 2k — 4,
(i) 4,5 € VAV in |j — iok|mess < k.

— V primeru (i) sta tocki ¢ in j povezani, zato so
Py =i(i — k)(igk)j
dodatne tri poti k m — 3 potem preko sosednjih tock.
- V drugem primeru lahko brez izgube na splosnosti privzamemo, da je ¢ = 0.
Ce je j = (m — 2)k + 1, k potem preko sosednjih tock dodamo se
P =0((m—-1)k+1)y, P, =0((m—1)k)((m—3)k+1)j in
P; =0((m — 2)k)(mk)j.
V vseh drugih primerih so
Py =0(51k)(j + k)J, Py =0(j2k)(j — k)j in
P;=0((m—-1)k+1)((m—2)k+1)(mk)j
dodatne poti.

— V tretjem primeru velja 5 = 7;.
Ce je j =i+ k, sta tocki 7 in j povezani, zato so

P, = ij, Py = i(j2k)(i1k)j in
Py =i(i — k) (igk)(j + k)j

dodatne disjunktne poti.
Ce j ni enak i + k, k m — 3 potem preko sosednjih tock dodamo poti

P =i(i—k)(isk)(j + k)j,  Py=i(i+k)(i1k)j in
Py =i(j2k)(j — k)J.

e Ce imata tocki natanko m — 2 skupnih sosedov v V*, je i =0in j = k — 1 ali pa
lezita tocki ¢ in j v mnozici V*.

— V prvem primeru sta
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P =0((m—-1k+1)((m—2)k)(mk)(k—1) in
P, =0k(3k —1)(2k — 1)(k — 1)
manjkajoci poti.
— Ce sta tocki 7 in j iz mnozice V*, sta povezani in imata vsaj enega skupnega
soseda v mnozici V '\ V*. Tako dobimo dve dodatni disjunktni poti med
tockama 7 in j.

S tem je dokaz koncan. a

Za konec se povejmo, da izrek velja tudi za m = 2,3. Za m = 2 so zeljeni kriti¢ni
grafi lihi cikli. V primeru m = 3, k > 3, pa je zeljeni graf H} — e*, kjer je e* = (k, 3k).

4.4 Kritiéni grafi z veliko dolzino najkrajSega cikla

V tem razdelku bomo pokazali, da imajo kriticni grafi z veliko dolzino najkrajsega
cikla zvezdno kromati¢no stevilo x*(G) blizu x(G) — 1. Velja celo naslednji, mocnejsi
rezultat:

Izrek 4.10.[31] Naj bosta m > 2 int > 1 celi stevili. Ce ima graf G taksno tocko x,
da je graf G — x m-obarvljiv in ima vsak cikel, ki vsebuje x, dolZino vsaj m(t — 1) + 2,
potem velja

X (G) <m+

=

Dokaz. Naj bo ¢ m-barvanje grafa G — z. Zeljeno (tm + 1,t)-barvanje ¢ grafa G
definirajmo na naslednji nacin:

Oznacimo z V; barvne razrede ¢~ '(i) (i = 1,2,...,m) danega m-barvanja ¢’. V
(tm + 1,t)-barvanju ¢ grafa G bomo z barvami 0, 1,...,t obarvali tocke iz V; U {z} in
z barvami it + 1,it + 2,..., (i + 1)t tocke V41 zai=1,2,...,m — 1.

7. W; oznacimo mnozico tock, ki se pri barvanju ¢ obarvajo z barvo ¢, torej W, =
c (i) zai=0,1,2,...,tm. Mnozice W; konstruiramo induktivno v zaporedju

Wt7W2t7 .. '7Wmt7 Wt71;W2t*1J ey Wmtfla .. '7W17Wt+1; .. -7W(m—1)t—|—17WU
tako, da velja implikacija
i=(-Dt+q,1<qg<t=W,CV,

Torej najprej dolo¢imo mnozico W, = V; N N(z). Tu N(z) doloca mnozico vseh
tock, sosednjih tocki z. Nadaljujemo z indukcijsko predpostavko, da je mnozica W;
(1 # 0) ze dolocena. Sedaj bomo opisali postopek, kako dolo¢imo naslednjo mnozico
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Wi+t (mod tm+1)-

Recimo, da je i = (j — 1)t + ¢ in 1 < ¢ < t. Potem po definiciji velja W; C V;. Na
tem mestu lo¢imo dva primera:

e Ce je j < m, je naslednja mnozica, ki jo moramo dolociti, mnozica Wj;y,. 1z
zaporedja, po katerem dolocamo mnozice W}, vemo, da so mnozice W11,
Wittgt2, - -, Wiy ze dolocene.

Ce je ¢ = 1, smo definirali Ze vse mnozice Wj,yy, 2 < k < ¢, zato naj bodo v
mnozici Wj;;1 preostali elementi mnozice Vj:

Wittr = Visr \ Wiitagr1 U Wigsgao U - UWggay).

Ce je ¢ > 1, pa damo v naslednjo mnozico vse sosede mnozice W;, ki lezijo v
mnozici Vj4; in Se niso v nobeni mnozici Wj:

Witeqg = N(Wi) N0 (Vier \ (Wjtrgs1 U Wiiergea U - - U Wiiiny)).

Z N(W;) oznac¢imo mnozico tistih tock grafa G, ki so sosednje vsaj z eno tocko
iz mnozice W;.

e Ce je j = m, nadaljujemo s konstrukecijo mnozice W,-1. Vidimo, da so mnoZice
Wy, Woit, ..., Wy ze dolocene.
Ce je ¢ = 1, nam preostane dolo¢iti §e zadnjo mnozico Wy. Kot v prejsnjem
primeru naj bodo v mnozici Wy preostali elementi mnozice Vi, vkljuéno s tocko
x:

Wo={z} U (Vi \ (WL UWLU---UWY)).
Ce pa je ¢ > 1, je definicija mnozice W,-1 enaka definiciji mnozice Wj;,:
Wi = NW) N (Vi \ (W, U Wy U---UW)).

V vsaki mnozici Wj;1, so nekatere tocke iz Vj,;, ki niso v Ze dolocenih mnozicah
Witrgrts Witrgra, ., Wiy V mnozici Wy so vse preostale tocke iz Vi in tocka
x, zato tvorijo mnozice Wy, Wy, ..., W; razbitje mnozice V; U {z}. Za vsak i =
1,2,...,m—1 pa zaradi istega razloga mnozice Wy 1, Wisia, ..., W1y, tvorijo razbitje
mnozice V1. Naj za poljubno tocko v iz mnozice W; velja ¢(v) = i. Potem ¢ pred-
stavlja preslikavo iz V(G) v Z 1.

Pokazimo, da c¢ predstavlja (tm + 1,t)-barvanje grafa G, torej, da za poljubno
povezavo ab v G velja t < |c(a) — ¢(b)] < t(m —1) + 1.

V nasprotnem primeru bi obstajala taksna povezava ab € E(G), za katero bi veljalo
ali [c(a) —e(b)| < t ali |¢(a) — ¢(b)] > t(m — 1) 4+ 1. Privzemimo, da je c¢(a) > ¢(b).
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e Najprej si oglejmo primer, ko je c¢(a) — ¢(b) < t. Ker je ¢(x) = 0 in za poljuben
y € N(x)Nn'Vj velja ¢(y) = t, povezava ab ne more biti oblike yx, kjer je y € V].
Zato morata biti tocki @ in b v razlicnih mnozicah: b € V;ina € V; 1,1 <m— 1.

Iz konstrukcije vemo, da je Vi1 = W1 U Wipo U -+ - U Wiigqy,. Ker je tocka a
iz mnozice V;,q, velja

it+1<c(a) <(i+1)t

Od tod sledi, da je ¢(b) = (i — 1)t +q za g > 2. Ker je b € W;_1)144, po definiciji
mnozice Witrg = N(Wiic1yitq) N (Vigr — Witsgr1 U Witggra U -+ - Wiigay)) velja

N(b) N Vigr € Wigeg U Wigggir U= Wiy
Tako lahko zapiSemo neenakost
it+q<cla) <(i+1),

ki pa je v nasprotju s predpostavko c(a) — ¢(b) < t.

e Ceje c(a) —¢(b) > t(m — 1) + 1, mora lezati tocka a v mnozici V,,, tocka b pa v
mnozici V3 U {z}. Se veé, tocka a ne lezi v mnozici Wim-1yt4+1. Ker smo mnozice
W}, konstruirali po poti grafa G —z, za poljubno tocko u € V;;, \ W(;,—1)141 obstaja
tocka v’ € ViNN(z) in pot od u do v’ v G — z dolzine najvec¢ (t —1)m (to pomeni
s (t — 1)m tockami). Tako b ni tocka x, saj bi sicer v grafu G dobili cikel dolzine
najvec (t — 1)m + 1, ki vsebuje z, kar je v nasprotju s predpostavko izreka. Ce
je a € Win_iyi4q za 2 < g < 1, tocka b lezi v mnozici Wy UW, U ---U W, kar
vidimo iz konstrukcije mnozice W;,_1)144. Torej velja neenakost

cla) —c(b) <t(m—-1)+1,
ki je v nasprotju s predpostavko.

O

Posledica 4.11. Naj bosta m > 2 int > 1 celi §tevili. Potem za vse (m + 1)-kriticne
grafe G, z dolzino najkrajsega cikla vsaj m(t — 1) + 2, velja

X*(G) <m+ 1.
Poudarimo naj, da je mnogo kriti¢nih grafov, za katere sta zvezdno in obic¢ajno kro-

matic¢no stevilo enaki. Recimo, da je graf G; mq-kriticen in graf G5 mo-kriticen. Graf
G1 + G5 je graf, dobljen iz disjunktne unije grafov GG; in G5 tako, da vsako tocko iz
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G1 povezemo z vsemi tockami iz Gy. Ze od prej vemo, da je graf G1 + G5 (my 4+ my)-
kriticen. Prav tako je x*(G1 + G2) = x(G1 + G3) = m; + my, saj je komplement grafa
G1+ G5 nepovezan graf. Od tod sledi, da je pogoj dolzine najkrajsega cikla v posledici
4.11 potreben. Po drugi strani nam samo pogoj dolzine najkrajsega cikla ne da grafov
G z zvezdnim kromati¢nim §tevilom blizu x(G) — 1, kar je razvidno iz posledice 2.8.
Torej je tudi pogoj kriticnosti grafa v posledici 4.11 potreben.

Do sedaj znani kriti¢ni grafi G, za katere velja x(G) = x*(G), vsebujejo trikot-
nike. Ker Se nihé¢e ni nasel k-kriticnih grafov brez trikotnikov z zvezdnim kromati¢nim
Stevilom enakim £, je postavljena naslednja domneva [31]:

Domneva 4.3. Ce je G kriticen graf brez trikotnikov, velja x*(G) < x(G).



Poglavje 5

Deljeno kromati¢éno stevilo

V tem poglavju bomo spoznali deljeno kromati¢no Stevilo in dve interpretaciji deljenega
barvanja. Definirali bomo x*-ekstremne grafe in pokazali, da so taksni tudi lihi cikli.

5.1 Definicije

V tem razdelku bomo definirali deljeno, merljivo in izbirljivo kromaticno stevilo ter
x*-ekstremne grafe.

Preslikavo ¢ iz druzine S neodvisnih mnozic tock grafa G v interval [0, 1] imenujemo
deljeno barvanje, ¢e za vsako tocko = grafa G velja

> oS =1

SeS, zeS

Vrednost deljenega barvanja c¢ je enaka Y g¢cs¢(S). Deljeno kromati¢no Stevilo,
X7(G), grafa G je infimum vrednosti vseh deljenih barvanj grafa G.

V definiciji deljenega kromaticnega stevila lahko namesto pogoja Ygcs, zesc(S) = 1
uporabljamo nekoliko sibkejsi pogoj Y ges, zes ¢(S) > 1, saj je x;(G) najmanjsa med
vrednostmi deljenih barvanj.

Naj bo m stevilo maksimalnih neodvisnih mnozic v grafu G in A n x m matrika,
v kateri je a;; = 1, ce tocka i lezi v j-ti neodvisni mnozici, in a;; = 0 sicer. Tedaj je
X f(G) resitev naslednjega problema linearnega programiranja:

Xxf(G) = inf 1%3: in Az > 1,,.
zeR™ >0

Ker je matrika A celostevilska, je infimum dosezen in je resitev tega problema racionalno
stevilo. Od tod vidimo, da je deljeno kromati¢no Stevilo, podobno kot zvezdno kro-
mati¢no Stevilo, racionalno.

Resitev dualnega problema zgoraj opisanega problema linearnega programiranja,
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5. Deljeno kromatiéno stevilo

wr(G) = sup 1Pz in 2A”T < 1,,,
zeR , x>0

je deljena velikost najvecje klike grafa G.

Ce v definiciji deljenega kromaticnega stevila preslikava ¢ namesto v interval [0, 1]
slika v mnozico {0,1}, postane ¢ obi¢ajno barvanje grafa G. Resitev pripadajocega
celostevilskega problema linearnega programiranja je kromaticno stevilo grafa GG, resitev
dualnega problema pa v prvem poglavju omenjena velikost najvecje klike, w(G), grafa

G.

Graf G imenujemo x*-ekstremen, ¢e zanj velja enakost
XHG) = x4 (G).

Dodajmo sedaj Se definicijo merljivega in izbirljivega kromati¢nega Stevila.

Naj bo [ interval na IR dolzine 1 in r poljubno realno stevilo, vecje ali enako 1.
Oznacimo z I{") mnozico vseh merljivih podmnozic I z mero 1/r. Preslikavo ¢ : V/(G) —
I 7a katero za vse povezave 2y € E(G) velja c(z)Ne(y) = 0, imenujemo r-merljivo
barvanje grafa G. Ce taksno r-merljivo barvanje grafa obstaja, pravimo, da je graf G
r-merljivo obarvljiv. Merljivo kromatiéno §tevilo grafa G je definirano [37] kot

X"(G) = inf{r; G je r-merljivo obarvljiv}.

Naj bosta a in b, a > 2b > 1, poljubni celi stevili. Graf G je (a : b)-izbirljiv, ce
obstaja preslikava ¢, ki jo imenujemo (a : b)-izbira, ki vsaki tocki v grafa G priredi
podmnozico ¢(v) mnozice Z, moci b, tako da je c¢(u) Ne(v) = 0 brz, ko je uv € E(Q).
Izbirljivo kromati¢no Stevilo grafa GG je definirano [3] kot

x»(G) = inf{$; G je (a: b)-izbirljiv}.

Ta definicija je oc¢itno ekvivalentna definiciji, ki jo je podal D. C. Fisher [11]: m-
barvanje grafa G priredi vsaki tocki m razlicnih barv tako, da poljubni sosednji
tocki nimata skupnih barv. Najmanjse Stevilo barv v m-barvanju imenujemo m-
kromati¢no stevilo, x,,(G), grafa G. Ocitno velja x,41(G) < xk(G) + xi(G), zato

limg o0 % obstaja in je enaka infimumu. Torej
G GRK
Xr(G) = lim LC( ) = lim 7X( k)

k—oo k k—o0 k
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5. Deljeno kromatiéno stevilo

5.2 Interpretacije deljenega kromati¢nega Stevila

V tem razdelku bomo pokazali, da so deljeno, merljivo in izbirljivo kromati¢no §tevilo
enaka. S tem dobimo orodje za lazji izracun deljenega kromati¢nega stevila. Izpeljali
bomo tudi oceno za deljeno kromati¢no Stevilo poljubnega grafa, s pomocjo katere
bomo pokazali, da sta zvezdno in deljeno kromati¢no stevilo lihih ciklov enaki, kar
pomeni, da so lihi cikli y*-ekstremni grafi.

Izrek 5.1.[37] Naj bo r > 1 realno Stevilo. Graf G je r-merljivo obarvljiv natanko
tedaj, ko je G r-deljeno obarvljiv.

Dokaz. Naj ¢ predstavlja r-merljivo barvanje grafa G. Sestavili bomo deljeno barvanje
grafa GG z vrednostjo najvec¢ r. Naj bo S € § poljubna neodvisna mnozica. ZapiSimo
mnozici Xg = {q € I;q € Nyesc(x)} in Ys = {q € I;q € Upgsc(x)}. Trdimo, da
je preslikava ¢ : & — [0, 1], definirana s predpisom ¢(S) = r - m(Xg \ Ys), zeljeno
barvanje, kjer je m(X) mera mnozice X.

Ker je m(Xg) < 1/r, za poljubno mnozico S € S velja 0 < ¢(S) < 1. Pokazimo, da
za poljubno tocko x grafa G velja

> d(S) > 1.

zES,
SeS

Naj bo z poljubna tocka grafa G. Ker je m(c(z)) = 1/r in velja

> (8 =r-m(J (Xs\Y5)),

z€ES, zES,
SeS SES

je dovolj pokazati

C(LE) C U (XS\YS)

TES,
SeS

Naj bo ¢ poljubna tocka iz mnozice ¢(z) in S = {y € V(G);q € ¢(y)}. Tocke grafa
G, ki se s preslikavo ¢ preslikajo v tiste mnozice intervala I, ki vsebujejo tocko ¢, so
nepovezane. Tako je mnozica S neodvisna mnozica tock grafa G. Ker je ¢ tudi v
mnozici ¢(x), je x element mnozice S. Iz definicije mnozice S neposredno sledi, da je
g tudi element mnozice X \ Ys. Tocka ¢ je bila poljubna tocka mnozice ¢(z), zato je
¢(x) res podmnozica mnozice U’gifg (Xs \ Ys). Tako res velja neenakost

> d(S) > 1.

TES,
SEeS

Preostane le Se pokazati, da velja

d J(9) <.

Ses
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5. Deljeno kromatiéno stevilo

V mnozici Xg \ Ys so tocke intervala I, v katere se preslikajo samo tocke mnozice S.
Zato so mnozice Xg \ Y disjunktne, torej vsaka tocka ¢ intervala I lezi v najvec eni
od teh mnozic. Velja

Zc'(S):Zr-m(XS\YS):r-m(U(XS\YS))Sr-m([):r.

Ses Ses Ses

Tako smo konstruirali deljeno barvanje ¢’ z vrednostjo, najveé r.

Privzemimo sedaj, da ¢’ predstavlja deljeno barvanje grafa G' z vrednostjo r. Kon-
struirali bomo r-merljivo barvanje ¢ grafa G.

Poljubni neodvisni mnozici S € S grafa G priredimo odprt interval §(S) dolzine
L¢(S), tako da za razlicni neodvisni mnozici S in S’ velja 6(S) N 6(S') = 0. Taksna
prireditev obstaja, ker je Y. gcs¢'(S) = 7.

Za poljubno tocko grafa G naj bo c(z) = Ugesses0(S). Ker krajisci poljubne
povezave xy grafa G nista skupaj v nobeni neodvisni mnozici, sta tudi mnozici ¢(x) in
c¢(y) disjunktni. Mera poljubne mnozice ¢(z) je enaka

4a9) 1 1
m(J 0(5)) = > m(d(S) =) ——= == d(5)=-.
Ses, Ses, ses, T T ses, T
z€S €S €S €S
Tako ¢ res predstavlja r-merljivo barvanje grafa G. O

Posledica 5.2. Za poljuben graf G velja x¢(G) = X" (G).

Iz posledice 5.2 vidimo, da je merljivo kromati¢no Stevilo geometrijska interpretacija
deljenega kromaticnega Stevila.

N. Alon, Z. Tuza in M. Voigt [3] so pokazali, da je na poljubnem grafu tudi izbirljivo
stevilo enako deljenemu:

chr(G) = x4(G).

Torej je tudi izbirljivo Stevilo interpretacija deljenega kromati¢nega stevila. S pomocjo
ideje dokaza izreka 5.1 lahko pokazemo, da je tudi izbirljivo kromati¢no stevilo enako
deljenemu:

X (G) = x7(G).

Ker je vsako r-krozno barvanje grafa GG tudi r-merljivo barvanje, za poljuben graf
G velja

X7 (G) < x*(G) < x(G).
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5. Deljeno kromatiéno stevilo

Prav tako velja, da obstajajo grafi G, za katere je x;(G) = x*(G) = x(G), in grafi, za
katere velja xr(G) < x*(G) < x(G) [13].

S pomocjo izbirljivega kromaticnega Stevila dokazemo naslednjo oceno za deljeno
kromati¢no stevilo, ki o¢itno velja tudi za zvezdno kromati¢éno stevilo:

Trditev 5.3. Za poljuben graf G velja

" G

(0> (6) = .

Dokaz. [24] Oglejmo si poljubno (a : b)-izbiro ¢ grafa G. Naj bon = |G| in A a x n
matrika z elementi a;; = 1, ¢e je i € ¢(j), in a;; = 0 sicer. V vsakem stolpcu matrike
A je natanko a enic, zato je v celi matriki natanko bn enic. Vsaka barva je lahko v
najve¢ a(G) podmnozic ¢(v), zato je v vsaki vrstici matrike A najve¢ o(G) enic. Ker
ima matrika A a vrstic, je v njej najve¢ aa(G) enic. Od tod dobimo oceno:

n

a(G)

>

> R

Ker ta ocena velja za poljubno (a : b)-izbiro grafa G, velja ocena tudi za deljeno kro-
mati¢no Stevilo. O

Od tod lahko izra¢unamo deljeno kromati¢no Stevilo lihih ciklov:

S|

Posledica 5.4. Lihi cikli Canqq so x*-ekstremni grafi, torej velja x ;(Copi1) =2+

Dokaz. Ker je a(Cy,41) = n, velja

1 2n+1

2 = < Conit) < X (Copit).
+n - < X7 (Cong1) < X (Congr)

Posledica 1.10(ii) zakljuéi dokaz. O
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Poglavje 6

Zvezdno kromaticno stevilo
produktov grafov

V tem poglavju bomo obravnavali zvezdno kromaticno stevilo leksikografskega, direk-
tnega, kartezi¢nega in krepkega produkta grafov.

V prvem razdelku bomo izpeljali ocene za zvezdno kromati¢no Stevilo leksikografskega
produkta poljubnih grafov. Pokazali bomo tudi, da je zvezdno kromati¢no stevilo lek-
sikografskega produkta G[H| odvisno od zvezdnega kromati¢nega stevila grafa G in
od kromaticnega stevila H. Znano je tudi zvezdno kromatic¢no stevilo leksikografskega
produkta lihih ciklov s poljubnim grafom.

V drugem razdelku bomo pokazali, da je deljeno kromati¢no Stevilo leksikografskega
produkta grafov enako produktu deljenih kromati¢énih stevil grafov. Od tod dobimo
potreben in zadosten pogoj za veljavnost enakosti x*(G[H]) = x*(G)x(H).

V tretjem razdelku si bomo ogledali lastnosti zvezdnega kromatic¢nega Stevila Se na
ostalih grafovskih produktih.

6.1 Leksikografski produkt

Najprej si bomo ogledali razmerje med y*(G[H]) in vrednostima x*(G) ter x(H).
Trditev 6.1.[34] Za poljubna grafa G in H velja

X*(G[H]) < x*(G)x(H).
Dokaz. Naj bo x(H) = n in x*(G) = k/d. Preslikava ¢ : V(H) — {0,1,...,n — 1}

naj predstavlja n-barvanje grafa H, preslikava ¢ : V(H) — Z, pa (k, d)-barvanje grafa
G. Definirajmo preslikavo f : V(G[H]) — Zj, na naslednji nacin:

fg,h) =¥(g) + (k.
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6. Zvezdno kromatiéno Stevilo produktov grafov

Ocitno velja 0 < f(g,h) < kn. Naj bo (g,h)(¢', h') poljubna povezava grafa G|[H].
Ce je g¢' € E(G), je |[¢(g9) — ¥(¢")|r > d in zato velja
0(9) = ¥(9") + thlen = d
za poljuben t € Z,,. Ker sta ¢(h), ¢(h') € Z,, velja tudi

‘f(gah’) - f(g’; h’)‘kn Z d.

Ce pa je g = ¢’ in hh' povezava grafa H, lahko zapisemo neenakosti:

[f(g,h) = f(g, h)len = 16(h) — ¢(I)|knk > K > d.
Od tod sledi, da je f (kn,d)-barvanje grafa G[H| in lahko zapisemo

X*(GH]) < B = x*(G)x(H).

O

Iz trditve 6.1 lahko domnevamo, da je morda za graf GG z vsaj eno povezavo zvezdno
kromatiéno stevilo grafa G[H| odvisno le od grafa G in od kromati¢nega stevila grafa
H.

Spomnimo se, da je G(u, H) graf, ki ga dobimo iz grafa G tako, da tocko u € V(QG)
nadomestimo z grafom H in vsako tocko grafa H povezemo 7 vsemi sosedi tocke u.

Izrek 6.2.[34] Naj bosta G in H poljubna grafa in naj tocka v € V(G) ne bo izolirana.
Ce je x(H) = n, potem velja enakost

XNG(u, H)) = x*(G(u, Ky)).

Dokaz. Ker je barvanje grafa H homomorfizem iz H v K,,, obstaja tudi homomorfizem
iz G(u, H) v G(u, K,,). Zato velja

X*(G(ua H)) < X*(G(ua Kﬂ))

Naj bo x*(G(u,H)) = k/d in ¢ : V(G(u, H)) — Z;, pripadajoce (k,d)-barvanje grafa
G(u, H). Pokazali bomo, da je graf G(u, K,,) prav tako (k, d)-obarvljiv.

Naj bo V(K,) = {ki, ks,...,k,}. Za dokaz, da je graf G(u, K,,) (k,d)-obarvljiv,
moramo le Se poiskati taksno preslikavo ¢ : V/(K,,) — ¢(V(H)), da za poljubni razli¢ni
tocki k; in k; grafa K, velja |¢'(k;) — ¢'(k;)|x > d. S predpisom ¢'(v) = ¢(v) za vse
v ¢ V(K,) lahko to preslikavo razsirimo do (k, d)-barvanja grafa G(u, K,,).

Naj bou’ € V(G) taksna tocka , da je uu’ € E(G). Potem je tocka u' v grafu G(u, H)
sosednja z vsako tocko grafa H. Brez izgube na splosnosti lahko predpostavimo, da je
c(u') = 0. Sedaj rekurzivno konstruiramo preslikavo ¢ na grafu K,. Naj bo (k) =
min{c(v);v € V(H)}. Ko poznamo ¢ (k;), lahko definiramo



6. Zvezdno kromatiéno §tevilo produktov grafov

¢ (ki+1) = min{c(v);v € V(H) in c(v) > ¢ (k;) + d}.
Pokazimo, da za poljuben 7+ < n — 1 nobena od mnozic
S={veV(H);c(v) > (k) +d}

ni prazna. Privzemimo, daje S = () ze zanek i <n—1. Najbob: V(H) — {1,2,...,4}
preslikava, za katero je b(v) = j natanko tedaj, ko velja ¢'(k;) < c(v) < ¢(k;) +d. Ce
je vv' € E(H), je |e(v) — e(v)|r > d, torej barvi ¢(v) in ¢(v') ne moreta lezati v istem
intervalu [c'(k;), ¢ (k;)+d). Zato je b(v) # b(v'), kar pomeni, da je b i-barvanje grafa H.
To pa je v nasprotju s predpostavko x(H) = n. Torej je ¢’ dobro definirana preslikava.

Ker je c¢(u') = 0 (zato ¢/(k;) > d) in je u' sosednja z vsako tocko grafa H (zato
d(kn) < k—d), velja

k— | (ki) —c(kn)|r > d.
Od tod velja |/ (k1) — ¢ (kn)|x > d, torej je graf G(u, K,,) (k, d)-obarvljiv. O

Posledica 6.3. Ce graf G vsebuje vsaj eno povezavo in je X(H) = n, potem velja
enakost:

XHNGH]) = x*(GKn]).

Dokaz. Ce v grafu G vsako tocko nadomestimo z grafom H, dobimo graf G[H], zato
je

Trditev 6.4.[26] Za poljuben graf H velja

X (Con[H]) = 2x(H) + @

Dokaz. Naj bo x(H) = n. Po lemi 5.1 velja

1
X (Cora[H]) < (2+ E)n =2n+ %

Pokazati moramo le Se neenakost v obratni smeri. Posledica 6.3 pravi, da lahko v
neenakosti graf H zamenjamo s polnim grafom K,,. Torej moramo pokazati naslednjo
neenakost:

n
X*(Cgk+1[Kn]) Z 2n + E
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Naj bo x*(Cors1[Kn]) = & ter f: V(Copp1[Kn]) — Z, = {0,1,...,p — 1} pripadajoce
(p, d)-barvanje. Definirajmo mnozice A; = f~'(i) za vsak i € Z,. 7 B; oznac¢imo
unijo mnozic A;, A;y1, ..., Ai1q 1, kjer indekse sestevamo po modulu p. Ker se barve
sosednjih tock v grafu Coy,([K,] razlikujejo vsaj za d, so mnozice B; neodvisne. Ker
je mo¢ najvecje neodvisne mnozice grafa Cy, iy enaka k in so v grafu Cyyy1[K,] polni
grafi K, na mestu tock cikla Cyy 1, ima tudi v Cyy1[K,] najvecja neodvisna mnozica
mo¢, enako k. Od tod sledi, da je |B;| < k za vsak i € Z,. Torej velja

p—1

Z|Bz| <pk in

1=0

S B = dV(Cons [Ko])| = d(2k + 1),

i=0
saj vsaka tocka grafa nastopa natanko v d mnozicah B;. Torej je

P n
d_n—l—k,

kar dokazuje zeljeno neenakost. a
Za k = 2 je trditev 6.4. dokazal X. Zhu [34].

Oglejmo si sedaj primer grafov, za katere je x*(G[H]) strogo manj od x*(G)x(H).
Naj bo G graf Gflkﬂz dodano univerzalno toc¢ko. Vemo, da je

XHG) =x(G) =n+2,
saj velja

nk +1
(i) = [F2] =n+ 1

Torej je x*(G)x(Kx) = (n+ 2)k. Po drugi strani pa veljajo tudi neenakosti
X(GIE:) < X(GIE]) < X(GRe i [K]) + K
= [IX(Ghpa K+ < [XHGR)k] + k= (n+ 1)k + 1.
Zato je x*(G)x(Ki) — x*(G[Ky]) = k — 1.

Sedaj, ko poznamo zgorno mejo x*(G[H|) in vemo, da je le-ta na lihih ciklih dosezena,
na grafu GG pa ne, nas zanima Se spodnja meja za poljubne grafe.

Izrek 6.5.[24] Ce ima graf G vsaj eno povezavo, velja
X*(G[H]) 2 x*(G) + 2x(H) =3 = x*(G) + 2w(H) - 3.
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Posredno lahko izrek dokazemo takole: Naj bo x(H) = n. Po posledici 6.3 in
rezultatu iz [25] velja

X (G[H]) = x*(G[Kq]) > x(G[H]) =1 = x(G) +2n — 3 > x*(G) + 2n — 3.

Z modifikacijo dokaza iz [25] pa lahko naredimo tudi direkten dokaz:
Dokaz. Naj bo x(H) = n. V primeru, ko je n = 1, je x*(G[H]) = x*(G), saj lahko
vse tocke grafa H obarvamo z isto barvo.

Naj bo sedaj n > 2. Po posledici 6.3 lahko privzamemo, da je H = K,,. Naj bo
X*(G[H]) = g. Ker ima graf G vsaj eno povezavo, je § > 2n, saj je Ky, podgraf grafa
G|K,]. Naj bo f : V(G[K,]) — Zi (k,d)-barvanje grafa G[K,] in V(K,) mnozica
{v1,v9, ..., 00}

Za poljuben u € V(G) definirajmo

my, = min{ f(u, v1), f(u,v9), ..., f(u,v,)}
in preslikavo

(u) = My, imy < k—2nd + d,
IW=N k — 2nd + 2d : sicer.

Trdimo, da ¢ predstavlja (k — 2nd + 3d, d)-barvanje grafa G.
Recimo, da obstaja povezava uv v grafu G, za katero velja

19(u) = 9(v) |k—2nd+34 < d.

Po definiciji (k, d)-barvanja f se to ne more zgoditi v primeru, ko velja g(u) < k—2nd+d
ali g(v) < k—2nd+d. Privzemimo, da je g(u) = g(v) = k—2nd+2d. Ker je uv € E(G),
tocke {u,v} x V(K,) v grafu G[K,| inducirajo poln podgraf K,,. Zato mora biti teh
2n tock obarvanih z 2n razlicnimi barvami, ki se med seboj razlikujejo vsaj za d. Ker
jemy > k—2nd+d+1in m, > k — 2nd + d + 1, morajo biti te barve iz mnozice
{k—=2nd+d+1,k—2nd+d+2,...,k— 1}, ki pa vsebuje le 2nd — d — 1 elementov.
To pa je v nasprotju s predpostavko, zato je trditev dokazana.
Ker je graf G (k — 2nd + 3d, d)-obarvljiv, velja

k—2nd—|—3d_k

= Y (GIK,]) —2n+ 3 = x*"(G[H]) — 2x(H) + 3.
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6.2 y*-ekstremni grafi in leksikografski produkt

Kot bomo videli kasneje, se izkaze, da imajo grafi, za katere sta Stevili x*(G) in x(G)
enaki (torej za x*-ekstremne grafe G), nekaj lepih lastnosti. Pokazali bomo namre¢,
da v tem primeru pri poljubnem grafu H velja

XNGH]) = x*(G)x(H).

Oglejmo si najprej, kako se obnasa deljeno kromati¢no Stevilo na leksikografskem
produktu.

Izrek 6.6.[13] Za poljubna grafa G in H velja

xs(GIH]) = x5 (G)xs(H).

Dokaz. Privzemimo, da je x¢(G) = r in x¢(H) = s. Naj bo ¢ deljeno barvanje grafa
G 7 vrednostjo 7 in ¢’ deljeno barvanje grafa H z vrednostjo s. Definirajmo prireditev
mnozice neodvisnih podmnozic tock grafa G[H| v interval [0, 1] na naslednji nacin:
Za neodvisno mnozico S grafa G[H], ki je oblike

S={(g9,h); g € X, h €Y in X,Y neodvisni mnozici grafov G in H},

naj bo ¢’(S) = ¢(X) - (V).
Za vse ostale neodvisne mnozice S grafa G[H| naj velja ¢’'(S) = 0.
Za poljubno tocko (z,y) € G[H] je vsota

> (S = Y e(X)-d(Y)

Ses; XEXAYEY;
(z,y)€S r€X,yeY
= Y X)- Y d¥)=1-1=1,
Xex; YEeY;
zeX yeY

kjer sta X' in ) mnozici neodvisnih mnozic tock grafov GG in H. Od tod sledi veljavnost
neenakosti

Xy (GIH]) < x;(G)xs(H).

Sedaj bomo pokazali, da je vrednost deljenega barvanja ¢’ grafa G[H] vsaj rs. Naj
bo g poljubna tocka grafa G in S neodvisna mnozica grafa G[H|. Mnozica S, = {h €
H; (g,h) € S} je neodvisna mnozica grafa H. Za poljubno neodvisno mnozico X grafa
H naj velja

d(X)= > (9).

Za poljubno tocko h € H velja
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heX (g,h)eS

Torej je ¢’ deljeno barvanje grafa H in mora biti zato vrednost barvanja ', ki je enaka
Yher; (gnyes €' (S), vsaj xf(H) = s.

Mnozica G(S) = {g € G;3h € H : (g,h) € S} je projekcija neodvisne mnozice S
grafa G[H| na graf G. Ocitno je G(H) neodvisna mnozica grafa G, saj tocki (g, h)
in (¢',h') v grafu G[H| nista povezani, ¢e nista povezani tocki ¢ in ¢’ v grafu G. Za
poljubno neodvisno mnozico Y grafa G naj velja

Ze od prej vemo, da za poljuben ¢g € G velja

Y= Y (S) -

>,
gey heH; (g,h)ES s

Zato je ¢ deljeno barvanje grafa G. Torej je vrednost barvanja c, ki je enaka produktu

% z vrednostjo barvanja ¢’, vsaj x;(G) = r. Zato je vrednost barvanja ¢” vecja ali

enaka rs. O

Posledica 6.7. Ce je G x*-ekstremen graf in graf H n-kromaticen, potem je

Dokaz. Po posledici 6.3 in trditvi 6.1 za poljuben graf GG in poljuben n-kromaticen
graf H velja

XH(GIH]) = x*(G[Kq]) < nx*(G).

Uporabimo izrek 6.6 in zapisimo enakosti x((G[K,]) = x(G)xs(Ky,) = nxs(G). Ker
velja tudi x;(G[Kn]) < x*(G[Kq]), je

nx(G) < X*(GIH]) < nx*(G).

Ker je graf G x*-ekstremen (x*(G) = x¢(G)), je desna stran neenacbe enaka levi, torej
velja enakost. O

Ker je x(G[H]) = [x*(G[H])], je z znanim zvezdnim kromati¢nim stevilom leksiko-
grafskega produkta grafov znano tudi njegovo kromaticéno Stevilo.

Posledica 6.8. Ce je G y*-ekstremen graf in graf H n-kromaticen, potem velja

X(G[H]) = [nx*(G)T .

86



6. Zvezdno kromatiéno §tevilo produktov grafov

Trditev 6.4, katere direkten dokaz je izpeljan v prejsnjem podpoglavju, dobimo tudi
kot posledico posledice 6.7.

Posledica 6.9.

X(CQk—l—l [H]

Ce je graf H n-kromaticen, velja

) =2n+ {%-‘

Dokaz. Po posledici 5.4 je

1
X*(CQk—l—l) = Xf(02k+1) =2+ E’

zato po posledici

X(CQk—l—l [H]

Znano je [30],
nxs(G). Ce graf

X*(GE])

6.7 velja

) =2n+ {%-‘

O

da za poljuben graf G obstaja taksno celo stevilo n, da je x(G[K,]) =
G ni y*-ekstremen, lahko zapiSemo neenakosti

< X(G[KR]) = nxf(G) < nx*(G).

Ce zdruzimo to ugotovitev s posledico 5.8, dobimo naslednji pomemben rezultat:

Posledica 6.10.
enakost

Graf G je x*-ekstremen natanko tedaj, ko za poljuben graf H velja
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6.3 O drugih produktih

Ce je ¢ : V(G) — Zj (k,d)-barvanje grafa G, je preslikava ¢ : V(G x H) — Zy,
definirana s predpisom (g, h) = ¢(g), oc¢itno tudi (k, d)-barvanje grafa G x H. Zato
velja

X*(G x H) < min{x*(G), x*(H)}.
Ta neenakost je resni¢na tudi za obicajno kromatic¢no stevilo:
X(G x H) < min{x(G), x(H)}.

Ze dolgo je odprto vprasanje, ali morda velja enakost. Hedetniemijeva domneva [22]
iz leta 1966 pravi, da enakost velja za poljubna grafa G in H. Ekvivalentno, domneva
pravi, da za vsak n velja

X(G)>nAx(H)>n= x(Gx H) >n.

Domneva je trivialna za n = 1 in preprosta za n = 2. M. El-Zaharjev in N. Sauerjev
dokaz domneve za n = 3 [9] je predstavljal pomemben preboj v resevanju te domneve.
Hedetniemijevo domnevo lahko posplosimo tudi na zvezdno kromatic¢no stevilo:

Domneva 6.1.[34] Naj bo r poljubno racionalno stevilo. Ce je x*(G) > r in y*(H) >
r, velja x*(G x H) > r.

Da je domneva smiselna, potrjuje naslednja trditev:

Trditev 6.11.[34] Naj bo k naravno Stevilo, veéje ali enako 1, x*(G) > 2+ (1/k) in
X*(H) > 2+ (1/k). Potem velja x*(G x H) > 2+ (1/k).

Dokaz. Ker je x*(Coxs1) = 2 + (1/k), vemo, da je x*(G) > 2 + (1/k) natanko tedaj,
ko ne obstaja homomorfizem iz G v Cor1. V [19] je dokazano, da graf G x H ni
homomorfen Cy; 1, ¢e nobeden od grafov G in H ni homomorfen grafu Cy, ;. S tem
je trditev dokazana. O

V primeru kartezi¢nega produkta je povezava med x*(GOH) in x*(G) ter x*(H) zelo
enostavna in je enaka kot za kromaticno Stevilo, ki jo je ze leta 1957 dokazal Sabidussi
[29]:

Trditev 6.12.[34] \*(GOH) = max{x*(G), x*(H)}.
Dokaz. Za poljubno (k,d)-barvanje f grafa G in poljubno (k,d)-barvanje g grafa H
je preslikava b : V(GOH) — Z, definirana s predpisom b(x,y) = f(z) 4+ ¢g(y)(mod k),

prav tako (k,d)-barvanje grafa GOH. Po drugi strani pa graf GOH vsebuje grafa G
in H kot prava podgrafa in zato velja x*(GOH) > max{x*(G), x*(H)}. 0
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Odkrili smo, kako na preprost nacin konstruirati nove grafe z zvezdnim kromati¢nim
stevilom, enakim obicajnemu kromati¢cnemu stevilu. Ce je x*(G) = x(G) > x(H),
potem velja x*(GOH) = x(GOH) = x(G).

Ker je GX H C G[H], za poljubna grafa G in H velja
X*(GRH) < x*(G[H]) < min{x*(G)x(H), x(G)x*(H)}.

Torej tudi za krepki produkt velja ocena

1
X (Cou1 RH) < (2+ E)X(H)



Poglavje 7

UtezZni grafi

To poglavje je razdeljeno na tri razdelke. V prvem bomo podali definicije barvanj
uteznih grafov, zvezdno popolnih in zvezdno super popolnih grafov.

V drugem razdelku bomo dokazali, da je posplositev zvezdnega kromaticnega stevila
na grafe z racionalnimi utezmi prav tako racionalno stevilo.

V razdelku 7.3 bomo pokazali, da so lihi cikli zvezdno super popolni grafi. Videli
bomo, da je tudi deljeno kromati¢no Stevilo leksikografskega produkta uteznih grafov
enako produktu deljenih kromatic¢nih stevil grafov. Od tod dokazemo, da je leksiko-
grafski produkt zvezdno super popolnega grafa s super popolnim grafom tudi zvezdno
super popoln graf.

7.1 Definicije

Naj bo G poljuben graf in w : V(G) — [0, 00) utezna funkcija. Z (G, w) oznacimo graf
G z utezjo w. Skupno tezo mnozice X C V(G), tj. vsoto vrednosti utezne funkcije
na vseh tockah mnozice X, bomo oznacevali z w(X), skupno tezo grafa pa z w(V(G)).
Utezno funkcijo w : V(G) — {0, 1} imenujemo 0 — 1 utezna funkcija.

Krozno kromaticno stevilo grafa na naraven nacin posplosimo na krozno kromati¢no
Stevilo uteznega grafa takole: Naj bo C kroznica dolzine r v IR%. Preslikavo c iz V(G)
v odprte intervale kroznice C, pri kateri ima vsak interval c¢(z), x € V(G), dolzino
w(z) in za poljubo povezavo zy € E(G) velja ¢(z) N e(y) = (), imenujemo r-krozno
barvanje uteznega grafa (G,w). Krozno kromati¢no stevilo, y°(G,w), uteznega
grafa (G, w) je enako

X“(G,w) = inf{r; (G, w) je r-krozno obarvljiv}.

Krozno barvanje in krozno kromaticno stevilo lahko uporabljamo pri modeliranju
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prometni tok. Tocki grafa sta povezani, ¢e sta pripadajoca prometna tokova nezdruz-
ljiva. Vrednost utezne funkcije v dani tocki je lahko sorazmerna s koli¢ino prometa v
pripadajotem prometnem toku. Sistem za uravnavanje prometa vsakemu prometnemu
toku priredi ¢asovni interval, v katerem gori zelena lu¢. TakSen vzorec priziganja zelene
in rdece luc¢i na semaforju se periodi¢no ponavlja. V modelu kroznica C' predstavlja
celotno periodo, interval na kroznici C' pa ¢asovni interval, v katerem za pripadajoci
prometni tok gori zelena luc. Ker sta sosednjima tockama prirejena disjunkna loka,
nezdruzljiva prometna tokova hkrati ne bosta imela odprte poti (zelene lué¢i). Naravno
je pricakovati, da zelimo minimizirati dolzino periode, kar je enako dolzini cikla C', in
pri tem za vsako tocko x upostevati predpisano najmanjso loéno dolzino w(z).

V primeru, ko je utezna funkcija grafa konstanta 1, je x°(G,w) = x°(G), kjer je x°
krozno kromati¢no stevilo grafa, definirano v 1. poglavju. Po izreku 2.1 je x*(G) =
X°(G, 1), torej je x°(G, w) posplositev zvezdnega kromati¢nega stevila x*(G) na utezne
grafe.

Podobno kot v 2. poglavju lahko definiramo tudi intervalno barvanje uteznih grafov.
Razlika v definiciji je le v tem, da tockam grafa prirejamo odprte podintervale intervala
I dolzine r. Taksno preslikavo ¢ iz mnozice tock grafa G v odprte podintervale intervala
I, da je za vsako tocko x dolzina podintervala c(z) enaka w(z) in se sosednji tocki
preslikata v disjunktna intervala, imenujemo r-intervalno barvanje uteznega grafa
(G,w). Intervalno kromatiéno stevilo, x(G, w), uteznega grafa (G, w) je najmanjse
stevilo r, za katero obstaja r-intervalno barvanje grafa (G,w). Po izreku 2.2 je v
primeru, ko je utezna funkcija w konstantno enaka 1, intervalno kromati¢no Stevilo
enako obi¢ajnemu kromati¢nemu stevilu: x(G, 1) = x'(G) = x(G). Tako je intervalno
kromati¢no stevilo posploSitev obi¢ajnega kromati¢nega Stevila na utezne grafe.

Deljeno kromaticéno stevilo uteznih grafov (G, w) dobimo z resitvijo problema linear-
nega programiranja. Deljeno barvanje uteznega grafa (G, w) je taksna prireditev ¢
nenegativnih utezi neodvisnim mnozicam X grafa G, da za poljubno tocko z € V(G)
velja Y ,cx ¢(X) > w(z). Deljeno kromatiéno stevilo, x;(G,w), uteznega grafa
(G,w) je najmanjsa skupna teza (to je vsota utezi vseh neodvisnih mnozic) deljenega
barvanja grafa (G, w).

Alternativno definicijo deljenega kromati¢nega Stevila uteznega grafa (G,w) do-
bimo s preprostim popravkom definicije intervalnega kromati¢nega Stevila uteznega
grafa (G,w). Naj bo r-merljivo barvanje uteznega grafa (G, w) taksna preslikava ¢
iz V(G) v merljive podmnozice I, da ima mnozica ¢(x) mero w(z) in se sosednji tocki
preslikata v disjunktni podmnozici I. Mnozica [ predstavlja interval dolzine r. Deljeno
kromatiéno §tevilo uteznega grafa (G, w) je potem najmanjse stevilo r, za katero ob-
staja r-merljivo barvanje uteznega grafa (G, w). Ekvivalentnost definicij smo za primer
grafov brez utezi pokazali z izrekom 5.1, ki ga lahko posplosimo na utezne grafe.

V razdelku 7.2 si bomo ogledali osnovne lastnosti kroznega kromati¢nega Stevila
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uteznih grafov. Dokazali bomo, da je x°(G,w) vedno dosezen, zato lahko infimum v
definiciji zamenjamo z minimumom. Pokazali bomo tudi, da je v primeru, ko so vse
utezi racionalne, tudi krozno kromaticno stevilo racionalno. Tako dobimo posplositve
rezultatov zvezdnega kromaticnega Stevila.

Kot v primeru zvezdnega kromati¢nega Stevila si bomo ogledali, v kakSnem razmerju
je krozno kromatiéno Stevilo z intervalnim in deljenim kromati¢nim Stevilom uteznih
grafov.

Dualni problem linearnega programiranja, opisanega zgoraj, definira deljeno tezo
klike, w¢(G, w), uteznega grafa (G, w). Teza klike, w(G, w), je definirana kot najvecja
teza klike grafa G.

Za opisane parametre uteznega grafa (G, w) veljajo naslednje neenakosti
w(G,w) <wp(G w) = x5 (Gyw) < x(G,w) < x(G,w),

kjer druga enakost sledi iz dualnosti problemov linearnega programiranja.

Od tod izhajajo zanimiva vprasanja, za katere grafe posamezne neenakosti preidejo v
enakosti. Grafe, za katere je y(G, w) = w(G, w) za vse 0—1 utezne funkcije, imenujemo
popolni grafi in grafe, za katere je x(G,w) = w(G, w) za poljubno utezno funkcijo,
imenujemo super popolni grafi.

Kdaj druge neenakosti preidejo v enakosti? Ali so te neenakosti soodvisne? Ocitno
enakost x(G,w) = w(G,w) implicira, da vse neenakosti preidejo v enakosti. Ob tej
veljajo tudi nekatere druge implikacije. Ker je x(G) = [x*(G)], za vse 0 — 1 utezne
funkcije w velja x¢(G, w) = w(G, w) natanko tedaj, ko je x(G, w) = w(G,w). Prav tako
je postavljena domneva [8], da za poljubno utezno funkcijo w velja x“(G, w) = x(G, w)
natanko tedaj, ko za poljubno utezno funkcijo w velja x (G, w) = w(G,w).

Omejili se bomo na neenakosti, v katerih nastopa x°(G,w). Graf G imenujemo
zvezdno popoln, ce za vse 0 — 1 utezne funkcije w velja x°(G,w) = w;(G,w), in
zvezdno super popoln, ¢e enakost x°(G,w) = w;(G,w) velja za poljubno utezno
funkcijo w. Iz definicije sledi, da so vsi zvezdno super popolni grafi tudi zvezdno
popolni. Obratno ne velja. V [8] je podan primer popolnega in zvezdno popolnega
grafa, ki pa ni ne super popoln ne zvezdno super popoln.

Prav tako velja, da je vsak popoln graf tudi zvezdno popoln in vsak super popoln
graf tudi zvezdno super popoln. Tudi v teh primerih ne velja ekvivalenca med trditvami
[8]. Najpomembnejsi rezultati tega poglavja, ki jih bomo spoznali v razdelku 7.3, nam
bodo dali primere zvezdno super popolnih grafov, ki niso popolni. Videli bomo, da so
vsi cikli in komplementi lihih ciklov zvezdno super popolni. Ocitno so torej lihi cikli
zvezdno super popolni grafi, ki niso popolni, torej tudi ne super popolni. Prav tako
opazimo, da so vsi zvezdno popolni grafi tudi y*-ekstremni.
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V razdelku 7.3 bomo izpeljali oceno za krozno kromatic¢no stevilo leksikografskega
produkta grafov, kar nam bo omogocilo konstrukcijo novih zvezdno super popolnih
grafov iz lihih ciklov.

7.2 Osnovne lastnosti y°

Krozno kromati¢no stevilo x°(G, w) uteznih grafov je definirano kot infimum stevil r,
za katere obstaja r-krozno barvanje grafa (G,w). Pokazimo najprej, da je infimum
dosezen.

Izrek 7.1.[8] Naj bo (G,w) uteini graf na mnoZici tock {xy,zy,...,2,}. Ce je
X (G, w) =r, obstaja r-krozno barvanje grafa (G,w).

Dokaz. Naj bo x“(G,w) = r. Iz definicije x“(G,w) sledi, da obstaja padajoce za-
poredje (rﬂ')jelN’ ki konvergira proti r, ko gre j proti oo, in za vsak j obstaja r;-krozno
barvanje ¢; grafa (G,w). Vsak ¢; predstavlja taksno preslikavo iz V(G) v odprte in-
tervale kroznice C; obsega r;, pri kateri ima vsak interval ¢;(z), = € V(G), dolzino
natanko w(x) in za poljubo povezavo ry € E(G) velja ¢;(x) N¢;(y) = 0.

Definirajmo preslikavo ¢ iz V' (G) v C's preprosto skréitvijo kroznice C; v kroznico C
dolzine 1. Za preslikavo c; velja, da ima poljuben interval c(z), 2 € V(G), na kroznici
C' dolzino natanko w(x)/r; in za poljubno povezavo zy € E(G) velja cj(x) Ncj(y) = 0.
Oglejmo si zaporedje (c(z1));.y intervalov na kroznici C. Ker je C' kompaktna
mnozica, obstaja konvergentno podzaporedje (c};), Iy zaporedja (¢j(z1)) .y in lim-
itni interval ¢/(z;) z dolzino lim;_,o, w(z1)/r1; = w(xy)/r. V primeru, ko je lim-
itni interval zaprt ali polodprt, le odstranimo robne tocke, da dobimo odprt interval.
Sedaj si oglejmo zaporedje (¢};(2)) ;. y. Ponovno lahko izberemo konvergentno podza-
poredje (¢5;) ;N zaporedja (ci;(22)) ;.\ z limitnim (odprtim) intervalom ¢’(z2) dolzine
w(xg)/r. Na enak nacin definiramo 8e ¢ (z3), ¢ (x4), -, (z,). Za preslikavo ¢’ torej
velja d(z) = w(z)/r, x € V(G). Ker je (cjy;), N podzaporedje zaporedja (c;, j') Iy
in je ¢,y i(2i) N iy (wige) = 0, tudi za v € E(G) velja ¢ (z;) N ¢ (vi44) = 0. Ce
sedaj raztegnemo kroznico C' v kroznico obsega r, dobimo zeljeno r-krozno barvanje
grafa (G, w). O

Na tem mestu lahko pokazemo, da je v primeru racionalnih utezi tudi krozno kro-
maticno Stevilo racionalno.

Izrek 7.2.[8] Naj bo (G,w) uteini graf na mnozici tock {x1,zq,...,2,}. Ce s0
vrednosti w(zx;) racionalne, je tudi x°(G,w) racionalno Stevilo. Se wvec, ée imajo
w(x;) = a;/b skupni imenovalec b za neki a < Y1, a;, velja x(G,w) = a/b'.

Dokaz. Naj bodo vrednosti utezne funkcije w(x;) = a;/b racionalna stevila s skupnim
imenovalcem b in naj bo x°(G,w) = r. Privzemimo $e, da ¢ predstavlja r-krozno bar-
vanje grafa (G, w). Preslikava ¢ tako vsako tocko x grafa G preslika v interval ¢(z) na
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kroznici C' dolzine r. Za vsak tak interval oznac¢imo njegovo levo in desno krajisce v
smislu smeri urinega kazalca.

Pomozna trditev: Obstaja zaporedje razlicnih intervalov ¢(z,,), ¢(Zay), - .. ,¢(Ta,),
v katerem je desno krajisce c(z,;) enako levemu krajiscu intervala ¢(z,,,,) in desno
krajisce c(z,,) enako levemu krajiscu intervala c(z,, ).

Dokaz pomozne trditve. Naj bo D usmerjen graf na tockah {z,zs,...,2,}. Mno-
zica povezav grafa D vsebuje povezavo od x; do x; natanko tedaj, ko je levo krajisce
intervala ¢(z;) enako desnemu krajis¢u intervala c(z;).

Ce pomozna trditev ne bi bila resni¢na, graf D ne bi vseboval nobenega usmerjenega
cikla. Definirajmo nivo [(x) tocke x kot dolzino najdaljse usmerjene poti, ki se konca
v tocki z, kjer je dolzina poti stevilo tock na njej. Razdalja d(p,p’) med poljubnima
tockama p in p’ na kroznici C' je dolzina krajsega loka, ki povezuje tocki p in p’. Naj
poljubno tocko x premaknimo interval ¢(x) v nasprotni smeri urinega kazalca za dolzino
§/2®), tako da dobimo novo preslikavo ¢ iz V(G) v mnozico intervalov kroznice C.

Sedaj bomo pokazali, da tudi ¢’ predstavlja r-krozno barvanje grafa (G,w). Ker
smo intervale ¢(z) le premaknili, ostane dolzina intervala ¢’(z) enaka w(x). Naj bo
z;1; povezava grafa G, torej sta intervala c(z;) in ¢(z;) disjunktna. Ce intervala c(z;)
in ¢(z;) nimata skupnega krajisca, sta zaradi izbire 0 tudi intervala ¢'(z;) in ¢(z;)
disjunktna. Ce pa imata intervala ¢(z;) in ¢(z;) skupno krajisce (intervala sta odprta,
zato sta Se vedno disjunktna), je ali desno krajisce c(z;) enako levemu krajiscu c(z;)
ali desno krajisce c(z;) enako levemu krajiscu c¢(x;). Brez izgube na splosnosti lahko
privzamemo, da je desno krajisée c(z;) enako levemu krajiscu c(z;). Ce potujemo
po ciklu C' v smeri urinega kazalca, je interval c(z;) pred intervalom c(z;), zato velja
I(z;) < l(z;). Iz definicije ¢’ sledi, da interval ¢(z;) premaknemo dlje v nasprotni smeri
urinega kazalca kot interval ¢(z;), zato sta intervala ¢'(z;) in ¢/(z;) Se vedno disjunktna.
Torej tudi ¢ predstavlja r-krozno barvanje grafa (G, w).

Velja celo vec: desno krajisce ¢/(x;) ni ve¢ enako levemu krajis¢u intervala ¢'(z;),
torej desno krajisce ¢/(x) ni enako levemu krajiséu nobenega intervala ¢/ (y). Naj bo §' =

min{d(p, p'); p, p’ krajiséi intervalov ¢(x;),i = 1,2,...,n} in naj bo A poljuben odprt
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interval na C' dolzine ¢', ki ne vsebuje nobenega krajisca intervalov ¢ (xy), ¢ (xs), ... (z,).

Interval A izrezemo iz kroznice C in zlepimo dobljeni krajis¢i. Tako dobimo novo
kroznico obsega r — §'. Vsakemu intervalu ¢/(z), ki vsebuje interval A, premaknemo
desno krajisée v smeri urinega kazalca za dolzino ¢’ in levo krajisée pustimo nespremen-
jeno. Ker desno krajisce intervala ¢’ (x) ni levo krajisée nobenega drugega intervala ¢/ (y)
s tem postopkom ne dobimo novih presecis¢ med intervali ¢/(z;). Tako smo konstru-
irali (r — 0')-krozno barvanje grafa (G, w), kar je v nasprotju s predpostavko, da je
X“(G,w) =r. S tem je pomozna trditev dokazana. O
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Naj bo ¢(Za,), ¢(Tay), - - . ,¢(Za,) zaporedje razliénih intervalov, v katerem je desno
krajisce c¢(z,,) enako levemu krajiscu intervala c(z,,,,) in desno krajisce c(z,,) enako
levemu krajiséu intervala c(z,,). Tedaj unija teh intervalov obkrozi cikel C' natanko
s-krat, s € IN. Skupna dolzina intervalov je torej enaka

kjer jea <377, a;. a

Ker je zvezdno kromatic¢no stevilo enako kroznemu kromati¢nemu stevilu x¢(G, w),
ko je za vsako tocko z w(x) = 1, iz izreka 7.2 ponovno razberemo, da je zvezdno
kromati¢no stevilo vedno racionalno stevilo.

Trditev 7.3.[8] Naj bo (G,w) utezni graf na mnoZici tock {x1,xq,...,xn}, ki so
oznacene tako, da velja w(xy) > w(xg) > -+ > w(xy,). Ceje x°(G,w) =r, velja ocena
(G, w) <14 w(xy), kjer k zadoséa neenakosti ¥ w(z;) < r.

Dokaz. Naj c predstavlja r-krozno barvanje grafa (G,w). Ker je SF ' w(x;) < 7,
obstaja tocka p na ciklu C, ki ni vsebovana v nobenem intervalu ¢(z;), i =1,2,..., k—1.
V tocki p prerezemo kroznico in dobimo interval I dolzine r. Intervale ¢(x), ki vsebujejo
tocko p, s tem razbijemo na dva dela. Z s oznac¢imo najvecjo dolzino vseh takih delov.
[z izbire tocke p vidimo, da velja s < w(xy). Interval I na enem koncu podaljsamo za
dolzino s. Tako lahko prestavimo vse dele razbitih intervalov iz drugega konca intervala
I na dodani del. S tem smo dobili (r + s)-intervalno barvanje grafa (G, w). Torej je

X(G,w) <r+s<r+w(z).
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7.3 Zvezdno super popolni grafi in leksikografski
produkt

Spomnimo se, da je graf G zvezdno popoln, ¢e je x°(G,w) = w;(G,w) za poljubno
0 — 1 utezno funkcijo, in da je G zvezdno super popoln, ce je x°(G,w) = wr(G,w) za
poljubno utezno funkcijo w. Podobno definiramo tudi popolne in super popolne grafe,
le da namesto x¢ in w; uporabimo x in w.

V razdelku 7.1 smo zapisali, da so vsi zvezdno super popolni grafi tudi zvezdno
popolni, vsi popolni grafi tudi zvezdno popolni in vsi super popolni grafi tudi zvezdno
super popolni. Dvodelni grafi so super popolni (2 < x;(G) < x*(G) < x(G) =2) [8],
torej tudi zvezdno super popolni.

V tem razdelku bomo videli, da so vsi cikli in komplementi lihih ciklov zvezdno
super popolni grafi. Nato bomo pokazali, da je leksikografski produkt zvezdno super
popolnega grafa s super popolnim grafom tudi zvezdno super popoln graf. S tem
dobimo orodje za konstrukcijo veéjih zvezdno super popolnih grafov.

Izrek 7.4.[8] Vsi cikli so zvezdno super popolni grafi.

Dokaz. Ker so vsi dvodelni grafi zvezdno super popolni, nam preostane pokazati izrek
za lihe cikle. Naj bo Cqtyq lih cikel s tockami {0,1,...,2k} in povezavami i(i + 1);
i=0,1,...2k—11in (2k)0. Najbow :{0,1,...,2k} — [0, 00) poljubna utezna funkcija
in

w=w(Copy1,w) =max{w(i) +w(i+1);i=0,1,...,2k},

kjer je w(2k 4+ 1) = w(0). Definirajmo se

T = 7(Copqr,w) = 7 Zw(z)

in 7 = max{w, 7}. Ocitno je w;(G,w) > w. Ker je v vsaki neodvisni mnozici Coj1
najve¢ k tock, je tudi ws(G,w) > 7 in zato wy(G,w) > 7.

V nadaljevanju bomo pokazali, da je graf (Cygyq,w) r-krozno obarvljiv. Od tod
sledi wy(Copt1, w) = x°(Cokt1,w) = 7, kar pomeni, da je Cy1q zvezdno super popoln
graf.

Oglejmo si najprej primer, ko je 7 > w. Naj bo C cikel dolzine r = 7 = £ 325 w(i).
Na tem mestu definiramo r-krozno barvanje ¢ grafa Cy;, 1 na naslednji nac¢in: Naj bo
¢(0) interval na C dolzine w(0). Privzemimo, da smo c(i) ze definirali. Naj bo ¢(i + 1)
interval dolzine w(i + 1), ¢igar levo krajisce je enako desnemu krajis¢u intervala c(i).

Ker je Y%, w(i) = kt, unija intervalov ¢(i) obkrozi kroznico C' natanko k-krat.
Tedaj je levo krajisce intervala ¢(2k) enako desnemu krajiséu intervala ¢(0). Oglejmo

96



7. UtezZni grafi

si poljubno povezavo i(i + 1) grafa Cyyq (Ce je i = 2k, je i + 1 = 0). Iz konstrukcije
preslikave ¢ vidimo, da je levo krajisce intervala c(i) enako desnemu krajiscu intervala
c(i +1). Ce upostevamo, da velja w(i) +w(i + 1) < r (iz definicije 7), sta intervala
c(i) in ¢(i 4+ 1) disjunktna. Torej je ¢ r-krozno barvanje grafa (Cyi1, w), zato trditev
v tem primeru velja.

Privzemimo sedaj, da je 7 < w. Naj boa = kr — Y% w(i) = k(w —7) > 0in b =
S (w—(w(i) +w(i+1))). Tedajje b= (2k+1)7—2¥* w(i) = w+2a > 2a. Potem
obstaja 2k +1 realnih §tevil dg, d1, . . ., dax, za katere velja 0 < §; < w— (w (i) +w(i+1))
in Y%, 6; = a, saj je vsota zgornjih mej vsaj dvakrat vecja od a. Naj bo C cikel obsega
r = w in definirajmo preslikavo ¢ iz mnozice tock grafa Cy,,q v intervale kroznice C' na
naslednji nac¢in: Naj bo ¢(0) poljuben interval na kroznici C' dolzine w(0). Privzemimo,
da smo ¢(i) ze definirali. Naj bo ¢(i + 1) interval na C dolzine w(i + 1), ¢igar desno
krajisce je od levega krajisca intervala c(i) oddaljeno za ¢;.

Kerje §; +w(i) +w(i+1) <w = r, sta za poljuben i = 1,2,...,2k — 1 intervala c(7)
in c(i + 1) disjunktna. Ker je ¥%*,(w(i) 4+ &;) = kr, unija intervalov c(i) in presledkov
med njimi dolzine §; obkrozi kroznico C' natanko k-krat, zato se leva stran intervala
¢(0) in desna stran intervala ¢(2k) ne prekrivata. Ker je tudi o + w(0) + w(2k) < r,
sta intervala ¢(0) in ¢(2k) disjunktna. Tedaj je preslikava ¢ r-krozno barvanje grafa
(CQk-I—l) ’U)). O

W. Deuber in X. Zhu [8] sta pokazala, da je tudi komplement poljubnega lihega
cikla zvezdno super popoln.

Sedaj, ko poznamo nekaj druzin zvezdno super popolnih grafov, bomo pokazali, da
lahko s pomocjo leksikografskega produkta konstruiramo Se ve¢ taksnih druzin grafov.

Leksikografski produkt, (G[G'], ww'), uteznih grafov (G, w) in (G',w’) je lek-
sikografski produkt grafov G in G’ z utezjo ww', ki poljubni tocki (z,y) € V(G[G'))
priredi utez w(z)w'(y). Zanima nas, kako je krozno kromaticno stevilo grafa (G[G'], ww")
odvisno od kroznih kromaticnih stevil grafov (G, w) in (G',w').

Trditev 7.5.[8] Naj bo (G, w) utezni graf, kjer tocke z nenicéelno utezjo inducirajo
graf brez izoliranih tock. Za poljuben graf (G',w') velja

X (G, w)x(G' w') < x(GIG'],ww') < x(G,w)x(G', w').

Dokaz. Najprej pokazimo prvo neenakost x;(G, w)x(G',w') < x“(G|G'],ww'). Naj
bo x¢(G[G'],ww'") = r in b r-krozno barvanje grafa (G[G'], ww'). Preslikava b vsaki
tocki grafa G[G'] priredi interval na kroznici C' dolzine r. Za vsako tocko p kroznice C
oznacimo z S, mnozico tock = € V(G), za katere je p € b(z,y) za neko tocko y € V(G').
Iz definicije leksikografskega produkta in r-kroznega barvanja sledi, da je S, neodvisna
mnozica grafa G. Interval A na kroznici C' imenujemo elementarni interval, ¢e je A
maksimalni interval, pri katerem za poljubni tocki p,p’ € A velja S, = 5,. Ce je A
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elementarni interval in p € A, oznacimo Sy = S, za tocko p € A. Razli¢ni elementarni
intervali so disjunktni, vendar lahko za razlicna elementarna intervala A in B velja
Sa = Sp. Naj bo ¢ preslikava iz mnozice neodvisnih mnozic tock grafa G' v poltrak
[0, 00), definirana s predpisom ¢(S) = Y g,—5[(A), kjer je I(A) dolzina intervala A. Na]
bo ¢(S) = 0 v primeru, ko za vse elementarne intervale A velja S # Sa4.

Sedaj bomo pokazali, da za poljubno tocko x € V(G) velja,cq ¢(S) > w(z)x (G, w').
Privzamemo lahko, da je w(z) > 0, saj je v nasprotnem primeru ocena ocitna. Iz defini-
cije sledi

D_c(S) =20 > WA = > U(A).

TES TES S4=S TES A

Oznacimo z I, unijo vseh intervalov b(z,y) (y € V(G")). Ker je vsaka tocka kroznice
C, ki je v I, vsebovana vsaj v enem intervalu b(x, y) in obratno, je I, = U,es, 4. Ker
so razlicni elementarni intervali disjunktni, velja

> UA) = U(1LL).

TES A

Ker obstaja tocka z nenicelno utezjo, ki je sosednja tocki x, I, ne pokriva cele kroznice
C. Zato lahko gledamo na I, kot na interval. I, je lahko tudi disjunktna unija inter-
valov, vendar nas v nadaljevanju to ne bo motilo in lahko te intervale zlepimo.
Preslikava b preslika vsako tocko y € V(G') v podinterval b(z, y) intervala I, dolzine
w(z)w'(y). Torej je skupna dolzina intervala I, vsaj w(z)x(G',w'). Tako velja

> o(8) = w(@)x (G w').

€S

Iz definicije r-deljenega barvanja uteznega grafa sledi

Z C(S) > Xf(Ga w)X(G’: wl)'

Ses

Unija vseh elementarnih intervalov je enaka ciklu C' dolzine r. Ker je Y- ¢(S) = r, velja
ocena

r> Xf(G: w)X(GI: wl)'

Dokazimo sedaj e drugo neenakost x°(G[G'],ww') < x°(G,w)x(G',w'"). Naj bo
X“(G,w) = r in naj bo b r-krozno barvanje grafa (G, w), to je preslikava, ki vsaki tocki
x grafa G priredi interval na kroznici C' z dolzino w(x). Raztegnimo sedaj kroznico C' v
kroznico C' obsega r - x(G',w'). S tem raztegnemo tudi poljuben interval b(z) v inter-
val b'(z) na kroznici C" dolzine w(z)x(G',w'). Nato definiramo preslikavo b,, ki vsaki
tocki y grafa G’ priredi podinterval intervala b'(z) tako, da ima interval b,(y) dolzino
w(z)w'(y) in so podintervali sosednjih tock disjunktni. Taksna preslikava obstaja zaradi
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definicije intervalnega kromatic¢nega stevila. Preslikava b* sedaj vsako tocko (z,y) grafa
G[G"] preslika v interval b,(y) kroznice C'. Tako b* predstavlja x°(G,w)x (G, w')-
barvanje grafa (G[G'], ww'), zato je x°(G[|G'], ww') < x°(G,w)x(G', w"). O

Od tod sledi naslednja posledica.

Posledica 7.6. Ce je Xf(G,w) = x°(G,w) in podgraf, induciran s tockami z
nenicelnimi utezmi, ne vsebuje izoliranih tock, za poljuben utezni graf (G',w') velja

XC(G[G’]’ ’LU’U)') = XC(G’ w)X(GI’ wl)'

Prepricajmo se, da je pogoj, da graf, induciran s tockami z nenic¢elnimi utezmi, ne
vsebuje izoliranih tock, potreben. Vzemimo primer, da graf G vsebuje eno tocko x.
Vidimo, da je x°(G[G'],ww') = x(G,w)x (G, w') = w(zx)x(G',w'). V primeru vecjih
grafov, kjer obstajajo izolirane tocke podgrafa, induciranega s tockami z nenicelnimi
utezmi, dobimo v produktu (G[G'], ww') komponente, ki pripadajo tem izoliranim
tockam. Naj bo X = {zy,,...,2;} mnozica izoliranih toc¢k v grafu, induciranem
s tockami z nenicelnimi utezmi grafa (G,w), in naj velja w(z;) > w(x;) za vse i =
1,2,...,k. Naj bo G" = G — X. Komponente, ki pripadajo izoliranim tockam, ima-
jo krozno kromatiéno stevilo enako w(z;)x*(G',w'), zato iz trditve sledi veljavnost
enakosti

XC(G[G’]’ ’LU’U)’) = maX{XC(G”’ ’LU)X(GI, w’)a w(l‘l)XC(G” wl)}'

Ker se definiciji deljenega barvanja na grafih brez utezi in na uteznih grafih razliku-
jetale v pogoju Y,cx ¢(X) > 1( ali > w(x)), je dokaz izreka 6.6 enak dokazu naslednje
leme:

Lema 7.7. Za poljubna utezna grafa (G,w) in (G',w') velja
X7 (GG, ww') = x; (G, w)xs (G, w').
Sedaj lahko pokazemo izrek, ki nam da konstrukcijo novih zvezdno super popolnih

grafov.

Izrek 7.8.[8] Ce je G zvezdno super popoln graf in G' super popoln graf, je leksiko-
grafski produkt G[G'] zvezdno super popoln graf.

Dokaz. Naj bo G zvezdno super popoln graf in G' super popoln graf. Tedaj je
X°(G,w) = x¢(G,w) za poljubno utezno funkcijo w. Iz posledice 7.6 sledi enakost

X (GG, ww') = x(G, w)x (G, w')
in iz leme 7.7 enakost

Xy (GG, ww') = X (G w)x (G w').

99



7. UtezZni grafi

Ker je deljeno kromatic¢no stevilo uteznih grafov enako deljeni tezi klike, velja
wi (GG, ww') = wp(G,w)w (G, w').

Graf G je zvezdno super popoln, graf G’ pa super popoln, zato je x°(G,w) = w; (G, w)
in x(G",w') = wp(G',w'") = w(G' w'). Ce sedaj zdruzimo dobljene enakosti, vidimo,
da je za poljubni utezni funkciji w in w’

X(G[G'], ww') = x;(G[G'], ww').

Tedaj je graf G|G'] zvezdno super popoln. O

Zaklju¢imo to poglavje z odprtimi vprasanji [8]:

e Alije x°(G,w) = x(G,w) za poljubno utezno funkcijo natanko tedaj, ko je graf
GG super popoln?

e Alije x°(G,w) = x(G,w) za 0 — 1 utezno funkcijo natanko tedaj, ko je graf G
popoln?

e Ali so grafi G{ zvezdno super popolni?
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Poglavje 8
Zakljucek

V tem, zadnjem poglavju, bomo predstavili ostale rezultate, ki so jih izpeljali avtorji in
obravnavajo zvezdno kromaticno Stevilo, dodali pa bomo tudi nekaj prvih ugotovitev
o zvezdnem kromati¢cnem indeksu.

V [14] je definirana polinomska Turing prevedljivost (ali le Turing prevedljivost)
problema IT na problem II' kot algoritem A, ki resi problem II z uporabo hipoteti¢nega
podprograma S za resitev problema IT', in je v primeru, ¢e je S polinomski algoritem
za problem IT', algoritem A polinomski za problem II. NP-ekvivalenten problem je
problem, ki je Turing prevedljiv na NP-poln problem in na katerega je Turing prevedljiv
vsaj en NP-poln problem. NP-ekvivalenten problem ima polinomsko resitev natanko
tedaj, ko je P = NP. Naj bo STARCOLOR problem odlocitve na grafu G, ali velja
X*(G) < x(G). D. R. Guichard [15] je pokazal, da je STARCOLOR NP-ekvivalenten
problem.

Za poljubno (k, d)-barvanje ¢ grafa G definirajmo usmerjen graf H¢(c) kot graf na
mnozici tock grafa G, kjer je povezava (u,v) usmerjena od u do v, ¢e velja c(v) =
c(u) +d(mod k). Poljubno (k, d)-barvanje grafa G imenujemo acikli¢no barvanje, e
je graf H{ aciklicen (brez ciklov). D. R. Guichard [15] je dokazal, da velja x*(G) < k
natanko tedaj, ko ima graf G kaksno aciklicno (k,1)-barvanje. S tem dobimo $e en
potreben in zadosten pogoj za veljavnost enakosti x*(G) = x(G).

Zvezdno kromati¢no Stevilo pa nastopa tudi v oceni skrajnega neodvisnostnega
razmerja grafa. X. Zhu in S. Fraser [36] sta definirala neodvisnostno razmerje,
i(G), grafa G kot razmerje i(G) = a‘(G(’? Skrajno neodvisnostno razmerje, (G),
definiramo kot limito I(G) = limy_,« i(G*) [23]([36]), kjer je G* kartezi¢ni produkt
k kopij grafa G. P. Hell, X. Yu in H. Zhou [23]([36]) so pokazali, da je zaporedje

(i(G*)), N nenarascajoce in da velja ocena
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o I
=@ ~ @y

Zato limita obstaja in velja

. 1
i(G) > I(G) > m

Znana je tudi boljsa zgornja ocena za I(G) [18]([36]):

1 1
v =1 = ey

Tedaj se je postavilo vprasanje, ali obstaja boljsa ocena za I(G) in ali lahko I(G)
zavzame tudi kakSno vrednost znotraj intervala [ﬁ, m] Na drugo vprasanje sta

X. Zhu in S. Frazer [36] odgovorila s primerom grafa G = C5[P], kjer je P Petersenov
graf. Za graf G velja
1 1

v@ > 19> @y

Pomembnejsi rezultat [36] pa je ocena

e = xX*(G)

S tem rezultatom dobimo nov grafovski parameter —=, ki lezi med deljenim in zvezd-

Gy’
nim kromati¢nim Stevilom:

(@) < % < *(G) < 1(G).

Zaporedje kromati¢nih razlik grafa G, cds(G), je definirano kot
cds(G) = (01 (G), a2(G) — oq(G), ..., 04(G) — 1 (G), ..., ay(@) — Qy(@)-1),

kjer z a;(G) oznac¢imo najvecje stevilo tock t-obarvljivega, induciranega podgrafa grafa
G. Normalizirano zaporedje kromati¢nih razlik grafa G, ncds(G), je definirano
kot ncds(G) = cds(G)/|G|. Skrajno normalizirano zaporedje kromati¢énih raz-
lik grafa G, NCDS(G), je enako limiti ncds(G*), ko gre k proti neskonénosti:
NCDS(G) = lim neds(G*).
—00

Zaporedje (zy)p_, dominira zaporedje (yx)r_, in zapisemo (xy) > (yx), Ce veljata
naslednja pogoja:

n n
1. Z Ty = Z Y 1N
k=1 k=1
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P P
2. ZkaZzapzl,Z,...,n—l.
k=1 k=1

H. Zhou [33] je pokazal, da za poljuben graf G velja

111 —1
NCDS(G) = (—*,—*,...,—*,1—X _ )
X" X X X

kjer je x = x(G) in x* = x*(G).

X. Zhu [38] je s sodelavci izpeljal tudi nekaj ocen zvezdnega kromati¢nega Stevila
grafov Mycielskega. Za poljuben graf G z mnozico tock {x1,zs,...2,} naj bo u(G)
graf Mycielskega, definiran na naslednji nacin: Vsaki tocki z; grafa G priredimo
tocko !, ki jo povezemo 7 vsemi sosedi tocke x;. Na koncu grafu dodamo Se tocko u in
jo povezemo 7 vsemi prirejenimi tockami zi. Naj bo p*(G) = u(u*~'(G)). Dokazane
so naslednje ocene:

XM (@) < x(WF(@)) = 5, e je x(G) =k + 1,
X*(1(G)) = x(G), ceje i =1,21in x(G) > 241,

X (12(G)) = x(G) — 3, ¢e je x*(G) < x(G) — 3.

Naj bo d poljubno naravno stevilo. Dvojno (n,d)-oznacevanje grafa G je pres-
likava, ki vsaki tocki G priredi podmnozico mnozice Z,, moci 2 tako, da se poljubni
Stevili na sosednjih tockah grafa razlikujeta vsaj za d po modulu n. Vrednost dvoj-
nega d-oznacevanja grafa G, r*(G, d), je najmanjse Stevilo n, za katero obstaja dvojo
Z)
(vse podmnozice mnozice Z,, moci 2), kjer sta tocki {uy, us} in {v1,v2} povezani, ce za
poljubna i in j velja |u; — v;], > d.

Pri izpeljavi ocen kromatic¢nega stevila karakteristi¢nih grafov dvojnega (n, d)-ozna-
¢evanja, sta D. R. Guichard in J. W. Krussel [16] uporabila osnovne lastnosti zvezdnega
kromati¢nega Stevila ter karakteristiénih grafov G¢. Pokazala sta naslednji izrek:

Naj bo G k-kromaticen graf. Potem je

(n, d)-oznacevanje grafa G. Karakteristi¢ni graf G*(n, d) je graf z mnozico tock (

r*(G,d) =2 k=1,
r*(G,d) = 2d + 2 k=2,
(G, d) € [3d + 4, 4d + 4] k=4,
r*(G,d) € [(k—1)d+3,kd+ k] ;k#1,24.

Pokazala sta tudi, da v primeru, ko je n > 2d + 2 in n # d(mod d + 1), velja
r* (G d) = n.
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8. Zakljuéek

Omenimo Se definicijo zvezdnega kromati¢nega stevila na hipergrafih, ki sta jo vpel-
jala L. Haddad in H. Zhou [17]. Hipergraf H je graf z mnozico tock {hq,...,h,} in
mnozico hiperpovezav oblike h; h;, - -- h;,. Hipergraf, v katerem vsaka hiperpovezava
vsebuje natanko h tock, imenujemo h-enotni hipergraf.

Naj bo h > 2, k > 2d, h,k,d € Z" in H h-enotni hipergraf. Preslikavo ¢ :
V(H) — Zj, imenujemo krepko (k,d)-barvanje H, ¢e za poljubni tocki u in v grafa
H velja |c(u) — ¢(v)|r, > d brz, ko par {u,v} nastopa v kaksni hiperpovezavi grafa H.
Preslikavo ¢ imenujemo §ibko (k,d)-barvanje H, ¢e tocke na nobeni hiperpovezavi
niso obarvane z isto barvo in ¢e za poljuben par {u,v} C V(H), ki nastopa v kaksni
hiperpovezavi grafa H velja c(v) # c¢(u) = |c¢(v) — c¢(u)|p > d. Krepko (3ibko) (k,1)-
barvanje H imenujemo kar krepko (8ibko) k-barvanje. Tako je krepko kromati¢no
stevilo, xx(H), hipergrafa H (oz. S§ibko kromati¢no Stevilo, y(H)) najmanjse
stevilo k, za katero obstaja krepko ($ibko) k-barvanje H. Za k > hd definirajmo h-
hiperkrozni graf, Hj(k,d), kot h-enotni hipergraf z mmnozico tock Zj in mnozico
povezav

E(Hy(k,d)) = {1 -in;ij; € Zy, |ip —islp > d, zaVrin s =1,2,... h}.

Vidimo, da je krepko (k,d)-barvanje h-enotnega hipergrafa H preprosto homomor-
fizem ¢ : H — Hy(k,d), ki vsako hiperpovezavo grafa H preslika v hiperpovezavo
grafa Hy(k,d). L. Haddad in H. Zhou [17] sta za krepko (k,d)-barvanje h-enotnega
hipergrafa pokazala podobne lastnosti, kot veljajo za (k, d)-barvanje obic¢ajnih grafov in
vpeljala definicijo krepkega zvezdnega kromatiénega stevila, y;(H), h-enotnega
hipergrafa H. Dokazala sta, da je x5(H) = min{k/d; H je krepko (k, d)-obarvljiv } in
da velja tudi ocena x;(H) — 1 < x5(H) < xx(H). Na enak nacin, kot za grafe G¢, sta
pokazala, da je

i (Hn (k) = 2

S8

Zvezdno kromati¢no Stevilo, x*(H), h-enotnega hipergrafa H sta avtorja v [17]
definirala kot

X*(H) = min{k/d; H je sibko (k,d)-obarvljiv }.

Za x*(H) prav tako velja ocena x(H) — 1 < x*(H) < x(H).

Steinerjev trojni sistem STS je 3-enotni hipergraf S, kjer je poljuben par tock
grafa natanko v eni hiperpovezavi S. Delni Steinerjev trojni sistem DSTS je 3-
enotni hipergraf S, kjer je poljuben par tock grafa v najveé eni hiperpovezavi S. V [17]
je pokazano, da sta problema odlocitve, ali za dani h-enotni hipergraf obstaja krepko
(k, d)-barvanje in ali za dani DSTS obstaja sibko (k, d)-barvanje, NP-polna problema.
Za poljuben STS graf S velja

X*(S) = x(5).
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8. Zakljuéek

Za konec definirajmo zvezdni kromatic¢ni indeks in izpeljimo nekaj ocen zvezdnega
kromati¢nega indeksa.

Graf G je k-obarvljiv po povezavah, ce lahko obarvamo povezave grafa G s k
barvami tako, da se barvi sosednjih povezav razlikujeta. Ce je graf G k-obarvljiv po
povezavah in ni (k — 1)-obarvljiv po povezavah, pravimo, da je kromatiéni indeks
grafa G enak k in zapisemo x'(G) = k.

Slavni Vizingov izrek pravi, da za vsak graf velja

A(G) < X'(G) <A(G) +1,

kjer je A(G) najvecja stopnja tock grafa G.

Za dvodelne grafe je x' vedno na spodnji meji, za polne grafe K, pa je x' na spodnji
meji, ¢e je n sod in na zgornji, ¢e je n lih.

Povezavni graf, L(G), grafa G, je graf, ki ga dobimo iz grafa G tako, da zamen-
jamo vlogi tock in povezav. Tako povezave grafa G postanejo tocke grafa L(G), ki

so povezane, ¢e jih dobimo iz sosednjih povezav. Definirajmo zvezdni kromaticni
indeks, x"*(G), grafa G kot:

X"(G) = x*(L(G)).
Trditev 8.1. Za poljuben graf G velja
A(G) < X"(G) <X(G) <AG) + 1.

Dokaz. Drugo neenakost dobimo z uporabo Vizingovega izreka:
X"(G) = x*(G) < X(L(G)) = X'(G) < A(G) + 1.

Dokazimo $e neenakost A(G) < x*(G). Ker v G obstaja tocka, v kateri se dotika A(G)
povezav grafa G, te povezave tvorijo poln podgraf Kx(s) v povezavnem grafu L(G).
Zato je A(G) = w(L(G)) < x(Ka@@) = X" (Ka) < X*(L(G)) = X*(G). =
Posledica 8.2. Ce je \'(G) = A(G), je tudi X'"*(G) = x'(G).

V posebnem torej velja x'*(Ky,) = 2n — 1 in x*(G) = A(G) za dvodelni graf G.
Trditev 8.3. Naj bo G graf, za katerega je A(G) > |E(G)|/d. Tedaj velja

YHG) € IAG) +k/ii=1,2,....d— 1,k =0,1,...,|E(G) —iA(G)).

Dokaz. Dokaz trditve sledi iz izreka 8.1 in posledice 1.12. O

Posledica 8.4. Ce je A(G) > |E(G)|/2, je X" (G) = X'(G).
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8. Zakljuéek

Dokaz. Ce je A(G) > |E(G)|/2, je i =1, zato X"*(G) = A(G) ali x"*(G) = A(G) + 1.
Ce pa je A(G) = 2|E(G)|, lahko v primeru, ko je i = 2, k zavzame le vrednost 0, torej
X" (G) = A(G). Ker ne more hkrati veljati x'*(G) = A(G) in X'(G) = A(G) +1 in ker
je X"(G) < X(G), velja X"(G) = X'(G). -

Iz posledice 8.4 sledi x*(K3) = x'(K5) = 6.
S to vpeljavo zvezdnega kromaticnega indeksa smo zakljucili pregled znanih rezul-
tatov zvezdnega kromaticnega stevila.
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