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Program magistrskega delaMagistrsko delo naj obravnava zvezdno kromati�cno �stevilo grafov. Narejen naj bokarseda popoln pregled znanih rezultatov te pomembne novej�se posplo�sitve klasi�cnegakromati�cnega �stevila. V posebnem naj bo obravnavano zvezdno kromati�cno �steviloravninskih grafov in grafovskih produktov. Sandi Klav�zar



PovzetekZvezdno kromati�cno �stevilo �? predstavlja najmanj�se racionalno �stevilo k=d, za kateroobstaja barvanje grafa s k barvami, ki se na sosednjih to�ckah razlikujejo vsaj za d. Zazvezdno kromati�cno �stevilo velja �� 1 < �? � �.V uvodu zapi�semo osnovne de�nicije in doka�zemo osnovne lastnosti zvezdnega kromati�cnega�stevila.V drugem poglavju vpeljemo geometrijsko predstavitev zvezdnega kromati�cnega in kro-mati�cnega �stevila. S tem dobimo nekaj zadostnih pogojev za enakost �? = �. Osrednji izrektega poglavja pove, da za izbrano zvezdno kromati�cno �stevilo obstaja poljubno velik graf spoljubno dol�zino najkraj�sega cikla in z izbranim zvezdnim kromati�cnim �stevilom.V naslednjem poglavju si ogledamo primere dru�zin ravninskih grafov z zvezdnim kro-mati�cnim �stevilom med 2 in 3. Izpeljemo konstrukcijo grafov s poljubnim zvezdnim kro-mati�cnim �stevilom med 2 in 3. Manj znani so ravninski gra� z zvezdnim kromati�cnim �stevilomenakim 3. Gra�, imenovani (2n+1)-kolesa, predstavljajo ravninske grafe, za katere velja ena-kost �? = � = 4, (2n + 1)-kolesa z razpolovljenimi pre�ckami pa imajo zvezdno kromati�cno�stevilo enako 3. Na koncu tretjega poglavja poka�zemo, da za nekatera racionalna �stevila rmed 3 in 4 obstaja ravninski graf s �? = r.V �cetrtem poglavju doka�zemo, da lahko z odstranitvijo to�cke grafa zvezdno kromati�cno�stevilo grafa zmanj�samo za 2 � " in da za poljubna " > 0 in k � 4 obstaja k-kriti�cen 2 ali3-povezan graf, za katerega velja neenakost �? < k�1+". Prav tako obstaja k-kriti�cen (k�1)-povezan graf s to lastnostjo. Podobna ocena velja tudi za k-kriti�cne grafe z veliko dol�zinonajkraj�sega cikla. Odprto pa ostaja vpra�sanje obstoja kriti�cnih grafov brez trikotnikov, zakatere velja enakost �? = �.V petem poglavju spoznamo deljeno kromati�cno �stevilo, �f , ki je nova posplo�sitev kro-mati�cnega �stevila. Izpeljemo dve interpretaciji deljenega barvanja in doka�zemo, da so lihicikli �?-ekstremni gra�, tj. gra�, za katere velja �? = �f .V �sestem poglavju poka�zemo, da je deljeno kromati�cno �stevilo leksikografskega produktagrafov enako produktu deljenih kromati�cnih �stevil grafov. Enakost �?(G[H]) = �?(G)�(H)pa velja natanko tedaj, ko je graf G �?-ekstremen. V razdelku 6.3 zapi�semo do sedaj znanelastnosti �? na drugih grafovskih produktih.V sedmem poglavju si ogledamo posplo�sitev zvezdnega kromati�cnega �stevila na ute�znegrafe in poka�zemo nekatere lastnosti, ki veljajo na gra�h brez ute�zi. V razdelku 7.3 zapi�semonekaj primerov zvezdno super popolnih grafov in nekatere lastnosti leksikografskega produktaute�znih grafov.V zadnjem, osmem poglavju, omenimo �se druge znane rezultate za zvezdno kromati�cno�stevilo.Math. Subj. Class. (1991): 05C15.Key words: chromatic number, circular coloring, critical graph, Farey sequence,fractional chromatic number, graph product, interval coloring, perfect graph, planargraph, star chromatic number, superperfect graph, vertex coloring, weighted graph.
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Poglavje 1UvodPomembno poglavje teorije grafov predstavljajo barvanja grafov. Zaradi natan�cnej�seklasi�kacije grafov je bilo v zadnjih letih vpeljano �ze ve�c posplo�sitev barvanja grafov.Mnogo posplo�sitev je dobljenih iz prakti�cnih primerov.Zelo naravna posplo�sitev je tako imenovano popa�ceno barvanje. J. A. Andrews inM. S. Jacobson [1] sta de�nirala (m; k)-obarvljive grafe kot grafe, ki jih lahko obarvamoz m barvami tako, da je vsaka to�cka sosednja z najve�c k to�ckami, ki so obarvane z istobarvo kot izbrana to�cka. Najmanj�so vrednost m, za katero je graf G (m; k)-obarvljiv,sta imenovala k-popa�ceno kromati�cno �stevilo.V mnogo prakti�cnih primerih je izbira barv na posameznih to�ckah omejena. Od todizhaja R-seznamsko barvanje. To je barvanje grafa, pri katerem lahko barvo to�ckex izberemo iz seznama barv R(x). Tak�sna seznamska barvanja so predstavili P. Erd�os,A. Rubin in H. Taylor [10], podoben koncept za barvanje povezav pa B. Bollob�as in A.J. Horris [4]. Graf G, ki je R-seznamsko obarvljiv za poljubne sezname barv R mo�cik, imenujemo k-seznamsko izbirljiv [10]. Za celi �stevili a in b, a � 2b > 1, je grafG (a; b)-izbirljiv, �ce za poljubno izbiro seznamov R(x) mo�ci a obstajajo podmno�ziceC(x) � R(x) mo�ci b, za katere je C(x) \ C(y) = ; br�z, ko sta to�cki x in y povezani.Najmanj�so med vrednostmi ab , za katere je graf G (a; b)-izbirljiv, imenujemo izbirljivo�stevilo in ozna�cimo chr(G).Omenili smo le dve od mnogo posplo�sitev barvanja grafov [28].V magistrskem delu bomo obdelali vse do sedaj znane rezultate o zvezdnem kro-mati�cnem �stevilu, ki je ena najnovej�sih posplo�sitev barvanja grafov.Pojem zvezdnega kromati�cnega �stevila je leta 1988 vpeljal A. Vince [32]. V ta namenje de�niral posplo�sena kromati�cna �stevila�k(G) = kmaxc2Ck minuv2E(G) jc(u)� c(v)jk , k = 1; 2; : : : ;kjer je jxjk = minfjxj; k�jxjg inCk mno�zica vseh k-barvanj grafaG. Pri izra�cunu �k(G)7



1. Uvod 8upo�stevamo k-barvanje grafa G, kjer se barve na sosednjih to�ckah �cimbolj razlikujejo.Zvezdno kromati�cno �stevilo�?(G) = infk�1�k(G)torej predstavlja \najbolj�se mo�zno" barvanje. Kot primer vzemimo n-cikel Cn. �Cepravje kromati�cno �stevilo lihih ciklov enako 3, jih le zaradi ene to�cke ne moremo obarvatiz dvema barvama. Torej je �(C2n+1) \skoraj" enak 2. Zvezdno kromati�cno �stevilo�?(C2n+1) = 2 + (1=n) nam da �zeljeno pribli�zno vrednost.J. A. Bondy in P. Hell [6] sta predstavila enostavnej�si pristop k zvezdnemu kro-mati�cnemu �stevilu, ki vodi h kombinatori�cnim izpeljavam osnovnih lastnosti zvezdnegakromati�cnega �stevila. Dokazi na ta na�cin postanejo kraj�si in enostavnej�si, zato bomoza de�nicijo �? uporabili ta pristop.Spoznali bomo tudi kro�zno kromati�cno �stevilo in pokazali, da je le-to enako zvezd-nemu kromati�cnemu �stevilu. S tem dobimo orodje, ki bo zelo uporabno v mnogihnadaljnjih izpeljavah.Prvo poglavje je razdeljeno na dva razdelka. V razdelku 1.1 bomo zapisali osnovnede�nicije, ki jih potrebujemo v magistrskem delu hkrati z de�nicijo zvezdnega kro-mati�cnega �stevila. V razdelku 1.2 bomo dokazali najosnovnej�se lastnosti zvezdnegakromati�cnega �stevila.1.1 Osnovne de�nicijeV magistrskem delu se bomo ukvarjali le s kon�cnimi, enostavnimi gra�. �Ce ne bodruga�ce re�ceno, bodo obravnavani gra� tudi neusmerjeni.Naj bo G poljuben graf. Z V (G) ozna�cimo mno�zico to�ck, z E(G) pa mno�zico pove-zav grafa G. Mo�c mno�zice to�ck jV (G)j bomo ozna�cevali z jGj.Naj bo k naravno �stevilo. Preslikavo c : V (G) ! f0; 1; : : : ; k � 1g, pri kateri zapoljubno povezavo uv 2 E(G) velja c(u) 6= c(v), imenujemo k-barvanje grafa G. �Ceobstaja k-barvanje grafa G, pravimo, da je graf k-obarvljiv. Kromati�cno �stevilo,�(G), grafa G je najmanj�se naravno �stevilo k, za katero je graf k-obarvljiv.Za poljubno pozitivno realno �stevilo y de�niramo na intervalu [0; y) preslikavojxjy = minfjxj; y � jxjg . Naj bosta k in d tak�sni naravni �stevili, da je k � 2d. Pre-slikavo c : V (G)! ZZk = f0; 1; : : : ; k � 1g, pri kateri za poljubno povezavo uv 2 E(G)velja jc(u)�c(v)jk � d, imenujemo (k; d)-barvanje grafa G. �Ce obstaja (k; d)-barvanjegrafa G, pravimo, da je graf (k; d)-obarvljiv. Kromati�cno �stevilo �(G) je torej naj-manj�se �stevilo k, za katero obstaja (k; 1)-barvanje grafa G, ki je hkrati tudi obi�cajnok-barvanje.



1. Uvod 9Zvezdno kromati�cno �stevilo grafa G, ozna�cimo ga s �?(G), je de�nirano nanaslednji na�cin:�?(G) = inffkd ; G je (k; d)-obarvljivg:Iz de�nicije lahko zlahka razberemo, da je zvezdno kromati�cno �stevilo podgrafamanj�se ali enako zvezdnemu kromati�cnemu �stevilu grafa.Graf G je k-kriti�cen, �ce je �(G) = k in za vsako to�cko v grafa G velja �(G� v) =k � 1. Graf G je k-kriti�cen po povezavah, �ce je �(G) = k in za vsako povezavo egrafa G velja �(G� e) = k� 1. Graf G je zvezdno kriti�cen, �ce je �?(G� v) < �?(G)za poljubno to�cko v 2 V (G). Graf G je zvezdno kriti�cen po povezavah, �ce je�?(G � e) < �?(G) za poljubno povezavo e 2 E(G). Graf je zvezdno nasi�cen vpovezavah, �ce dodajanje nove povezave h grafu pove�ca zvezdno kromati�cno �stevilo.Graf G je n-povezan, �ce moramo iz grafa G odstraniti najmanj n to�ck, da dobimonepovezan graf ali samo to�cko. Graf G je natanko n-povezan, �ce je n-povezan in ni(n+1)-povezan. Graf G je n-povezan po povezavah, �ce moramo iz grafa G odstrani-ti najmanj n povezav, da dobimo nepovezan graf. Graf G je natanko n-povezan popovezavah, �ce je n-povezan po povezavah in ni (n+ 1)-povezan po povezavah. ZnaniMengerjev izrek pravi, da je graf G n-povezan natanko tedaj, ko med poljubnimato�ckama obstaja vsaj n notranje disjunknih poti, ki povezujejo ti to�cki.Naj bo C kro�znica v IR2 dol�zine 1 in r poljubno realno �stevilo ve�cje ali enako 1.Ozna�cimo s C(r) mno�zico vseh odprtih intervalov na C dol�zine 1r . Preslikavo c iz V (G)v C(r), za katero velja, da je c(u)\c(v) = ; br�z, ko je uv 2 E(G), imenujemo r-kro�znobarvanje grafa G. �Ce tak�sno r-kro�zno barvanje obstaja, pravimo, da je G r-kro�znoobarvljiv. Kro�zno kromati�cno �stevilo grafa G je�c(G) = inffr;G je r-kro�zno obarvljivg.�Ce v de�niciji kro�znega barvanja zamenjamo kro�znico C z intervalom I dol�zine 1, stem de�niramo intervalno barvanje in enako tudi pripadajo�ce intervalno kromati�cno�stevilo. Naj bo I interval na IR dol�zine 1 in r poljubno realno �stevilo ve�cje ali enako1. Ozna�cimo z I(r) mno�zico vseh odprtih intervalov na I dol�zine 1r . Preslikavo c izV (G) v I(r), za katero velja, da je c(u) \ c(v) = ; br�z, ko je uv 2 E(G), imenujemor-intervalno barvanje grafa G. �Ce tak�sno r-intervalno barvanje obstaja, pravimo,da je G r-intervalno obarvljiv.Intervalno kromati�cno �stevilo grafa G je�I(G) = inffr;G je r-intervalno obarvljivg.Homomor�zem grafa G v graf H je preslikava f : V (G)! V (H), za katero velja,da je f(u)f(v) 2 E(H) br�z, ko je uv 2 E(G). Avtomomor�zem grafa G v graf H



1. Uvod 10je bijektivna preslikava f : V (G) ! V (H), za katero velja, da je f(u)f(v) 2 E(H)natanko tedaj, ko je uv 2 E(G). �Ce obstaja homomor�zem iz grafa G v graf Hpravimo, da je G homomorfen H in zapi�semo G! H. �Ce ne obstaja homomor�zemiz grafa G v graf H pravimo, da G ni homomorfen H in zapi�semo G 6! H. Graf Himenujemo jedro, �ce ne obstaja homomor�zem na noben njegov pravi podgraf. Primerijeder so polni gra� Kn. Za poljubna grafa G in K z v(G;K) ozna�cimo najve�cje �steviloto�ck podgrafa v G, iz katerega obstaja homomor�zem v graf K.Vpra�sanje obstoja homomor�zma iz G v poln graf na n to�ckah Kn je ekvivalentnovpra�sanju, ali je graf G n-obarvljiv. Zato pravimo, da je graf G H-obarvljiv, �ce je Ghomomorfen H, homomor�zem iz G v H pa imenujemo H-barvanje grafa G.Graf G je to�ckovno tranzitiven, �ce za poljubni to�cki u; v 2 G obstaja avtomor-�zem � grafa G, da je �(u) = v.Graf G imenujemo enoli�cno k-obarvljiv graf, �ce je G k-obarvljiv in vsako k-barvanje grafa G dolo�ca isto razbitje V (G) na barvne razrede. Graf G je enoli�cnoH-obarvljiv, �ce obstaja surjektivni homomor�zem c : G ! H in je vsak drug homo-mor�zem iz G v H kompozitum � � c homomor�zma c z avtomor�zmom � grafa H.Ko predstavimo racionalno �stevilo kot ulomek kd , vedno predpostavimo, da sta k ind tuji �stevili. Za racionalno �stevilo kd � 2 naj ima graf Gdk mno�zico to�ckV (Gdk) = ZZk = f0; 1; 2; : : : ; k � 1gin mno�zico povezavE(Gdk) = fij; ji� jjk � dg.Pri obravnavanju zvezdnega kromati�cnega �stevila dobi graf Gdk vlogo, kot jo imapolni graf pri obravnavanju kromati�cnega �stevila.Veliko posplo�sitev barvanj grafov je podanih s homomor�zmi grafov. Tako je (k; d)-barvanje grafa G homomor�zem grafa G v graf Gdk, oziroma Gdk-barvanje grafa G.Klika je maksimalen poln podgraf v grafu. Velikost najve�cje klike v grafu G ozna-�cimo z !(G). O�citno velja �(G) � !(G). To�cko v grafa G imenujemo univerzalnato�cka, �ce je v sosednja z vsako drugo to�cko grafa G. Mno�zico imenujemo neodvisnamno�zica to�ck grafa G, �ce nobeni to�cki te mno�zice nista sosednji v G. Mo�c najve�cjemaksimalne neodvisne mno�zice to�ck grafa ozna�cimo z �(G). Podmno�zico povezav Egrafa G imenujemo neodvisna, �ce poljubni povezavi iz E nimata skupnega kraji�s�ca.Graf, ki ga dobimo tako, da ciklu C2n+1 dodamo to�cko v in jo pove�zemo z vsakoto�cko cikla, imenujemo 2n + 1-kolo in ozna�cimo z W2n+1. Dodanim povezavam prav-imo pre�cke kolesa. Z fWn ozna�cimo graf, ki ga dobimo iz n-kolesa tako, da na vsakopre�cko dodamo to�cko.



1. Uvod 11Naj bosta G in H poljubna grafa. Produkt G � H grafov G in H v splo�snempredstavlja graf na mno�zici to�ck V (G) � V (H), medtem ko so povezave grafa G �Hde�nirane s funkcijo na povezavah faktorskih grafov G in H. Obstaja ve�c tak�snihproduktov, a so le �stirje najbolj pomembni: direktni produkt G�H (znan tudi kottenzorski, kategori�cni, Kroneckerjev, kardinalni, �sibki direktni produkt ali kar produkt),kartezi�cni produkt G2H, krepki produkt G2�H (znan tudi kot krepki direktniprodukt) in leksikografski produkt G[H].Naj bosta (a; x); (b; y) 2 V (G)� V (H). Potem je (a; x)(b; y) povezava vE(G�H) br�z, ko je ab 2 E(G) in xy 2 E(H),E(G2H) br�z, ko je ali ab 2 E(G) in x = y, ali a = b in xy 2 E(H),E(G2�H) br�z, ko je (a; x)(b; y) 2 (E(G�H) [ E(G2H)),E(G[H]) br�z, ko je ali ab 2 E(G), ali a = b in xy 2 E(H).O�citno je E(G�H) [ E(G2H) = E(G2�H) � E(G[H]).Za grafa G in H ter to�cko u grafa G de�niramo graf G(u;H) kot graf, ki ga dobimoiz G tako, da to�cko u nadomestimo z grafom H. Na mesto to�cke u postavimo grafH in vsako to�cko grafa H pove�zemo z vsemi sosedi to�cke u. Ozna�cimo z G(S;H)graf, ki ga dobimo iz G tako, da vsako to�cko iz podmno�zice to�ck S � V (G) grafa Gnadomestimo z grafom H, kot v primeru ene to�cke. Mimogrede tudi opazimo, da jeG(V (G); H) = G[H].1.2 Osnovne lastnosti �?V tem razdelku bomo pokazali, da je zvezdno kromati�cno �stevilo poljubnega grafaracionalno �stevilo, ki predstavlja okraj�sani ulomek z imenovalcem manj�sim ali enakim�stevilu to�ck grafa. Izpeljali bomo oceno � � 1 < �? � �, s pomo�cjo katere lahko izznanega zvezdnega kromati�cnega �stevila grafa izra�cunamo njegovo kromati�cno �stevilo.Izra�cunali bomo tudi �? polnih grafov in ciklov ter pokazali, da so karakteristi�cni gra�Gdk zvezdno kriti�cni in zvezdno nasi�ceni v povezavah.Trditev 1.1.[6] �Ce na grafu G obstaja (k; d)-barvanje in je kd � k0d0 , na G obstaja tudi(k0; d0)-barvanje.Dokaz. Naj bo c : V (G)! ZZk poljubno (k; d)-barvanje grafa G. De�nirajmo barvanjec0 : V ! ZZk0 s predpisomc0(v) = bd0d c(v)c za vse v 2 V:Naj bo uv povezava v G in recimo, da velja c(v) < c(u). Ker je c (k; d)-barvanje, veljad � c(u)� c(v) � k � d:



1. Uvod 12Zato jec0(v) + d0 = bd0d (c(v) + d)c � c0(u) � bd0d (c(v) + k � d)c� bd0d c(v) + kd0d � d0c � c0(v) + k0 � d0in d0 � c0(u)� c0(v) � k0 � d0:Tako c0 predstavlja (k0; d0)-barvanje grafa G. 2Posledica 1.2. �Ce na grafu G obstaja (k; d)-barvanje, obstaja tudi (k0; d0)-barvanje,kjer je kd = k0d0 in je D(k0; d0) = 1.Izrek 1.3.[6] �Ce na grafu G obstaja (k; d)-barvanje, D(k; d) = 1 in k > jGj, obstajana G tudi (k0; d0)-barvanje, kjer je k0 < k in k0d0 < kd .Dokaz. Ker je k > jGj, obstaja �stevilo i, ki ni barva nobene to�cke grafa G. Brezizgube na splo�snosti lahko privzamemo, da je i = d. �Ce obstajajo to�cke grafa barve2d, jih prebarvamo z barvo 2d � 1. Dobljeno barvanje je �se vedno (k; d)-barvanjegrafa G. Nadaljujemo s tak�sno zamenjavo barv vseh to�ck, ki so obarvane z barvami3d; 4d; : : : ; �d, kjer je � najmanj�se naravno �stevilo, za katero je �d � 1(mod k). Datak�sen � obstaja vemo po prepostavki, da je D(k; d) = 1. Tako dobimo (k; d)-barvanjegrafa G, pri katerem nobena to�cka grafa G ni obarvana z barvami iz mno�zice S =fd; 2d; 3d; : : : ; �dg.De�nirajmo sedaj k0 = k��. Ker barve iz mno�zice S niso porabljene pri dobljenem(k; d)-barvanju, lahko preostale barve preimenujemo tako, da barvo x spremenimo vbarvo x � jfy 2 S; y < xgj, in s tem dobimo novo barvanje c0 : V ! ZZk0. Pokazatimoramo le �se, da je barvanje c0 �zeljenega tipa.De�nirajmo sedaj � = �d�1k in ozna�cimo z Ij podmno�zico fj; j + 1; : : : ; j + d� 1g vZZk (ne v ZZk0). Vsaka podmno�zica Ij; j 6= 1, vsebuje natanko � elementov mno�zice S,saj na vsakem od � obhodov mno�zice ZZk dolo�cimo elemente mno�zice S, ki so natankoza dol�zino d narazen. Tako na vsakem obhodu dolo�cimo natanko en element mno�zice Sv vsako od podmno�zic Ij. Ker pa je v mno�zici S tudi element �d � 1(mod k), vsebujepodmno�zica I1 natanko � + 1 elementov mno�zice S.�Ce je uv 2 E(G), je jc(u) � c(v)jk � d in zato c(u) =2 Ic(v) in c(v) =2 Ic(u). Naj bod0 = d� �. Potem za c(u); c(v) 6= 1 veljajc0(u)� c0(v)jk0 � d� �.Brez izgube na splo�snosti lahko privzamemo, da velja c(u) < c(v). �Ce je c(u) = 1, veljac(v) � d+ 1 in zato c0(u) = 0. Od tod sledita neenakostic0(v) � d+ 1� (� + 1),



1. Uvod 13jc0(v)� c0(u)jk0 � jd+ 1� (� + 1)jk0 = d� �.Vidimo, da je c0 (k0; d0)-barvanje grafa G. Ker veljak0d0 = k � �d� � = k(k � �)d(k � �) + 1 < kd;je c0 �zeljeno barvanje. 2Posledica 1.4. Za poljuben graf G je�?(G) = minfkd ; G je (k; d)-obarvljiv; k � ng:Dokaz. �Ce na G obstaja (k; d)-barvanje, lahko iz posledice 1.2 in izreka 1.3 sklepamo,da obstaja na G tudi (k0; d0)-barvanje, kjer je k0 � n in k0d0 � kd . Tako je�?(G) = inffkd ;G je (k; d)-obarvljiv; k � ng:Ker je mno�zica fkd ;G je (k; d)-obarvljiv; k � ng kon�cna, lahko in�mum zamenjamo zminimumom. 2Posledica 1.4 nam pove, da je �? racionalno �stevilo. Trditev 1.1 pa nam zagotavlja,da za vsako racionalno �stevilo r � �? in poljubni naravni �stevili k in d, za katerivelja r = kd , obstaja (k; d)-barvanje grafa G. Tako na grafu G obstaja (k; d)-barvanjenatanko tedaj, ko velja �?(G) � kd .Trditev 1.5.[6] Za poljuben graf G velja�(G)� 1 < �?(G) � �(G).Dokaz. Iz de�nicije sledi, da je �?(G) � �(G). Velja tudi neenakost�?(G) > �(G)� 1,saj bi sicer po izreku 1.3 obstajalo (k; d)-barvanje grafa G, kjer je kd � �(G) � 1. Potrditvi 1.1 bi obstajalo (�(G) � 1; 1)-barvanje, torej bi veljalo �(G) � �(G)� 1, pro-tislovje. 2Posledica 1.6. Za poljuben graf G je�(G) = d�?(G)e:



1. Uvod 14V splo�snem je zvezdno kromati�cno �stevilo te�zje izra�cunati kot obi�cajno kromati�cno�stevilo. �Ce poznamo zvezdno kromati�cno �stevilo �?(G) grafa G, poznamo tudi obi�cajnokromati�cno �stevilo �(G) = d�?(G)e. Zvezdno kromati�cno �stevilo tako natan�cnejedolo�ca strukturo grafa kot obi�cajno kromati�cno �stevilo.Trditev 1.7.[32] Naj bo G graf z vsaj eno povezavo. Potem je �?(G) � 2 in enakostvelja natanko tedaj, ko je G dvodelen graf.Dokaz. Iz de�nicije (k; d)-barvanja sledi, da je �?(G) � 2.Naj bo G dvodelen graf. Po trditvi 1.5 velja ocena�?(G) � �(G) = 2,zato je �?(G) = 2.Obratno, �ce je �?(G) = 2, po trditvi 1.5 velja2 = �?(G) > �(G)� 1.Zato velja �(G) < 3, torej je �(G) = 2. To pomeni, da je G dvodelen graf. 2Lema 1.8. Naj bosta G in K poljubna grafa in H to�ckovno tranzitiven graf. �Ceobstaja homomor�zem f : G! H, veljav(G;K)jGj � v(H;K)jHj :Dokaz. Naj bodo H1; H2; : : : ; Hq najve�cji podgra� grafa H, iz katerih obstaja homo-mor�zem v graf K. Ker je H to�ckovno tranzitiven graf, je vsaka to�cka H v istem�stevilu grafov Hi. Ozna�cimo to �stevilo s p. Zato jeq � v(H;K) = p � jHj.Ozna�cimo z Gi podgraf grafa G, induciran z mno�zico to�ck f�1(V (Hi)). Potem vsakato�cka grafa G pripada natanko p podgrafom Gi in iz vsakega Gi obstaja homomor�zemv graf K. Zato veljaq � v(G;K) � p � jGjin takopq = v(H;K)jHj � v(G;K)jGj . 2Izrek 1.9.[6] Za poljuben graf Gdk velja



1. Uvod 15�?(Gdk) = kd :Dokaz. Ker za graf Gdk obstaja (k; d)-barvanje, moramo le �se pokazati, da ne obstajahomomor�zem f : Gdk ! Gd0k0, k0d0 < kd . Ozna�cimo z G = Gdk, H = Gd0k0 in K = K1. Kerje v poljubnem grafu Gyx mo�c najve�cje neodvisne mno�zice enaka y in je vsak graf Gyxto�ckovno tranzitiven, velja v(Gyx; K) = y. Tako po lemi 1.8 veljakd = jGdkjv(Gdk; K1) � jGd0k0jv(Gdk; K1) = k0d0 . 2�Ce obstaja homomor�zem f : G ! H, potem lahko vsako (k; d)-barvanje grafa H(ki je samo po sebi tudi homomor�zem H v Gdk) komponiramo z f in dobimo (k; d)-barvanje grafa G. �Ce je torej G homomorfen H, velja�?(G) � �?(H):�Ce hkrati velja G! H in H ! G, dobimo enakost �?(G) = �?(H).Ko upo�stevamo, da je Kn = G1n in C2n+1 = Gn2n+1, dobimo naslednji rezultat:Posledica 1.10. Za polne grafe Kn in lihe cikle C2n+1 velja(i) �?(Kn) = n,(ii) �?(C2n+1) = 2 + 1n .Kljub navidezni podobnosti grafov Kn in Gdk, so nekatere osnovne lastnosti grafovKn bolj zapletene (npr. kriti�cnost) ali celo neresni�cne za grafe Gdk (npr. kriti�cnost popovezavah).Trditev 1.11.[34] Poljuben graf Gdk je zvezdno kriti�cen.Dokaz. Uporabimo idejo iz dokaza izreka 1.3. Ker je Gdk to�ckovno tranzitiven graf,lahko privzamemo, da je d tista to�cka, ki jo �zelimo odstraniti iz grafa. Za dokaz, da imaGdk zvezdno kromati�cno �stevilo strogo manj�se od kd , je dovolj poiskati tak�sno (k0; d0)-barvanje grafa Gdk � d, da bo veljalo k0d0 < kd . Naj bo � najmanj�se naravno �stevilo, zakatero velja �d � 1( mod k). Ozna�cimo s c preslikavo iz V (Gdk) n fdg v ZZk��, ki jede�nirajna zc(i) = i� jf0 < t � �; td � igj;kjer je mno�zenje td mno�zenje po modulu k in urejenost � urejenost naravnih �stevil.Ker je konstrukcija barvanja c identi�cna barvanju c0 v dokazu izreka 1.3, je c tako(k � �; d� �d�1k )-barvanje grafa Gdk � d in velja



1. Uvod 16k � �d� �d�1k = k(k � �)d(k � �) + 1 < kd: 2Posledica 1.12. Naj za graf G velja �?(G) = kd in naj c : V (G) ! ZZk predstavlja(k; d)-barvanje grafa G. Potem je c surjektivna preslikava in velja jV (G)j � k.Dokaz. Vsako (k; d)-barvanje grafa G je homomor�zem G v graf Gdk. �Ce c ni surjek-tivna preslikava, je c tudi homomor�zem G v Gdk � v za neko to�cko v 2 V (Gdk). Zatovelja �?(G) � �?(Gdk � v) < kd ,kar je v nasprotju s predpostavko, da je �?(G) = kd . 2Posledica 1.12 je uporabna pri dolo�canju zvezdnega kromati�cnega �stevila majhnihgrafov.�Ce je �?(G) = kd , po posledici 1.12 velja k � jV (G)j. Velja pa tudi, da pri poljubnem(k; d)-barvanje grafa G izkoristimo vseh k barv. �Se ve�c: �ce poznamo kromati�cno �stevilografa G, vemo, da je �?(G) strogo ve�c od �(G)�1. Pri majhnih gra�h obi�cajno ostanezelo malo racionalnih �stevil, primernih za �?(G).Ker so polni gra� Kn kriti�cni po povezavah, bi morda pri�cakovali, da so tudi gra�Gdk zvezdno kriti�cni po povezavah. Vendar ni tako. Ozna�cimo s H graf, ki ga dobimo,�ce iz grafa G27 odstranimo povezavo (0; 3). Graf H vidimo na sliki 1.1.
Slika 1.1: Graf HTu je �(H) > 3, torej �?(H) > �(H) � 1 � 3, saj graf H ni 3-obarvljiv (�ce to�cko0 obarvamo z barvo a, moramo to�cki 2 in 5 obarvati z barvama b in c, to�cko 4 pravtako z barvo c, to�cko 6 z barvo a in to�cko 3 z barvo b, to�cke 1 pa ne moremo obarvatiz nobeno od barv a; b ali c). Zato velja3 < �?(H) � �?(G27) = 72 .�Ce je �?(H) = pq , mora biti q � 2. Po posledici 1.12 velja p � 7, zato je lahko le p = 7in q = 2, saj bi sicer veljalo pq � 3. To pa ni mogo�ce. Torej velja �?(H) = 72 in zatograf G27 ni zvezdno kriti�cen po povezavah.



1. Uvod 17So pa gra� Gdk zvezdno nasi�ceni v povezavah. S H ozna�cimo graf Gdk, kateremudodamo eno povezavo. Naj bo �?(H) = kd . �Ce je c : V (H) ! V (Gdk) homomor�zem,je po posledici 1.12 preslikava c surjektivna, ker pa imata grafa H in Gdk enako �steviloto�ck, je c tudi bijektivna preslikava. To pa ni mogo�ce, ker ima graf H eno povezavove�c kot graf Gdk.V primeru, ko je �(G) = !(G), sta enaki tudi zvezdno in obi�cajno kromati�cno�stevilo, kar nam pove naslednji izrek.Trditev 1.13.[6] Naj bo G poljuben graf. �Ce je �(G) = !(G), je �?(G) = �(G).Dokaz. Recimo, da je �(G) = !(G). Potem po trditvi 1.5 velja�(G) = !(G) � �?(G).Ker je K!(G) podgraf grafa G, lahko zapi�semo neenakost�?(G) � �?(K!(G))in po posledici 1.10 �se enakost�?(K!(G)) = !(G).Ker je leva stran neena�cbe enaka desni, preidejo vse neenakosti v enakosti. 2Opisali smo najosnovnej�se lastnosti zvezdnega kromati�cnega �stevila.Nadaljevanje magistrskega dela je organizirano takole:V drugem poglavju si bomo ogledali grafe z znanim zvezdnim kromati�cnim �stevilom.A. Vince [32] je prvi postavil vpra�sanje, kaj pogojuje enakost �?(G) = �(G). Vdrugem poglavju bomo na�sli nekaj zadostnih pogojev, ki so jih izpeljali avtorji v[2, 31, 34, 35]. X. Zhu [34] je vpeljal geometrijsko interpretacijo kromati�cnega inzvezdnega kromati�cnega �stevila. S kro�znim in intervalnim barvanjem to�ck grafa do-bimo potreben in zadosten pogoj za veljavnost enakosti �?(G) = �(G), vendar netudi karakterizacije grafov s to lastnostjo. S pomo�cjo tega pristopa k zvezdnemu kro-mati�cnemu in kromati�cnemu �stevilu doka�zemo, da enakost velja za� grafe z univerzalno to�cko,� grafe z nepovezanim komplementom in za� enoli�cno obarvljive grafe.H. L. Abbott in B. Zhou sta v [2] pri�sla do zanimivega vpra�sanja: Ali za poljubenk � 3 obstaja k-kromati�cen graf brez trikotnikov z zvezdnim kromati�cnim �stevilomenakim k? Problem je bil hitro re�sen, saj sta E. Ste�en in X. Zhu [31] dokazala, daza poljubni celi �stevili k � 2 in g � 3 obstaja k-kromati�cen graf z dol�zino najkraj�segacikla vsaj g in zvezdnim kromati�cnim �stevilom k. X. Zhu [35] je nato posplo�sil rezultat,



1. Uvod 18ko je dokazal, da za vsak k obstaja k-kriti�cen graf s poljubno dol�zino najkraj�sega ciklain poljubnim zvezdnim kromati�cnim �stevilom.Ko je A. Vince [32] opazoval lastnosti zvezdnega kromati�cnega �stevila na ravninskihgra�h, sta se mu zastavili �se dve vpra�sanji:� Za katere ravninske grafe, razen za lihe cikle, velja 2 < �? < 3?� Za katero dru�zino ravninskih grafov je 3 < �? < 4? Ali ta lastnost velja za vse4-kromati�cne grafe, kriti�cne po povezavah?V tretjem poglavju bomo predstavili nekaj dru�zin ravninskih grafov z zvezdnim kro-mati�cnim �stevilom med 2 in 3. Pokazali bomo, da imajo liha kolesa, W2n+1, zvezdnokromati�cno �stevilo enako 4. Gra� fW2n+1, ki jih dobimo iz lihih koles W2n+1 tako, darazpolovimo njihove pre�cke, pa imajo zvezdno kromati�cno �stevilo enako 3. �Ce bi vsiravninski gra� brez trikotnikov in z zvezdnim kromati�cnim �stevilom enakim 3 vsebovalikak�sen graf fW2n+1 in vsi ravninski gra� z zvezdnim kromati�cnim �stevilom enakim 4kak�sno liho kolo W2n+1, bi bil problem odlo�citve, ali za graf z znanim kromati�cnim�stevilom velja enakost �?(G) = �(G), re�sljiv v polinomskem �casu [31]. Na koncu tret-jega poglavja bomo pokazali, da za nekatera racionalna �stevila r med 3 in 4 obstajaravninski graf s �? = r in si ogledali �se dru�zino ravninskih grafov z zvezdnim kro-mati�cnim �stevilom med 3 in 4.V �cetrtem poglavju doka�zemo, da lahko z odstranitvijo to�cke grafa zvezdno kro-mati�cno �stevilo grafa zmanj�samo za 2� ", z odstranitvijo povezave grafa pa za najve�c1. X. Zhu [37] je postavil domnevi, da poljuben graf vsebuje najve�c eno to�cko u, davelja �?(G � u) < �?(G) � 1, in vsaj eno to�cko v, da velja �?(G � v) � �?(G) � 1.V razdelku 4.1 si bomo ogledali Haj�osovo in Dirac-Haj�osovo konstrukcijo ter njunelastnosti. H. L. Abbott in B. Zhou [2] sta s pomo�cjo teh konstrukcij dokazala ob-stoj grafov z zvezdnim kromati�cnim �stevilom poljubno blizu spodnji meji � � 1 in zlastnostmi, ki jih ti konstrukciji ohranjata. Tako med drugimi obstaja poljubno velik4-kriti�cen 3-povezan ravninski graf z zvezdnim kromati�cnim �stevilom poljubno blizu 3.Ker Haj�osovi konstrukciji ohranjata le 2 in 3-povezanost, sta E. Ste�en in X. Zhu v[31] pokazala, da enako velja tudi za mo�cno povezane kriti�cne grafe in za grafe z velikodol�zino najkraj�sega cikla.V petem poglavju bomo spoznali deljeno kromati�cno �stevilo, ki je nova posplo�sitevkromati�cnega �stevila. De�nirali bomo tudi merljivo in izbirljivo kromati�cno �stevilo terdokazali, da so vsa tri kromati�cna �stevila ekvivalentna. Tako dobimo razli�cne inter-pretacije deljenega barvanja. S pomo�cjo ocene deljenega kromati�cnega �stevila nato �sepoka�zemo, da so lihi cikli �?-ekstremni gra�, to so gra� za katere velja �?(G) = �f(G).



1. Uvod 19V �sestem poglavju bomo predstavili ocene za zvezdno kromati�cno �stevilo na grafov-skih produktih. Za zvezdno kromati�cno �stevilo leksikografskega produkta grafov poz-namo lepo zgornjo mejo �?(G[H]) � �?(G)�(H).Torej je morda smiselno pri�cakovati, da zvezdno kromati�cno �stevilo leksikografskegaprodukta grafov G in H ni odvisno od zvezdnega kromati�cnega �stevila grafa H. Topotrjuje rezultat iz [34]: za n-kromati�cne grafe H velja enakost �?(G[H]) = �?(G[Kn]).S pomo�cjo tega rezultata poka�zemo, da za lihe cikle C2n+1 velja enakost:�?(C2n+1[H]) = �?(C2n+1)�(H) = 2�(H) + �(H)n .V razdelku 6.2 najprej doka�zemo, da je deljeno kromati�cno �stevilo leksikografskegaprodukta grafov enako produktu deljenih kromati�cnih �stevil grafov. Od tod dobimopotreben in zadosten pogoj za veljavnost enakosti �?(G[H]) = �?(G)�(H). Ugo-tovimo, da enakost velja natanko tedaj, ko je graf G �?-ekstremen. V razdelku 6.3zapi�semo oceno za zvezdno kromati�cno �stevilo direktnega produkta grafov in doka�zemo,da je zvezdno kromati�cno �stevilo kartezi�cnega produkta grafov enako najve�cjemu izmedzvezdnih kromati�cnih �stevil obeh grafov. Ocena zvezdnega kromati�cnega �stevila krep-kega produkta grafov pa je enaka oceni za leksikografski produkt.V sedmem poglavju posplo�simo vsa omenjena barvanja grafov na ute�zne grafe.Doka�zemo, da je tudi posplo�sitev zvezdnega kromati�cnega �stevila na grafe z racional-nimi ute�zmi racionalno �stevilo. V razdelku 7.3 poka�zemo, da je deljeno kromati�cno�stevilo leksikografskega produkta ute�znih grafov enako produktu deljenih kromati�cnih�stevil faktorskih ute�znih grafov. De�niramo popolne in zvezdno popolne ter superpopolne in zvezdno super popolne grafe. Poka�zemo, da so lihi cikli zvezdno superpopolni gra� in da je leksikografski produkt zvezdno super popolnega in super popol-nega grafa prav tako zvezdno super popoln graf. S tem dobimo orodje, s katerim lahkokonstruiramo nove zvezdno super popolne grafe.V zadnjem poglavju omenimo �se nekaj znanih rezultatov za zvezdno kromati�cno�stevilo. De�niramo tudi zvezdni kromati�cni indeks in zanj podamo nekaj ocen.



Poglavje 2Gra� z znanim zvezdnimkromati�cnim �stevilomTo poglavje je razdeljeno na dva razdelka. V prvem bomo predstavili nekaj zadostnihpogojev za veljavnost enakosti �?(G) = �(G). Pokazali bomo, da enakost velja za grafez univerzalno to�cko, z nepovezanim komplementom in za enoli�cno obarvljive grafe.V drugem razdelku pa bomo pokazali, da za poljubno racionalno �stevilo k=d � 2in poljubno celo �stevilo g obstaja graf z dol�zino najkraj�sega cikla vsaj g in zvezdnimkromati�cnim �stevilom enakim k=d.2.1 Kdaj je �?(G) = �(G)?X. Zhu se je v [34] prvi�c lotil vpra�sanja, kaj pogojuje enakost �?(G) = �(G) in vta namen pokazal, da je zvezdno kromati�cno �stevilo enako kro�znemu kromati�cnemu�stevilu, kromati�cno �stevilo pa intervalnemu kromati�cnemu �stevilu.Izrek 2.1.[34] Za poljuben graf G velja �?(G) = �c(G).Dokaz. Recimo, da c : V (G) ! ZZk predstavlja (k; d)-barvanje grafa G. Polo�zimo kto�ck p0; p1; : : : ; pk�1 enakomerno na kro�znico C dol�zine 1. Za vsako to�cko x 2 V (G)ozna�cimo s c0(x) interval na C dol�zine dk , usredinjen v to�cki pc(x). �Ce je uv 2 E(G),velja jc(u) � c(v)jk � d. Zato sta tudi to�cki pc(u) in pc(v) na C narazen vsaj za dk inje c0(u)\c0(v) = ;. Torej c0 predstavlja kd -kro�zno barvanje G, zato velja �c(G) � �?(G).Za dokaz neenakosti �c(G) � �?(G) najprej poka�zimo naslednjo implikacijo: �Ceje G r-kro�zno obarvljiv graf, r = kd racionalno �stevilo, potem obstaja (k; d)-barvanjegrafa G. Ozna�cimo s c : V (G) ! C(r) r-kro�zno barvanje grafa G. Izberimo poljubnoto�cko na C in jo ozna�cimo z 0. To�cko x na C imenujemo racionalna to�cka, �ce jerazdalja po kro�znici od 0 do x v smeri urinega kazalca racionalno �stevilo. Najprejopazimo, da lahko predpostavimo, da je vsak interval c(x) usredinjen v racionalni20



2. Gra� z znanim zvezdnim kromati�cnim �stevilom 21to�cki. �Ce c(x) ni usredinjen v racionalni to�cki, ga namre�c lahko premaknemo v interval,usredinjen v racionalni to�cki, ne da bi pri tem ustvarili novo prese�ci�s�ce med intervali.�Ce nobeno od kraji�s�c intervala c(x) ni kraji�s�ce kak�snega drugega intervala, prestavimosredi�s�ce intervala v racionalno to�cko, ki le�zi med najbli�zjim sredi�s�cem kakega intervalain sredi�s�cem intervala c(x) (saj med dvema realnima�steviloma vedno obstaja racionalno�stevilo). �Ce je vsaj eno od kraji�s�c intervala c(x) kraji�s�ce drugega intervala, prestavimokar unijo intervalov, ki imajo skupna kraji�s�ca. Ker so razdalje med sredi�s�ci intervalovte unije racionalne, so po premiku sredi�s�ca intervala c(x) v racionalno to�cko tudi vsaostala sredi�s�ca intervalov unije racionalne to�cke.Naj bo r(x) razdalja med 0 in sredi�s�cem c(x), ki je po predpostavki racionalno�stevilo. Bodi �se p = mk skupni imenovalec �stevila 1k in vseh racionalnih �stevil r(x); x 2V (G). Potem preslikava c0 : V (G) ! ZZp, de�nirana s c0(x) = p � r(x), predstavlja(p;md)-barvanje grafa G, saj lahko napravimo naslednji sklep:uv 2 E(G)) jr(u)� r(v)j1 � 1r = dk )jc0(u)� c0(v)jp � p � dk = mkdk = md.Torej lahko po posledici 1.2 iz barvanja c0 izpeljemo (k; d)-barvanje grafa G in zatovelja �?(G) � kd .Privzemimo, da je �c(G) = r in (ri)i2IN tak�sno zaporedje racionalnih �stevil, davelja ri � r za vsak i in limi!1 ri = r. Graf G je o�citno ri-kro�zno obarvljiv, saj prir-kro�znem barvanju grafa G vsak interval c(x) le skr�cimo v interval dol�zine 1ri ter takodobimo �zeljeno barvanje. Zato velja ri � �?(G), kar pomeni, da je r � �?(G). S temje izrek dokazan. 2Izrek 2.2.[34] Za poljuben graf G velja �(G) = �I(G).Dokaz. �Ce je �I(G) = r, je graf G r-intervalno obarvljiv, torej obstaja preslikavac : V (G) ! I(r), za katero pri predpostavki uv 2 E(G) velja c(u) \ c(v) = ;. Takolahko grafG obarvamo z brc barvami, saj lahko na I postavimo najve�c toliko neodvisnihintervalov. To pomeni, da velja �(G) � r.Po drugi strani je preslikava c : V (G)! I(r), de�nirana s predpisomc(u) =  b(u)� 1�(G) ; b(u)�(G)!,kjer b : V (G) ! ZZ�(G) predstavlja �(G)-barvanje grafa G, tudi �(G)-intervalno bar-vanje grafa G. Tako velja tudi �(G) � r. 2Tak pristop k zvezdnemu in obi�cajnemu kromati�cnemu �stevilu nam da jasnej�so slikoo povezavi teh dveh �stevil.



2. Gra� z znanim zvezdnim kromati�cnim �stevilom 22Iz zgornjih izrekov sledi, da enakost �?(G) = �(G) velja natanko tedaj, ko zapoljubno realno �stevilo r, za katero je graf G r-kro�zno obarvljiv, obstaja r-kro�znobarvanje c s tak�sno to�cko x 2 C, ki ni pokrita z nobenim intervalom c(x), x 2 G. Z ob-stojem take to�cke namre�c r-kro�zno barvanje de�nira r-intervalno barvanje in obratno.Kro�znico C \prere�zemo" v tej to�cki, dobimo interval I, kraji�s�ci intervala pa \zlepimo"v to�cko x in dobimo �zeljeno kro�znico C.Uporabimo sedaj ta opis pri zapisu zadostnega pogoja za enakost �?(G) = �(G).Trditev 2.3.[34] �Ce ima graf G univerzalno to�cko, je �?(G) = �(G).Dokaz. S c ozna�cimo r-kro�zno barvanje grafaG za realno �stevilo r. �Ce je v univerzalnato�cka grafa G, je interval c(v) disjunkten z vsakim intervalom c(u) za vse u 2 V (G).Kraji�s�ci intervala c(v) nista pokriti z nobenim intervalom c(u), zato je po gornjempremisleku �?(G) = �(G). 2V dokazu trditve 2.3 opazimo, da lahko pogoj izreka nekoliko ubla�zimo. Zado�s�ca,da je to�cka v sosednja z vsako to�cko grafa G, razen z eno. Pravzaprav celo ve�c:Posledica 2.4. Naj za graf G velja �(G) = k in naj ima G to�cko, katere sosednjeto�cke inducirajo podgraf s kromati�cnim �stevilom enakim k�1. Potem je �?(G) = �(G).Dokaz. Naj bo H graf, induciran s to�cko v in mno�zico njenih sosedov, ki inducirajopodgraf s kromati�cnim �stevilom k� 1. Ker ima graf H univerzalno to�cko v, zanj velja�(H) = �?(H) in lahko zapi�semo naslednje neenakosti:k = �(H) = �?(H) � �?(G) � �(G) = k:Zato velja �?(G) = �(G). 2Trditev 1.13 je tako poseben primer posledice 2.4, ko je �(G) = !(G) = k. Prav takoiz posledice 2.4 dobimo zvezdno kromati�cno �stevilo dvodelnih grafov �?(G) = �(G) = 2.Trditev 2.3 bomo kasneje uporabili pri iskanju odgovorov na ostala Vince-ova vpra�sanja.Leta 1994 sta E. Ste�en in X. Zhu v [31] podala �se �sibkej�si zadostni pogoj od �zeomenjenih:Izrek 2.5.[31] Naj bo G k-kromati�cen graf. �Ce v V (G) obstaja tak�sna netrivialnapodmno�zica A, da za vsako k-barvanje grafa G in za poljuben barvni razred S tegabarvanja velja S � A ali S \ A = ;, potem je �?(G) = �(G).Dokaz. V dokazu bomo znova uporabili de�nicijo kro�znega barvanja. Privzemimo,da trditev ne velja. Naj bo G k-kromati�cen graf z �?(G) = r < k. Nadalje naj bo Apodmno�zica V (G), ki zado�s�ca pogojem izreka. Protislovje bomo izpeljali s konstrukcijok-barvanja grafaG, ki ima tak�sen barvni razred S, da je S\A 6= ; in S\(V (G)nA) 6= ;.



2. Gra� z znanim zvezdnim kromati�cnim �stevilom 23Naj bo c : V (G) ! C(r) r-kromati�cno barvanje grafa G. Oglejmo si odprti mno�ziciSx2A c(x) in Sy2V (G)nA c(y) v C.�Ce sta mno�zici disjunktni, ne moreta pokrivati C in zato obstaja to�cka q0 2 C,za katero velja q0 =2 c(x) za vsak x 2 V (G). Na C izberimo nadaljnih k � 1 to�ckq1; q2; : : : ; qk�1 tako, da je medsebojna razdalja med qi in qi�1 v smeri urinega kazalcaenaka 1r . Ker je r < k, je razdalja med q0 in qk�1 v smeri urinega kazalca manj kot1r . Sedaj de�nirajmo (k � 1)-barvanje b grafa G tako: b(x) = i natanko tedaj, ko jeqi 2 c(x) ali je c(x) odprt interval na C med to�ckama qi�1 in qi za i = 1; 2; : : : ; k �1. Najprej poka�zimo, da je vsaka to�cka x grafa G obarvana. To�cke q0; q1; : : : ; qk�1razdelijo kro�znico C na k intervalov. Vsi intervali (q0; q1); (q1; q2); : : : ; (qk�2; qk�1) sonatanko dol�zine 1r , interval (qk�1; q0) pa je dol�zine strogo manj kot 1r . Ker je c(x)odprt interval dol�zine 1r , ki ne vsebuje to�cke q0, je qi 2 c(x) eden od odprtih intervalov(q0; q1); (q1; q2); : : : ; (qk�2; qk�1). Torej je to�cka x obarvana. �Ce je b(x) = b(y) = i, je(qi � "; qi) 2 c(x) in (qi � "; qi) 2 c(y) za dovolj majhen " > 0. Zato je c(x) \ c(y) 6= ;in po de�niciji barvanja c to�cki x in y nista sosednji. Tako smo dokazali, da je b(k � 1)-barvanje grafa G, kar je v nasprotju s predpostavko �(G) = k.Mno�zici (Sx2A c(x)) in (Sy2V (G)nA c(y)) sta disjunktni. Zato obstaja to�cka q0 na C,ki je iz mno�zice c(x)\c(y) za to�cki x 2 A in y 2 V (G)nA. Izberimo sedaj nadaljnih k�1to�ck q0; q1; : : : ; qk�1 na C tako, da je medsebojna razdalja to�ck qi in qi�1 v smeri urinegakazalca enaka 1r . Nato de�nirajmo k-barvanje b grafa G tako: b(x) = i natanko tedaj,ko je qi 2 c(x) ali pa je c(x) odprt interval na C med qi�1 in qi za i = 1; 2; : : : ; k � 2;b(x) = k � 1 natanko tedaj, ko je qk�1 2 c(x) in q0 =2 c(x) ali pa je c(x) odprt intervalmed qk�2 in qk�1; in b(x) = 0 natanko tedaj, ko je q0 2 c(x). Zaradi istega razloga kotprej, je vsaka to�cka grafa G obarvana in iz b(x) = b(y) = i sledi c(x) \ c(y) 6= ;. Pode�niciji barvanja c to�cki x in y nista sosednji. Tako je b k-barvanje grafa, za katerobarvni razred b�1(0) vsebuje to�cko x 2 A in to�cko y 2 V (G) n A. To pa je protislovjes predpostavko, zato je s tem izrek dokazan. 2Recimo, da je G k-kromati�cen graf. �Ce G vsebuje k-kromati�cen podgraf H, zakaterega je �?(H) = �(H) = k, potem veljak = �(G) � �?(G) � �?(H) = k.Tako je �?(G) = �(G) = k. Torej izrek 2.5 velja za k-kromati�cne grafe, ki vsebujejok-kromati�cen podgraf, ki zado�s�ca danim pogojem. Kakorkoli, tudi ta posplo�sitev neda potrebnega pogoja za enakost �? = �. Protiprimer je kar Petersenov graf P (slika2.1).Lema 2.6. Naj bo P Petersenov graf. V mno�zici V (P ) ne obstaja tak�sna netrivialnapodmno�zica A, da za vsako 3-barvanje grafa G in za poljuben barvni razred S tegabarvanja velja S � A ali S \ A = ;.
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Slika 2.1: Petersenov grafDokaz. �Ce za poljuben par nepovezanih to�ck grafa P obstaja 3-barvanje grafa, ki to�ckiobarva z isto barvo, sta poljubni nepovezani to�cki v istem barvnem razredu kakega 3-barvanja P . Zato je A = ; ali A = V (P ), saj je komplement grafa P povezan graf.Ker je P to�ckovno tranzitiven graf, je dovolj pokazati, da za izbrano to�cko v in zapoljubno to�cko u, ki ni sosednja v, obstaja 3-barvanje grafa P , ki to�cki u in v obarvaz isto barvo.

Slika 2.2: 3-barvanje Petersenovega grafaBrez izgube na splo�snosti lahko privzamemo, da le�zi to�cka v na zunanjem ciklu grafaP (slika 2.1) in da poljubno 3-barvanje grafa P obarva to�cko v z barvo 1. To�cka v nisosednja s �sestimi to�ckami, ker pa je P simetri�cen graf, je dovolj pokazati trditev zato�cke x, y in z na sliki 2.1. Na sliki 2.2 vidimo primer 3-barvanja grafa P , ki hkratiobarva z barvo 1 to�cke x, y, z in v, kar dokazuje trditev. 2Torej graf P ne zado�s�ca pogoju izreka 2.5. Poka�zimo, da je �?(P ) = �(P ) = 3.Lahko je preveriti, da je Petersenov graf 3-kromati�cen. Ker je G25 = C5 njegov podgraf,velja �?(P ) � 52 . Prav tako je C6 podgraf Petersenovega grafa, zato P ni homomorfenC5, torej velja52 < �?(P ) � 3.
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Slika 2.3: (8; 3)-barvanje grafa P 0 in Petersenovega grafaZaradi posledice 1.12 lahko �?(P ) zavzame le �se vrednosti 83 ali 3.Naj bo P 0 podgraf Petersenovega grafa na 8 to�ckah (slika 2.3). Graf P 0 je podgrafgrafa G38, zato je (8; 3)-obarvljiv (slika 2.3). Vidimo tudi, da je pri izbrani za�cetni to�ckiin smeri barvanja, (8; 3)-barvanje grafa P 0 enoli�cno dolo�ceno. �Ce sedaj uporabimo to(8; 3)-barvanje na Petersenovem grafu (slika 2.3), vidimo, da barv x in y ne moremodolo�citi. Torej Petersenov graf ni (8; 3)-obarvljiv, zato je�?(P ) = 3 = �(P ).Naslednji rezultat, ki sta ga najprej dokazala H. L. Abbott in B. Zhou v [2], dobimoiz izreka 2.5 po enostavnem premisleku.Posledica 2.7. �Ce je komplement grafa G nepovezan, je �?(G) = �(G).Dokaz. Ker je komplement grafa G nepovezan, obstajata tak�sna grafa X in Y , dadobimo G iz disjunktne unije grafov X in Y tako, da pove�zemo vsako to�cko grafa X zvsako to�cko grafa Y . O�citno za vsako barvanje grafa G noben barvni razred ne morevsebovati to�ck iz V (X) in V (Y ) hkrati. Zato mno�zici V (X) in V (Y ) zado�s�cata pogo-jem izreka 2.5. 2Posledica 2.8. �Ce k-kromati�cen graf G vsebuje enoli�cno k-obarvljiv podgraf, je�?(G) = �(G) = k.Dokaz. �Ce je H � G enoli�cno k-obarvljiv podgraf grafa G, �ze vsak barvni razredk-barvanja grafa H zado�s�ca pogojem izreka 2.5. Ker veljak = �(H) = �?(H) � �?(G) � �(G) = k,je �?(G) = �(G) = k. 2S posledico 2.7 ne moremo dolo�citi dru�zine grafov brez trikotnikov, za katere je�?(G) = �(G) � 3. Zato se pojavi naslednje vpra�sanje ([2]):



2. Gra� z znanim zvezdnim kromati�cnim �stevilom 26Ali za poljuben k � 3 obstaja k-kromati�cen graf G brez trikotnikov, zakaterega velja �?(G) = �(G)?Odgovor na to vpra�sanje je za k = 3 in k = 4 na�sel �ze A. Vince [32]. Petersenov graf(slika 2.1) je primer za k = 3, torej 3-kromati�cen graf brez trikotnikov, medtem ko jeGr�otzsch-ev graf (slika 2.4) najmanj�si 4-kromati�cen graf brez trikotnikov, za kateregavelja �(G) = �?(G) = 4 [7].

Slika 2.4: Gr�otzsch-ev grafSplo�sen odgovor na to vpra�sanje bomo podali v naslednjem podpoglavju, kjer bomoproblem �se raz�sirili.



2. Gra� z znanim zvezdnim kromati�cnim �stevilom 272.2 Poljubno veliki gra� s podanim �?(G)Kot pri vsaki lastnosti grafov nas tudi pri zvezdnem kromati�cnem �stevilu zanima, aliza vsako racionalno �stevilo r � 2 obstaja kak�sen graf z zvezdnim kromati�cnim �stevilomenakim r.Izrek 2.9.[31] Za poljubni celi �stevili k � 2 in g � 3 obstaja (enoli�cno) k-obarvljivgraf G z dol�zino najkraj�sega cikla vsaj g in zvezdnim kromati�cnim �stevilom k.Dokaz. B. Bollob�as in N. Sauer sta v [5] pokazala, da za poljubni celi �stevili k � 2in g � 3 obstaja enoli�cno k-obarvljiv graf G z dol�zino najkraj�sega cikla vsaj g. Izposledice 2.8 sledi �?(G) = �(G) = k. 2�Se istega leta je X. Zhu v [35] posplo�sil rezultat B. Bollob�asa in N. Sauerja iz [5].Dokaz tega rezultata temelji na ideji dokaza iz [5].Izrek 2.10.[35] Naj bo H jedro. Potem za poljubno naravno �stevilo g obstaja graf Gz dol�zino najkraj�sega cikla vsaj g, ki je enoli�cno H-obarvljiv.Dokaz izreka je kombinatori�cne narave, zato najprej doka�zimo naslednjo lemo:Lema 2.11. �Ce je 0 � x < b in b + x < a, velja a� xb� x! ab!�1 �  ba!x ; (1) a� xb ! ab!�1 �  a� ba !x < e�bx=a: (2)Za poljubna a in b, 0 < b < a velja: ab! � �eab �b : (3)Dokaz (1). S pomo�cjo osnovne de�nicije binomskega simbola lahko zapi�semo: a� xb� x! ab!�1 = (a� x)!(b� x)!(a� b)! � (a� b)!b!a! = (a� x)!(b� x)! � b!a!= (b� x) + 1(a� x) + 1 � (b� x) + 2(a� x) + 2 � � � ba:Oglejmo si kvocientb� (x� k)a� (x� k) ,



2. Gra� z znanim zvezdnim kromati�cnim �stevilom 28kjer je k � x. Ker je b � a, velja ab�a(x�k) � ab� b(x�k). Od tod lahko zapi�semoa(b� (x� k)) � b(a� (x� k)) in ocenimo �zeljeni kvocient:b� (x� k)a� (x� k) � ba .Ker ocena velja za poljuben k � x, jo uporabimo pri dokazu formule (1): a� xb� x! ab!�1 �  ba!x.Dokaz (2). Ponovno uporabimo de�nicijo binomskega simbola: a� xb ! ab!�1 = (a� x)!b!(a� b� x)! � b!(a� b)!a! = (a� x)!(a� b� x)! � (a� b)!a!in podobno kot v primeru (1) napravimo sklep izrazu a� ba !x =  1� ba!x = 0@ 1� 1ab !ab1A bxa � e� bxa .Dokaz (3). Pri dokazu te neenakosti uporabimo Stirlingov obrazec:b! :=  be!bp2�b�1 + 112n + 1288n2 + � � �� �  be!b.Ker je ((a� b) + 1)((a� b) + 2) � � �a � ab, lahko zapi�semo oceno: ab! � abb! � ab( be)b = �eab �b.S tem je neenakost (3) dokazana. 2Dokaz izreka 2.10. Naj bo H graf z mno�zico to�ck f1; 2; : : : ; kg in jE(H)j = q. ZV1; V2; : : : ; Vk ozna�cimo k disjunktnih n-mno�zic (mno�zic z n to�ckami). Naj bo F graf zmno�zico to�ck V (F ) = V1[V2[� � �[Vk in xy 2 E(F ) natanko tedaj, ko je x 2 Vi; y 2 Vjin ij 2 E(H). Graf F ima tako qn2 povezav. Naj bo G mno�zica vseh podgrafov Ggrafa F z m = bqn1+"c povezavami, kjer je 0 < " < 1=4g. Tako je jGj = �qn2m �.V nadaljevanju predpostavimo, da je n poljubno velik. Mno�zico G si predstavljajmokot verjetnostni prostor, kjer ima vsak element verjetnost enako 1=jGj.



2. Gra� z znanim zvezdnim kromati�cnim �stevilom 29Izra�cunajmo sedaj pri�cakovano �stevilo ciklov Cl dol�zine l v poljubnem grafu G 2 G.Cikel Cl z mno�zico to�ck V (Cl) � V lahko izberemo na �knl � l!2l na�cinov, medtem ko jelahko cikel Cl vsebovan v 0 ali �qn2�lm�l � grafov iz G. Ker je �stevilo vseh grafov G 2 Genako �qn2m �, je pri�cakovano �stevilo ciklov v poljubnem grafu G 2 G enakoNl =  knl ! l!2l qn2 � lm� l ! qn2m !�1:Zaradi leme 2.11 (1) veljaNl < (kn)l2l ml(qn2)�l < (kn)ln�l(1�") = klnl":Ocenimo sedaj vsoto g�1Xl=3Nl:g�1Xl=3 Nl < g�1Xl=1 klnl" = (kn")g � 1kn" � 1 < kgkn" � 1ng" < kgk(n" � 1)ng"< kg(n"=2 � 1)(n"=2 + 1)ng" < kgn"=2 � 1n� "2ng":�Ce je n dovolj velik, je kg=(n"=2 � 1) < 1 in zatog�1Xl=3 Nl < n�"=2ng":Ker je verjetnost, da je v grafu G ve�c kot ng" ciklov dol�zine manj kot g, manj�saod n�"=2, je verjetnost nasprotnega dogodka vsaj (1 � n�"=2). Od tod sledi, da jejG1j � (1� n�"=2)jGj, �ce je G1 mno�zica grafov G 2 G z najve�c ng" ciklov, dol�zine manjkot g. �Ce vsakemu takemu grafu odstranimo ng" povezav, dobimo graf z dol�zino naj-kraj�sega cikla vsaj g.V dokazu tega izreka bomo obravnavali grafe G, v katerih lahko odstranimo mno�zicoE0 z ng" neodvisnimi povezavami, da dobimo graf z dol�zino najkraj�sega cikla vsaj g.Ocenimo sedaj �se �stevilo grafov G 2 G, ki vsebujejo cikla dol�zine manj kot g inimata skupno to�cko. Fiksirajmo �stevili l1; l2 < g. Graf X imenujemo (l1; l2)-dvojnokro�zen, �ce vsebuje cikel Cl1 dol�zine l1 in pot dol�zine l2 (t.j. z l2 povezavami), kipovezuje dve, ne nujno razli�cni to�cki cikla Cl1 . Tak�sen cikel Cl1 skupaj s potjo dol�zinel2 imenujemo (l1; l2)-dvojni cikel. Torej ima (l1; l2)-dvojni cikel natanko l1+l2 povezavin l1 + l2� 1 to�ck. (l1; l2)-dvojni cikel X z mno�zico to�ck V (X) � V lahko izberemo namanj kot l1(kn)l1(kn)l2�1 na�cinov, medtem ko je lahko X vsebovan v 0 ali �qn2�l1�l2m�l1�l2 �grafov iz G. Ker je �stevilo vseh grafov G 2 G enako �qn2m �, lahko za pri�cakovano �stevilo(l1; l2)-dvojnih ciklov N(l1; l2) v poljubnem grafu G 2 G zapi�semo neenakost



2. Gra� z znanim zvezdnim kromati�cnim �stevilom 30N(l1; l2) � l1(kn)l1(kn)l2�1 qn2 � l1 � l2m� l1 � l2 ! qn2m !�1:�Ce znova uporabimo lemo 2.11 (1), dobimoN(l1; l2) < l1kl1+l2n"(l1+l2)n�1.V oceni vsote PNl smo izra�cunalig�1Xl2=1 kl2n"l2 < n�"=2ng";zato veljaX3�l1<g;1�l2<gN(l1; l2) < n�"=2ng"n�1 g�1Xl1=3 l1kl1n"l1 < gn"n2g"n�1:Ker je 2g" < 1=2, lahko za dovolj velik n pri�cakovano �stevilo (l1; l2)-dvojnih ciklov vgrafu G 2 G navzgor ocenimo:X3�l1<g;1�l2<gN(l1; l2) < n�1=2:Od tod vidimo, da najve�c n�1=2jGj grafov v G vsebuje (l1; l2)-dvojni cikel za l1; l2 < g.Graf, ki vsebuje dva cikla dol�zine manj kot g, ki imata vsaj eno skupno to�cko, o�citnovsebuje tudi (l1; l2)-dvojni cikel za l1; l2 < g. Ozna�cimo z G3 mno�zico grafov iz G1, kine vsebujejo dveh ciklov dol�zin manj od g s skupno to�cko. Potem veljajG3j > (1� n�"=2 � n�1=2)jGj > (1� n�"=3)jGj:Sedaj bomo pokazali, da ima ve�cina grafov G 2 G lastnost, da je G n E0 enoli�cnoH-obarvljiv za poljubno mno�zico E0 z najve�c ng" neodvisnimi povezavami.Recimo, da je G 2 G in obstaja mno�zica E0 z najve�c ng" povezavami, za katero GnE0ni enoli�cno H-obarvljiv. Naj bo h : G n E0 ! H homomor�zem, ki ni kompozitum� � c homomor�zma c : G n E0 ! H, ki preslika Vi v i, z avtomor�zmom � grafa H.De�nirajmo preslikavo � : V (H)! V (H) tako, da je �(i) = j, kjer je j izbran med�stevili, za katera velja neenakostjVi \ h�1(j)j � n2k .V nadaljevanju obravnavamo dva primera:Primer 1. Preslikava � ni avtomor�zem.



2. Gra� z znanim zvezdnim kromati�cnim �stevilom 31Ker je H jedro, vemo, da je vsak homomor�zem grafa H tudi avtomor�zem. Tako� ne more biti homomor�zem. Zato obstaja povezava ij 2 E(H), za katero (�(i); �(j))ni povezava v H. Naj bo A = Vi \ h�1(�(i)), B = Vj \ h�1(�(j)) in a = jAj, b = jBj.Zaradi de�nicije � velja a; b � n2k . Z Wi ozna�cimo podmno�zico A mo�ci b n2kc in z Wjpodmno�zico B iste mo�ci.Ker je h homomor�zem grafa G n E0 na H (torej mno�zici h�1(�(i)) in h�1(�(j))nista povezani), je v G med Wi in Wj najve�c jE0j � ng" povezav. Za poljubno naravno�stevilo s � ng" ozna�cimo z M(s) pri�cakovano �stevilo parov Wi � Vi, Wj � Vj v grafuG 2 G, da je ij 2 E(H) in jWij = jWjj = b n2kc, ter obstaja natanko s povezav, kipovezujejo Wi in Wj. Tako jeM(s) = q nb n2kc!2 b n2kc2s ! qn2 � b n2kc2m� s ! qn2m !�1:Ker je n poljubno velik, velja neenakost qn2 � b n2kc2m� s ! �  qn2 � b n2kc2m !.Ko uporabimo �se neenakost (2) iz leme 2.11, dobimo ocenoM(s) < q nb n2kc!2 b n2kc2s !e�m b n2k c2qn2 :Ker za dovolj velik n veljamb n2kc2qn2 > n1+"8k2 > n1+"=2,lahko z neena�cbo (3) iz leme 2.11 ocenimoM(s) < q(2ek)nk �nk�2s e�n1+"4k2 < n2se� 14k2 n1+" :Od tod za dovolj velik n veljaXs<ng"M(s) < ng"n2ng"e�n1+"=2 < n3ng"e�n1+"=2< e(�n1+"=2+3ng" log n) < e�n:Torej za najve�c e�njGj grafov G 2 G obstaja tak�sen par podmno�zic mno�zice to�ckgrafa G. Gra�, za katere tak�sen par mno�zic ne obstaja, ne morejo biti H-obarvljivi.Naj bo G2 mno�zica grafov G 2 G, za katere G n E0 ni H-obarvljiv za poljubnomno�zico E0 z najve�c ng" povezavami. Potem veljajG2j � (1� e�n)jGj.



2. Gra� z znanim zvezdnim kromati�cnim �stevilom 32Torej lahko zapi�semo sklep:Vsaj (1�e�n)jGj grafov G 2 G ima lastnost, da za poljubno mno�zico E0 z najve�c ng"povezavami graf G nE0 ne more biti H-obarvan tako, da preslikava � ni avtomor�zem.Primer 2. Preslikava � je avtomor�zem.Brez izgube na splo�snosti lahko privzamemo, da je � identi�cna preslikava. Topomeni, da lahko privzamemo tudi veljavnost neenakosti jVi \ h�1(i)j � n2k . Nadaljelahko predpostavimo, da je jVi \ h�1(j)j < n2k za vsak j 6= i, kajti sicer bi obstajalatak�sna i in j, da j 6= �(i) = i in jVi\h�1(j)j � n2k . Takrat bi lahko de�nirali preslikavo�0, ki se z � ujema na vsaki to�cki, razen na �0(i) = j. Potem �0 ni avtomor�zem H in�ce � nadomestimo s �0, dobimo ravno primer 1.Po na�si predpostavki h ni kompozitum barvanja c z avtomor�zmom H. Torej� � c 6= h.Ozna�cimo z I mno�zicoI = fi; jVi n h�1(i)j � 2jh�1(i) n Vijg.Izberimo to�cko i0 2 I tako, da jer = jh�1(i0) n Vi0 j = maxfjh�1(i) n Vij; i 2 Ig.Naj bo t = jh�1(i0) \ Vi0 j.�Ce bi bil r = 0, bi za poljuben i 2 I veljalo Vi = h�1(i). Ker pa je[j =2I h�1(j) n Vj = [j =2I Vj n h�1(j) < 2 [j =2I h�1(j) n Vj,bi bile vse to�cke V (H) v mno�zici I, kar bi pomenilo, da je h = � � c(= c). Zato jer 6= 0. Ker je i0 2 I, veljajVi0 n h�1(i0)j � 2r.Torej je t � n� 2r in r � 12(n� t).Ker jeh�1(i0) n Vi0 = [j 6=i0 h�1(i0) \ Vj,obstaja taka to�cka j0 6= i0 iz H, da veljajh�1(i0) \ Vj0j � 1(k � 1)r � 12(k � 1)(n� t).



2. Gra� z znanim zvezdnim kromati�cnim �stevilom 33Sedaj lo�cimo dva podprimera:Primer 2(a). To�cki i0 in j0 sta sosednji v H.Iz de�nicij za i0 in j0 vidimo, da obstajata mno�zici A � Vi0; B � Vj0; jAj = t =n� r0; jBj = b = 12(k�1)r0 in A [B � h�1(i0) (r0 = 2r).Sedaj uporabimo dejstvo, da je h homomor�zem grafa G n E0 na H. Med A in Bobstaja najve�c s neodvisnih povezav iz G, kjer je s = minfng"; bg. Vsaka to�cka iz B jenamre�c kraji�s�ce najve�c ene povezave iz E0, ker je E0 mno�zica neodvisnih povezav.Pokazali bomo, da zelo malo grafov iz G vsebuje podgrafe, inducirane z A [ B.Naj bo b < n2k ; s < minfb; ng"g. Z L(b; s) ozna�cimo pri�cakovano �stevilo tak�snih parovWi � Vi;Wj � Vj, da je ij 2 E(H); jWij = n � 2(k � 1)b = n � 2(k � 1)jWjj in je�stevilo povezav med Wi in Wj natanko s. Tedaj veljaL(b; s) < 2q nn� 2(k � 1)b! nb! (n� 2(k � 1)b)bs ! qn2 � b(n� 2(k � 1)b)m� s ! qn2m !�1:Ker je b < n2k in zaradi leme 2.11 (2), lahko zapi�semo neenakost qn2 � b(n� 2(k � 1)b)m� s ! qn2m !�1 <  qn2 � bn=km ! qn2m !�1 < e� bn"2k :Pri zadnji neenakosti smo upo�stevali, da je n poljubno velik. Sedaj upo�stevamo lastnostbinomskega simbola nn� x! =  nx!in za oceno uporabimo �se lemo 2.11 (3). Zapi�semoL(b; s) < 2qn(2k�1)bnb(bn)se� bn"2k< (bn)s exp �bn"2k + 2kb logn! < n2se� bn"3k :Naj L(b) ozna�cuje vsoto vseh L(b; s), za katere je s � minfb; ng"g. �Ce je b < ng", jes � b in zatoL(b) < bn2be� bn23k < n3be� bn23k < exp �bn"3k + 3b logn! < e� bn"4k < e�n"=2 :�Ce pa je b � ng", je s � ng" in zato



2. Gra� z znanim zvezdnim kromati�cnim �stevilom 34L(b) < ng"n2ng"e� bn"3k < n3ng"e� bn"3k< exp �n(g+1)"3k + 3ng" logn! < e�n(g+1)"4k < e�ng":Torej veljaX1�b� n2k L(b) < n2ke�n"=2 < e�n"=3 :Primer 2(b). To�cki i0 in j0 nista sosednji v H.Ker je H jedro, v H obstaja to�cka v, ki je sosednja j0 in ni sosednja i0. Sicer bi bilavsaka to�cka, ki je sosednja j0, sosednja tudi i0 in bi bila preslikava, ki j0 preslika v i0,vse ostale to�cke pa preslika vase, homomor�zem.Trdimo, da jejVv n h�1(v)j � 2kr.�Ce je v 2 I, zaradi izbire i0 veljar � jh�1(v) n Vvj � 12 jVv n h�1(v)j.Torej je trditev resni�cna za v 2 I.Privzemimo sedaj, da v =2 I, to pomeni, da veljajVv n h�1(v)j > 2jh�1(v) n Vvj.Ker so v Vi n h�1(i) to�cke iz h�1(j) n Vj za j 6= i, jek[i=1Vi n h�1(i) = k[i=1 h�1(i) n Vi.Ker sta to uniji disjunktnih mno�zic, veljakXi=1 jVi n h�1(i)j = kXi=1 jh�1(i) n Vij.Od tod jekr � Xi2I jh�1(i) n Vij = kXi=1 jVi n h�1(i)j �Xi=2I jh�1(i) n Vij� jVv n h�1(v)j � jh�1(v) n Vvj � 12 jVv n h�1(v)j:Pri zadnjih dveh neenakostih smo uporabili dejstvo, da za i =2 I velja



2. Gra� z znanim zvezdnim kromati�cnim �stevilom 35jVi n h�1(i)j > 2jh�1(i) n Vijin predpostavko, da v =2 I. Zaradi izbire r je tako jVv n h�1(v)j � 2kr. Tako je trditevdokazana tudi za v =2 I.Trditev nam zagotavlja obstoj mno�zic A � Vv, B � Vj0, kjer je vj0 2 E(H) injAj = n � kr0, jBj = b = 12(k�1)r0, ter A � h�1(v), B � h�1(i0) (r0 = 2r). Ker je hhomomor�zem G n E0 na H in (i0; v) =2 E(H), obstaja najve�c minfng"; bg neodvisnihpovezav med A in B. Sedaj moramo le �se oceniti pri�cakovano �stevilo parov Wi � Vi,Wj � Vj, da je ij 2 E(H), jWij = n � 2k(k � 1)b = n� 2k(k � 1)jWjj, med katerimaobstaja najve�c minfng"; bg povezav. �Ce to primerjamo s primerom 2(a), vidimo, da jespremenjena le konstanta 2(k�1) v 2k(k�1). Tako z identi�cnim izra�cunom poka�zemo,da je pri�cakovano �stevilo grafov G 2 G, v katerih obstajata podmno�zici Wi in Wj zomenjeno lastnostjo, navzgor omejeno. Izra�cunamoL < e�n"=3 .Naj bo G4 dru�zina grafov G 2 G z lastnostjo, da je G n E0 enoli�cno H-obarvljiv zapoljubno mno�zico E0 z najve�c ng" neodvisnimi povezavami. �Ce zdru�zimo primera 1 in2, dobimo ocenojG4j � �1� e�n"=4� jGj.Naj bo G5 = G4 \ G3. Potem veljajG5j � (1� e�n"=4 � n�"=3)jGj,zato podmno�zica G5 ni prazna.Naj bo G 2 G5. Ker je G 2 G3, lahko odstranimo mno�zico bng"c neodvisnih povezaviz grafa G, da ima dobljen graf G� dol�zino najkraj�sega cikla vsaj g. Ker je G 2 G4,je graf G� enoli�cno H-obarvljiv. Ker ima graf G� dol�zino najkraj�sega cikla vsaj g, jeizrek 2.10 dokazan. 2�Ze v uvodu smo omenili, da je za poljubni tuji celi �stevili k in d, k � 2d, grafG (k; d)-obarvljiv natanko tedaj, ko je tudi Gdk-obarvljiv. Ker nobeni to�cki grafaGdk nimata istihsosednjih to�ck, ne obstaja homomor�zem grafa Gdk na kak�sen njegov podgraf. Zato jegraf Gdk jedro. Zaradi izreka 2.10 velja, da za poljubno celo �stevilo g obstaja graf G zdol�zino najkraj�sega cikla vsaj g, ki je enoli�cno Gdk-obarvljiv. Sedaj bomo pokazali, daod tod sledi, da ima graf G zvezdno kromati�cno �stevilo enako k=d.Izrek 2.12.[35] �Ce je graf G enoli�cno Gdk-obarvljiv, je �?(G) = k=d.Dokaz. Recimo, da je G enoli�cno Gdk-obarvljiv graf. Potem po de�niciji velja �?(G) �k=d in obstaja surjektivni homomor�zem c grafa G na Gdk. Naj bo �?(G) = k0=d0 < k=din c0 (k0; d0)-barvanje grafa G. Zaradi posledice 1.12, barvanje c0 uporablja vseh k0 barv.Sedaj de�nirajmo nov homomor�zem c�1 grafa G na Gdk takole:



2. Gra� z znanim zvezdnim kromati�cnim �stevilom 36c�1(x) = bc0(x)d=d0c.Poka�zimo, da je c�1 res homomor�zem G na Gdk. Naj bo xy 2 E(G) povezava v G.Potem veljad0 � jc0(x)� c0(y)j � k0 � d0in zatod � jc0(x)d=d0 � c0(y)d=d0j � k0d=d0 � d < k � d.Za poljubni naravni �stevili a in b ter za " > 0; � < 1, za katera velja d � ja+"�(b+�)j <k � d, je d � 1 < ja � bj < k � d. Ker so �stevila d, a � b in k � d naravna, veljataneenakosti d � ja� bj � k � d. Torej veljad � jbc0(x)d=d0c � bc0(y)d=d0cj � k � d.Zato je c�1 res homomor�zem G na Gdk.�Ce c�1 ne bi bil surjektivni homomor�zem, ne bi mogel biti kompozitum barvanja cz avtomor�zmom grafa Gdk. To pa bi bilo v nasprotju z na�so predpostavko, da je Genoli�cno Gdk-obarvljiv. Torej lahko predpostavimo, da je c�1 surjektivni homomor�zem.Ker iz c0(x) = c0(y) sledi c�1(x) = c�1(y) in sta c0 in c�1 surjektivni preslikavi, je k0 � k.�Ce upo�stevamo �se, da je k0=d0 < k=d, velja d0 > d.Ker barvanje c0 uporablja vseh k0 barv, obstajata to�cki x in y, ki sta obarvani zbarvama 0 in 1. Ker je d=d0 < 1, sta obe to�cki z barvanjem c�1 obarvani z barvo 0.Kon�cno de�niramo �se homomor�zem c�2 grafa G na Gdk s predpisomc�2(x) = 8><>: $(c0(x)� 1)dd0 + 1% ; (c0(x)� 1)dd0 + 1 � k � 10 ; sicer:Poka�zimo, da je c�2 res homomor�zem G na Gdk. Vzemimo poljubno povezavo xy 2E(G). Tedaj veljad0 � jc0(x)� c0(y)j � k0 � d0.V primeru, ko sta c0(x); c0(y) � ((k � 1)d0 � 1)=d) + 1, neena�cbo pomno�zimo z d=d0 indobimod � ����� (c0(x)� 1)dd0 + 1!�  (c0(y)� 1)dd0 + 1!����� � dk0d0 � d < k � d.Od tod vidimo, da velja ocena d � jc�2(x)� c�2(y)j � k � d.�Ce je c0(x) � ((k � 1)d0 � 1)=d) + 1 < c0(y), lahko zapi�semo naslednje ocene:



2. Gra� z znanim zvezdnim kromati�cnim �stevilom 37d < d� dd0 + 1 = (d0 � 1)dd0 + 1 � jc�2(x)� 0j� (k0 � d0 � 1)dd0 + 1 < k � d� dd0 + 1 < k � d+ 1:Ker je jc�2(x)� 0j celo �stevilo, tudi v tem primeru veljad < jc�2(x)� 0j � k � d.Ker je(k � 1)d0 � 1d + 1 > k0 � d0 + 1d + 1 > k0 � d0,c0(x) in c0(y) ne moreta biti hkrati ve�cji od ((k � 1)d0 � 1)=d) + 1.Torej je c�2 homomor�zem G na Gdk. Hkrati c�2 ni kompozitum homomor�zma c�1z avtomor�zmom grafa Gdk, saj pri predpostavki c�1(x) = c�1(y) = 0 velja c�2(x) = 0in c�2(y) = 1. To pa je v nasprotju s predpostavko na�sega izreka, da je G enoli�cnoGdk-obarvljiv. 2Posledica 2.13. Za poljubno racionalno �stevilo k=d � 2 in poljubno celo �stevilog, obstaja graf G z dol�zino najkraj�sega cikla vsaj g in zvezdnim kromati�cnim �stevilom�?(G) = k=d.



Poglavje 3Ravninski gra�To poglavje je razdeljeno na tri razdelke. V prvem so opisani primeri ravninskih grafovz zvezdnim kromati�cnim �stevilom med 2 in 3 ter ravninskih grafov z zvezdnim kro-mati�cnim �stevilom 3.V drugem razdelku bomo s pomo�cjo konstrukcije videli, da za poljubno racionalno�stevilo r med 2 in 3 obstaja ravninski graf z zvezdnim kromati�cnim �stevilom enakim r.V tretjem razdelku bomo predstavili primere ravninskih grafov z zvezdnim kro-mati�cnim�stevilom med 3 in 4. Ker za ravninske grafe z zvezdnim kromati�cnim�stevilommed 3 in 4 �se ni znan podoben rezultat kot za ravninske grafe z zvezdnim kromati�cnim�stevilom med 2 in 3, bomo trditev pokazali le za nekatera racionalna �stevila med 3 in4.3.1 Nekaj primerov grafov s �? med 2 in 3Kot odgovor na vpra�sanje, ali �se za kak�sne ravninske grafe G, razen za lihe cikle, velja2 < �?(G) < 3, je X. Zhu v [34] podal primer neskon�cne dru�zine tak�snih grafov.

Slika 3.1: Graf G in njegovo (8; 3)-barvanjeNaj bo G graf iz slike 3.1. Ker je C5 � G in G 6! C5, velja �?(G) > 52 . Ker obstaja(8; 3)-barvanje grafa G, je �?(G) = 8=3. Graf G ni lih cikel in tudi ni homomorfen38



3. Ravninski gra� 39lihemu ciklu. �Ce na odebeljene povezave grafa G dodamo sodo to�ck, dobimo graf, kije �se vedno ravninski in je homomorfen grafu G. Zato za tak�sen graf velja 2 < �? � 83 .Prav tako tak�sen graf ni ne lih cikel in ne homomorfen lihemu ciklu.Trditev 3.1. Za vse 3-kromati�cne grafe G brez trikotnikov, v katerih obstaja tak�snato�cka v, da je graf G� v dvodelen, velja �?(G) � 5=2.Dokaz. Naj bosta V1 in V2 barvna razreda 2-barvanja grafa G � v. De�nirajmo5-barvanje c grafa G tako:c(x) = 8>>>>>><>>>>>>: 0; x = v;1; x 2 V1; xv =2 E(G);2; x 2 V1; xv 2 E(G);3; x 2 V2; xv 2 E(G);4; x 2 V2; xv =2 E(G):Barva vsake to�cke, sosednje to�cki v, je oddaljena od 0 za 2. To�cke iz istega barvnegarazreda niso povezane, torej moramo preveriti le �se povezave med barvnima razredoma.Barvi to�ck iz razli�cnih barvnih razredov sta lahko za manj kot 2 narazen le v primeru,ko sta obe to�cki povezani s to�cko v. V tem primeru ti to�cki nista povezani, saj graf Gne vsebuje trikotnikov. Zato res velja �?(G) � 5=2. 2Iz primerov vidimo, da je mnogo ravninskih grafov s kromati�cnim �stevilom strogove�cjim od 2 in strogo manj�sim od 3. To pa ne moremo trditi za grafe brez trikotnikovin z zvezdnim kromati�cnim �stevilom natanko 3. O�citno za vsak 3-kromati�cen graf, kivsebuje trikotnik, velja, da je �?(G) = 3.Iz trditve 2.3 lahko izra�cunamo zvezdno kromati�cno �stevilo (2n + 1)-kolesa. To�ckav je univerzalna to�cka tega grafa, zato je �?(W2n+1) = �(W2n+1) = 4.G. Ghao [12] je pokazal, da ima graf fW2n+1, ki je dobljen iz 5-kolesa tako, da navsako od petih pre�ck dodamo to�cko, zvezdno kromati�cno �stevilo enako 3. Z naslednjimizrekom bomo pokazali, da to velja za vsako (2n+ 1)-kolo. To je tudi prva netrivialnadru�zina ravninskih grafov brez trikotnikov, z zvezdnim kromati�cnim �stevilom enakim3.Trditev 3.2.[31] Za vse n � 2 velja �?(fW2n+1) = 3.Dokaz. V dokazu znova uporabimo izrek 2.1. Naj bo V = fv; c0; c1; : : : ; c2ng mno�zicato�ck (2n + 1)-kolesa W2n+1, kjer je to�cka v povezana z vsemi to�ckami ci. Mno�zicafc0; c1; : : : ; c2ng v fW2n+1 inducira cikel s povezavami cici+1. Graf fW2n+1 je dobljen izgrafaW2n+1 tako, da razpolovimo vsako povezavo vci v dve povezavi. Za i = 0; 1; : : : ; 2nnaj bodo ui to�cke, ki razpolavljajo povezave vci. Ker lahko C2n+1 obarvamo s tremibarvami, to�cko v pa z eno izmed teh treh barv, lahko tudi to�cko ui obarvamo z eno



3. Ravninski gra� 40izmed teh treh barv, saj je le-ta povezana le s to�ckama v in ci. Torej je �(fW2n+1) = 3.Zato velja tudi �?(fW2n+1) � 3.Privzemimo, da je �?(fW2n+1) = r < 3. Naj bo c : V (fW2n+1) ! C(r) r-kro�zno bar-vanje grafa fW2n+1. Ker je to�cka v povezana z vsemi ui, je vsak interval c(ui) disjunktenz intervalom c(v). Ker je r < 3 in je za i = 0; 1; : : : ; 2n tudi c(ci) disjunkten s c(ui),velja c(v) \ c(ci) 6= ;. Za noben indeks i 2 f0; 1; : : : ; 2ng ne more biti c(v) = c(ci), sajbi presek c(ci) \ c(ci+1) ne bil prazna mno�zica, a sta to�cki ci in ci+1 povezani. Zaraditega vsak interval c(ci) vsebuje eno kraji�s�ce intervala c(v). Naj bosta p in q kraji�s�ciintervala c(v). Brez izgube na splo�snosti lahko privzamemo, da interval c(c0) vsebujeto�cko p. Ker sta intervala c(c0) in c(c1) disjunktna, mora c(c1) vsebovati kraji�s�ce q. Izistega razloga intervali c(c2); c(c3); : : : ; c(c2n) izmeni�cno vsebujejo to�cki p in q. Torejje p 2 c(c2n) in s tem c(c2n) \ c(c0) 6= ;, kar je v nasprotju s predpostavko, da je cr-kro�zno barvanje grafa fW2n+1. 2Tukaj se avtorjema v [31] postavljata dve vpra�sanji:� Ali vsak ravninski graf G brez trikotnikov in z zvezdnim kromati�cnim �stevilomenakim 3 vsebuje kak�sen graf fW2n+1?� Ali vsak ravninski graf z zvezdnim kromati�cnim�stevilom enakim 4 vsebuje kak�snoliho kolo W2n+1?�Ce sta odgovora na dani vpra�sanji pozitivna, lahko v polinomskem �casu za poljubenravninski graf z znanim kromati�cnim �stevilom preverimo, ali velja �?(G) = �(G) aline.



3. Ravninski gra� 413.2 Konstrukcija grafov s poljubnim �? med 2 in 3D. E Moser [27] si je pri izpeljavi konstrukcije ravninskih grafov s poljubnim zvezdnimkromati�cnim �stevilom pomagal s Farey-evimi zaporedji.3.2.1 Farey-evo zaporedjeNaj bo kd okraj�san ulomek med 2 in 3. Konstruirajmo zaporedje ulomkov, prirejeno kd ,na naslednji na�cin. Naj bo ~k0 = k in ~d0 = d. Ker sta k in d tuji �stevili, obstajata ~k1,0 < ~k1 < ~k0 in ~d1, 0 < ~d1 < ~d0, ki sta re�sitev diofantske ena�cbe ~k0 ~d1 � ~d0~k1 = 1. Tudi~k1 in ~d1 sta tuji �stevili in zanju velja ~k1~d1 < ~k0~d0 .Za �stevili ~k0 in ~d0, za kateri velja ~k1~d1 < ~k0~d0 < ~k0~d0 , lahko zapi�semo1~k0~k1 =  ~d1~k1 � ~d0~k0!+  ~d0~k0 � ~d0~k0! � 1~k1~k0 + 1~k0~k0 = ~k0 + ~k1~k0~k0~k1 .Od tod vidimo, da je �stevec ~k0 ve�cji od ~k0. Torej je ~k1 najve�cje �stevilo, za katero velja~k0 ~d1 � ~d0~k1 = 1. Z nadaljevanjem tega postopka dobimo zaporedje ulomkovkd = ~k0~d0 > ~k1~d1 > � � � > ~kn�1~dn�1 > ~kn~dn = 21,ki ima za 0 � i � n� 1 naslednje lastnosti:1. ~ki+1~di+1 je najve�cje racionalno �stevilo, manj�se od ~ki~di , kjer sta ~ki+1 in ~di+1 tuji �steviliin je ~ki+1 � ~ki,2. ~ki+1 ~di + 1 = ~ki ~di+1.Naj bo sedaj kidi = ~kn�i~dn�i . S tem dobimo naslednje zaporedje ulomkov:21 = k0d0 < k1d1 < k2d2 < � � � < kndn = kd . (1)Zaporedje (1) imenujemo Farey-evo zaporedje, prirejeno ulomku kd .Iz lastnosti zaporedja vidimo, da veljata ena�cbi ki�1di+1 = kidi�1 in ki�1di�2�1 =ki�2di�1. �Ce ena�cbi se�stejemo, dobimodi + di�2 = di�1(ki + ki�2)ki�1 .Ker sta ki�1 in di�1 tuji si �stevili, vidimo, da je vsota di + di�2 deljiva z di�1.Sedaj de�niramo alfa-zaporedje ulomka kd



3. Ravninski gra� 42�1; �2; : : : ; �n, (2)ki ga dobimo iz Farey-evega zaporedja (1) na naslednji na�cin:�i = 8><>: di + di�2di�1 ; 2 � i � n;1 ; i = 1:Ker je 0 < di�2 < di�1 < di, veljadi + di�2di�1 > 1 + di�2di�1 > 1.Ker je �i celo �stevilo, ve�cje od 1, velja �i � 2. Iz naslednje leme vidimo, kako sezaporedje (1) izra�za z zaporedjem (2).Lema 3.3. Na bo za r � 1 in s � n
�r;s =

8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>: det 2666666664�r 1 0 � � � 0 01 �r+1 1 � � � 0 00 1 �r+2 � � � 0 0... ... ... ... ...0 0 0 � � � �s�1 10 0 0 � � � 1 �s
3777777775 ; r � s;1 ; r = s+ 1;0 ; sicer:Potem za 1 � j � n velja(i) kj = 2�1;j +�2;j in(ii) dj = �1;j.Dokaz. Lemo bomo dokazali z matemati�cno indukcijo. Vidimo, da je d1 = �1 = �1;1in k1 = 2�1 + 1 = 2�1;j + 1. Privzemimo sedaj, da (i) in (ii) velja za 1 � i � m, kjerje m < n. Z razvojem determinante pridemo do rekurzivne ena�cbe:�1;m+1 = �m+1�1;m ��1;m�1 = �m+1dm � dm�1 = dm+1.Prav tako velja2�1;m+1 +�2;m+1 = 2(�m+1�1;m ��1;m�1) + (�m+1�2;m ��2;m�1)= �m+1(2�1;m +�2;m) + (2�1;m�1 +�2;m�1)= �m+1km � km�1:�Ce upo�stevamo de�niciji alfa in Farey-evega zaporedja, dobimo �zeljeni rezultat:2�1;m+1 +�2;m+1 = kmdm+1 + dm�1km � km�1dmdm = kmdm+1 + 1dm = kn+1. 2



3. Ravninski gra� 433.2.2 KonstrukcijaNaj bo kd okraj�san ulomek med 2 in 3 ter2d1 + 1d1 = k1d1 < k2d2 < � � � < kndn = kd (3)in �1; �2; : : : ; �n, (4)zaporedji, prirejeni ulomku kd , kot smo ju opisali v prej�snjem razdelku. Na osnovi za-poredja (4) sedaj konstruirajmo tri zaporedja grafov Fi, Hi in Gi. Videli bomo, da jeGn ravninski graf z zvezdnim kromati�cnim �stevilom enakim kd . Opazili bomo celo, daimajo gra� Gi zvezdno kromati�cno �stevilo enako kidi .Konstrukcija. �Zeljeno zaporedje grafov Hi in Fi konstruiramo rekurzivno:� Naj bo H1 pot z 2�1 to�ckami. Kraji�s�ci poti ozna�cimo z x1 in w1. Za�cetni graf F1naj bo izolirana to�cka, ki jo ozna�cimo z u1 in v1 hkrati, graf F2 pa naj bo pot z2�1 � 2 to�ckami, katere kraji�s�ci ozna�cimo z u2 in v2.� Privzemimo, da je m � n in da so za 1 � i � m�1 gra� Hi in Fi �ze konstruirani.Graf Fm konstruiramo na naslednji na�cin: Vzemimo �m�1 � 1 kopij grafa Fm�2.Ozna�ceni to�cki j-te kopije grafa Fm�2 ozna�cimo z ujm�2 in vjm�2. Nato vzemimo�m�1 � 2 kopij grafa Hm�2 in ozna�ceni to�cki v j-ti kopiji prav tako ozna�cimoz wjm�2 in xjm�2. Graf Fm konstruiramo iz zgornjih kopij grafov Fm�2 in Hm�2tako, da pove�zemo to�cko wjm�2 s to�ckama ujm�2 in uj+1m�2 in to�cko xjm�2 s to�ckamavjm�2 in vj+1m�2. To�cko u1m�2 ozna�cimo z um in to�cko v(�m�1)�1m�2 z vm.Na podoben na�cin konstruiramo �se graf Hm: Vzemimo �m kopij grafa Fm�1 inozna�ceni to�cki v j-ti kopiji ozna�cimo z ujm�1 in vjm�1. Vzemimo �se �m � 1 kopijgrafa Hm�1 in ozna�ceni to�cki v j-ti kopiji ozna�cimo z wjm�1 in xjm�1. Graf Hmkonstruiramo iz zgornjih kopij grafov Fm�1 in Hm�1 tako, da pove�zemo to�ckowjm�1 s to�ckama ujm�1 in uj+1m�1 in to�cko xjm�1 s to�ckama vjm�1 in vj+1m�1. To�ckou1m�1 ozna�cimo z xm in to�cko v�mm�1 z wm.Na koncu za 1 � i � n konstruiramo graf Gi iz grafov Fi in Hi tako, da pove�zemoto�cki wi in ui ter to�cki xi in vi.Prikazali bomo konstrukcijo za kd = 7529 . Z re�sevanjem dobljenih diofantskih ena�cbdobimo Farey-evo zaporedje, prirejeno �zeljenemu ulomku:21 < 52 < 187 < 3112 < 7629.
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Slika 3.2: Primer konstrukcijeOd tod izra�cunamo prirejeno alfa zaporedje: 2, 4, 2, 3. Zaporedje grafov Gi, dobljenihz opisano konstrukcijo, vidimo na sliki 3.2.Ravninskost grafa Gn doka�zemo z induktivnim sklepom. Iz konstrukcije grafov Fiin Hi vidimo, da so ozna�cene to�cke vedno na zunanjih licih grafov Fi in Hi. Zato zdodajanjem povezav med ozna�cenimi to�ckami ohranimo ravninskost. Torej je tudi grafGn ravninski.Trditev 3.4.[27] Graf Gn je ravninski.V nadaljevanju bomo pokazali, da je zvezdno kromati�cno �stevilo grafov Gn enakokn=dn. V ta namen poka�zimo naslednja pomo�zna rezultata:Lema 3.5. Za poljubno celo �stevilo j, 1 � j � n, velja(dj � 1)kn + dn � (kj � 1)dn � kndj � dn.



3. Ravninski gra� 45Dokaz. Naj bo Rk = kk� 2dk in naj bo hk; ji = kkdj�kjdk. Tedaj je dovolj pokazati,da za poljuben j, 1 � j � n, velja 0 � hn; ji � Rn.Z indukcijo najprej poka�zimo, da veljaRn > Rn�1 > � � � > R1 > 0. (5)Ker je 1 = k1d0 � k0d1 = k1 � 2d1 = R1, velja R2 = k2 � 2d2 = (1 + k1d2)=d1 � 2d2 =(1 + (R1 + 2d1)d2)=d1 � 2d2 = (1 + d2)d1 = �2 � 2. Zato je R2 > R1.Privzemimo, da za 2 � k � m < n velja Rk > Rk�1. Ker velja km = Rm + 2dm,lahko zapi�semoRm+1 = km+1 � 2dm+1 = 1 + kmdm+1dm � 2dm+1= 1 + (Rm + 2dm)dm+1dm � 2dm+1= 1 +Rmdm+1dm = �m+1Rm + 1�Rmdm�1dm= �m+1Rm + 1� kmdm�1dm + 2dmdm�1dm = �m+1Rm � km�1 + 2dm�1= �m+1Rm �Rm�1 � 2Rm �Rm�1 > Rm:Ponovno z indukcijo poka�zimo, da veljajo neenakostiRn � hn; ji � Rn�1 � hn� 1; ji � � � � � Rj � hj; ji � 0. (6)Ker je hj; ji = 0 in zaradi (5), velja Rj � hj; ji � 0. Iz konstrukcije Farey-evegazaporedja vidimo, da velja hj + 1; ji = hj; j � 1i = � � � = h2; 1i = 1. Od tod dobimo,da velja Rj+1 � hj + 1; ji � Rj � hj; ji.Privzemimo, da za j < k � m < n velja Rk � hk; ji � Rk�1 � hk � 1; ji. Ker je�m+1 = (km�1 + km+1)=km = (dm�1 + dm+1)=dm, lahko zapi�semoRm+1 � hm+ 1; ji = �m+1Rm � Rm�1 � (�m+1km � km�1)dj + kj(�m+1dm � dm�1)= �m+1(Rm � kmdj + kjdm)� (Rm�1 � km�1dj + kjdm�1)= �m+1(Rm � hm; ji)� (Rm�1 � hm� 1; ji)� 2(Rm � hm; ji)� (Rm�1 � hm� 1; ji) � (Rm � hm; ji):Tedaj velja (6) in za poljuben j, 1 � j � n, tudi hn; ji � Rn.Ker za 1 � j � n veljakndn � kjdj � 0,



3. Ravninski gra� 46je tudi hn; ji � 0. 2Trditev 3.6.[27] Za i, 1 � i � n, velja jGij = ki.Dokaz. Z indukcijo hkrati doka�zimo naslednji trditvi:(i) Za i, 2 � i � n, velja jGij = (�i � 1)jGi�1j+ jFij+ jFi�1j.(ii) Za i, 1 � i � n, velja jGij = ki.Preverimo najprej trditvi za i � 2:jG1j = 2�1 + 1 = 2d1 + 1 = k1,jG2j = �2jF1j+ (�2 � 1)jH1j+ jF2j = (�2 � 1)jG1j+ jF1j+ jF2j.Od tod sledijG2j = (�2 � 1)k1 + 1 + 2�2 � 2 = �2k1 � 2 = 2 + k2k1 k1 � 2 = k2.Naj bo 3 � m � n in privzemimo, da za i, 1 � i � m� 1, trditvi (i) in (ii) veljata.Potem lahko zapi�semojGmj = jHmj+ jFmj = �mjFm�1j+ (�m � 1)jHm�1j+ jFmj= (�m � 1)(jHm�1j+ jFm�1j) + jFm�1j+ jFmj= (�m � 1)jGm�1j+ jFm�1j+ jFmj;torej (i) velja. Sedaj lahko izra�cunamo tudijGmj = (�m � 1)jGm�1j+ jFm�1j+ jFmj= (�m � 1)jGm�1j+ jFm�1j+ (�m�1 � 2)jGm�2j+ jFm�2j= (�m � 1)jGm�1j � jGm�2j+ ((�m�1 � 1)jGm�2j+ jFm�1j+ jFm�2j)= �mjGm�1j � jGm�2j= �mkm�1 � km�2= km�2 + kmkm�1 km�1 � km�2= km:Tako velja tudi (ii). 2



3. Ravninski gra� 47Za dokaz enakosti�?(Gn) = kndnzadostuje pokazati, da je graf Gn (kn; dn)-obarvljiv in ni (kn�1; dn�1)-obarvljiv, saj jeulomek kn�1=dn�1 najve�cji izmed ulomkov, manj�sih od kn=dn in s �stevcem, manj�simod kn = jGnj.Trditev 3.7.[27] Graf Gn je (kn; dn)-obarvljiv.Dokaz. Zaradi enostavnosti zapisov ozna�cimo K = kn in D = dn. Z indukcijopoka�zimo, da za 1 � i � n veljata trditvi:(i) Na grafu Hi obstaja tak�sno (K;D)-barvanje c, da veljac(wi) = (jHij � 1)D + c(xi).(ii) Na grafu Fi obstaja tak�sno (K;D)-barvanje c, da veljac(vi) = (jFij � 1)D + c(ui).Oglejmo si najprej trditvi za primer, ko je i = 1. Graf H1 je pot na 2d1 to�ckah, kjer jed1 � 2. Torej je (2d1 � 1)D � 3D, zato tak�sno barvanje gotovo obstaja. Graf F1 pa jele to�cka, zato velja c(v1) = c(u1) in trditev (ii) velja.Naj bo 2 � m � n in privzemimo, da trditvi (i) in (ii) veljata za i, 1 � i � m � 1.Torej obstajajo tak�sna (K;D)-barvanja vseh kopij grafa Fm�1 in grafaHm�1, potrebnihpri konstrukciji grafa Hm, da veljac(ujm�1) = km�1(j � 1)D,c(vjm�1) = ((j � 1)km�1 + jFm�1j � 1)D,c(xjm�1) = ((j � 1)km�1 + jFm�1j)D inc(wjm�1) = ((j � 1)km�1 + jFm�1j+ jHm�1j � 1)D.Potem veljac(wm)� c(xm) = c(v�mm�1)� c(u1m�1)= ((�m � 1)km�1 + jFm�1j � 1)D = (jHmj � 1)Din ker je km�1 = jFm�1j+ jHm�1j, velja tudijc(uj+1m�1)� c(wjm�1)jK = jc(xjm�1)� c(vjm�1)jK = D.Prav tako je



3. Ravninski gra� 48c(wjm�1)� c(ujm�1) = c(vj+1m�1)� c(xjm�1) = (km�1 � 1)D.Iz leme 3.5 sledi(dm�1 � 1)K +D � (km�1 � 1)D � dm�1K �D.Od tod lahko zapi�semo ocenojc(wjm�1)� c(ujm�1)jK = jc(vj+1m�1)� c(xjm�1)jK � D.Iz opisanih ocen lahko sklepamo, da preslikava c predstavlja (K;D)-barvanje grafa Hm,zato velja trditev (i).Ker je konstrukcija grafov Fi enaka konstrukciji grafov Hi, na enak na�cin doka�zemotrditev (ii).S pomo�cjo trditev (i) in (ii) lahko konstruiramo (K;D)-barvanje c grafa Hn, zakatero velja c(xn) = 0 in c(wn) = (jHnj�1)D, in (K;D)-barvanje c grafa Fn, za katerovelja c(un) = jHnjD in c(vn) = (jHnj + jFnj � 1)D. Ker je jc(un) � c(wn)jK = D injc(vn)�c(xn)jK = jKD�DjK = D, preslikava c predstavlja tudi (K;D)-barvanje grafaGn. 2Trditev 3.8.[27] Graf Gn ni (kn�1; dn�1)-obarvljiv.Dokaz. Zaradi enostavnej�sega zapisa naj bo K = kn�1 in D = dn�1. Trditev bomopokazali s pomo�cjo strogih ocen vrednosti jc(xi)� c(wi)jK in jc(ui)� c(vi)jK, kjer je cpoljubno (K;D)-barvanje grafov Gi ali Fi. Najprej zapi�simo nekaj de�nicij.Za ~� = (�1; �2; : : : ; �n�1; �n; : : :) naj bo
F (~�) = 8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>: det 2666666666664

�1 �2 �3 �4 � � � �n�2 �n�11 �2 1 0 � � � 0 00 1 �3 1 � � � 0 00 0 1 �4 � � � 0 0... ... ... ... ... ...0 0 0 0 � � � �n�2 10 0 0 0 � � � 1 �n�1
3777777777775 ;n � 3;�1 ;n = 2:Za j, 1 � j � n� 1, de�nirajmoUj = 8>>><>>>: F ( j�1z }| {2; 2; : : : ; 2; 1; 0; 0; : : :) ; j = 2i+ 1;F (1; j�2z }| {2; 2; : : : ; 2; 1; 1; 0; 0; : : :) ; j = 2iin



3. Ravninski gra� 49Lj = 8>>><>>>: F ( j�1z }| {2; 2; : : : ; 2; 1; 1; 0; 0; : : :) ; j = 2i+ 1;F (1; j�2z }| {2; 2; : : : ; 2; 1; 0; 0; : : :) ; j = 2i:Z indukcijo poka�zimo, da za poljuben i, 1 � i � n� 1, veljajo naslednje trditve:(i) Za (K;D)-barvanje grafa Gi veljaLi � jc(xi)� c(wi)jK.(ii) Za (K;D)-barvanje grafa Gi veljajc(xi)� c(wi)jK � Ui.(iii) �Ce je i lih, za (K;D)-barvanje grafa Fi veljajc(ui)� c(vi)jK � Ui � (K � 2D).(iv) �Ce je i sod, za (K;D)-barvanje grafa Fi veljajc(ui)� c(vi)jK � Li +K � 2D.Doka�zimo najprej, da veljajo trditve za i = 1.Na poti P2�1 se lahko barvi to�ck na razdalji 2 razlikujeta za najve�c K � 2D, zatolahko na (�2�1) takih korakih dose�zemo, da se barvi to�ck na razdalji 2�2�2 razlikujetaza najve�c (�2� 1)(K � 2D). Ker sta to�cki x1 in w1 na poti P2�1 na razdalji (2�1� 1),je lahko razdalja med njunima barvama najmanj D � (�1 � 1)(K � 2D) = L1, zatovelja (i).Ker imata to�cki x1 in w1 v G1 skupnega soseda u1, se lahko barvi teh to�ck razlikujetaza najve�c K � 2D = U1, zato velja (ii).Ker je U1 � (K � 2D) = 0 in je graf F1 to�cka, je trditev (iii) za i = 1 o�citna.Zadnja trditev velja, ker je pogoj na prazno izpolnjen.Naj bo 2 � m � n in naj za i, 1 � i � m� 1, trditve (i)-(iv) veljajo.* Oglejmo si poljubno (K;D)-barvanje grafa Gm, �ce je m liho �stevilo. Brez izgubena splo�snosti lahko privzamemo, da velja c(xm) = c(u1m�1) = 0, c(u2m�1) 2 [0; K � 2D](to�cki xm in u2m�1 imata skupnega soseda w1m�1) inc(w1m�1) 2 [c(u2m�1) +D;K �D].Zaradi (iv) veljac(v1m�1) 2 [Lm�1 +K � 2D; 2D � Lm�1]



3. Ravninski gra� 50in c(v2m�1) 2 [c(u2m�1) + Lm�1 +K � 2D; c(u2m�1) + 2D � Lm�1].Ker je to�cka x1m�1 povezana s to�ckama v1m�1 in v2m�1, jec(x1m�1) 2 [c(u2m�1) + Lm�1 �D;D � Lm�1].Iz zapisanih ocen sledijc(w1m�1)� c(x1m�1)jK � c(u2m�1) + Lm�1.Ko upo�stevamo (ii), dobimo ocenoc(u2m�1) � Um�1 � Lm�1.�Ce s to oceno nadaljujemo po vseh komponentah grafa Gm, dobimojc(u�mm�1)jK � (�m � 1)(Um�1 � Lm�1).Iz (iv) nato sledijc(xm)� c(wm)jK = jc(v�mm�1)jK� jc(u�mm�1)� c(v�mm�1)jK � jc(u�mm�1)jK� Lm�1 +K � 2D � (�m � 1)(Um�1 � Lm�1):Z razvojem determinant dobimo naslednje enakosti:Um�1 = Lm�1 +�m+1;n�1,�m;n�1 = �m�m+1;n�1 ��m+2;n�1in Lm = �2;n�1 + Lm�1 ��m;n�1 +�m+1;n�1 ��m+2;n�1= K � 2D + Lm�1 � (�m � 1)�m+1;n�1= K � 2D + Lm�1 � (�m � 1)(Um�1 � Lm�1):Zato veljajc(xm)� c(wm)jK � Lm. (7)* Sedaj si oglejmo (K;D)-barvanje grafa Gm, �ce je m sodo �stevilo. Brez izgube nasplo�snosti lahko privzamemo, da velja c(xm) = c(u1m�1) = 0, c(u2m�1) 2 [0; N � 2D](to�cki xm in u2m�1 imata skupnega soseda w1m�1) in



3. Ravninski gra� 51c(w1m�1) 2 [c(u2m�1) +D;K �D].Zaradi (iii) veljac(v1m�1) 2 [�(Um�1 �K + 2D); Um�1 �K + 2D] inc(v2m�1) 2 [c(u2m�1)� (Um�1 �K + 2D); c(u2m�1) + (Um�1 �K + 2D)].Ker je to�cka x1m�1 povezana s to�ckama v1m�1 in v2m�1, jec(x1m�1) 2 [c(u2m�1)� Um�1 +K �D;Um�1 +D].Iz zapisanih ocen sledijc(w1m�1)� c(x1m�1)jK � Um�1 � c(u2m�1).Zaradi (i) velja c(u2m�1) � Um�1 � Lm�1. �Ce s to oceno nadaljujemo po vseh kompo-nentah grafa Gm, dobimojc(u�mm�1)jK � (�m � 1)(Um�1 � Lm�1).Iz (iii) nato sledijc(xm)� c(wm)jK = jc(v�mm�1)jK� jc(u�mm�1)jK + jc(u�mm�1)� c(v�mm�1)jK� (�m � 1)(Um�1 � Lm�1) + Um�1 �K + 2D = Um; (8)kjer zadnjo enakost dobimo na enak na�cin kot pri (7).* Oglejmo si �se (K;D)-barvanje grafa Fm, �ce je m sodo �stevilo. V primeru m = 2zaradi istega razloga kot v dokazu (i) (i = 1) veljajc(u2)� c(v2)jK � D � (�1 � 2)(K � 2D) = L2 +K � 2D, (9)saj je L2 = D � (�1 � 1)(K � 2D).�Ce je m � 4, vidimo po podobnem premisleku kot pri dokazu za (7), da veljajc(um)� c(vm)jK � Lm�2 +K � 2D � (�m�1 � 2)(Um�2 � Lm�2) (10)= Lm +K � 2D: (11)* Sedaj si oglejmo (K;D)-barvanje grafa Fm, �ce je m liho �stevilo. Na enak na�cin,kot smo pokazali (8), poka�zimo tudi veljavnost neenakostijc(um)� v(vm)jK � (�m�1 � 2)(Um�2 � Lm�2) + Um�2 �K + 2D (12)= Um �K + 2D: (13)



3. Ravninski gra� 52* Ponovno si oglejmo (K;D)-barvanje grafa Gm, kjer je m sodo �stevilo. Kot zgoraj,lahko privzamemo, da je c(xm) = 0, c(vm) 2 [D;K �D] inc(um) 2 [c(wm) +D; c(wm) +K �D].Tedaj veljajc(vm)� c(um)jK � c(wm) +K � 2D.Iz (9) in (10) dobimo oceno c(wm) � Lm in od tod, kot v primerih (7) in (8), tudijc(xm)� c(wm)jK � Lm.* Na koncu si oglejmo �se (K;D)-barvanje grafa Gm, kjer je m liho �stevilo. Kot vvseh primerih lahko privzamemo, da velja c(xm) = 0 in c(vm) 2 [D;K � D]. Iz (12)vidimo, da je c(um) 2 [K �D � Um; Um +D], zato velja c(wm) 2 [K � Um; Um +K].Tako velja jc(xm)� c(wm)jK � Um.S tem so trditve (i), (ii), (ii) in (iv) dokazane.Naj bo n liho �stevilo in privzemimo, da na Gn obstaja (K;D)-barvanje. Ponovnolahko privzamemo, da velja c(xn) = 0 in c(vn) 2 [D;K � D]. Iz izpeljave (7) in (12)sledic(wn) 2 [Ln�1 +K � 2D� (�1� 1)(Un�1�Ln�1); 2D�Ln�1+ (�n� 1)(Un�1�Ln�1)]inc(un) 2 [K�D�Un�2� (�n�1�2)(Un�2�Ln�2); (�n�1�2)(Un�2�Ln�2)+Un�2+D].Zato veljajc(wn)� c(un)jK � (�n�1 � 2)(Un�2 � Ln�2) + Un�2 � Ln�1+3D �K + (�n � 1)(Un�1 � Ln�1)= D � 1;kjer zadnjo enakost dobimo z razvojem vseh determinant po prvi vrstici. To je pro-tislovje, zato graf Gn ni (K;D)-obarvljiv.Privzemimo, da je n sodo �stevilo in je graf Gn (K;D)-obarvljiv. Ponovno lahkopredpostavimo, da velja c(xn) = 0 in c(vn) 2 [D;K � D]. Iz izpeljave neenakosti (8)sledi



3. Ravninski gra� 53c(wn) 2 [K�2D�(�n�1)(Un�1�Ln�1)�Un�1; (�n�1)(Un�1�Ln�1)+Un�1�K+2D].Tako jec(un) 2 [K �D � (�n � 1)(Un�1 � Ln�1)� Un�1; (�n � 1)(Un�1 � Ln�1) + Un�1 +D],zato veljajc(un)� c(vn)jK � Un�1 + (�n � 1)(Un�1 � Ln�1) = Un�1.Kot v (9) in (10) pa lahko poka�zemo, da veljajc(un)� c(vn)jK � Ln�2 +K � 2D � (�n�1 � 2)(Un�2 � Ln�2)= Un�1 + 1;kjer zadnjo enakost dobimo z razvojem vseh determinant po prvi vrstici. To je pro-tislovje, zato graf Gn ni (K;D)-obarvljiv. 2S tem smo dobili konstruktiven dokaz naslednjega izreka:Izrek 3.9.[27] Za poljubno racionalno �stevilo r med 2 in 3 obstaja ravninski graf zzvezdnim kromati�cnim �stevilom enakim r.



3. Ravninski gra� 543.3 Gra� s �? med 3 in 4O obstoju ravninskih grafov s poljubnim zvezdnim kromati�cnim �stevilom med 3 in 4vemo zelo malo. Najprej si bomo ogledali primer dru�zine ravninskih grafov s 3 < �? <4, nato bomo pokazali, da za racionalno �stevilo oblike r = 3+1=d obstaja ravninski grafz zvezdnim kromati�cnim �stevilom enakim r, kar je pomembnej�si rezultat tega razdelka.Na koncu bomo podali primer ravninskega grafa G s �?(G) = 154 .De�nirajmo dru�zino ravninskih grafov na naslednji na�cin:Naj bosta W2k+1 in W2l+1 lihi kolesi in ab, cd povezavi koles W2k+1 in W2l+1, ki nistapre�cki. De�nirajmo graf Gk;l kot disjunktno unijo koles W2k+1 in W2l+1, v kateri iden-ti�ciramo to�cki a in c, odstranimo povezavi ab in cd ter dodamo povezavo bd. Toje Haj�osova vsota koles W2k+1 in W2l+1, ki jo bomo podrobneje predstavili v �cetrtempoglavju.Trditev 3.10. 3 < �?(Gk;l) � 7=2 < 4.Dokaz. Na sliki 3.3 vidimo (7; 2)-barvanje grafa G1;1, torej je �?(G1;1) � 7=2. Ker

Slika 3.3: (7; 2)-barvanje grafa G1;1je za poljubna k in l graf Gk;l homomorfen grafu G1;1, velja tudi �?(Gk;l) � 7=2. V�cetrtem poglavju bomo videli, da je Haj�osova vsota dveh 4-kromati�cnih grafov prav tako4-kromati�cen graf. Ker je poljubno kolo 4-kromati�cen graf, je tudi Gk;l 4-kromati�cengraf, to pa pomeni, da je �?(Gk;l) > 3. 2V razdelku 3.2 smo dokazali, da za poljubno racionalno �stevilo r med 2 in 3 obstajaravninski graf z zvezdnim kromati�cnim �stevilom enakim r. Naravno je pri�cakovatipodoben rezultat tudi za racionalno �stevilo med 3 in 4. Naslednja trditev nam da ledelno re�sitev tega problema, zato ta problem v celoti ostaja nere�sen.Trditev 3.11.[27] Za poljubno celo �stevilo d � 2 obstaja ravninski graf G, za kateregavelja:�?(G) = 3d+ 1d .



3. Ravninski gra� 55Dokaz. Naj bo k = 3d + 1 in G graf, dobljen iz k-cikla v0; v1; : : : ; vk�1; vk = v0, vkaterem za vsak i = 0; 1; : : : ; k � 2 pove�zemo to�cki vi in vi+2. �Ce je d lih, dodamo�se povezavo v1vk�1. Dobljen graf G je o�citno ravninski, saj lahko povezave izmeni�cnovlagamo v ravnino v notranjost in zunanjost cikla.De�nirajmo preslikavo c(vi) = id(mod k). Ker je vsaka to�cka vi povezana le sto�ckami vj, kjer je j = i� 2; i� 1; i + 1; i + 2(mod k), se c(i) razlikuje od c(j) za ve�ckot d. Torej c predstavlja (k; d)-barvanje grafa G.Ker je kd = 3 + 1d , je med vsemi ulomki manj�simi od kd in s �stevcem ne ve�cjim odk, najve�cji 31 . Graf G ni 3-obarvljiv, saj bi si barve zaradi trikotnikov morale sleditizaporedoma, kar pa je nemogo�ce, ker ima graf G 3d + 1 to�ck. Od tod sledi, da je�?(G) = kd . 2D. E. Moser [27] je na podoben na�cin konstruiral �se grafe z zvezdnimi kromati�cnimi�stevili enakimi 113 , 154 , 175 , 237 , 278 in 3310 . Primer grafa z zvezdnim kromati�cnim �stevilomenakim 154 vidimo na sliki 3.4.

Slika 3.4: Ravninski graf s �? = 154



Poglavje 4Kriti�cni gra�Za poljuben graf G in poljubno to�cko v velja �(G � v) � �(G) � 1. Za zvezdnokromati�cno �stevilo lahko poka�zemo podoben rezultat:Trditev 4.1.[34] Za poljuben graf G in poljubno to�cko v tega grafa velja�?(G� v) > �?(G)� 2.Ta ocena je najbolj�sa v smislu, da za poljuben � > 0 in poljubno naravno �stevilo nobstaja graf H in to�cka v, da je �?(H) � n in�?(H � v) � �?(H)� 2 + �.Dokaz. Zaradi veljavnosti neenakosti �(G) � �?(G) > �(G)� 1 lahko zapi�semo�?(G� v) > �(G� v)� 1 � �(G)� 2 � �?(G)� 2.Za dokaz drugega dela izreka naj bo k tak�sno naravno �stevilo, da je 1=k � �, in najbo H graf, ki ga dobimo iz grafa Gknk+1, �ce mu dodamo univerzalno to�cko v. Po izreku2.3 je �?(H) = �(H) = n + 2, vendar je�?(H � v) = �?(Gknk+1) = n + 1=k.Torej velja �?(H � v) � �?(H)� 2 + �. 2Ugotovili smo, da lahko z odstranitvijo to�cke grafa zmanj�samo zvezdno kromati�cno�stevilo za skoraj 2. Podoben rezultat doka�zemo tudi za odstranitev poljubne povezave:Trditev 4.2.[37] Za poljubno povezavo e = xy grafa G velja�?(G� e) � �?(G)� 1.
56



4. Kriti�cni gra� 57Dokaz. Naj c predstavlja (k; d)-barvanje grafa G� e. Brez izgube na splo�snosti lahkopredpostavimo, da je c(x) = 0. Prav tako lahko privzamemo, da velja jc(y)�c(x)jk < d,saj je sicer c tudi (k; d)-barvanje grafa G. Brez izgube na splo�snosti se lahko tudiodlo�cimo, da c(y) le�zi \levo" od c(x) = 0, torej k � d < c(y) � k. Sedaj de�nirajmopreslikavo c0 : V (G)! ZZk+d na naslednji na�cin:c0(v) = ( c(v) + d ; v 6= y;0 ; v = y:O�citno c0 predstavlja (k + d; d)-barvanje grafa G. Torej za vsako (k; d)-barvanje grafaG� e obstaja (k + d; d)-barvanje grafa G, zato velja �?(G) � �?(G� e) + 1. 2Na osnovi teh ugotovitev je X. Zhu [37] podal naslednji domnevi:Domneva 4.1. Poljuben graf G vsebuje najve�c eno to�cko u, za katero velja�?(G� u) < �?(G)� 1.Domneva 4.2. Poljuben graf G vsebuje najmanj eno to�cko u, za katero velja�?(G� u) � �?(G)� 1.Pri odstranjevanju to�cke danega grafa se skriva �se en zanimiv problem: Kate-rim grafom se z odstranitvijo poljubne to�cke zmanj�sa zvezdno kromati�cno �stevilo zanatanko 1? X. Zhou [37] je pokazal naslednjo trditev:Trditev 4.3.[37] Naj za graf G in vsako to�cko u 2 V (G) velja �?(G�u) = �?(G)�1.Naj bo H poljuben n-kriti�cen graf. �Ce ima graf G univerzalno to�cko x, za graf G(x;H)prav tako velja �?(G(x;H) � y) = �?(G(x;H)) � 1, kjer je y poljubna to�cka grafaG(x;H).Dokaz. V �sestem poglavju bomo pokazali izrek 6.2, ki pravi, da za poljubno to�cko ugrafaG velja �?(G(u;H)) = �?(G(u;K�(H))). �Ce je �(H) = n, tako tudi za univerzalnoto�cko x grafa G velja�?(G(x;H)) = �?(G(x;Kn)).Ker je tudi vsaka to�cka grafa Kn v grafu G(x;Kn) univerzalna, velja�?(G(x;Kn)) = �(G(x;Kn)) = �(G) + n� 1.Vzemimo sedaj poljubno to�cko y grafa G(x;H).�Ce y ni to�cka grafa H, je graf brez te to�cke (G � y)(x;H). Ker je x univerzalnato�cka grafa G, je zvezdno kromati�cno �stevilo grafa (G� y)(x;H) enako�?((G� y)(x;H)) = �(G� y) + n� 1 = �(G) + n� 2.



4. Kriti�cni gra� 58�Ce je y to�cka grafa H, velja �(H� y) = �(H)� 1, saj je H n-kriti�cen graf. Tedaj je�?(G(x;H)� y) = �?(G(x;H � y)) = �?(G(x;Kn�1)) = �(G) + n� 2.Torej z odstranitvijo poljubne to�cke grafa G(x;H) res zmanj�samo zvezdno kro-mati�cno �stevilo grafa za natanko 1. 2S pomo�cjo zgornjega izreka vidimo, da ima vsak graf G dobljen iz polnega grafa zzamenjavo njegovih to�ck z n-kriti�cnimi gra� lastnost, da za vsako to�cko v 2 V (G) velja�?(G� v) = �?(G)� 1.Popolnoma stabilna mno�zica je tak�sna neprazna podmno�zica S mno�zice V (G),da je poljubna to�cka v 2 V (G) n S povezana z vsako ali pa z nobeno to�cko mno�zice S.Na osnovi nekaj primerov grafov z lastnostjo, da je �?(G�v) = �?(G)�1 za poljubnoto�cko, je X. Zhu v [34] postavil naslednje vpra�sanje:Ali ima graf G netrivialno popolnoma stabilno mno�zico S (to pomeni, da velja2 � jSj < jV (G)j), �ce je jV (G)j > 2 in �?(G � v) = �?(G) � 1 za poljubno to�cko vgrafa G?V primeru grafov, ki jih dobimo s pomo�cjo trditve 4.3, je mno�zica V (G� x) popol-noma stabilna.Vsak graf, ki je k-kriti�cen po povezavah, je o�citno tudi k-kriti�cen. Ker bomo obrav-navali le grafe, ki so kriti�cni po povezavah, bomo v nadaljevanju zaradi la�zjega zapisagrafe, ki so k-kriti�cni po povezavah, imenovali k-kriti�cni.Preostali del poglavja je razdeljen na �stiri razdelke.V razdelku 4.1 si bomo ogledali dve pomembni konstrukciji.V razdelku 4.2 bomo s pomo�cjo teh konstrukcij dokazali obstoj grafov z zvezdnimkromati�cnim �stevilom, poljubno blizu spodnji meji � � 1 in z lastnostmi, ki jih tikonstrukciji ohranjata. Tako med drugimi obstaja poljubno velik 4-kriti�cen 3-povezanravninski graf z zvezdnim kromati�cnim �stevilom, poljubno blizu 3.V tretjem in �cetrtem razdelku bomo videli, da enako velja tudi za mo�cno povezanekriti�cne grafe in za grafe z veliko dol�zino najkraj�sega cikla.4.1 Haj�osovi konstrukcijiHaj�osova konstrukcija. Naj bosta H1 in H2 poljubna grafa, a1b1 povezava v H1 ina2b2 povezava v H2. Graf H = H1(a1; b1) �H2(a2; b2) dobimo iz grafov H1 in H2 tako,da identi�ciramo to�cki a1 in a2, odstranimo povezavi a1b1 in a2b2, ter dodamo povezavob1b2. Gra��cni prikaz konstrukcije vidimo na sliki 4.1.�Ce sta grafa H1 in H2 k-kriti�cna, obstajata le tak�sni (k � 1)-barvanji c1in c2 grafovH1 � a1b1 in H2 � a2b2, ki se ujemata na to�ckah a1 in a2, za kateri velja c1(b1) =c1(a1) = c2(a2) = c2(b2). Ker v konstrukcij dodamo le povezavo b1b2, je graf H prav



4. Kriti�cni gra� 59tako k-obarvljiv. �Ce iz grafa H odstranimo poljubno povezavo e 6= b1b2, obstajata(k� 1)-barvanji c01 in c02 grafov, ki se na to�ckah a1 in a2 ujemata, na to�ckah b1 in b2 pane in zato skupaj predstavljata (k � 1)-barvanje grafa H. V primeru, ko je e = b1b2,pa �ze barvanji c1 in c2 predstavljata (k� 1)-barvanje grafa H. Tako vidimo, da je grafH prav tako k-kriti�cen.

Slika 4.1: Haj�osova konstrukcijaGraf, ki ga dobimo s Haj�osovo konstrukcijo, je natanko 2-povezan, �ce sta grafa H1in H2 2-povezana. Ker v vsakem od grafov H1 � a1 in H2 � a2 obstajata disjunktnipoti od poljubne to�cke do to�cke a1 = a2 in do povezave b1b2 (saj sta grafa H1 in H22-povezana), obstajata natanko dve disjunktni poti med to�ckama iz H1�a1 in H2�a2.Med poljubnima to�ckama iz istega grafa Hi; i = 1; 2, prav tako obstajata vsaj dvedisjunktni poti, saj sta grafa H1 in H2 2-povezana. V primeru, ko gre ena pot prekopovezave aibi in je v grafu H ni, pa preko drugega grafa poteka vsaj ena disjunktnapot �cez to�cko ai in nazaj po povezavi bjbi; j 6= i.Prav tako Haj�osova konstrukcija ohranja ravninskost, ker lahko vsak ravninski grafvlo�zimo v ravnino tako, da le�zi poljubno izbrana povezava tega grafa na zunanjem licugrafa.Dirac-Haj�osova konstrukcija. Naj bosta H1 in H2 poljubna grafa, a1b1 in b1c1povezavi iz H1, ter a2b2 in b2c2 povezavi iz H2. Graf H = H1(a1; b1; c1) �H2(a2; b2; c2)dobimo iz grafov H1 in H2 tako, da identi�ciramo to�cko a1 z a2 ter to�cko b1 z b2,odstranimo povezavi b1c1 in b2c2, ter dodamo povezavo c1c2.Kot pri Haj�osovi konstrukciji velja, da je graf H k-kriti�cen, �ce sta grafa H1 in H2k-kriti�cna. Gra��cni prikaz konstrukcije vidimo na sliki 4.2.Iz istega razloga kot pri Haj�osovi konstrukciji za 2-povezanost velja, da Dirac-Haj�osova konstrukcija ohranja 3-povezanost, v splo�snem pa ne ohranja ravninskosti.
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Slika 4.2: Dirac-Haj�osova konstrukcija4.2 2-povezani in 3-povezani gra�Oglejmo si najprej oceno za zvezdno kromati�cno �stevilo k-kriti�cnih, natanko 2-povezanihgrafov.Trditev 4.4.[2] Naj bo G k-kriti�cen, natanko 2-povezan graf. Potem velja�?(G) � k � 1=2.Dokaz. Ozna�cimo z u in v tisti to�cki grafaG, za kateri je grafGnfu; vg nepovezan. Najbo V (G) n fu; vg = V1 [ V2, kjer sta V1 in V2 disjunktni mno�zici to�ck, med katerima ninobene povezave. Ker je G k-kriti�cen graf, sta grafa G1 in G2, inducirana z mno�zicamato�ck V1 [fu; vg in V2 [fu; vg, (k� 1)-obarvljiva. Prav tako velja, da morata biti to�ckiu in v v enem grafu obarvani z isto barvo, v drugem grafu pa z razli�cnima barvama,kajti sicer bi bil graf G (k � 1)-obarvljiv. Torej to�cki u in v nista povezani. Naj bodoA1; A2; : : : ; Ak�1 barvni razredi grafa G1 ter B1; B2; : : : ; Bk�1 barvni razredi grafa G2.Brez izgube na splo�snosti lahko predpostavimo, da je u; v 2 A1 in u 2 B1; v 2 Bk�1.De�nirajmo (2k � 1)-barvanje c grafa G tako:c(x) = 8>>><>>>: 1; x = u;0; x = v;2i� 1; x 2 Ai n fu; vg;2i; x 2 Bi n fu; vg:Mno�zici to�ck Ai n fu; vg in Bi n fu; vg sta nepovezani, zato so barve kraji�s�c pove-zav med danima mno�zicama vsaj za 2 narazen. Ker sta u; v 2 A1, za poljuben y, zakaterega je c(y) = 1 (y 2 A1 ali y = u), para to�ck uy; vy nista povezavi v G. Ker jev 2 B1, za poljuben y, za katerega je c(y) = 2 (y 2 B1), to�cki v in y nista povezani.Ker je v 2 Bk�1, za poljuben y, za katerega je c(y) = 2(k� 1) (y 2 Bk�1), tudi to�cki vin y nista povezani. Torej se barvi poljubnih dveh povezanih to�ck razlikujeta vsaj za2. Tako velja



4. Kriti�cni gra� 61�?(G) � 2k � 12 � k � 1=2. 2Sedaj lahko s pomo�cjo Haj�osove konstrukcije dobimo poljubno velik, 4-kriti�cen,natanko 2-povezan ravninski graf, ki po trditvi 4.4 zado�s�ca pogoju 2 < �?(G) � 7=2.Zaradi trditve 4.4 se nam zastavi mnogo nadaljnjih vpra�sanj glede zvezdnega kro-mati�cnega �stevila grafov:� Ali za vsak " > 0 obstaja poljubno velik, 4-kriti�cen ravninski graf G, za kateregaje �?(G) < 3 + "?� Ali za vsak " > 0 in za vsak k � 4 obstaja poljubno velik, k-kriti�cen graf G, zakaterega je �?(G) < k � 1 + "?� Kak�sna sta odgovora na zastavljeni vpra�sanji ob predpostavki, da mora biti grafG 3-povezan?Do konca razdelka se bomo posvetili zastavljenim vpra�sanjem.Izrek 4.5.[2] Ozna�cimo s P lastnost grafov, ki jo ohranja Haj�osova konstrukcija. Najbo k � 4 in privzemimo, da obstaja k-kriti�cen graf z lastnostjo P . Potem za vsak " > 0obstaja poljubno velik, k-kriti�cen graf G z lastnostjo P , za katerega je �?(G) < k�1+".Dokaza tega izreka ne bomo izpeljali, ker temelji na ideji dokaza izreka 4.8 in je vpodrobnostih enostavnej�si.Haj�osova konstrukcija ne ohranja 3-povezanosti, zato z izrekom 4.5 ne moremoodgovoriti na tretje postavljeno vpra�sanje.Izrek 4.6.[2] Za vsak " > 0 obstaja poljubno velik, 4-kriti�cen, 3-povezan ravninskigraf G, za katerega je �?(G) < 3 + ".Dokaz. Naj bo d liho naravno �stevilo, ki zado�s�ca neenakosti 1=d < ". Naj bo �se m =3d+1 in s = (d+1)=2. ZGd ozna�cimo graf z mno�zico to�ck fv1; v2; : : : ; v3s+1; u1; u2; : : : ; u3sgin s povezavami vivi+1; 1 � i � 3s, uiui+1; 1 � i � 3s � 1, viui; 1 � i � 3s,uivi+1; 1 � i � 3s in v1v3s+1. Graf G5 vidimo na sliki 4.3(a).De�nirajmo sedaj m-barvanje c grafa Gd tako:c(v3j+1) = 3d� 2j + 1; j = 0; 1; : : : ; s;c(v3j+2) = 2d� 2j; j = 0; 1; : : : ; s� 1;c(v3j) = d� 2j + 1; j = 1; 2; : : : ; s;c(u3j+1) = d� 2j; j = 0; 1; : : : ; s� 1;c(u3j+2) = 3d� 2j; j = 0; 1; : : : ; s� 1;c(u3j) = 2d� 2j + 1; j = 1; 2; : : : ; s:
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Slika 4.3: 16-barvanje grafa G5Na sliki 4.3(b) lahko vidimo 16-barvanje grafa G5.Graf Gd je 4-kriti�cen. Pri barvanju s tremi barvami je zaporedje barv na to�ckahnatanko dolo�ceno in sta to�cki v1 in v3s+1 obarvani z isto barvo, torej lahko graf obar-vamo s �stirimi barvami. �Ce pa odstranimo eno povezavo grafa, lahko barvo to�ck nakraji�s�cih povezave dolo�cimo tako, da to�cki v1 in v3s+1 nista obarvani z isto barvo.Graf Gd je tudi 3-povezan. �Ce odstranimo poljubno to�cko grafa Gd, vse to�cke grafa�se vedno le�zijo na ciklu, torej je dobljen graf 2-povezan.Iz konstrukcije vidimo, da je graf Gd ravninski.Naj bo t(x; y) = jc(x)� c(y)j. Potem jet(v3j; v3j+1) = 2d;t(v3j+1; v3j+2) = d+ 1;t(v3j+2; v3j+3) = d+ 1;t(v1; v3s+1) = 2s = d+ 1;t(u3j; u3j+1) = d+ 1;t(u3j+1; u3j+2) = 2d;t(u3j+2; u3j+3) = d+ 1;t(u3j; v3j) = d;t(u3j+1; v3j+1) = 2d+ 1;t(u3j+2; v3j+2) = d;t(u3j; v3j+1) = d;t(u3j+1; v3j+2) = d;t(u3j+2; v3j+3) = 2d+ 1:Tako je najmanj�sa razdalja med barvami sosednjih to�ck v barvanju c enaka d. Od todsledi: �?(Gd) � 3d+ 1d < 3 + ". 2



4. Kriti�cni gra� 63Vidimo torej, da obstaja poljubno velik, 4-kriti�cen, 3-povezan graf z �zeljeno lastnos-tjo. Lotimo se sedaj bolj splo�snega odgovora. V ta namen poka�zimo najprej naslednjolemo:Lema 4.7. Naj bo G k-kriti�cen graf, k � 4. Za vsako povezavo uv grafa G obstajatak�sno k-barvanje G z barvami f0; 1; 2; : : : ; k � 1g, da velja:(i) To�cka u je obarvana z barvo 0, to�cka v pa je edina to�cka obarvana zbarvo 1.(ii) Obstaja k� 2 sosednjih to�ck u (a2; a3; : : : ; ak�1) in k� 2 sosednjih to�ckv (b2; b3; : : : ; bk�1), da sta poljubni to�cki ai in bi obarvani z barvo i.(iii) Obstajajo tak�sne sosednje to�cke w0; w3; w4; : : : ; wk�1 to�cke b2, da jevsaka to�cka wi obarvana z barvo i.Dokaz. Odstranimo povezavo uv. Ker je graf G k-kriti�cen (po povezavah), obstaja(k� 1)-barvanje grafa G�uv z barvami 0; 2; 3; : : : ; k� 1, kjer sta to�cki u in v obarvaniz barvo 0. �Ce bi v tem barvanju obstajala barva i 6= 0, s katero ni obarvana nobenasosednja to�cka to�cke u, bi lahko u obarvali z barvo i. Tako bi dobili (k � 1)-barvanjegrafa G, kar je v nasprotju s predpostavko. Isti argument lahko uporabimo tudi nato�cki v.Obarvajmo sedaj to�cko v z barvo 1. Tako dobimo k-barvanje, ki zado�s�ca pogojema(i) in (ii). Privzemimo, da ni mogo�ce zadostiti to�cki (iii). Potem za vsako sosednjoto�cko x to�cke v, ki je obarvana z barvo 2, obstaja barva j med preostalimi barvami0; 3; 4; : : : ; k� 1, s katero ni obarvana nobena sosednja to�cka to�cke x. Zato lahko to�ckox obarvamo z barvo j in to�cko v z barvo 2. S tem ponovno dobimo (k � 1)-barvanjegrafa G, kar je v nasprotju s predpostavko. Torej to�cka (iii) dr�zi. 2Izrek 4.8.[2] Ozna�cimo s P lastnost grafov, ki jo ohranja Dirac-Haj�osova konstrukcija.Naj bo k � 4 in privzemimo, da obstaja k-kriti�cen graf z lastnostjo P . Potem zavsak " > 0 obstaja poljubno velik, k-kriti�cen graf G z lastnostjo P , za katerega je�?(G) < k � 1 + ".Dokaz. Naj bo G k-kriti�cen graf z lastnostjo P . Nadalje naj bo d � 3 naravno �stevilo,ki zado�s�ca neena�cbi 1=d < " in naj bo �se m = (k � 1)d + 1. Obravnavali bomo m-barvanje grafa G in drugih grafov. Glede na tak�sna barvanja bomo imenovali povezaveuv, za katere je jc(u)� c(v)jm � d, dobre, ostale pa slabe.Recimo, da lahko za naravno �stevilo l < d najdemo k-kriti�cen graf Gl z lastnostjoP in z m-barvanjem c, za katerega so vse povezave dobre, razen ene povezave pq, kjerje c(p) = m � l + 1 in c(q) = 1. Privzemimo �se, da obstaja povezava qr z lastnostjoc(r) = d + 1. Od tukaj bomo zaradi la�zje pisave ozna�cevali barvo poljubne to�cke zindeksom. Graf Gl lahko vidimo na sliki 4.4(a). Ozna�cimo z Ĝl m-obarvan graf, ki ga



4. Kriti�cni gra� 64dobimo iz grafa Gl s premikom barv za 1 s funkcijo x 7! x� 1 (mod m). Tudi graf Ĝllahko vidimo na sliki 4.4(b).

Slika 4.4: (a) Graf Gl, (b) graf Ĝl in (c) graf G0Za trenutek �se privzemimo, da lahko sestavimo k-kriti�cen graf G0 z lastnostjo P inm-barvanjem c0, kjer so vse povezave dobre, razen ene slabe povezave p0q0 z razdaljo1. Brez izgube na splo�snosti lahko zapi�semo c0(p0) = 1 in c0(q0) = 0. Nadalje pred-postavimo, da obstajata povezavi q0r0 in p0s0, kjer je c0(r0) = d in c0(s0) = d + 1. GrafG0 lahko vidimo na sliki 4.4(c).Sedaj uporabimo Dirac-Haj�osovo konstrukcijo, da dobimo grafGl+1 = G0(r0d; q00; p01) � Ĝl(rd; q0; pm�1):Dobljen graf Gl+1 si lahko ogledamo na sliki 4.5.

Slika 4.5: Graf Gl+1Vidimo, da se m-barvanji grafov G0 in Ĝl ujemata na parih to�ck, ki jih konstruk-cija identi�cira in razli�cno obarva kraji�s�ci nove povezave p01pm�l. Tako smo dobilim-barvanje grafa Gl+1. Vse povezave, razen morda ene p01pm�l, so v tem barvanjudobre.



4. Kriti�cni gra� 65�Ce je l + 1 < d, obstaja ena slaba povezava p01pm�l, ki dolo�ca razdaljo l + 1. GrafGl+1 ima vse lastnosti grafa Gl, ki so potrebne za nadaljevanje postopka. To�cke s0d+1; p01in pm�l igrajo vlogo to�ck rd+1; q1 in pm�l+1 grafa Gl.�Ce je l + 1 = d, so vse povezave grafa Gl+1 dobre, zato velja�?(Gd�1) � md = (k�1)d+1d < k � 1 + ".Torej ima graf Gd�1 �zeljeno lastnost.Poka�zimo �se, kako konstruiramo grafa G0 in G2. Naj bo u0v1 povezava v G. Po lemi4.6 obstaja tak�sno k-barvanje grafa G z barvami 0; 1; d+1; 2d+1; : : : ; (k� 2)d+1, davelja: (i) To�cka u0 je obarvana z barvo 0 in v1 je edina to�cka obarvana z barvo 1.(ii) Za poljuben � = 1; 2; : : : ; k � 2 obstaja sosednja to�cka a�d+1 to�cke u0in sosednja to�cka b�d+1 to�cke v1, kjer indeks �d + 1 pomeni, da je to�ckaobarvana z barvo �d+ 1.(iii) To�cka bd+1 ima za sosede to�cke w0; w2d+1; w3d+1; : : : ; w(k�2)d+1, obarvanez barvo svojega indeksa.To k-barvanje predstavlja m-barvanje, kjer so vse povezave dobre, razen u0v1, ki dolo�carazdaljo 1. To je res, saj je v1 edina to�cka z barvo 1, barve ostalih to�ck pa se razlikujejovsaj za d.Ozna�cimo z G(1) in G(2) kopiji tako m-obarvanega grafa G. Elemente obeh grafovozna�cimo �se z ustreznim indeksom zgoraj. Nato de�nirajmo graf H s pomo�cjo Dirac-Haj�osove konstrukcije kotH = G(1)(a(1)d+1; u(1)0 ; v(1)1 ) �G(2)(a(2)d+1; u(2)0 ; a(2)2d+1):Iz obeh barvanj G(1) in G(2) dobimo naravno m-barvanje grafa H. Zaradi tega so vsepovezave, razen ene, dobre. Slaba povezava je povezava u(1)0 v(2)1 , ki dolo�ca razdaljo1. Pri Dirac-Haj�osovi konstrukciji identi�ciramo to�cki u(1)0 in u(2)0 , zato lahko slabopovezavo ozna�cimo tudi z u(2)0 v(2)1 .Naj bo G(3) m-obarvan graf, dobljen iz grafa G po opisanem postopku: Barvi 0 ind + 1 zamenjamo, barvo 1 nadomestimo z barvo d, ostale barve pa pustimo nespre-menjene. Elemente grafa G(3) ponovno ozna�cimo z indeksom (3) zgoraj. Tako to�ckobd+1 grafa G ozna�cimo z b(3)0 . Torej je v(3)d edina to�cka, obarvana z barvo d, edina slabapovezava grafa G(3) pa je povezava u(3)d+1v(3)d .Dalje, naj bo G(4) m-obarvan graf, dobljen iz G tako, da to�cke prebarvamo s predpi-som x 7! x� 1 (mod m). Pri tem ohranimo razdalje med povezavami, slaba povezava



4. Kriti�cni gra� 66grafa G(4) pa postane u(4)m�1v(4)0 .Uporabimo Dirac-Haj�osovo konstrukcijo na G(3) in G(4), da dobimo grafL = G(3)(b(3)0 ; v(3)d ; u(3)d+1) �G(4)(v(4)0 ; b(4)d ; w(4)m�1).Graf L od grafov G(3) in G(4) podeduje m-barvanje, kjer je le ena povezava slaba. Toje povezava v(4)0 u(4)m�1, ki dolo�ca razdaljo 1.Sedaj uporabimo �se Dirac-Haj�osovo konstrukcijo na gra�h H in L:G0 = H(a(1)2d+1; u(1)0 ; a(1)d+1) � L(w(3)2d+1; v(4)0 ; u(4)m�1).Graf G0 si lahko ogledamo na sliki 4.6.

Slika 4.6: Graf G0Iz konstrukcije vidimo, da je edina slaba povezava grafa G0 povezava v(2)1 u(1)0 , kidolo�ca razdaljo 1. Pot b(2)d+1v(2)1 u(1)0 b(4)d ima lastnosti poti s0d+1p01q00r0d iz grafa G0, ki smoga potrebovali za konstrukcijo grafa Gl+1.Sedaj uporabimo Dirac-Haj�osovo konstrukcijo na gra�h H in L �se druga�ce:G2 = H(a(1)d+1; u(1)0 ; v(2)1 ) � L(w(3)d+1; v(4)0 ; u(4)m�1).Graf G2 vidimo na sliki 4.7.Edina slaba povezava grafa G2 je povezava v(2)1 u(4)m�1, ki dolo�ca razdaljo 2. Potb(2)d+1v(2)1 u(4)m�1 ima lastnosti poti rd+1q1pm�1 grafa G2, ki je potreben za za�cetek induk-cijskega postopka.Ker je d poljubno velik, lahko dobimo poljubno velik graf Gd�1 z lastnostjo P grafaG. 2
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Slika 4.7: Graf G2Iz izreka 4.6 neposredno sledi, da za k � 4 in poljuben " > 0 obstaja poljubno velik,k-kriti�cen, 3-povezan graf G, za katerega je �?(G) < k � 1 + ".Tu pa se postavi vpra�sanje obstoja poljubno velikih grafov ve�cje povezanosti. Alilahko najdemo poljubno velik, 4-kriti�cen, 4-povezan graf G, za katerega je �?(G) <3 + "? Ali sploh obstaja poljubno velik, 4-kriti�cen, 4-povezan graf, za katerega je�?(G) < 4? Na sliki 4.8 vidimo 4-kriti�cen, 4-povezan graf G s 7-barvanjem z najmanj�so

Slika 4.8: (7; 2)-barvanje grafa Grazdaljo 2, torej velja �?(G) � 7=2. Kako sedaj sestaviti ve�cje grafe iz manj�sih?Odgovor na ta vpra�sanja bomo predstavili v naslednjem razdelku.



4. Kriti�cni gra� 684.3 Mo�cno povezani kriti�cni gra�Kot smo �ze omenili, bomo v tem razdelku odgovorili na zastavljeno vpra�sanje obstojamo�cno povezanih, (m+1)-kriti�cnih grafov z zvezdnim kromati�cnim �stevilom �?(G), kije poljubno blizu �(G)� 1 = m.Izrek 4.9.[31] Za poljubni celi �stevili m � 4 in k � 2 obstaja m-povezan, (m + 1)-kriti�cen graf Hkm, za katerega veljam < �?(Hkm) � m+ 1k .Dokaz. Za dani �stevili m � 4 in k � 2 konstruiramo graf Hkm tako:Mno�zica to�ck V grafa Hkm naj bo mno�zica ZZmk+1.Naj boV � = fnk;n = 1; 2; : : : ; mg,V1 = f0; 1; : : : ; k � 1g inVn = f(n� 1)k + 1; (n� 1)k + 2; : : : ; nk � 2; nk � 1g za n = 2; : : :m.Vidimo, da mno�zice V �; V1; V2; : : : ; Vm tvorijo razbitje mno�zice to�ck V grafaG. VeljajV �j = m, jV1j = k in jVnj = k � 1 za n = 2; : : : ; m.Z E ozna�cimo mno�zico povezav grafa Hkm. Par to�ck ij je povezava v Hkm natankotedaj, ko velja(i) ji� jjmk+1 = k ali(ii) i 2 V � in ji� jjmk+1 > k.Zato je preslikava (i) = i res (mk + 1; k)-barvanje grafa Hkm. Torej velja�?(Hkm) � m + 1k .V nadaljevanju bomo pokazali, da je graf Hkm tudi (m + 1)-kriti�cen in m-povezan.Najprej poka�zimo, da Hkm ni m-obarvljiv. Privzemimo nasprotno, da obstaja m-barvanje � grafa Hkm. Ker podmno�zica V � = fnk;n = 1; 2; : : : ; mg v V inducira polngraf reda m, lahko privzamemo, da je �(nk) = n za n = 1; 2; : : : ; m. Ker je to�ckak � 1 sosednja vsem to�ckam nk za n = 2; 3; : : : ; m, jo moramo obarvati z barvo 1.Nadalje moramo to�cko 2k � 1 obarvati z barvo 2, saj je sosednja to�ckam k � 1 in nkza n = 3; 4; : : : ; m. V zaporedju to�ck (k � 1; 2k � 1; : : : ; mk � 1; k � 2; 2k � 2; : : : ;mk�2; : : : ; 2; k+2; : : : ; (m�1)k+2; 1) je barva vsake to�cke dolo�cena z barvami pred-hodnjih to�ck in seveda z barvami to�ck nk za n = 1; 2; : : : ; m. Vendar v tem zaporedjuna koncu ne ostane prosta nobena barva, s katero bi lahko obarvali to�cko 1. Zato graf



4. Kriti�cni gra� 69Hkm ni m-obarvljiv.Sedaj poka�zimo, da je graf Hkm� e m-obarvljiv za poljubno povezavo e 2 E(Hkm). Vnadaljevanju bomo velikokrat uporabili dejstvo, da je poljubno zaporedje to�ck (i; i +1; i+2; : : : ; i+(k� 1)) (kjer pri�stevamo po modulu mk+1) neodvisna mno�zica v Hkm.Naj bo e = ij povezava v Hkm.Najprej si oglejmo primer, ko vsaj eno od obeh kraji�s�c povezave e, recimo i, nielement mno�zice V �. Potem je stopnja to�cke i v grafu Hkm�e enaka m�1, saj je to�ckai v grafu Hkm stopnje m (to�cka i je povezana s to�ckami i � k; i + k ter z ve�ckratniki�stevila k, razen dveh, ki sta najbli�zji i). Tako mno�zica V � i razpade na m neodvisnihpodmno�zic k zaporednih to�ck. Graf Hkm � i je torej m-obarvljiv. Ker pa je to�cka i vHkm�e stopnje m�1, lahko to m-barvanje grafa Hkm� i raz�sirimo na m-barvanje grafaHkm � e.Privzemimo sedaj, da sta to�cki i in j iz mno�zice V �. �Ce je i = nk in j = (n + 1)k,ozna�cimo z W mno�zico fnk; nk + 1; : : : ; (n+ 1)kg. Mno�zico V nW nato razbijemo nam�1 podmno�zic k zaporednih elementov. Ker je tudi mno�zicaW v grafu G neodvisna,tako dobimo m-barvanje grafa Hkm � e.Predpostavimo sedaj, da je i = n1k, j = n2k in n1 � n2 � 2. Ker je m � 4, ob-staja tak�sen n0, da velja n1 + 1 � n0 � n2 in je mno�zica Vn0 [ V1 neodvisna v grafuHkm. Mno�zico V n (Vn0 [ V1 [ fn1k; n2kg) lahko na naraven na�cin razbijemo na m � 2neodvisnih podmno�zic k zaporednih elementov. Zato lahko teh m� 2 delov obarvamoz m � 2 barvami, nato pa elemente mno�zice V1 [ Vn0 obarvamo z eno barvo in to�ckin1k; n2k z drugo barvo. Tako je graf Hkm � e m-obarvljiv.Preostane nam le �se pokazati, da je graf Hkm m-povezan. Zaradi Mengerjevega izrekamoramo pokazati, da med poljubnima to�ckama i in j grafa Hkm obstaja vsaj m notranjedisjunknih poti.Poljubni to�cki i in j (i < j) grafa Hkm imata ali m�4 ali m�3 ali pa m�2 skupnihsosedov v mno�zici V �.� Naj imata i in j natanko m�4 skupnih sosedov v V �. Tako skupne sosednje to�cketvorijo m� 4 disjunknih poti, ki povezujejo to�cki i in j. To�cke iz V � [ f0; k� 1gimajo natanko m � 1 sosedov v V �, zato morata to�cki i in j le�zati v mno�ziciV n (V � [ f0; k � 1g). Torej velja tudi ji � jjmk+1 � 2k. Naj bodo i1k; i2kter j1k; j2k to�cke iz V �, ki niso sosednje i oziroma j, kot so ozna�cene. Brezizgube na splo�snosti lahko privzamemo i1k < i < i2k ter j1k < j < j2k, zato jei� k < i1k < i < i2k < i + k.{ �Ce je j = i + 2k, soP1 = i(i + k)j, P2 = i(i� k)(i2k)j,P3 = i(j2k)(i1k)j in P4 = i(j1k)(j + k)j



4. Kriti�cni gra� 70�stiri dodatne poti med i in j.{ V nasprotnem primeru pa so dodatne potiP1 = i(i + k)(i1k)j), P2 = i(i� k)(i2k)j,P3 = j(j + k)(j1k)i) ter P4 = j(j � k)(j2k)i.� �Ce imata i in j natankom�3 skupnih sosedov v V �, mora veljati ena od mo�znosti:(i) i 2 V n (V � [ f0; k � 1g), j 2 V � in ji� jjmk+1 > k,(ii) i; j 2 V n V �; i 2 f0; k � 1g in ji� jjmk+1 � 2k � i,(iii) i; j 2 V n V � in jj � i2kjmk+1 < k.{ V primeru (i) sta to�cki i in j povezani, zato soP1 = ij, P2 = i(i+ k)(i1k)j inP3 = i(i� k)(i2k)jdodatne tri poti k m� 3 potem preko sosednjih to�ck.{ V drugem primeru lahko brez izgube na splo�snosti privzamemo, da je i = 0.�Ce je j = (m� 2)k + 1, k potem preko sosednjih to�ck dodamo �seP1 = 0((m� 1)k + 1)j, P2 = 0((m� 1)k)((m� 3)k + 1)j inP3 = 0((m� 2)k)(mk)j.V vseh drugih primerih soP1 = 0(j1k)(j + k)j, P2 = 0(j2k)(j � k)j inP3 = 0((m� 1)k + 1)((m� 2)k + 1)(mk)jdodatne poti.{ V tretjem primeru velja i2 = j1.�Ce je j = i + k, sta to�cki i in j povezani, zato soP1 = ij, P2 = i(j2k)(i1k)j inP3 = i(i� k)(i2k)(j + k)jdodatne disjunktne poti.�Ce j ni enak i+ k, k m� 3 potem preko sosednjih to�ck dodamo potiP1 = i(i� k)(i2k)(j + k)j, P2 = i(i+ k)(i1k)j inP3 = i(j2k)(j � k)j.� �Ce imata to�cki natanko m� 2 skupnih sosedov v V �, je i = 0 in j = k� 1 ali pale�zita to�cki i in j v mno�zici V �.{ V prvem primeru sta



4. Kriti�cni gra� 71P1 = 0((m� 1)k + 1)((m� 2)k)(mk)(k � 1) inP2 = 0k(3k � 1)(2k � 1)(k � 1)manjkajo�ci poti.{ �Ce sta to�cki i in j iz mno�zice V �, sta povezani in imata vsaj enega skupnegasoseda v mno�zici V n V �. Tako dobimo dve dodatni disjunktni poti medto�ckama i in j.S tem je dokaz kon�can. 2Za konec �se povejmo, da izrek velja tudi za m = 2; 3. Za m = 2 so �zeljeni kriti�cnigra� lihi cikli. V primeru m = 3, k � 3, pa je �zeljeni graf H3k � e�, kjer je e� = (k; 3k).4.4 Kriti�cni gra� z veliko dol�zino najkraj�sega ciklaV tem razdelku bomo pokazali, da imajo kriti�cni gra� z veliko dol�zino najkraj�segacikla zvezdno kromati�cno �stevilo �?(G) blizu �(G)� 1. Velja celo naslednji, mo�cnej�sirezultat:Izrek 4.10.[31] Naj bosta m � 2 in t � 1 celi �stevili. �Ce ima graf G tak�sno to�cko x,da je graf G� x m-obarvljiv in ima vsak cikel, ki vsebuje x, dol�zino vsaj m(t� 1) + 2,potem velja�?(G) � m+ 1t .Dokaz. Naj bo c0 m-barvanje grafa G � x. �Zeljeno (tm + 1; t)-barvanje c grafa Gde�nirajmo na naslednji na�cin:Ozna�cimo z Vi barvne razrede c0�1(i) (i = 1; 2; : : : ; m) danega m-barvanja c0. V(tm+ 1; t)-barvanju c grafa G bomo z barvami 0; 1; : : : ; t obarvali to�cke iz V1 [ fxg inz barvami it + 1; it+ 2; : : : ; (i+ 1)t to�cke Vi+1 za i = 1; 2; : : : ; m� 1.Z Wi ozna�cimo mno�zico to�ck, ki se pri barvanju c obarvajo z barvo i, torej Wi =c�1(i) za i = 0; 1; 2; : : : ; tm. Mno�zice Wi konstruiramo induktivno v zaporedjuWt,W2t; : : :,Wmt, Wt�1,W2t�1; : : :, Wmt�1; : : :,W1,Wt+1; : : :,W(m�1)t+1,W0tako, da velja implikacijai = (j � 1)t+ q, 1 � q � t )Wi � Vj:Torej najprej dolo�cimo mno�zico Wt = V1 \ N(x). Tu N(x) dolo�ca mno�zico vsehto�ck, sosednjih to�cki x. Nadaljujemo z indukcijsko predpostavko, da je mno�zica Wi(i 6= 0) �ze dolo�cena. Sedaj bomo opisali postopek, kako dolo�cimo naslednjo mno�zico



4. Kriti�cni gra� 72Wi+t (mod tm+1).Recimo, da je i = (j � 1)t + q in 1 � q � t. Potem po de�niciji velja Wi � Vj. Natem mestu lo�cimo dva primera:� �Ce je j < m, je naslednja mno�zica, ki jo moramo dolo�citi, mno�zica Wjt+q. Izzaporedja, po katerem dolo�camo mno�zice Wk, vemo, da so mno�zice Wjt+q+1,Wjt+q+2; : : :, W(j+1)t �ze dolo�cene.�Ce je q = 1, smo de�nirali �ze vse mno�zice Wjt+k, 2 � k � t, zato naj bodo vmno�zici Wjt+1 preostali elementi mno�zice Vj+1:Wjt+1 = Vj+1 n (Wjt+q+1 [Wjt+q+2 [ � � � [W(j+1)t).�Ce je g > 1, pa damo v naslednjo mno�zico vse sosede mno�zice Wi, ki le�zijo vmno�zici Vj+1 in �se niso v nobeni mno�zici Wk:Wjt+q = N(Wi) \ (Vj+1 n (Wjt+q+1 [Wjt+q+2 [ � � � [W(j+1)t)).Z N(Wi) ozna�cimo mno�zico tistih to�ck grafa G, ki so sosednje vsaj z eno to�ckoiz mno�zice Wi.� �Ce je j = m, nadaljujemo s konstrukcijo mno�zice Wq�1. Vidimo, da so mno�ziceWq;Wq+1; : : : ;Wt �ze dolo�cene.�Ce je q = 1, nam preostane dolo�citi �se zadnjo mno�zico W0. Kot v prej�snjemprimeru naj bodo v mno�zici W0 preostali elementi mno�zice V1, vklju�cno s to�ckox: W0 = fxg [ (V1 n (W1 [W2 [ � � � [Wt)).�Ce pa je q > 1, je de�nicija mno�zice Wq�1 enaka de�niciji mno�zice Wjt+q:Wq�1 = N(Wi) \ (V1 n (Wq [Wq+1 [ � � � [Wt)).V vsaki mno�zici Wjt+q so nekatere to�cke iz Vj+1, ki niso v �ze dolo�cenih mno�zicahWjt+q+1, Wjt+q+2; : : : , W(j+1)t. V mno�zici W0 so vse preostale to�cke iz V1 in to�ckax, zato tvorijo mno�zice W0;W1; : : : ;Wt razbitje mno�zice V1 [ fxg. Za vsak i =1; 2; : : : ; m�1 pa zaradi istega razloga mno�ziceWit+1;Wit+2; : : : ;W(i+1)t tvorijo razbitjemno�zice Vi+1. Naj za poljubno to�cko v iz mno�zice Wi velja c(v) = i. Potem c pred-stavlja preslikavo iz V (G) v ZZtm+1.Poka�zimo, da c predstavlja (tm + 1; t)-barvanje grafa G, torej, da za poljubnopovezavo ab v G velja t � jc(a)� c(b)j � t(m� 1) + 1.V nasprotnem primeru bi obstajala tak�sna povezava ab 2 E(G), za katero bi veljaloali jc(a)� c(b)j < t ali jc(a)� c(b)j > t(m� 1) + 1. Privzemimo, da je c(a) > c(b).



4. Kriti�cni gra� 73� Najprej si oglejmo primer, ko je c(a)� c(b) < t. Ker je c(x) = 0 in za poljubeny 2 N(x) \ V1 velja c(y) = t, povezava ab ne more biti oblike yx, kjer je y 2 V1.Zato morata biti to�cki a in b v razli�cnih mno�zicah: b 2 Vi in a 2 Vi+1, i � m� 1.Iz konstrukcije vemo, da je Vi+1 = Wit+1 [Wit+2 [ � � � [W(i+1)t. Ker je to�cka aiz mno�zice Vi+1, veljait + 1 � c(a) � (i + 1)t.Od tod sledi, da je c(b) = (i� 1)t+ q za q � 2. Ker je b 2 W(i�1)t+q, po de�nicijimno�zice Wit+q = N(W(i�1)t+q) \ (Vi+1 � (Wit+q+1 [Wit+q+2 [ � � �W(i+1)t)) veljaN(b) \ Vi+1 � Wit+q [Wit+q+1 [ � � �W(i+1)t.Tako lahko zapi�semo neenakostit + q � c(a) � (i + 1)t,ki pa je v nasprotju s predpostavko c(a)� c(b) < t.� �Ce je c(a)� c(b) > t(m� 1) + 1, mora le�zati to�cka a v mno�zici Vm, to�cka b pa vmno�zici V1 [ fxg. �Se ve�c, to�cka a ne le�zi v mno�zici W(m�1)t+1. Ker smo mno�ziceWk konstruirali po poti grafa G�x, za poljubno to�cko u 2 VmnW(m�1)t+1 obstajato�cka u0 2 V1\N(x) in pot od u do u0 v G�x dol�zine najve�c (t�1)m (to pomenis (t� 1)m to�ckami). Tako b ni to�cka x, saj bi sicer v grafu G dobili cikel dol�zinenajve�c (t � 1)m + 1, ki vsebuje x, kar je v nasprotju s predpostavko izreka. �Ceje a 2 W(m�1)t+q za 2 � q � t, to�cka b le�zi v mno�zici Wq�1 [Wq [ � � � [Wt, karvidimo iz konstrukcije mno�zice W(m�1)t+q. Torej velja neenakostc(a)� c(b) � t(m� 1) + 1,ki je v nasprotju s predpostavko. 2Posledica 4.11. Naj bosta m � 2 in t � 1 celi �stevili. Potem za vse (m+1)-kriti�cnegrafe G, z dol�zino najkraj�sega cikla vsaj m(t� 1) + 2, velja�?(G) � m+ 1t .Poudarimo naj, da je mnogo kriti�cnih grafov, za katere sta zvezdno in obi�cajno kro-mati�cno �stevilo enaki. Recimo, da je graf G1 m1-kriti�cen in graf G2 m2-kriti�cen. GrafG1 + G2 je graf, dobljen iz disjunktne unije grafov G1 in G2 tako, da vsako to�cko iz



4. Kriti�cni gra� 74G1 pove�zemo z vsemi to�ckami iz G2. �Ze od prej vemo, da je graf G1 +G2 (m1 +m2)-kriti�cen. Prav tako je �?(G1 +G2) = �(G1 +G2) = m1 +m2, saj je komplement grafaG1+G2 nepovezan graf. Od tod sledi, da je pogoj dol�zine najkraj�sega cikla v posledici4.11 potreben. Po drugi strani nam samo pogoj dol�zine najkraj�sega cikla ne da grafovG z zvezdnim kromati�cnim �stevilom blizu �(G) � 1, kar je razvidno iz posledice 2.8.Torej je tudi pogoj kriti�cnosti grafa v posledici 4.11 potreben.Do sedaj znani kriti�cni gra� G, za katere velja �(G) = �?(G), vsebujejo trikot-nike. Ker �se nih�ce ni na�sel k-kriti�cnih grafov brez trikotnikov z zvezdnim kromati�cnim�stevilom enakim k, je postavljena naslednja domneva [31]:Domneva 4.3. �Ce je G kriti�cen graf brez trikotnikov, velja �?(G) < �(G).



Poglavje 5Deljeno kromati�cno �steviloV tem poglavju bomo spoznali deljeno kromati�cno �stevilo in dve interpretaciji deljenegabarvanja. De�nirali bomo �?-ekstremne grafe in pokazali, da so tak�sni tudi lihi cikli.5.1 De�nicijeV tem razdelku bomo de�nirali deljeno, merljivo in izbirljivo kromati�cno �stevilo ter�?-ekstremne grafe.Preslikavo c iz dru�zine S neodvisnih mno�zic to�ck grafa G v interval [0; 1] imenujemodeljeno barvanje, �ce za vsako to�cko x grafa G veljaXS2S; x2S c(S) = 1.Vrednost deljenega barvanja c je enaka PS2S c(S). Deljeno kromati�cno �stevilo,�f(G), grafa G je in�mum vrednosti vseh deljenih barvanj grafa G.V de�niciji deljenega kromati�cnega �stevila lahko namesto pogojaPS2S; x2S c(S) = 1uporabljamo nekoliko �sibkej�si pogoj PS2S; x2S c(S) � 1, saj je �f (G) najmanj�sa medvrednostmi deljenih barvanj.Naj bo m �stevilo maksimalnih neodvisnih mno�zic v grafu G in A n � m matrika,v kateri je aij = 1, �ce to�cka i le�zi v j-ti neodvisni mno�zici, in aij = 0 sicer. Tedaj je�f(G) re�sitev naslednjega problema linearnega programiranja:�f (G) = infx2IRm;x�0 1Tmx in Ax � 1n.Ker je matrikaA celo�stevilska, je in�mum dose�zen in je re�sitev tega problema racionalno�stevilo. Od tod vidimo, da je deljeno kromati�cno �stevilo, podobno kot zvezdno kro-mati�cno �stevilo, racionalno.Re�sitev dualnega problema zgoraj opisanega problema linearnega programiranja,75



5. Deljeno kromati�cno �stevilo 76!f (G) = supx2IRn;x�0 1Tnx in xAT � 1m,je deljena velikost najve�cje klike grafa G.�Ce v de�niciji deljenega kromati�cnega �stevila preslikava c namesto v interval [0; 1]slika v mno�zico f0; 1g, postane c obi�cajno barvanje grafa G. Re�sitev pripadajo�cegacelo�stevilskega problema linearnega programiranja je kromati�cno �stevilo grafaG, re�sitevdualnega problema pa v prvem poglavju omenjena velikost najve�cje klike, !(G), grafaG.Graf G imenujemo �?-ekstremen, �ce zanj velja enakost�?(G) = �f(G).Dodajmo sedaj �se de�nicijo merljivega in izbirljivega kromati�cnega �stevila.Naj bo I interval na IR dol�zine 1 in r poljubno realno �stevilo, ve�cje ali enako 1.Ozna�cimo z I(r)m mno�zico vseh merljivih podmno�zic I z mero 1=r. Preslikavo c : V (G)!I(r)m , za katero za vse povezave xy 2 E(G) velja c(x)\c(y) = ; , imenujemo r-merljivobarvanje grafa G. �Ce tak�sno r-merljivo barvanje grafa obstaja, pravimo, da je graf Gr-merljivo obarvljiv. Merljivo kromati�cno �stevilo grafa G je de�nirano [37] kot�m(G) = inffr;G je r-merljivo obarvljivg.Naj bosta a in b, a � 2b > 1, poljubni celi �stevili. Graf G je (a : b)-izbirljiv, �ceobstaja preslikava c, ki jo imenujemo (a : b)-izbira, ki vsaki to�cki v grafa G priredipodmno�zico c(v) mno�zice ZZa mo�ci b, tako da je c(u) \ c(v) = ; br�z, ko je uv 2 E(G).Izbirljivo kromati�cno �stevilo grafa G je de�nirano [3] kot�r(G) = inffab ;G je (a : b)-izbirljivg.Ta de�nicija je o�citno ekvivalentna de�niciji, ki jo je podal D. C. Fisher [11]: m-barvanje grafa G priredi vsaki to�cki m razli�cnih barv tako, da poljubni sosednjito�cki nimata skupnih barv. Najmanj�se �stevilo barv v m-barvanju imenujemo m-kromati�cno �stevilo, �m(G), grafa G. O�citno velja �k+l(G) � �k(G) + �l(G), zatolimk!1 �k(G)k obstaja in je enaka in�mumu. Torej�r(G) = limk!1 �k(G)k = limk!1 �(G2�Kk)k .



5. Deljeno kromati�cno �stevilo 775.2 Interpretacije deljenega kromati�cnega �stevilaV tem razdelku bomo pokazali, da so deljeno, merljivo in izbirljivo kromati�cno �steviloenaka. S tem dobimo orodje za la�zji izra�cun deljenega kromati�cnega �stevila. Izpeljalibomo tudi oceno za deljeno kromati�cno �stevilo poljubnega grafa, s pomo�cjo katerebomo pokazali, da sta zvezdno in deljeno kromati�cno �stevilo lihih ciklov enaki, karpomeni, da so lihi cikli �?-ekstremni gra�.Izrek 5.1.[37] Naj bo r � 1 realno �stevilo. Graf G je r-merljivo obarvljiv natankotedaj, ko je G r-deljeno obarvljiv.Dokaz. Naj c predstavlja r-merljivo barvanje grafa G. Sestavili bomo deljeno barvanjegrafa G z vrednostjo najve�c r. Naj bo S 2 S poljubna neodvisna mno�zica. Zapi�simomno�zici XS = fq 2 I; q 2 Tx2S c(x)g in YS = fq 2 I; q 2 Sx=2S c(x)g. Trdimo, daje preslikava c0 : S ! [0; 1], de�nirana s predpisom c0(S) = r � m(XS n YS), �zeljenobarvanje, kjer je m(X) mera mno�zice X.Ker je m(XS) � 1=r, za poljubno mno�zico S 2 S velja 0 � c0(S) � 1. Poka�zimo, daza poljubno to�cko x grafa G veljaXx2S;S2S c0(S) � 1.Naj bo x poljubna to�cka grafa G. Ker je m(c(x)) = 1=r in veljaXx2S;S2S c0(S) � r �m( [x2S;S2S (XS n YS)),je dovolj pokazatic(x) � [x2S;S2S (XS n YS).Naj bo q poljubna to�cka iz mno�zice c(x) in S = fy 2 V (G); q 2 c(y)g. To�cke grafaG, ki se s preslikavo c preslikajo v tiste mno�zice intervala I, ki vsebujejo to�cko q, sonepovezane. Tako je mno�zica S neodvisna mno�zica to�ck grafa G. Ker je q tudi vmno�zici c(x), je x element mno�zice S. Iz de�nicije mno�zice S neposredno sledi, da jeq tudi element mno�zice XS n YS. To�cka q je bila poljubna to�cka mno�zice c(x), zato jec(x) res podmno�zica mno�zice S x2S;S2S (XS n YS). Tako res velja neenakostXx2S;S2S c0(S) � 1.Preostane le �se pokazati, da veljaXS2S c0(S) � r.



5. Deljeno kromati�cno �stevilo 78V mno�zici XS n YS so to�cke intervala I, v katere se preslikajo samo to�cke mno�zice S.Zato so mno�zice XS n YS disjunktne, torej vsaka to�cka q intervala I le�zi v najve�c eniod teh mno�zic. VeljaXS2S c0(S) = XS2S r �m(XS n YS) = r �m([S2S(XS n YS)) � r �m(I) = r.Tako smo konstruirali deljeno barvanje c0 z vrednostjo, najve�c r.Privzemimo sedaj, da c0 predstavlja deljeno barvanje grafa G z vrednostjo r. Kon-struirali bomo r-merljivo barvanje c grafa G.Poljubni neodvisni mno�zici S 2 S grafa G priredimo odprt interval �(S) dol�zine1r c0(S), tako da za razli�cni neodvisni mno�zici S in S 0 velja �(S) \ �(S 0) = ;. Tak�snaprireditev obstaja, ker je PS2S c0(S) = r.Za poljubno to�cko grafa G naj bo c(x) = SS2S;x2S �(S). Ker kraji�s�ci poljubnepovezave xy grafa G nista skupaj v nobeni neodvisni mno�zici, sta tudi mno�zici c(x) inc(y) disjunktni. Mera poljubne mno�zice c(x) je enakam( [S2S;x2S �(S)) = XS2S;x2S m(�(S)) = XS2S;x2S c0(S)r = 1r XS2S;x2S c0(S) = 1r .Tako c res predstavlja r-merljivo barvanje grafa G. 2Posledica 5.2. Za poljuben graf G velja �f (G) = �m(G).Iz posledice 5.2 vidimo, da je merljivo kromati�cno �stevilo geometrijska interpretacijadeljenega kromati�cnega �stevila.N. Alon, Z. Tuza in M. Voigt [3] so pokazali, da je na poljubnem grafu tudi izbirljivo�stevilo enako deljenemu:chr(G) = �f (G).Torej je tudi izbirljivo �stevilo interpretacija deljenega kromati�cnega �stevila. S pomo�cjoideje dokaza izreka 5.1 lahko poka�zemo, da je tudi izbirljivo kromati�cno �stevilo enakodeljenemu:�r(G) = �f (G).Ker je vsako r-kro�zno barvanje grafa G tudi r-merljivo barvanje, za poljuben grafG velja�f (G) � �?(G) � �(G).



5. Deljeno kromati�cno �stevilo 79Prav tako velja, da obstajajo gra� G, za katere je �f (G) = �?(G) = �(G), in gra�, zakatere velja �f(G) < �?(G) < �(G) [13].S pomo�cjo izbirljivega kromati�cnega �stevila doka�zemo naslednjo oceno za deljenokromati�cno �stevilo, ki o�citno velja tudi za zvezdno kromati�cno �stevilo:Trditev 5.3. Za poljuben graf G velja�?(G) � �f(G) � jGj�(G) .Dokaz. [24] Oglejmo si poljubno (a : b)-izbiro c grafa G. Naj bo n = jGj in A a� nmatrika z elementi aij = 1, �ce je i 2 c(j), in aij = 0 sicer. V vsakem stolpcu matrikeA je natanko a enic, zato je v celi matriki natanko bn enic. Vsaka barva je lahko vnajve�c �(G) podmno�zic c(v), zato je v vsaki vrstici matrike A najve�c �(G) enic. Kerima matrika A a vrstic, je v njej najve�c a�(G) enic. Od tod dobimo oceno:ab � n�(G) .Ker ta ocena velja za poljubno (a : b)-izbiro grafa G, velja ocena tudi za deljeno kro-mati�cno �stevilo. 2Od tod lahko izra�cunamo deljeno kromati�cno �stevilo lihih ciklov:Posledica 5.4. Lihi cikli C2n+1 so �?-ekstremni gra�, torej velja �f(C2n+1) = 2 + 1n .Dokaz. Ker je �(C2n+1) = n, velja2 + 1n = 2n+ 1n � �f (C2n+1) � �?(C2n+1).Posledica 1.10(ii) zaklju�ci dokaz. 2



Poglavje 6Zvezdno kromati�cno �steviloproduktov grafovV tem poglavju bomo obravnavali zvezdno kromati�cno �stevilo leksikografskega, direk-tnega, kartezi�cnega in krepkega produkta grafov.V prvem razdelku bomo izpeljali ocene za zvezdno kromati�cno �stevilo leksikografskegaprodukta poljubnih grafov. Pokazali bomo tudi, da je zvezdno kromati�cno �stevilo lek-sikografskega produkta G[H] odvisno od zvezdnega kromati�cnega �stevila grafa G inod kromati�cnega �stevila H. Znano je tudi zvezdno kromati�cno �stevilo leksikografskegaprodukta lihih ciklov s poljubnim grafom.V drugem razdelku bomo pokazali, da je deljeno kromati�cno �stevilo leksikografskegaprodukta grafov enako produktu deljenih kromati�cnih �stevil grafov. Od tod dobimopotreben in zadosten pogoj za veljavnost enakosti �?(G[H]) = �?(G)�(H).V tretjem razdelku si bomo ogledali lastnosti zvezdnega kromati�cnega �stevila �se naostalih grafovskih produktih.6.1 Leksikografski produktNajprej si bomo ogledali razmerje med �?(G[H]) in vrednostima �?(G) ter �(H).Trditev 6.1.[34] Za poljubna grafa G in H velja�?(G[H]) � �?(G)�(H).Dokaz. Naj bo �(H) = n in �?(G) = k=d. Preslikava � : V (H) 7! f0; 1; : : : ; n � 1gnaj predstavlja n-barvanje grafa H, preslikava  : V (H) 7! ZZk pa (k; d)-barvanje grafaG. De�nirajmo preslikavo f : V (G[H]) 7! ZZkn na naslednji na�cin:f(g; h) =  (g) + �(h)k: 80



6. Zvezdno kromati�cno �stevilo produktov grafov 81O�citno velja 0 � f(g; h) < kn. Naj bo (g; h)(g0; h0) poljubna povezava grafa G[H].�Ce je gg0 2 E(G), je j (g)�  (g0)jk � d in zato veljaj (g)�  (g0) + tkjkn � dza poljuben t 2 ZZn. Ker sta �(h); �(h0) 2 ZZn, velja tudijf(g; h)� f(g0; h0)jkn � d.�Ce pa je g = g0 in hh0 povezava grafa H, lahko zapi�semo neenakosti:jf(g; h)� f(g; h0)jkn = j�(h)� �(h0)jknk � k > d.Od tod sledi, da je f (kn; d)-barvanje grafa G[H] in lahko zapi�semo�?(G[H]) � knd = �?(G)�(H). 2Iz trditve 6.1 lahko domnevamo, da je morda za graf G z vsaj eno povezavo zvezdnokromati�cno �stevilo grafa G[H] odvisno le od grafa G in od kromati�cnega �stevila grafaH.Spomnimo se, da je G(u;H) graf, ki ga dobimo iz grafa G tako, da to�cko u 2 V (G)nadomestimo z grafom H in vsako to�cko grafa H pove�zemo z vsemi sosedi to�cke u.Izrek 6.2.[34] Naj bosta G in H poljubna grafa in naj to�cka u 2 V (G) ne bo izolirana.�Ce je �(H) = n, potem velja enakost�?(G(u;H)) = �?(G(u;Kn)).Dokaz. Ker je barvanje grafaH homomor�zem izH v Kn, obstaja tudi homomor�zemiz G(u;H) v G(u;Kn). Zato velja�?(G(u;H)) � �?(G(u;Kn)).Naj bo �?(G(u;H)) = k=d in c : V (G(u;H)) ! ZZk pripadajo�ce (k; d)-barvanje grafaG(u;H). Pokazali bomo, da je graf G(u;Kn) prav tako (k; d)-obarvljiv.Naj bo V (Kn) = fk1; k2; : : : ; kng. Za dokaz, da je graf G(u;Kn) (k; d)-obarvljiv,moramo le �se poiskati tak�sno preslikavo c0 : V (Kn)! c(V (H)), da za poljubni razli�cnito�cki ki in kj grafa Kn velja jc0(ki) � c0(kj)jk � d. S predpisom c0(v) = c(v) za vsev =2 V (Kn) lahko to preslikavo raz�sirimo do (k; d)-barvanja grafa G(u;Kn).Naj bo u0 2 V (G) tak�sna to�cka , da je uu0 2 E(G). Potem je to�cka u0 v grafuG(u;H)sosednja z vsako to�cko grafa H. Brez izgube na splo�snosti lahko predpostavimo, da jec(u0) = 0. Sedaj rekurzivno konstruiramo preslikavo c0 na grafu Kn. Naj bo c0(k1) =minfc(v); v 2 V (H)g. Ko poznamo c0(ki), lahko de�niramo



6. Zvezdno kromati�cno �stevilo produktov grafov 82c0(ki+1) = minfc(v); v 2 V (H) in c(v) � c0(ki) + dg.Poka�zimo, da za poljuben i � n� 1 nobena od mno�zicS = fv 2 V (H); c(v) � c0(ki) + dgni prazna. Privzemimo, da je S = ; �ze za nek i � n�1. Naj bo b : V (H)! f1; 2; : : : ; igpreslikava, za katero je b(v) = j natanko tedaj, ko velja c0(kj) � c(v) < c0(kj) + d. �Ceje vv0 2 E(H), je jc(v)� c(v0)jk � d, torej barvi c(v) in c(v0) ne moreta le�zati v istemintervalu [c0(kj); c0(kj)+d). Zato je b(v) 6= b(v0), kar pomeni, da je b i-barvanje grafaH.To pa je v nasprotju s predpostavko �(H) = n. Torej je c0 dobro de�nirana preslikava.Ker je c(u0) = 0 (zato c0(k1) � d) in je u0 sosednja z vsako to�cko grafa H (zatoc0(kn) � k � d), veljak � jc0(k1)� c0(kn)jk � d.Od tod velja jc0(k1)� c0(kn)jk � d, torej je graf G(u;Kn) (k; d)-obarvljiv. 2Posledica 6.3. �Ce graf G vsebuje vsaj eno povezavo in je �(H) = n, potem veljaenakost:�?(G[H]) = �?(G[Kn]).Dokaz. �Ce v grafu G vsako to�cko nadomestimo z grafom H, dobimo graf G[H], zatoje �?(G[H]) = �?(G(V (G); H)) = �?(G(V (G); Kn)) = G[Kn]. 2Trditev 6.4.[26] Za poljuben graf H velja�?(C2k+1[H]) = 2�(H) + �(H)k .Dokaz. Naj bo �(H) = n. Po lemi 5.1 velja�?(C2k+1[H]) � (2 + 1k )n = 2n+ nk .Pokazati moramo le �se neenakost v obratni smeri. Posledica 6.3 pravi, da lahko vneenakosti graf H zamenjamo s polnim grafom Kn. Torej moramo pokazati naslednjoneenakost:�?(C2k+1[Kn]) � 2n+ nk .



6. Zvezdno kromati�cno �stevilo produktov grafov 83Naj bo �?(C2k+1[Kn]) = pd ter f : V (C2k+1[Kn]) ! ZZp = f0; 1; : : : ; p� 1g pripadajo�ce(p; d)-barvanje. De�nirajmo mno�zice Ai = f�1(i) za vsak i 2 ZZp. Z Bi ozna�cimounijo mno�zic Ai; Ai+1; : : : ; Ai+d�1, kjer indekse se�stevamo po modulu p. Ker se barvesosednjih to�ck v grafu C2k+1[Kn] razlikujejo vsaj za d, so mno�zice Bi neodvisne. Kerje mo�c najve�cje neodvisne mno�zice grafa C2k+1 enaka k in so v grafu C2k+1[Kn] polnigra� Kn na mestu to�ck cikla C2k+1, ima tudi v C2k+1[Kn] najve�cja neodvisna mno�zicamo�c, enako k. Od tod sledi, da je jBij � k za vsak i 2 ZZp. Torej veljap�1Xi=0 jBij � pk inp�1Xi=0 jBij = djV (C2k+1[Kn])j = d(2k + 1)n,saj vsaka to�cka grafa nastopa natanko v d mno�zicah Bi. Torej jepd � 2n+ nk ,kar dokazuje �zeljeno neenakost. 2Za k = 2 je trditev 6.4. dokazal X. Zhu [34].Oglejmo si sedaj primer grafov, za katere je �?(G[H]) strogo manj od �?(G)�(H).Naj bo G graf Gknk+1z dodano univerzalno to�cko. Vemo, da je�?(G) = �(G) = n+ 2,saj velja�(Gknk+1) = dnk + 1k e = n+ 1.Torej je �?(G)�(Kk) = (n+ 2)k. Po drugi strani pa veljajo tudi neenakosti�?(G[Kk]) � �(G[Kk]) � �(Gknk+1[Kk]) + k= d�?(Gknk+1[Kk])e+ k � d�?(Gknk+1)ke+ k = (n + 1)k + 1:Zato je �?(G)�(Kk)� �?(G[Kk]) � k � 1.Sedaj, ko poznamo zgorno mejo �?(G[H]) in vemo, da je le-ta na lihih ciklih dose�zena,na grafu G pa ne, nas zanima �se spodnja meja za poljubne grafe.Izrek 6.5.[24] �Ce ima graf G vsaj eno povezavo, velja�?(G[H]) � �?(G) + 2�(H)� 3 � �?(G) + 2!(H)� 3.



6. Zvezdno kromati�cno �stevilo produktov grafov 84Posredno lahko izrek doka�zemo takole: Naj bo �(H) = n. Po posledici 6.3 inrezultatu iz [25] velja�?(G[H]) = �?(G[Kn]) > �(G[H])� 1 � �(G) + 2n� 3 > �?(G) + 2n� 3.Z modi�kacijo dokaza iz [25] pa lahko naredimo tudi direkten dokaz:Dokaz. Naj bo �(H) = n. V primeru, ko je n = 1, je �?(G[H]) = �?(G), saj lahkovse to�cke grafa H obarvamo z isto barvo.Naj bo sedaj n � 2. Po posledici 6.3 lahko privzamemo, da je H = Kn. Naj bo�?(G[H]) = kd . Ker ima graf G vsaj eno povezavo, je kd � 2n, saj je K2n podgraf grafaG[Kn]. Naj bo f : V (G[Kn]) ! ZZk (k; d)-barvanje grafa G[Kn] in V (Kn) mno�zicafv1; v2; : : : ; vng.Za poljuben u 2 V (G) de�nirajmomu = minff(u; v1); f(u; v2); : : : ; f(u; vn)gin preslikavog(u) = ( mu ;mu � k � 2nd+ d;k � 2nd+ 2d ; sicer:Trdimo, da g predstavlja (k � 2nd+ 3d; d)-barvanje grafa G.Recimo, da obstaja povezava uv v grafu G, za katero veljajg(u)� g(v)jk�2nd+3d < d.Po de�niciji (k; d)-barvanja f se to ne more zgoditi v primeru, ko velja g(u) � k�2nd+dali g(v) � k�2nd+d. Privzemimo, da je g(u) = g(v) = k�2nd+2d. Ker je uv 2 E(G),to�cke fu; vg � V (Kn) v grafu G[Kn] inducirajo poln podgraf K2n. Zato mora biti teh2n to�ck obarvanih z 2n razli�cnimi barvami, ki se med seboj razlikujejo vsaj za d. Kerje mu � k � 2nd + d + 1 in mv � k � 2nd + d + 1, morajo biti te barve iz mno�zicefk � 2nd+ d+ 1; k � 2nd+ d+ 2; : : : ; k � 1g, ki pa vsebuje le 2nd� d� 1 elementov.To pa je v nasprotju s predpostavko, zato je trditev dokazana.Ker je graf G (k � 2nd+ 3d; d)-obarvljiv, velja�?(G) � k � 2nd+ 3dd = kd � 2n+ 3= �?(G[Kn])� 2n+ 3 = �?(G[H])� 2�(H) + 3: 2



6. Zvezdno kromati�cno �stevilo produktov grafov 856.2 �?-ekstremni gra� in leksikografski produktKot bomo videli kasneje, se izka�ze, da imajo gra�, za katere sta �stevili �?(G) in �f(G)enaki (torej za �?-ekstremne grafe G), nekaj lepih lastnosti. Pokazali bomo namre�c,da v tem primeru pri poljubnem grafu H velja�?(G[H]) = �?(G)�(H).Oglejmo si najprej, kako se obna�sa deljeno kromati�cno �stevilo na leksikografskemproduktu.Izrek 6.6.[13] Za poljubna grafa G in H velja�f (G[H]) = �f(G)�f(H).Dokaz. Privzemimo, da je �f(G) = r in �f (H) = s. Naj bo c deljeno barvanje grafaG z vrednostjo r in c0 deljeno barvanje grafa H z vrednostjo s. De�nirajmo prireditevmno�zice neodvisnih podmno�zic to�ck grafa G[H] v interval [0; 1] na naslednji na�cin:Za neodvisno mno�zico S grafa G[H], ki je oblikeS = f(g; h); g 2 X; h 2 Y in X; Y neodvisni mno�zici grafov G in Hg;naj bo c00(S) = c(X) � c0(Y ).Za vse ostale neodvisne mno�zice S grafa G[H] naj velja c00(S) = 0.Za poljubno to�cko (x; y) 2 G[H] je vsotaXS2S;(x;y)2S c00(S) = XX2X^Y2Y;x2X;y2Y c(X) � c0(Y )= XX2X ;x2X c(X) � XY 2Y;y2Y c0(Y ) = 1 � 1 = 1;kjer sta X in Y mno�zici neodvisnih mno�zic to�ck grafov G in H. Od tod sledi veljavnostneenakosti�f (G[H]) � �f (G)�f(H).Sedaj bomo pokazali, da je vrednost deljenega barvanja c00 grafa G[H] vsaj rs. Najbo g poljubna to�cka grafa G in S neodvisna mno�zica grafa G[H]. Mno�zica Sg = fh 2H; (g; h) 2 Sg je neodvisna mno�zica grafa H. Za poljubno neodvisno mno�zico X grafaH naj veljac0(X) = XSg=X c00(S).Za poljubno to�cko h 2 H velja



6. Zvezdno kromati�cno �stevilo produktov grafov 86Xh2X c0(X) = X(g;h)2S c00(S) � 1.Torej je c0 deljeno barvanje grafa H in mora biti zato vrednost barvanja c0, ki je enakaPh2H; (g;h)2S c00(S), vsaj �f(H) = s.Mno�zica G(S) = fg 2 G; 9h 2 H : (g; h) 2 Sg je projekcija neodvisne mno�zice Sgrafa G[H] na graf G. O�citno je G(H) neodvisna mno�zica grafa G, saj to�cki (g; h)in (g0; h0) v grafu G[H] nista povezani, �ce nista povezani to�cki g in g0 v grafu G. Zapoljubno neodvisno mno�zico Y grafa G naj veljac(Y ) = 1s XG(S)=Y c00(S).�Ze od prej vemo, da za poljuben g 2 G veljaXg2Y c(Y ) = Xh2H; (g;h)2S c00(S) � 1s � 1.Zato je c deljeno barvanje grafa G. Torej je vrednost barvanja c, ki je enaka produktu1s z vrednostjo barvanja c00, vsaj �f (G) = r. Zato je vrednost barvanja c00 ve�cja alienaka rs. 2Posledica 6.7. �Ce je G �?-ekstremen graf in graf H n-kromati�cen, potem je�?(G[H]) = n�?(G).Dokaz. Po posledici 6.3 in trditvi 6.1 za poljuben graf G in poljuben n-kromati�cengraf H velja�?(G[H]) = �?(G[Kn]) � n�?(G):Uporabimo izrek 6.6 in zapi�simo enakosti �f(G[Kn]) = �f (G)�f(Kn) = n�f (G). Kervelja tudi �f(G[Kn]) � �?(G[Kn]), jen�f (G) � �?(G[H]) � n�?(G).Ker je graf G �?-ekstremen (�?(G) = �f (G)), je desna stran neena�cbe enaka levi, torejvelja enakost. 2Ker je �(G[H]) = d�?(G[H])e, je z znanim zvezdnim kromati�cnim �stevilom leksiko-grafskega produkta grafov znano tudi njegovo kromati�cno �stevilo.Posledica 6.8. �Ce je G �?-ekstremen graf in graf H n-kromati�cen, potem velja�(G[H]) = dn�?(G)e :



6. Zvezdno kromati�cno �stevilo produktov grafov 87Trditev 6.4, katere direkten dokaz je izpeljan v prej�snjem podpoglavju, dobimo tudikot posledico posledice 6.7.Posledica 6.9. �Ce je graf H n-kromati�cen, velja�(C2k+1[H]) = 2n+ �nk �.Dokaz. Po posledici 5.4 je�?(C2k+1) = �f(C2k+1) = 2 + 1k ,zato po posledici 6.7 velja�(C2k+1[H]) = 2n+ �nk �. 2Znano je [30], da za poljuben graf G obstaja tak�sno celo �stevilo n, da je �(G[Kn]) =n�f(G). �Ce graf G ni �?-ekstremen, lahko zapi�semo neenakosti�?(G[Kn]) � �(G[Kn]) = n�f (G) < n�?(G).�Ce zdru�zimo to ugotovitev s posledico 5.8, dobimo naslednji pomemben rezultat:Posledica 6.10. Graf G je �?-ekstremen natanko tedaj, ko za poljuben graf H veljaenakost�?(G[H]) = �?(G)�(H).



6. Zvezdno kromati�cno �stevilo produktov grafov 886.3 O drugih produktih�Ce je c : V (G) ! ZZk (k; d)-barvanje grafa G, je preslikava c0 : V (G � H) ! ZZk,de�nirana s predpisom c00(g; h) = c(g), o�citno tudi (k; d)-barvanje grafa G � H. Zatovelja �?(G�H) � minf�?(G); �?(H)g.Ta neenakost je resni�cna tudi za obi�cajno kromati�cno �stevilo:�(G�H) � minf�(G); �(H)g.�Ze dolgo je odprto vpra�sanje, ali morda velja enakost. Hedetniemijeva domneva [22]iz leta 1966 pravi, da enakost velja za poljubna grafa G in H. Ekvivalentno, domnevapravi, da za vsak n velja�(G) > n ^ �(H) > n) �(G�H) > n.Domneva je trivialna za n = 1 in preprosta za n = 2. M. El-Zaharjev in N. Sauerjevdokaz domneve za n = 3 [9] je predstavljal pomemben preboj v re�sevanju te domneve.Hedetniemijevo domnevo lahko posplo�simo tudi na zvezdno kromati�cno �stevilo:Domneva 6.1.[34] Naj bo r poljubno racionalno �stevilo. �Ce je �?(G) > r in �?(H) >r, velja �?(G�H) > r.Da je domneva smiselna, potrjuje naslednja trditev:Trditev 6.11.[34] Naj bo k naravno �stevilo, ve�cje ali enako 1, �?(G) > 2 + (1=k) in�?(H) > 2 + (1=k). Potem velja �?(G�H) > 2 + (1=k).Dokaz. Ker je �?(C2k+1) = 2 + (1=k), vemo, da je �?(G) > 2 + (1=k) natanko tedaj,ko ne obstaja homomor�zem iz G v C2k+1. V [19] je dokazano, da graf G � H nihomomorfen C2k+1, �ce nobeden od grafov G in H ni homomorfen grafu C2k+1. S temje trditev dokazana. 2V primeru kartezi�cnega produkta je povezava med �?(G2H) in �?(G) ter �?(H) zeloenostavna in je enaka kot za kromati�cno �stevilo, ki jo je �ze leta 1957 dokazal Sabidussi[29]:Trditev 6.12.[34] �?(G2H) = maxf�?(G); �?(H)g.Dokaz. Za poljubno (k; d)-barvanje f grafa G in poljubno (k; d)-barvanje g grafa Hje preslikava b : V (G2H)! ZZk, de�nirana s predpisom b(x; y) = f(x) + g(y)(mod k),prav tako (k; d)-barvanje grafa G2H. Po drugi strani pa graf G2H vsebuje grafa Gin H kot prava podgrafa in zato velja �?(G2H) � maxf�?(G); �?(H)g. 2



6. Zvezdno kromati�cno �stevilo produktov grafov 89Odkrili smo, kako na preprost na�cin konstruirati nove grafe z zvezdnim kromati�cnim�stevilom, enakim obi�cajnemu kromati�cnemu �stevilu. �Ce je �?(G) = �(G) � �(H),potem velja �?(G2H) = �(G2H) = �(G).Ker je G2�H � G[H], za poljubna grafa G in H velja�?(G2�H) � �?(G[H]) � minf�?(G)�(H); �(G)�?(H)g.Torej tudi za krepki produkt velja ocena�?(C2k+12�H) � (2 + 1k )�(H).



Poglavje 7Ute�zni gra�To poglavje je razdeljeno na tri razdelke. V prvem bomo podali de�nicije barvanjute�znih grafov, zvezdno popolnih in zvezdno super popolnih grafov.V drugem razdelku bomo dokazali, da je posplo�sitev zvezdnega kromati�cnega �stevilana grafe z racionalnimi ute�zmi prav tako racionalno �stevilo.V razdelku 7.3 bomo pokazali, da so lihi cikli zvezdno super popolni gra�. Videlibomo, da je tudi deljeno kromati�cno �stevilo leksikografskega produkta ute�znih grafovenako produktu deljenih kromati�cnih �stevil grafov. Od tod doka�zemo, da je leksiko-grafski produkt zvezdno super popolnega grafa s super popolnim grafom tudi zvezdnosuper popoln graf.7.1 De�nicijeNaj bo G poljuben graf in w : V (G)! [0;1) ute�zna funkcija. Z (G;w) ozna�cimo grafG z ute�zjo w. Skupno te�zo mno�zice X � V (G), tj. vsoto vrednosti ute�zne funkcijena vseh to�ckah mno�zice X, bomo ozna�cevali z w(X), skupno te�zo grafa pa z w(V (G)).Ute�zno funkcijo w : V (G)! f0; 1g imenujemo 0� 1 ute�zna funkcija.Kro�zno kromati�cno �stevilo grafa na naraven na�cin posplo�simo na kro�zno kromati�cno�stevilo ute�znega grafa takole: Naj bo C kro�znica dol�zine r v IR2. Preslikavo c iz V (G)v odprte intervale kro�znice C, pri kateri ima vsak interval c(x); x 2 V (G), dol�zinow(x) in za poljubo povezavo xy 2 E(G) velja c(x) \ c(y) = ;, imenujemo r-kro�znobarvanje ute�znega grafa (G;w). Kro�zno kromati�cno �stevilo, �c(G;w), ute�znegagrafa (G;w) je enako�c(G;w) = inffr; (G;w) je r-kro�zno obarvljivg.Kro�zno barvanje in kro�zno kromati�cno �stevilo lahko uporabljamo pri modeliranjusistema za uravnavanje prometa v kri�zi�s�cih. Vsaka to�cka grafa predstavlja dolo�cen90



7. Ute�zni gra� 91prometni tok. To�cki grafa sta povezani, �ce sta pripadajo�ca prometna tokova nezdru�z-ljiva. Vrednost ute�zne funkcije v dani to�cki je lahko sorazmerna s koli�cino prometa vpripadajo�cem prometnem toku. Sistem za uravnavanje prometa vsakemu prometnemutoku priredi �casovni interval, v katerem gori zelena lu�c. Tak�sen vzorec pri�ziganja zelenein rde�ce lu�ci na semaforju se periodi�cno ponavlja. V modelu kro�znica C predstavljacelotno periodo, interval na kro�znici C pa �casovni interval, v katerem za pripadajo�ciprometni tok gori zelena lu�c. Ker sta sosednjima to�ckama prirejena disjunkna loka,nezdru�zljiva prometna tokova hkrati ne bosta imela odprte poti (zelene lu�ci). Naravnoje pri�cakovati, da �zelimo minimizirati dol�zino periode, kar je enako dol�zini cikla C, inpri tem za vsako to�cko x upo�stevati predpisano najmanj�so lo�cno dol�zino w(x).V primeru, ko je ute�zna funkcija grafa konstanta 1, je �c(G;w) = �c(G), kjer je �ckro�zno kromati�cno �stevilo grafa, de�nirano v 1. poglavju. Po izreku 2.1 je �?(G) =�c(G; 1), torej je �c(G;w) posplo�sitev zvezdnega kromati�cnega �stevila �?(G) na ute�znegrafe.Podobno kot v 2. poglavju lahko de�niramo tudi intervalno barvanje ute�znih grafov.Razlika v de�niciji je le v tem, da to�ckam grafa prirejamo odprte podintervale intervalaI dol�zine r. Tak�sno preslikavo c iz mno�zice to�ck grafa G v odprte podintervale intervalaI, da je za vsako to�cko x dol�zina podintervala c(x) enaka w(x) in se sosednji to�ckipreslikata v disjunktna intervala, imenujemo r-intervalno barvanje ute�znega grafa(G;w). Intervalno kromati�cno �stevilo, �(G;w), ute�znega grafa (G;w) je najmanj�se�stevilo r, za katero obstaja r-intervalno barvanje grafa (G;w). Po izreku 2.2 je vprimeru, ko je ute�zna funkcija w konstantno enaka 1, intervalno kromati�cno �steviloenako obi�cajnemu kromati�cnemu �stevilu: �(G; 1) = �I(G) = �(G). Tako je intervalnokromati�cno �stevilo posplo�sitev obi�cajnega kromati�cnega �stevila na ute�zne grafe.Deljeno kromati�cno �stevilo ute�znih grafov (G;w) dobimo z re�sitvijo problema linear-nega programiranja. Deljeno barvanje ute�znega grafa (G;w) je tak�sna prireditev cnenegativnih ute�zi neodvisnim mno�zicam X grafa G, da za poljubno to�cko x 2 V (G)velja Px2X c(X) � w(x). Deljeno kromati�cno �stevilo, �f (G;w), ute�znega grafa(G;w) je najmanj�sa skupna te�za (to je vsota ute�zi vseh neodvisnih mno�zic) deljenegabarvanja grafa (G;w).Alternativno de�nicijo deljenega kromati�cnega �stevila ute�znega grafa (G;w) do-bimo s preprostim popravkom de�nicije intervalnega kromati�cnega �stevila ute�znegagrafa (G;w). Naj bo r-merljivo barvanje ute�znega grafa (G;w) tak�sna preslikava ciz V (G) v merljive podmno�zice I, da ima mno�zica c(x) mero w(x) in se sosednji to�ckipreslikata v disjunktni podmno�zici I. Mno�zica I predstavlja interval dol�zine r. Deljenokromati�cno �stevilo ute�znega grafa (G;w) je potem najmanj�se �stevilo r, za katero ob-staja r-merljivo barvanje ute�znega grafa (G;w). Ekvivalentnost de�nicij smo za primergrafov brez ute�zi pokazali z izrekom 5.1, ki ga lahko posplo�simo na ute�zne grafe.V razdelku 7.2 si bomo ogledali osnovne lastnosti kro�znega kromati�cnega �stevila



7. Ute�zni gra� 92ute�znih grafov. Dokazali bomo, da je �c(G;w) vedno dose�zen, zato lahko in�mum vde�niciji zamenjamo z minimumom. Pokazali bomo tudi, da je v primeru, ko so vseute�zi racionalne, tudi kro�zno kromati�cno �stevilo racionalno. Tako dobimo posplo�sitverezultatov zvezdnega kromati�cnega �stevila.Kot v primeru zvezdnega kromati�cnega �stevila si bomo ogledali, v kak�snem razmerjuje kro�zno kromati�cno �stevilo z intervalnim in deljenim kromati�cnim �stevilom ute�znihgrafov.Dualni problem linearnega programiranja, opisanega zgoraj, de�nira deljeno te�zoklike, !f(G;w), ute�znega grafa (G;w). Te�za klike, !(G;w), je de�nirana kot najve�cjate�za klike grafa G.Za opisane parametre ute�znega grafa (G;w) veljajo naslednje neenakosti!(G;w) � !f (G;w) = �f(G;w) � �c(G;w) � �(G;w),kjer druga enakost sledi iz dualnosti problemov linearnega programiranja.Od tod izhajajo zanimiva vpra�sanja, za katere grafe posamezne neenakosti preidejo venakosti. Grafe, za katere je �(G;w) = !(G;w) za vse 0�1 ute�zne funkcije, imenujemopopolni gra� in grafe, za katere je �(G;w) = !(G;w) za poljubno ute�zno funkcijo,imenujemo super popolni gra�.Kdaj druge neenakosti preidejo v enakosti? Ali so te neenakosti soodvisne? O�citnoenakost �(G;w) = !(G;w) implicira, da vse neenakosti preidejo v enakosti. Ob tejveljajo tudi nekatere druge implikacije. Ker je �(G) = d�?(G)e, za vse 0 � 1 ute�znefunkcije w velja �c(G;w) = !(G;w) natanko tedaj, ko je �(G;w) = !(G;w). Prav takoje postavljena domneva [8], da za poljubno ute�zno funkcijo w velja �c(G;w) = �(G;w)natanko tedaj, ko za poljubno ute�zno funkcijo w velja �(G;w) = !(G;w).Omejili se bomo na neenakosti, v katerih nastopa �c(G;w). Graf G imenujemozvezdno popoln, �ce za vse 0 � 1 ute�zne funkcije w velja �c(G;w) = !f(G;w), inzvezdno super popoln, �ce enakost �c(G;w) = !f(G;w) velja za poljubno ute�znofunkcijo w. Iz de�nicije sledi, da so vsi zvezdno super popolni gra� tudi zvezdnopopolni. Obratno ne velja. V [8] je podan primer popolnega in zvezdno popolnegagrafa, ki pa ni ne super popoln ne zvezdno super popoln.Prav tako velja, da je vsak popoln graf tudi zvezdno popoln in vsak super popolngraf tudi zvezdno super popoln. Tudi v teh primerih ne velja ekvivalenca med trditvami[8]. Najpomembnej�si rezultati tega poglavja, ki jih bomo spoznali v razdelku 7.3, nambodo dali primere zvezdno super popolnih grafov, ki niso popolni. Videli bomo, da sovsi cikli in komplementi lihih ciklov zvezdno super popolni. O�citno so torej lihi ciklizvezdno super popolni gra�, ki niso popolni, torej tudi ne super popolni. Prav takoopazimo, da so vsi zvezdno popolni gra� tudi �?-ekstremni.



7. Ute�zni gra� 93V razdelku 7.3 bomo izpeljali oceno za kro�zno kromati�cno �stevilo leksikografskegaprodukta grafov, kar nam bo omogo�cilo konstrukcijo novih zvezdno super popolnihgrafov iz lihih ciklov.7.2 Osnovne lastnosti �cKro�zno kromati�cno �stevilo �c(G;w) ute�znih grafov je de�nirano kot in�mum �stevil r,za katere obstaja r-kro�zno barvanje grafa (G;w). Poka�zimo najprej, da je in�mumdose�zen.Izrek 7.1.[8] Naj bo (G;w) ute�zni graf na mno�zici to�ck fx1; x2; : : : ; xng. �Ce je�c(G;w) = r, obstaja r-kro�zno barvanje grafa (G;w).Dokaz. Naj bo �c(G;w) = r. Iz de�nicije �c(G;w) sledi, da obstaja padajo�ce za-poredje (rj)j2IN, ki konvergira proti r, ko gre j proti1, in za vsak j obstaja rj-kro�znobarvanje cj grafa (G;w). Vsak cj predstavlja tak�sno preslikavo iz V (G) v odprte in-tervale kro�znice Cj obsega rj, pri kateri ima vsak interval cj(x); x 2 V (G), dol�zinonatanko w(x) in za poljubo povezavo xy 2 E(G) velja cj(x) \ cj(y) = ;.De�nirajmo preslikavo c0j iz V (G) v C s preprosto skr�citvijo kro�znice Cj v kro�znico Cdol�zine 1. Za preslikavo c0j velja, da ima poljuben interval c0j(x); x 2 V (G), na kro�zniciC dol�zino natanko w(x)=rj in za poljubno povezavo xy 2 E(G) velja c0j(x)\ c0j(y) = ;.Oglejmo si zaporedje (c0j(x1))j2IN intervalov na kro�znici C. Ker je C kompaktnamno�zica, obstaja konvergentno podzaporedje (c01j)j2IN zaporedja (c0j(x1))j2IN in lim-itni interval c0(x1) z dol�zino limj!1w(x1)=r1j = w(x1)=r. V primeru, ko je lim-itni interval zaprt ali polodprt, le odstranimo robne to�cke, da dobimo odprt interval.Sedaj si oglejmo zaporedje (c01j(x2))j2IN. Ponovno lahko izberemo konvergentno podza-poredje (c02j)j2IN zaporedja (c01j(x2))j2IN z limitnim (odprtim) intervalom c0(x2) dol�zinew(x2)=r. Na enak na�cin de�niramo �se c0(x3); c0(x4); � � � ; c0(xn). Za preslikavo c0 torejvelja c0(x) = w(x)=r; x 2 V (G). Ker je (c0i+k;j)j2IN podzaporedje zaporedja (ci; j 0)j2INin je c0i+k;j(xi) \ c0i+k;j(xi+k) = ;, tudi za xixi+k 2 E(G) velja c0(xi) \ c0(xi+k) = ;. �Cesedaj raztegnemo kro�znico C v kro�znico obsega r, dobimo �zeljeno r-kro�zno barvanjegrafa (G;w). 2Na tem mestu lahko poka�zemo, da je v primeru racionalnih ute�zi tudi kro�zno kro-mati�cno �stevilo racionalno.Izrek 7.2.[8] Naj bo (G;w) ute�zni graf na mno�zici to�ck fx1; x2; : : : ; xng. �Ce sovrednosti w(xi) racionalne, je tudi �c(G;w) racionalno �stevilo. �Se ve�c, �ce imajow(xi) = ai=b skupni imenovalec b za neki a � Pni=1 ai, velja �c(G;w) = a=b0.Dokaz. Naj bodo vrednosti ute�zne funkcije w(xi) = ai=b racionalna �stevila s skupnimimenovalcem b in naj bo �c(G;w) = r. Privzemimo �se, da c predstavlja r-kro�zno bar-vanje grafa (G;w). Preslikava c tako vsako to�cko x grafa G preslika v interval c(x) na



7. Ute�zni gra� 94kro�znici C dol�zine r. Za vsak tak interval ozna�cimo njegovo levo in desno kraji�s�ce vsmislu smeri urinega kazalca.Pomo�zna trditev: Obstaja zaporedje razli�cnih intervalov c(x�1), c(x�2), : : : ,c(x�k),v katerem je desno kraji�s�ce c(x�i) enako levemu kraji�s�cu intervala c(x�i+1) in desnokraji�s�ce c(x�k) enako levemu kraji�s�cu intervala c(x�1).Dokaz pomo�zne trditve. Naj bo D usmerjen graf na to�ckah fx1; x2; : : : ; xng. Mno-�zica povezav grafa D vsebuje povezavo od xi do xj natanko tedaj, ko je levo kraji�s�ceintervala c(xi) enako desnemu kraji�s�cu intervala c(xj).�Ce pomo�zna trditev ne bi bila resni�cna, graf D ne bi vseboval nobenega usmerjenegacikla. De�nirajmo nivo l(x) to�cke x kot dol�zino najdalj�se usmerjene poti, ki se kon�cav to�cki x, kjer je dol�zina poti �stevilo to�ck na njej. Razdalja d(p; p0) med poljubnimato�ckama p in p0 na kro�znici C je dol�zina kraj�sega loka, ki povezuje to�cki p in p0. Najbo � = minfd(p; p0); p; p0 razli�cni kraji�s�ci intervalov c(xi); i = 1; 2; : : : ; ng. Sedaj zapoljubno to�cko x premaknimo interval c(x) v nasprotni smeri urinega kazalca za dol�zino�=2l(x), tako da dobimo novo preslikavo c0 iz V (G) v mno�zico intervalov kro�znice C.Sedaj bomo pokazali, da tudi c0 predstavlja r-kro�zno barvanje grafa (G;w). Kersmo intervale c(x) le premaknili, ostane dol�zina intervala c0(x) enaka w(x). Naj boxixj povezava grafa G, torej sta intervala c(xi) in c(xj) disjunktna. �Ce intervala c(xi)in c(xj) nimata skupnega kraji�s�ca, sta zaradi izbire � tudi intervala c0(xi) in c0(xj)disjunktna. �Ce pa imata intervala c(xi) in c(xj) skupno kraji�s�ce (intervala sta odprta,zato sta �se vedno disjunktna), je ali desno kraji�s�ce c(xi) enako levemu kraji�scu c(xj)ali desno kraji�s�ce c(xj) enako levemu kraji�scu c(xi). Brez izgube na splo�snosti lahkoprivzamemo, da je desno kraji�s�ce c(xi) enako levemu kraji�scu c(xj). �Ce potujemopo ciklu C v smeri urinega kazalca, je interval c(xi) pred intervalom c(xj), zato veljal(xi) < l(xj). Iz de�nicije c0 sledi, da interval c(xi) premaknemo dlje v nasprotni smeriurinega kazalca kot interval c(xj), zato sta intervala c0(xi) in c0(xj) �se vedno disjunktna.Torej tudi c0 predstavlja r-kro�zno barvanje grafa (G;w).Velja celo ve�c: desno kraji�s�ce c0(xi) ni ve�c enako levemu kraji�s�cu intervala c0(xj),torej desno kraji�s�ce c0(x) ni enako levemu kraji�s�cu nobenega intervala c0(y). Naj bo �0 =minfd(p; p0); p; p0 kraji�s�ci intervalov c0(xi); i = 1; 2; : : : ; ng in naj bo A poljuben odprtinterval na C dol�zine �0, ki ne vsebuje nobenega kraji�s�ca intervalov c0(x1); c0(x2); : : : c0(xn).Interval A izre�zemo iz kro�znice C in zlepimo dobljeni kraji�s�ci. Tako dobimo novokro�znico obsega r � �0. Vsakemu intervalu c0(x), ki vsebuje interval A, premaknemodesno kraji�s�ce v smeri urinega kazalca za dol�zino �0 in levo kraji�s�ce pustimo nespremen-jeno. Ker desno kraji�s�ce intervala c0(x) ni levo kraji�s�ce nobenega drugega intervala c0(y)in ker je �0 minimum razdalj med kraji�s�ci intervalov c0(x1); c0(x2); : : : c0(xn), vidimo, das tem postopkom ne dobimo novih prese�ci�s�c med intervali c0(xi). Tako smo konstru-irali (r � �0)-kro�zno barvanje grafa (G;w), kar je v nasprotju s predpostavko, da je�c(G;w) = r. S tem je pomo�zna trditev dokazana. 2



7. Ute�zni gra� 95Naj bo c(x�1), c(x�2), : : : ,c(x�k) zaporedje razli�cnih intervalov, v katerem je desnokraji�s�ce c(x�i) enako levemu kraji�s�cu intervala c(x�i+1) in desno kraji�s�ce c(x�k) enakolevemu kraji�s�cu intervala c(x�1). Tedaj unija teh intervalov obkro�zi cikel C natankos-krat, s 2 IN. Skupna dol�zina intervalov je torej enakasr = kXi=1w(x�i) = kXi=1 a�ib .Od tod dobimo �zeljeni rezultat:r = kXi=1 a�ibs = ab0 ,kjer je a � Pni=1 ai. 2Ker je zvezdno kromati�cno �stevilo enako kro�znemu kromati�cnemu �stevilu �c(G;w),ko je za vsako to�cko x w(x) = 1, iz izreka 7.2 ponovno razberemo, da je zvezdnokromati�cno �stevilo vedno racionalno �stevilo.Trditev 7.3.[8] Naj bo (G;w) ute�zni graf na mno�zici to�ck fx1; x2; : : : ; xng, ki soozna�cene tako, da velja w(x1) � w(x2) � � � � � w(xn). �Ce je �c(G;w) = r, velja ocena�(G;w) < r + w(xk), kjer k zado�s�ca neenakosti Pk�1i=1 w(xi) < r.Dokaz. Naj c predstavlja r-kro�zno barvanje grafa (G;w). Ker je Pk�1i=1 w(xi) < r,obstaja to�cka p na ciklu C, ki ni vsebovana v nobenem intervalu c(xi); i = 1; 2; : : : ; k�1.V to�cki p prere�zemo kro�znico in dobimo interval I dol�zine r. Intervale c(x), ki vsebujejoto�cko p, s tem razbijemo na dva dela. Z s ozna�cimo najve�cjo dol�zino vseh takih delov.Iz izbire to�cke p vidimo, da velja s < w(xk). Interval I na enem koncu podalj�samo zadol�zino s. Tako lahko prestavimo vse dele razbitih intervalov iz drugega konca intervalaI na dodani del. S tem smo dobili (r + s)-intervalno barvanje grafa (G;w). Torej je�(G;w) < r + s < r + w(xk). 2



7. Ute�zni gra� 967.3 Zvezdno super popolni gra� in leksikografskiproduktSpomnimo se, da je graf G zvezdno popoln, �ce je �c(G;w) = !f(G;w) za poljubno0� 1 ute�zno funkcijo, in da je G zvezdno super popoln, �ce je �c(G;w) = !f(G;w) zapoljubno ute�zno funkcijo w. Podobno de�niramo tudi popolne in super popolne grafe,le da namesto �c in !f uporabimo � in !.V razdelku 7.1 smo zapisali, da so vsi zvezdno super popolni gra� tudi zvezdnopopolni, vsi popolni gra� tudi zvezdno popolni in vsi super popolni gra� tudi zvezdnosuper popolni. Dvodelni gra� so super popolni (2 � �f(G) � �?(G) � �(G) = 2) [8],torej tudi zvezdno super popolni.V tem razdelku bomo videli, da so vsi cikli in komplementi lihih ciklov zvezdnosuper popolni gra�. Nato bomo pokazali, da je leksikografski produkt zvezdno superpopolnega grafa s super popolnim grafom tudi zvezdno super popoln graf. S temdobimo orodje za konstrukcijo ve�cjih zvezdno super popolnih grafov.Izrek 7.4.[8] Vsi cikli so zvezdno super popolni gra�.Dokaz. Ker so vsi dvodelni gra� zvezdno super popolni, nam preostane pokazati izrekza lihe cikle. Naj bo C2k+1 lih cikel s to�ckami f0; 1; : : : ; 2kg in povezavami i(i + 1);i = 0; 1; : : : 2k�1 in (2k)0. Naj bo w : f0; 1; : : : ; 2kg ! [0;1) poljubna ute�zna funkcijain ! = !(C2k+1; w) = maxfw(i) + w(i+ 1); i = 0; 1; : : : ; 2kg,kjer je w(2k + 1) = w(0). De�nirajmo �se� = �(C2k+1; w) = 1k 2kXi=0w(i)in r = maxf!; �g. O�citno je !f(G;w) � !. Ker je v vsaki neodvisni mno�zici C2k+1najve�c k to�ck, je tudi !f(G;w) � � in zato !f(G;w) � r.V nadaljevanju bomo pokazali, da je graf (C2k+1; w) r-kro�zno obarvljiv. Od todsledi !f (C2k+1; w) = �c(C2k+1; w) = r, kar pomeni, da je C2k+1 zvezdno super popolngraf.Oglejmo si najprej primer, ko je � � !. Naj bo C cikel dol�zine r = � = 1k P2ki=0 w(i).Na tem mestu de�niramo r-kro�zno barvanje c grafa C2k+1 na naslednji na�cin: Naj boc(0) interval na C dol�zine w(0). Privzemimo, da smo c(i) �ze de�nirali. Naj bo c(i+1)interval dol�zine w(i+ 1), �cigar levo kraji�s�ce je enako desnemu kraji�s�cu intervala c(i).Ker je P2ki=0 w(i) = kt, unija intervalov c(i) obkro�zi kro�znico C natanko k-krat.Tedaj je levo kraji�s�ce intervala c(2k) enako desnemu kraji�s�cu intervala c(0). Oglejmo



7. Ute�zni gra� 97si poljubno povezavo i(i + 1) grafa C2k+1 (�ce je i = 2k, je i + 1 = 0). Iz konstrukcijepreslikave c vidimo, da je levo kraji�s�ce intervala c(i) enako desnemu kraji�s�cu intervalac(i + 1). �Ce upo�stevamo, da velja w(i) + w(i + 1) � r (iz de�nicije �), sta intervalac(i) in c(i + 1) disjunktna. Torej je c r-kro�zno barvanje grafa (C2k+1; w), zato trditevv tem primeru velja.Privzemimo sedaj, da je � < !. Naj bo a = kr �P2ki=0 w(i) = k(! � �) > 0 in b =P2ki=0(!�(w(i)+w(i+1))). Tedaj je b = (2k+1)��2P2ki=0 w(i) = !+2a > 2a. Potemobstaja 2k+1 realnih �stevil �0; �1; : : : ; �2k, za katere velja 0 � �i � !� (w(i)+w(i+1))inP2ki=0 �i = a, saj je vsota zgornjih mej vsaj dvakrat ve�cja od a. Naj bo C cikel obsegar = ! in de�nirajmo preslikavo c iz mno�zice to�ck grafa C2k+1 v intervale kro�znice C nanaslednji na�cin: Naj bo c(0) poljuben interval na kro�znici C dol�zine w(0). Privzemimo,da smo c(i) �ze de�nirali. Naj bo c(i + 1) interval na C dol�zine w(i + 1), �cigar desnokraji�s�ce je od levega kraji�s�ca intervala c(i) oddaljeno za �i.Ker je �i+w(i)+w(i+1) � ! = r, sta za poljuben i = 1; 2; : : : ; 2k�1 intervala c(i)in c(i+ 1) disjunktna. Ker je P2ki=0(w(i) + �i) = kr, unija intervalov c(i) in presledkovmed njimi dol�zine �i obkro�zi kro�znico C natanko k-krat, zato se leva stran intervalac(0) in desna stran intervala c(2k) ne prekrivata. Ker je tudi �2k + w(0) + w(2k) � r,sta intervala c(0) in c(2k) disjunktna. Tedaj je preslikava c r-kro�zno barvanje grafa(C2k+1; w). 2W. Deuber in X. Zhu [8] sta pokazala, da je tudi komplement poljubnega lihegacikla zvezdno super popoln.Sedaj, ko poznamo nekaj dru�zin zvezdno super popolnih grafov, bomo pokazali, dalahko s pomo�cjo leksikografskega produkta konstruiramo �se ve�c tak�snih dru�zin grafov.Leksikografski produkt, (G[G0]; ww0), ute�znih grafov (G;w) in (G0; w0) je lek-sikografski produkt grafov G in G0 z ute�zjo ww0, ki poljubni to�cki (x; y) 2 V (G[G0])priredi ute�z w(x)w0(y). Zanima nas, kako je kro�zno kromati�cno �stevilo grafa (G[G0]; ww0)odvisno od kro�znih kromati�cnih �stevil grafov (G;w) in (G0; w0).Trditev 7.5.[8] Naj bo (G;w) ute�zni graf, kjer to�cke z neni�celno ute�zjo inducirajograf brez izoliranih to�ck. Za poljuben graf (G0; w0) velja�f (G;w)�(G0; w0) � �c(G[G0]; ww0) � �c(G;w)�(G0; w0).Dokaz. Najprej poka�zimo prvo neenakost �f (G;w)�(G0; w0) � �c(G[G0]; ww0). Najbo �c(G[G0]; ww0) = r in b r-kro�zno barvanje grafa (G[G0]; ww0). Preslikava b vsakito�cki grafa G[G0] priredi interval na kro�znici C dol�zine r. Za vsako to�cko p kro�znice Cozna�cimo z Sp mno�zico to�ck x 2 V (G), za katere je p 2 b(x; y) za neko to�cko y 2 V (G0).Iz de�nicije leksikografskega produkta in r-kro�znega barvanja sledi, da je Sp neodvisnamno�zica grafa G. Interval A na kro�znici C imenujemo elementarni interval, �ce je Amaksimalni interval, pri katerem za poljubni to�cki p; p0 2 A velja Sp = Sp0. �Ce je A



7. Ute�zni gra� 98elementarni interval in p 2 A, ozna�cimo SA = Sp za to�cko p 2 A. Razli�cni elementarniintervali so disjunktni, vendar lahko za razli�cna elementarna intervala A in B veljaSA = SB. Naj bo c preslikava iz mno�zice neodvisnih mno�zic to�ck grafa G v poltrak[0;1), de�nirana s predpisom c(S) = PSA=S l(A), kjer je l(A) dol�zina intervala A. Najbo c(S) = 0 v primeru, ko za vse elementarne intervale A velja S 6= SA.Sedaj bomo pokazali, da za poljubno to�cko x 2 V (G) veljaPx2S c(S) � w(x)�(G0; w0).Privzamemo lahko, da je w(x) > 0, saj je v nasprotnem primeru ocena o�citna. Iz de�ni-cije slediXx2S c(S) = Xx2S XSA=S l(A) = Xx2SA l(A).Ozna�cimo z Ix unijo vseh intervalov b(x; y) (y 2 V (G0)). Ker je vsaka to�cka kro�zniceC, ki je v Ix, vsebovana vsaj v enem intervalu b(x; y) in obratno, je Ix = Sx2SA A. Kerso razli�cni elementarni intervali disjunktni, veljaXx2SA l(A) = l(Ix).Ker obstaja to�cka z neni�celno ute�zjo, ki je sosednja to�cki x, Ix ne pokriva cele kro�zniceC. Zato lahko gledamo na Ix kot na interval. Ix je lahko tudi disjunktna unija inter-valov, vendar nas v nadaljevanju to ne bo motilo in lahko te intervale zlepimo.Preslikava b preslika vsako to�cko y 2 V (G0) v podinterval b(x; y) intervala Ix dol�zinew(x)w0(y). Torej je skupna dol�zina intervala Ix vsaj w(x)�(G0; w0). Tako veljaXx2S c(S) � w(x)�(G0; w0).Iz de�nicije r-deljenega barvanja ute�znega grafa slediXS2S c(S) � �f(G;w)�(G0; w0).Unija vseh elementarnih intervalov je enaka ciklu C dol�zine r. Ker je P c(S) = r, veljaocenar � �f(G;w)�(G0; w0).Doka�zimo sedaj �se drugo neenakost �c(G[G0]; ww0) � �c(G;w)�(G0; w0). Naj bo�c(G;w) = r in naj bo b r-kro�zno barvanje grafa (G;w), to je preslikava, ki vsaki to�ckix grafa G priredi interval na kro�znici C z dol�zino w(x). Raztegnimo sedaj kro�znico C vkro�znico C 0 obsega r � �(G0; w0). S tem raztegnemo tudi poljuben interval b(x) v inter-val b0(x) na kro�znici C 0 dol�zine w(x)�(G0; w0). Nato de�niramo preslikavo bx, ki vsakito�cki y grafa G0 priredi podinterval intervala b0(x) tako, da ima interval bx(y) dol�zinow(x)w0(y) in so podintervali sosednjih to�ck disjunktni. Tak�sna preslikava obstaja zaradi



7. Ute�zni gra� 99de�nicije intervalnega kromati�cnega �stevila. Preslikava b� sedaj vsako to�cko (x; y) grafaG[G0] preslika v interval bx(y) kro�znice C 0. Tako b� predstavlja �c(G;w)�(G0; w0)-barvanje grafa (G[G0]; ww0), zato je �c(G[G0]; ww0) � �c(G;w)�(G0; w0). 2Od tod sledi naslednja posledica.Posledica 7.6. �Ce je �f (G;w) = �c(G;w) in podgraf, induciran s to�ckami zneni�celnimi ute�zmi, ne vsebuje izoliranih to�ck, za poljuben ute�zni graf (G0; w0) velja�c(G[G0]; ww0) = �c(G;w)�(G0; w0).Prepri�cajmo se, da je pogoj, da graf, induciran s to�ckami z neni�celnimi ute�zmi, nevsebuje izoliranih to�ck, potreben. Vzemimo primer, da graf G vsebuje eno to�cko x.Vidimo, da je �c(G[G0]; ww0) = �c(G;w)�(G0; w0) = w(x)�(G0; w0). V primeru ve�cjihgrafov, kjer obstajajo izolirane to�cke podgrafa, induciranega s to�ckami z neni�celnimiute�zmi, dobimo v produktu (G[G0]; ww0) komponente, ki pripadajo tem izoliranimto�ckam. Naj bo X = fx1; x2; : : : ; xkg mno�zica izoliranih to�ck v grafu, induciranems to�ckami z neni�celnimi ute�zmi grafa (G;w), in naj velja w(x1) � w(xi) za vse i =1; 2; : : : ; k. Naj bo G00 = G � X. Komponente, ki pripadajo izoliranim to�ckam, ima-jo kro�zno kromati�cno �stevilo enako w(x1)�c(G0; w0), zato iz trditve sledi veljavnostenakosti�c(G[G0]; ww0) = maxf�c(G00; w)�(G0; w0); w(x1)�c(G0; w0)g.Ker se de�niciji deljenega barvanja na gra�h brez ute�zi in na ute�znih gra�h razliku-jeta le v pogojuPx2X c(X) � 1( ali � w(x)), je dokaz izreka 6.6 enak dokazu naslednjeleme:Lema 7.7. Za poljubna ute�zna grafa (G;w) in (G0; w0) velja�f (G[G0]; ww0) = �f (G;w)�f(G0; w0).Sedaj lahko poka�zemo izrek, ki nam da konstrukcijo novih zvezdno super popolnihgrafov.Izrek 7.8.[8] �Ce je G zvezdno super popoln graf in G0 super popoln graf, je leksiko-grafski produkt G[G0] zvezdno super popoln graf.Dokaz. Naj bo G zvezdno super popoln graf in G0 super popoln graf. Tedaj je�c(G;w) = �f (G;w) za poljubno ute�zno funkcijo w. Iz posledice 7.6 sledi enakost�c(G[G0]; ww0) = �c(G;w)�(G0; w0)in iz leme 7.7 enakost�f (G[G0]; ww0) = �f (G;w)�f(G0; w0).



7. Ute�zni gra� 100Ker je deljeno kromati�cno �stevilo ute�znih grafov enako deljeni te�zi klike, velja!f (G[G0]; ww0) = !f(G;w)!f(G0; w0).Graf G je zvezdno super popoln, graf G0 pa super popoln, zato je �c(G;w) = !f(G;w)in �(G0; w0) = !f(G0; w0) = !(G0; w0). �Ce sedaj zdru�zimo dobljene enakosti, vidimo,da je za poljubni ute�zni funkciji w in w0�c(G[G0]; ww0) = �f(G[G0]; ww0).Tedaj je graf G[G0] zvezdno super popoln. 2Zaklju�cimo to poglavje z odprtimi vpra�sanji [8]:� Ali je �c(G;w) = �(G;w) za poljubno ute�zno funkcijo natanko tedaj, ko je grafG super popoln?� Ali je �c(G;w) = �(G;w) za 0 � 1 ute�zno funkcijo natanko tedaj, ko je graf Gpopoln?� Ali so gra� Gdk zvezdno super popolni?



Poglavje 8Zaklju�cekV tem, zadnjem poglavju, bomo predstavili ostale rezultate, ki so jih izpeljali avtorji inobravnavajo zvezdno kromati�cno �stevilo, dodali pa bomo tudi nekaj prvih ugotovitevo zvezdnem kromati�cnem indeksu.V [14] je de�nirana polinomska Turing prevedljivost (ali leTuring prevedljivost)problema � na problem �0 kot algoritem A, ki re�si problem � z uporabo hipoteti�cnegapodprograma S za re�sitev problema �0, in je v primeru, �ce je S polinomski algoritemza problem �0, algoritem A polinomski za problem �. NP-ekvivalenten problem jeproblem, ki je Turing prevedljiv na NP-poln problem in na katerega je Turing prevedljivvsaj en NP-poln problem. NP-ekvivalenten problem ima polinomsko re�sitev natankotedaj, ko je P = NP . Naj bo STARCOLOR problem odlo�citve na grafu G, ali velja�?(G) < �(G). D. R. Guichard [15] je pokazal, da je STARCOLOR NP-ekvivalentenproblem.Za poljubno (k; d)-barvanje c grafa G de�nirajmo usmerjen graf Hdk(c) kot graf namno�zici to�ck grafa G, kjer je povezava (u; v) usmerjena od u do v, �ce velja c(v) =c(u)+d(mod k). Poljubno (k; d)-barvanje grafa G imenujemo acikli�cno barvanje, �ceje graf Hdk acikli�cen (brez ciklov). D. R. Guichard [15] je dokazal, da velja �?(G) < knatanko tedaj, ko ima graf G kak�sno acikli�cno (k; 1)-barvanje. S tem dobimo �se enpotreben in zadosten pogoj za veljavnost enakosti �?(G) = �(G).Zvezdno kromati�cno �stevilo pa nastopa tudi v oceni skrajnega neodvisnostnegarazmerja grafa. X. Zhu in S. Fraser [36] sta de�nirala neodvisnostno razmerje,i(G), grafa G kot razmerje i(G) = �(G)jGj . Skrajno neodvisnostno razmerje, I(G),de�niramo kot limito I(G) = limk!1 i(Gk) [23]([36]), kjer je Gk kartezi�cni produktk kopij grafa G. P. Hell, X. Yu in H. Zhou [23]([36]) so pokazali, da je zaporedje(i(Gk))k2IN nenara�s�cajo�ce in da velja ocena101



8. Zaklju�cek 102i(Gk) � 1�(Gk) = 1�(G) .Zato limita obstaja in veljai(G) � I(G) � 1�(G) .Znana je tudi bolj�sa zgornja ocena za I(G) [18]([36]):1�f (G) � I(G) � 1�(G) .Tedaj se je postavilo vpra�sanje, ali obstaja bolj�sa ocena za I(G) in ali lahko I(G)zavzame tudi kak�sno vrednost znotraj intervala [ 1�(G) ; 1�f (G) ]. Na drugo vpra�sanje staX. Zhu in S. Frazer [36] odgovorila s primerom grafa G = C5[P ], kjer je P Petersenovgraf. Za graf G velja1�f (G) > I(G) > 1�(G) .Pomembnej�si rezultat [36] pa je ocenaI(G) � 1�?(G) .S tem rezultatom dobimo nov grafovski parameter 1I(G) , ki le�zi med deljenim in zvezd-nim kromati�cnim �stevilom:�f (G) � 1I(G) � �?(G) � �(G).Zaporedje kromati�cnih razlik grafa G, cds(G), je de�nirano kotcds(G) = (�1(G); �2(G)� �1(G); : : : ; �t(G)� �t�1(G); : : : ; ��(G) � ��(G)�1),kjer z �t(G) ozna�cimo najve�cje �stevilo to�ck t-obarvljivega, induciranega podgrafa grafaG. Normalizirano zaporedje kromati�cnih razlik grafa G, ncds(G), je de�niranokot ncds(G) = cds(G)=jGj. Skrajno normalizirano zaporedje kromati�cnih raz-lik grafa G, NCDS(G), je enako limiti ncds(Gk), ko gre k proti neskon�cnosti:NCDS(G) = limk!1ncds(Gk).Zaporedje (xk)nk=1 dominira zaporedje (yk)nk=1 in zapi�semo (xk) � (yk), �ce veljatanaslednja pogoja:1. nXk=1 xk = nXk=1 yk in



8. Zaklju�cek 1032. pXk=1 xk � pXk=1 za p = 1; 2; : : : ; n� 1.H. Zhou [33] je pokazal, da za poljuben graf G veljaNCDS(G) �  1�? ; 1�? ; : : : ; 1�? ; 1� �� 1�? !,kjer je � = �(G) in �? = �?(G).X. Zhu [38] je s sodelavci izpeljal tudi nekaj ocen zvezdnega kromati�cnega �stevilagrafov Mycielskega. Za poljuben graf G z mno�zico to�ck fx1; x2; : : : xng naj bo �(G)graf Mycielskega, de�niran na naslednji na�cin: Vsaki to�cki xi grafa G priredimoto�cko x0i, ki jo pove�zemo z vsemi sosedi to�cke xi. Na koncu grafu dodamo �se to�cko u injo pove�zemo z vsemi prirejenimi to�ckami x0i. Naj bo �k(G) = �(�k�1(G)). Dokazaneso naslednje ocene:�?(�k(G)) � �(�k(G))� 12 , �ce je �(G) = k + 1,�?(�i(G)) = �(G), �ce je i = 1; 2 in �(G) � 2 + i,�?(�2(G)) = �(G)� 12 , �ce je �?(G) � �(G)� 12 .Naj bo d poljubno naravno �stevilo. Dvojno (n; d)-ozna�cevanje grafa G je pres-likava, ki vsaki to�cki G priredi podmno�zico mno�zice ZZn mo�ci 2 tako, da se poljubni�stevili na sosednjih to�ckah grafa razlikujeta vsaj za d po modulu n. Vrednost dvoj-nega d-ozna�cevanja grafa G, r?(G; d), je najmanj�se �stevilo n, za katero obstaja dvojo(n; d)-ozna�cevanje grafa G. Karakteristi�cni graf G?(n; d) je graf z mno�zico to�ck �ZZn2 �(vse podmno�zice mno�zice ZZn mo�ci 2), kjer sta to�cki fu1; u2g in fv1; v2g povezani, �ce zapoljubna i in j velja jui � vjjn � d.Pri izpeljavi ocen kromati�cnega �stevila karakteristi�cnih grafov dvojnega (n; d)-ozna-�cevanja, sta D. R. Guichard in J. W. Krussel [16] uporabila osnovne lastnosti zvezdnegakromati�cnega �stevila ter karakteristi�cnih grafov Gdk. Pokazala sta naslednji izrek:Naj bo G k-kromati�cen graf. Potem jer?(G; d) = 2 ; k = 1;r?(G; d) = 2d+ 2 ; k = 2;r?(G; d) 2 [3d+ 4; 4d+ 4] ; k = 4;r?(G; d) 2 [(k � 1)d+ 3; kd+ k] ; k 6= 1; 2; 4:Pokazala sta tudi, da v primeru, ko je n > 2d + 2 in n 6= d(mod d + 1), veljar?(Gd+1n ; d) = n.



8. Zaklju�cek 104Omenimo �se de�nicijo zvezdnega kromati�cnega �stevila na hipergra�h, ki sta jo vpel-jala L. Haddad in H. Zhou [17]. Hipergraf H je graf z mno�zico to�ck fh1; : : : ; hng inmno�zico hiperpovezav oblike hi1hi2 � � �hit. Hipergraf, v katerem vsaka hiperpovezavavsebuje natanko h to�ck, imenujemo h-enotni hipergraf.Naj bo h � 2, k � 2d, h; k; d 2 ZZ+ in H h-enotni hipergraf. Preslikavo c :V (H) ! ZZk imenujemo krepko (k; d)-barvanje H, �ce za poljubni to�cki u in v grafaH velja jc(u)� c(v)jk � d br�z, ko par fu; vg nastopa v kak�sni hiperpovezavi grafa H.Preslikavo c imenujemo �sibko (k; d)-barvanje H, �ce to�cke na nobeni hiperpovezaviniso obarvane z isto barvo in �ce za poljuben par fu; vg � V (H), ki nastopa v kak�snihiperpovezavi grafa H velja c(v) 6= c(u) ) jc(v) � c(u)jk � d. Krepko (�sibko) (k; 1)-barvanje H imenujemo kar krepko (�sibko) k-barvanje. Tako je krepko kromati�cno�stevilo, �k(H), hipergrafa H (oz. �sibko kromati�cno �stevilo, �(H)) najmanj�se�stevilo k, za katero obstaja krepko (�sibko) k-barvanje H. Za k � hd de�nirajmo h-hiperkro�zni graf, Hh(k; d), kot h-enotni hipergraf z mno�zico to�ck ZZk in mno�zicopovezavE(Hh(k; d)) = fi1 � � � ih; ij 2 ZZk; jir � isjk � d; za 8r in s = 1; 2; : : : ; hg:Vidimo, da je krepko (k; d)-barvanje h-enotnega hipergrafa H preprosto homomor-�zem c : H ! Hh(k; d), ki vsako hiperpovezavo grafa H preslika v hiperpovezavografa Hh(k; d). L. Haddad in H. Zhou [17] sta za krepko (k; d)-barvanje h-enotnegahipergrafa pokazala podobne lastnosti, kot veljajo za (k; d)-barvanje obi�cajnih grafov invpeljala de�nicijo krepkega zvezdnega kromati�cnega �stevila, �?k(H), h-enotnegahipergrafa H. Dokazala sta, da je �?k(H) = minfk=d;H je krepko (k; d)-obarvljiv g inda velja tudi ocena �k(H)� 1 < �?k(H) � �k(H). Na enak na�cin, kot za grafe Gdk, stapokazala, da je�?k(Hh(k; d)) = kd:Zvezdno kromati�cno �stevilo, �?(H), h-enotnega hipergrafa H sta avtorja v [17]de�nirala kot�?(H) = minfk=d;H je �sibko (k; d)-obarvljiv g:Za �?(H) prav tako velja ocena �(H)� 1 < �?(H) � �(H).Steinerjev trojni sistem STS je 3-enotni hipergraf S, kjer je poljuben par to�ckgrafa natanko v eni hiperpovezavi S. Delni Steinerjev trojni sistem DSTS je 3-enotni hipergraf S, kjer je poljuben par to�ck grafa v najve�c eni hiperpovezavi S. V [17]je pokazano, da sta problema odlo�citve, ali za dani h-enotni hipergraf obstaja krepko(k; d)-barvanje in ali za dani DSTS obstaja �sibko (k; d)-barvanje, NP-polna problema.Za poljuben STS graf S velja�?(S) = �(S).



8. Zaklju�cek 105Za konec de�nirajmo zvezdni kromati�cni indeks in izpeljimo nekaj ocen zvezdnegakromati�cnega indeksa.Graf G je k-obarvljiv po povezavah, �ce lahko obarvamo povezave grafa G s kbarvami tako, da se barvi sosednjih povezav razlikujeta. �Ce je graf G k-obarvljiv popovezavah in ni (k � 1)-obarvljiv po povezavah, pravimo, da je kromati�cni indeksgrafa G enak k in zapi�semo �0(G) = k.Slavni Vizingov izrek pravi, da za vsak graf velja�(G) � �0(G) � �(G) + 1,kjer je �(G) najve�cja stopnja to�ck grafa G.Za dvodelne grafe je �0 vedno na spodnji meji, za polne grafe Kn pa je �0 na spodnjimeji, �ce je n sod in na zgornji, �ce je n lih.Povezavni graf, L(G), grafa G, je graf, ki ga dobimo iz grafa G tako, da zamen-jamo vlogi to�ck in povezav. Tako povezave grafa G postanejo to�cke grafa L(G), kiso povezane, �ce jih dobimo iz sosednjih povezav. De�nirajmo zvezdni kromati�cniindeks, �0?(G), grafa G kot:�0?(G) = �?(L(G)).Trditev 8.1. Za poljuben graf G velja�(G) � �0?(G) � �0(G) � �(G) + 1.Dokaz. Drugo neenakost dobimo z uporabo Vizingovega izreka:�0?(G) = �?(G) � �(L(G)) = �0(G) � �(G) + 1.Doka�zimo �se neenakost �(G) � �0?(G). Ker v G obstaja to�cka, v kateri se dotika �(G)povezav grafa G, te povezave tvorijo poln podgraf K�(G) v povezavnem grafu L(G).Zato je �(G) = !(L(G)) � �(K�(G)) = �?(K�(G)) � �?(L(G)) = �0?(G). 2Posledica 8.2. �Ce je �0(G) = �(G), je tudi �0?(G) = �0(G).V posebnem torej velja �0?(K2n) = 2n� 1 in �0?(G) = �(G) za dvodelni graf G.Trditev 8.3. Naj bo G graf, za katerega je �(G) � jE(G)j=d. Tedaj velja�0?(G) 2 f�(G) + k=i; i = 1; 2; : : : ; d� 1; k = 0; 1; : : : ; jE(G)j � i�(G)g.Dokaz. Dokaz trditve sledi iz izreka 8.1 in posledice 1.12. 2Posledica 8.4. �Ce je �(G) � jE(G)j=2, je �0?(G) = �0(G).



8. Zaklju�cek 106Dokaz. �Ce je �(G) > jE(G)j=2, je i = 1, zato �0?(G) = �(G) ali �0?(G) = �(G) + 1.�Ce pa je �(G) = 2jE(G)j, lahko v primeru, ko je i = 2, k zavzame le vrednost 0, torej�0?(G) = �(G). Ker ne more hkrati veljati �0?(G) = �(G) in �0(G) = �(G)+ 1 in kerje �0?(G) � �0(G), velja �0?(G) = �0(G). 2Iz posledice 8.4 sledi �0?(K5) = �0(K5) = 6.S to vpeljavo zvezdnega kromati�cnega indeksa smo zaklju�cili pregled znanih rezul-tatov zvezdnega kromati�cnega �stevila.
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