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V Clanku so predstavljena seznamska barvanja grafov, posplositev obicajnih barvanj,
pri kateri moramo vsak element grafa obarvati z barvo iz njegovega seznama dopustnih
barv. Dokazani sta posplositvi Brooksovega in Konigovega izreka na seznamska barvanja,
obravnavana pa so tudi seznamska barvanja ravninskih grafov.
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In the article list colourings of graphs are considered. List colourings form a natural
generalization of ordinary colourings in which each element of a graph must be coloured
by a colour from its own list of admissible colours. Generalizations of Brooks' and Konig's
theorems to list colourings are proved. List colourings of planar graphs are also discussed.
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Barvanja grafov in sorodni problemi so ena od klasicnih tem teorije gra-
fov. V prispevku bomo spoznali seznamska barvanja, posplositev obicajnih
barvanj, ki je bila v zadnjih letih delezna precejsnje pozornosti. Seznam-
ska barvanja so neodvisno v drugi polovici sedemdesetih let vpeljali Vizing
[12] ter Erdos, Rubin in Taylor [4]. Zanimanje zanje se je povecalo v de-
vetdesetih letih, ko je bilo razresenih nekaj osnovnih vpraSanj, povezanih z
njimi [1,13,9,5]. Kljub temu pa pregledna knjiga [6] se vedno omenja precej
neresenih problemov, ki se navezujejo na seznamska barvanja.
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Vzemimo (enostaven) graf G. Z V(G) bomo oznaCili mnozico tock, z
E(G) pa mnozico povezav grafa G. Naj bo L: V(G) ~ P(N) preslikava,
ki vsaki tocki V E V(G) priredi mnozico naravnih stevil L(v). Preslikavi L
pravimo izbira barv za tocke grafa G, mnozica L( v) pa je seznam dopustnih
barv za tocko v. Preslikava'\: V(G) ~ N je L-barvanje (tock) grafa G, ce
izpolnjuje naslednji zahtevi:
(i) ,\( v) E L( v) za vsako tocko V E V( G),

(ii) sosednje tocke so obarvane z razlicnimi barvami, u '" v:::} '\(u) i- '\(v).

Obicajna barvanja dobimo, kadar je izbira barv L konstantna funkcija,
torej ce imajo vse tocke enake sezname dopustnih barv. Graf G je (po
tockah) seznamsko k-obarvljiv, ce dopuSca L-barvanje za vsako izbiro barv
L, za katero za vsako tocko V E V(G) velja IL(v)1 2: k. Najmanjse stevilo k,
za katero je graf G seznamsko k-obarvljiv, imenujemo seznamsko kromaticno
stevilo grafa G in ga oznacimo s Xl(G).

Naj dega(v) oznacuje stopnjo tocke V v grafu G in .6.(G) maksimalno
stopnjo tock v grafu G. Ker ima poljubna tocka grafa G kvecjemu .6.(G)
sosedov, je Xl(G) ~ Ll(G) + 1. Neposredno iz definicij tudi sledi, da

ngs 65-73.. ..

. . . . . . . . . . . . . .74-84
rhe centennial
ter Legisa). . . . . .85-III
. . . . . . . . . . . . . III-IV

.IV

Obzornik mat. fiz. 44 (1997) 3 65



12 12 tega drevesa, prav
in je sestavljen iz '

Eden osnovnil
pravi, da je rnogoc

Izrek 2 (Broa
graju niti ciklu likl

13 13

23 23

Slika 1. Graf K3,3 ni seznamsko 2-obarvljiv.

seznamsko kromaticno stevilo x£( G) ni rnanjse od obicajnega kromaticnega
stevila X(G). Lahko paje strogo vecje. Vzemimopolni dvodelni graf K3,3 in
njegovim tockam izberimo dopustne barye tako, kot to prikazuje slika 1. Ni
se tezko prepricati, da pri taki izbiri dopustnih barv grafa K3,3 ni mogoce
obarvati. Zato je X£(K3,3) > 2 = X(K3,3)' Konstrukcijo izbire barv s slike
1 lahko brez tezav posplosimo.
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sledi njegova pospll
naslednjo pornozna

Lema 3. Naj
G, da velja /L(v)1 ~
(i) Ce obstaja tOCJ

graf G L-obarv
(ii) Ce je graf G .

u',U"E V(G),
vljiv.

Dokaz. (i) Ker
tock grafa G, da je
soseda rned tockarn
izbrana razvrstitev.

na vrsti za barvanj«
imamo vsaj toliko 1
pa lahko tudi zadnjc
na voljo vec barv, ~
ena barva.
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seznamska barvanja.

Dokaz. Pokazati moramo, da obstaja taka izbira barv L za tocke grafa
Kn,n, za katero je IL(v)1 ~ k za vsako tocko v E V(Kn,n), hkrati pa graf
Kn,n ni L-obarvljiv. Naj bo V(Kn,n) = VI U V2 dvodelno razbitje grafa
Kn,n, L pa druzina vseh podmnozic moci k mnozice {I,... ,2k - I}. Za
izbiro barv L izberimo poljubno preslikavo L: V(Kn,n) ---t L, za katero sta
zozitvi Llv1 in Llv2 bijekciji. Ker je ILl = n, to seveda lahko storimo.

Recimo, da obstaja L-barvanje A grafa G. OznaCirno z A = {A(v) I
v E VI} mnozico barv, ki jih A uporabi na VI. 'Irdimo, da je IAI ~ k. Ce
bi namrec veljalo IAI < k, potem bi obstajala rnnozica Al E L, ki bi bila
disjunktna z A. Toda tedaj tocka Ul E VI, za katero je L(UI) = AI, ni
pravilno obarvana. Torej je IAI ~ k. Zato obstaja mnozica A2 E L, za
katero velja A2 ~ A. Naj bo U2E V2 tocka, za katero je L(U2) = A2. Torej
A(U2) EA. Ker pa je vsaka tocka iz VI sosednja zvsako tocko iz V2, je to v
nasprotju z zahtevo (ii) v definiciji L-barvanja. Barvanje A torej ne obstaja..

'Irditev 1 tudi dokazuje, da sta lahko razlika in kvocient med seznam-
skim in obicajnim kromaticnirn stevilorn poljubno velika.

Preden nadaljujerno, se spomnirno, da povezavi e, f E E( G) lezita v
istem bloku grafa G natanko tedaj, ko v grafu G obstaja cikel, ki vsebuje
obe povezavi e in f. Tocke, ki pripadajo vec blokom grafa, irnenujemo
prerezne tocke. Ce je graf G povezan, potern je dvodelni graf, ki ima za
tocke prerezne tocke in bloke grafa G, pri cemer je prerezna tocka v sosednja
z blokom B natanko tedaj, ko v E V(B), drevo. Blokom, ki ustrezajo listom
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tega drevesa, pravimo koncni bloki. Graf je 2-povezan, ce ima vsaj 3 tocke
in je sestavljen iz enega samega bloka.

Eden osnovnih izrekov 0 barvanju tock grafa je Brooksov izrek [3]. Ta
pravi, da je mogoce skoraj vse grafe po tockah obarvati ze z Ll(G) barvami.

Izrek 2 (Brooks). Naj bo G povezan graf, ki ni izomorfen niti polnemu
grafu niti ciklu lihe doliine. Potem je

x(G) ~ Ll(G).

~jnegakromaticnega
dvodelni graf K3,3 in
prikazuje slika 1. Ni
:rafa K3.3 ni mogoce
jo izbire barv s slike

vocient med seznam-
ka.

e, f E E( G) lezita v
taja cikel, ki vsebuje
,m grafa, imenujemo
delni graf, ki ima za
ezna tocka v sosednja
n, ki ustrezajo listom

Dokaza izreka ne bomo navedli, radovedni bralec ga lahko prebere na
primer v [10, str. 307-308]. Pokazali pa bomo, kako iz Brooksovega izreka
sledi njegova posplositev na seznamska barvanja. Pri tern bomo potrebovali
naslednjo pomozno trditev:

Lema 3. Naj bo G povezan graf z n tockami in L taka izbira barv za
G, da velja IL(v)1 ;::: degG(v) za vsako tocko v E V(G).

(i) Ce obstaja tocka u E V(G), za katero je IL(u)1 > degG(u), potem je
graf G L-obarvljiv.

(ii) Ce je graf G sestavljen iz enega samega bloka in ce obstajata tocki
u',u" E V(G), za kateri velja L(u') #- L(u"), potem je graf G L-obar-
vljiv.

Dokaz. (i) Ker je graf G povezan, obstaja taka razvrstitev VI,. . . , Vn
tock grafa G, da je Vn = u in ima vsaka tocka Vi (1 ~ i < n) vsaj enega
soseda med tockami Vi+I,..., vn. Tocke obarvamo po vrsti, kot to doloca
izbrana razvrstitev. Ker ima vsaka od tock vI,..., vn-I V koraku, ko je
na vrsti za barvanje, vsaj se enega neobarvanega soseda, na razpolago pa
imamo vsaj toliko barv, kot je sosedov, z njimi nimamo tezav. Obarvamo
pa lahko tudi zadnjo tocko vn, saj imamo za njeno barvanje po predpostavki
na voljo vec barv, kot ima tocka sosedov, torej je na koncu prost a vsaj se
ena barva.

(ii) Thdi dokaz te tocke sloni na podobni ideji kot dokaz prejsnje.
Predpostavimo lahko, da sta tocki u' in u" sosednji in da velja L( u') \L( u") #-
#- 0. Ker je graf G po predpostavki sestavljen iz enega samega bloka, je
tudi graf G - u' povezan. Torej obstaja taka razvrstitev VI,..., vn tock
grafa G, da je VI = u', vn = u" in ima vsaka tocka Vi (1 ~ i < n) vsaj
enega soseda med tockami Vi+!,..., Vn. Thdi tokrat tocke obarvamo po
vrsti, kot to doloca izbrana razvrstitev. Najprej obarvamo tocko VI z barvo
iz L(u')\L(u"), nato pa barvanje razsirimo na tocke V2,... ,Vn-I. Nazadnje
obarvamo se tocko Vn. To lahko storimo, ceprav ima tocka Vn obarvane ze
vse sosede, saj je tocka VI, ki je sosednja s tocko Vn, obarvana z barvo, ki
ne pripada L(vn), in tako ne zmanjsa mnozice dopustnih barv za Vn. .

S pomocjo Ierne 3 ni tezko pokazati posplositve Brooksovega izreka na
seznamska barvanja.

I. Potem je

,arv L za tocke grafa
(n,n), hkrati pa graf
.delno razbitje grafa
{1,...,2k -I}. Za

) -t £, za katero sta
lahkostorimo.

.Cimo z A = {.X(v) I
0, da je IAI ;::: k. Ce
:a Al E £, ki bi bila
o je L(UI) = AI, ni
mnozica A2 E £, za
je L(U2)= A2. Torej
:0tocko iz V2, je to v
je .xtorej ne obstaja.
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Izrek 4. Naj bo G povezan graf, ki ni izomorfen niti polnemu grafu niti
ciklu lihe doliine. Potem je

Xi(G) :S ~(G).

Dokaz. Izrek bomo dokazali z indukcijo po stevilu blokov grafa G.
Naj bo L izbira barv za graf G, za katero velja IL(v)1 2: ~(G) za vsako
tocko v E V (G). Ce ima graf G Ie en blok, potem trditev izreka sledi iz
Brooksovega izreka, kadar je izbira barv L konstantna funkcija, oziroma iz
Ierne 3(ii), ce obstajata tocki z razlicnima seznamoma dopustnih barv. Ce
pa ima graf G vec blokov, naj bo Gl eden od koncnih blokov, G2 unija
preostalih blokov grafa G, u E V (Gl) n V (G2) pa prerezna tocka, v kateri se
stikata Gl in G2. Po indukcijski predpostavki obstaja L-barvanje A2 grafa
G2. Naj bo Ll izbira barv za Gl, ki se na V(Gl)\{u} ujema z L, dopustne
barye za u pa so tiste barye iz L( u), ki jih A2 ne uporabi na sosedih tocke u
v grafu G2, Ll(U) = L(U)\{.\2(V) I v E V(G2), u "" v}. Trdimo, da obstaja
tudi Ll-barvanje Al grafa Gl. Ce je ILl(U)1 > degGl (u), to sledi iz Ierne

3(i). Sicer paje ILl(U)1 = degGl (u) < ~(G) in ILl(V)1 2: ~(G) za vse druge
tocke v E V(Gl), torej lahko uporabimo lemo 3(ii). Zdruzitev barvanj Al
in A2, pri cemer za tocko u uporabimo barvo Al(U), nam potem da iskano
L-barvanje celotnega grafa G. _

3. Ravninski graft

Eden najbolj znanih izrekov v teoriji grafov je gotovo izrek stirih barv.
Ta pravi, da za vsak ravninski graf G velja X( G) :S 4. Kljub mnogim
poskusom se vedno ni znan noben dokaz tega izreka, ki ne bi vsaj delno
slonel na uporabi racunalnikov.

Kot bomo videli v nadaljevanju, izreka stirih barv ni moc posplositi
na seznamska barvanja. Obstajajo namrec ravninski grafi s seznamskim
kromaticnim stevilom enakim 5. Prvi tak graf je konstruirala Voigtova [13]
in ima 238 tock. V prispevku bomo predstavili konstrukcijo iz [8], ki porodi
graf na 63 tockah. Pri tern se bomo bistveno naslonili na naslednjo pomozno
trditev.

Lema 5. Naj bosta graf H in izbira barv L za graf H dolocena s sliko
2. Potem graf H ni L-obarvljiv.

Dokaz. Domenimo se za poimenovanje delov grafa H. Graf H je
sestavljen iz petih kvadratov: srednjega, levega, desnega, zgornjega in
spodnjega, vsak od njih pa ima se notranjo tocko, ki je sosednja z vsemi
njegovimi oglisCi.

Uporabili bomo dokaz s protislovjem. Predpostavimo, da obstaja
L-barvanje A grafa H. Ker imajo vse notranje tocke sezname dopustnih
barv enake {a, b, c, d}, seznami dopustnih barv oglisc pa so podmnozice
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'ilu blokov grafa G.
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Slika 2. Graf H z izbiro barv L.

>voizrek stirih barv.
4. Kljub mnogim

ki ne bi vsaj delno

{a, b,c, d}, ima vsak kvadrat vsaj en par nasprotnih ogliSc,ki ga barvanje A
obarva z isto barvo. Oznacimo z u levo zgornje in z v desno zgornje ogliSce
srednjega kvadrata. Pokazali bomo, da je A(U) = b ali A(V) = a. Recimo,
da je A(U) # b in A(V) # a. LoCimo dye moznosti. Ce je A(U) = c, potem
morata biti levo zgornje in desno spodnje ogliSce zgornjega kvadrata obar-
vani enako, in sicer z barvo c, kar je protislovje. Ce pa je A(u) = d, morata
biti z barvo d obarvani tudi desno zgornje in levo spodnje ogliSce srednjega
kvadrata, kar je spet protislovje.

Da ovrzemo zaeetno predpostavko 0 obstoju L-barvanja A, torej zadosca
pregledati Ie dye moznosti: A(u) = b in A(v) = a. Ce je A(u) = b, potem
sta levo zgornje in desno spodnje ogliSce levega kvadrata obarvani z a, levo
spodnje in desno zgornje ogliSce spodnjega kvadrata s c, levo zgornje in
desno spodnje ogliSce desnega kvadrata pa dobita barvo d. Torej A(v) = d,
kar je protislovje. Na enak naein pridemo do protislovja, kadar je A(v) = a.
-

.tavimo, da obstaja
seznamedopustnih

; pa so podmnozice

Graf H bomo uporabili kot osnovni gradnik pri konstrukciji ravninskega
grafa, ki ni seznamsko 4-obarvljiv.

Trditev 6. Obstaja ravninski graf na 63 tockah, ki ni seznamsko 4-obar-
vljiv.

Dokaz. Ravninski graf, ki ni seznamsko 4-obarvljiv, je skupaj z ustrezno
izbiro barv prikazan na sliki 3. Sestavljen je iz stirih kopij grafa H, zlozenih
v pot, pri cemer imata zaporedni kopiji skupno povezavo, in dodatne tocke,
ki je sosednja z vsemi ogliSCi v vseh kopijah grafa H. Kot barye a, b, c, d
s slike 2 so v prvi kopiji izbrane barye 1, 2, 3, 4, v drugi kopiji 2, 1, 5, 3, v
tretji 1, 2, 4, 5, v cetrti pa 3, 1, 5, 4. OgliScem prve kopije je kot dopustna
barva dodana se barva 5, ogliscem druge kopije barva 4, ogliScem tretje
barva 3 in ogliScem cetrte barva 2. Lema 5 zagotavlja, da bo pri vsakem
dopustnem barvanju vsaj eno ogliSce prve kopije obarvano z barvo 5, vsaj
eno ogliSce druge kopije z barvo 4, vsaj eno oglisce tretje kopije z barvo 3
in vsaj eno ogliSce cetrte kopije z barvo 2. Ker pa ima dodatna tocka za
dopustne barye ravno barye 2, 3, 4 in 5, dopustno barvanje celotnega grafa
ne obstaja. _

:v ni moc posplositi
grafi s seznamskim

ruirala Voigtova [13]
kcijo iz [8], ki porodi
'I.naslednjo pomozno

f H dolocena s sliko

'afa H. Graf H je
snega, zgornjega in
je sosednja z vsemi
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na V(G')\{VI,UI,
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predpostavki obs1
kvecjemu tocka v:
do L-barvanja cel(

Ker lahko vsa
lacije ravnine, ima

Posledica 8.

2345

Slika 3. Ravninski graf, ki ni seznamsko 4-obarvljiv.

Omenimo, da je obicajno kromaticno stevilo grafa s slike 3 enako 3.
Ni znano, ali je ta graf tudi najmanjsi ravninski graf, ki ni seznamsko
4-obarvljiv.

Graf, vlozen v ravnino, je sibka triangulacija, ce je vsako njegovo lice,
razen morda neomejenega, trikotnik. Thomassen [9]je dokazal, da seznam-
sko kromaticno stevilo ravninskega grafa ne more biti vecje od 5. Natan-
cneje, dokazal je naslednji izrek:

Izrek 7. Naj bo graf G 2-povezana sibka triangulacija mvnine. Ozna-
limo s C = VIV2'" VaVI cikel v G, ki omejuje neomejeno lice. Naj bo L
taka izbim barv za G, da velja

v = VI ali v = V2,

U E V(C)\{VI,V2},
U 9! V(C) .

Podobno kot s
vanja povezav. Ta:
barv za povezave gJ
grafa G, ceA'(e) E
povezav, ki ima ka]
G je po povezavah
barv L' za povezal
lja IL'(e)1 ~ k. Na,
znamsko k-obarvlji
ga oznaCimo s X~(G
X' (G). OCitno za v~

Na zanimanje ~
mneva, ki jo je kone
velikosti n X n, kat,
n2 mnozic mogoce i
benem stolpcu nistc
v jezik seznamskih J
polnega dvodelnega

Domnevo je pre
dokazal, da za vsak
multigraf pomeni gI
Ponovimo, da pri bi
barvanju povezav pa
na enostavne grafe).

Galvinov rezulta
na seznamska barvaI

Ce velja tudi IL(VI) U L(V2)1> 1, potem obstaja L-barvanje grafa G.
Dokaz. Izrek dokaZemo z indukcijo po IE(G)\E(C)I. Ce je G = C,

trditev ocitno drzi. V indukcijskem koraku locimo dye moznosti. Ce ima
cikel C diagonalo ViVj, kjer je 2 ::; i ::; j - 2 ::; s - 1 (pri cemer je
Va+! = VI), potem najprej uporabimo indukcijskopredpostavko na grafu,
sestavljenem iz cikla VIV2 . . .ViVjVj+! . . .VI in njegove notranjosti, nato pa
se na grafu, sestavljenem iz cikla VjViVi+! . . , Vj-l Vj in njegove notranjosti.
Sicer pa lahko predpostavimo, da cikel C nima diagonal. Naj bodo VI,
uI, ..., Ut, Va-l sosedi tocke Va, naSteti pO vrsti, kot si sledijo okoli tocke
Va. Ker je graf G sibka triangulacija, cikel C pa nima diagonal, je tudi
graf G' = G - Va 2-povezana sibka triangulacija ravnine. Pri tern cikel
VIV2'" Va-IUt'" UIVI omejuje neomejeno lice. Izberimo barvo a E L(VI)
in razlicni barvi bI, b2 E L( va) \ {a}. Naj bo L' izbira barv za graf G', ki se

Izrek 9 (Konig)
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na V(G')\{VI,Ul,'" ,Ut} ujema z L, na Ui, 1 :S i :S t, je enaka L'(Ui) =
= L(Ui)\{bI,'b2}, za Vl pa ima vrednost L'(Vl) = {a}. Po indukcijski
predpostavki obstaja L' -barvanje grafa G'. Ker je med sosedi tocke Vs
kvecjemu tocka Vs-l obarvana z bl ali b2, pa lahko to barvanje razsirimo
do L-barvanja celotnega grafa G. .

Ker lahko vsak ravninski graf dopolnimo do 2-povezane sibke triangu-
lacije ravnine, ima izrek 7 naslednjo posledico:

Posledica 8. Za vsak ravninski graf G velja

4. Barvanja povezav

:I.s slike 3 enako 3.
\f, ki ni seznamsko

anje grafa G.

7)I. Ce je G = C,
~moznosti. Ce ima
- 1 (pri cemer je

Ipostavko na grafu,
lotranjosti, nato pa
njegove notranjosti.
mal. Naj bodo VI.
i sledijo okoli tocke
Ladiagonal, je tudi
tine. Pri tern cikel
10 barvo a E L(Vl)
Ll'Vza graf G', ki se

Podobno kot seznamska barvanja tock vpeljemo tudi seznamska bar-
vanja povezav. Tako vsako preslikavo L': E(G) --t P(N) imenujemo izbira
barv za povezave grafa G. Preslikava )..':E( G) --t N je L' -barvanje povezav
grafa G, ce )..'(e) E L'(e) za vsako povezavo e E E(G) inje vsak par razlicnih
povezav, ki ima kako skupno krajisce, obarvan z razlicnima barvama. Graf
G je po povezavah seznamsko k-obarvljiv, ce je L'-obarvljiv za vsako izbiro
barv L' za povezave grafa G, za katero za vsako povezavo e E E( G) ve-
lja IL'(e)1 ~ k. Najmanjse stevilo k, za katero je graf G po povezavah se-
znamsko k-obarvljiv, imenujemo seznamski kromaticni indeks grafa G in
ga oznaeimo s X~(G). Obicajni kromaticni indeks grafa G bomo oznacili s
X'(G). Oeitno za vsak graf G velja A(G) :SX'(G) :SX~(G).

Na zanimanje za seznamska barvanja je mocno vplivala naslednja do-
mneva, ki jo je konec sedemdesetih let postavil Dinitz. Naj bo dana matrika
velikosti n X n, katere elementi so mnozice moei n. Potem je iz vsake od
n2 mnozic mogoce izbrati po en element tako, da v nobeni vrstici in v no-
benem stolpcu nista izbrana dva enaka elementa. Ce domnevo prev'edemo
v jezik seznamskih barvanj, tedaj pravi, da je seznamski kromaticni indeks
polnega dvodelnega grafa Kn,n enak n.

Domnevo je pred nekaj leti dokazal Galvin [5]. Natancneje, Galvin je
dokazal, da za vsak dvodelni multigraf G velja X~(G) = A(G). Pri tern
multigraf pomeni graf brez zank z morebitnimi vzporednimi povezavami.
Ponovimo, da pri barvanju tock vzporedne povezave niso pomembne, pri
barvanju povezav pa nanje ne smemo pozabiti (ali pa se moramo omejiti Ie
na enostavne grafe).

Galvinov rezultat je posplositev (ene od razlieic) Konigovega izreka [7]
na seznamska barvanja.

Izrek 9 (Konig). Naj bo G dvodelen multigraf. Potem je

: vsako njegovo lice,
dokazal, da seznam-
vecje od 5. Natan-

cija ravnine. Ozna-
;eno lice. Naj bo L

x'(G) = A(G).
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Tudi dokaz tega izreka si bralec lahko ogleda v [10, str. 331, 335]. V
nadaljevanju bomo pokazali, kako iz Konigovega izreka izpeljemo Galvinov
rezultat.

Izrek 10. Naj bo G dvodelen multigraf. Potem je

x~(G) = ~(G).

Dokaz. Naj bo V(G) = VuU dvodelno razbitje grafa G in c:E(G) -+ N
obicajno barvanje povezav grafa G z ~(G) barvami. Konigov izrek nam
zagotavlja, da barvanje c obstaja. Pravimo, da povezava el = Ul VI pokriva

povezavo e2 = u2v2, kjer Ul, U2 E U, VI,V2 E V, ce je Ul = U2 in
c(e2) < c(el) ali VI = V2 in c(e2) > c(el ). Mnozica povezav Fl pokriva
mnozico F2, ce je vsaka povezava iz F2\Fl pokrita s kako povezavo iz Fl.

PokaZimo najprej pomozno trditev, da za vsako mnozico povezav
F ~ E( G) obstaja prirejanje M ~ F, ki pokriva F. (Mnozica povezav M
je prirejanje, ce noben par povezav iz M nima skupnega krajisca.) Trditev
pokaZemo z indukcijo po IFI. Ce je IF\ = 1, vzamemo kar M = F. Sicer
pa naj bo UF ~ U mnozica tistih tock, ki so krajiSce kakSne povezave iz F.
Za vsako tocko U E UF oznaeimo z eu E F tisto povezavo s krajiscem u, ki
je s c obarvana z najvecjo barvo. Naj bo M' = {eu I u E UF}. Ce je M'
prirejanje, je trditev dokazana, saj vzamemo M = M'. Sicerpa naj bosta
eU1, eU2E M' povezavi s skupnim krajiScem V E V in ev E F tista povezava
s krajiScem v, za katero je barva c(ev) najvecja. Predpostavimo lahko, da
je ev i- eU1' Povezava eU1 torej pokriva ev. Po indukcijski predpostavki
obstaja prirejanje M ~ F\{ev}, ki pokriva F\{ev}. Toda M pokriva tudi
povezavo ev, saj bodisi eU1 E M ali pa M vsebuje povezavo, ki v tocki V
pokriva eU1'in torej tudi ev. .

V nadaljevanju bomo z indukcijo po IE(G)I dokazali, daje vsak dvode-
len multigraf z izbranim obicajnim barvanjem c po povezavah L'-obarvljiv
za vsako izbiro barv L', za katero je IL'(e)1 ~ 1 + lei za vsako povezavo
e E E(G). Pri tem lei oznaeuje stevilo povezav, ki pokrivajo povezavo e
glede na barvanje c. Ker je vsaka povezava pokrita s kvecjemu ~(G) - 1
povezavami, bo od tod sledilo, da je X~(G) = ~(G). Baza indukcije je graf
z eno povezavo, za katerega trditev gotovo drzi. Za dokaz indukcijskega
koraka vzemimo poljubno izbiro barv L', ki vsaki povezavi e doloCi vsaj
1 + lei barv. Izberimo se dopustno barvo a in oznacimo Fa = {e E E(G) I
a E L'(e)}. Po pomozni trditvi obstaja prirejanje Ma ~ Fa, ki pokriva Fa.
Obarvajmo povezave iz Ma z barvo a in odstranimo a iz seznamov dopu-
stnih barv za povezave iz Fa\Ma. Ker Ma pokriva Fa, je v grafu G - Ma za
vsako povezavo, ki je izgubila dopustno barvo, manjse tudi stevilo povezav,
ki jo pokrivajo. Torej po indukcijski predpostavki obstaja barvanje grafa
G - Ma, s Cimer je dokaz koncan. _
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aGinc:E(G) --+N
Konigov izrek nam
a el = UIVI pokriva

ce je UI = U2 in
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1nozica povezav M
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kar M = F. Sicer

[{snepovezave iz F.
10Skrajiscem u, ki
t E UF}. Ce je M'
Sicer pa naj bosta
E F tista povezava
ostavimo lahko, da
:cijski predpostavki
da M pokriva tudi
'ezavo, ki v tocki V

Borodin, Kostochka in Woodall [2] so Galvinov rezultat se izboljsali.
Pokazali so, da v splosnem ni treba, da imajo vse povezave Ll(G) dopustnih
barv.

Izrek 11. Naj bo G dvodelen multigraf in L' taka izbira barv za povezave
grafa G, da za vsako povezavo e = uv E E(G) velja

IL'(e)1 ;::: max{degG(u),degG(v)}.
Potem obstaja L' -barvanje povezav multigrafa G.

Za kromaticni indeks vsakega multigrafa G velja X' (G) :S L3LlJG)J.
Enako oceno lahko s pomocjo izreka 11 izpeljemo tudi za seznamski kro-
maticni indeks. Ce se omejimo na enostavne grafe, lahko zgornjo mejo za
kromaticni indeks se mocno izboljsamo. To nam zagotavlja Vizingov izrek
[11], ki je eden osnovnih izrekov 0 barvanju povezav. Njegov dokaz si bralec
lahko ogleda na primer v [10, str. 306-307].

Izrek 12 (Vizing). Naj bo G enostaven graf. Potem je

Ll(G) :SX'(G) :SLl(G) + 1. .

), str. 331, 335]. V
izpeljemo Galvinov

VpraSanje, ali Vizingov izrek velja tudi za seznamska barvanja, je gotovo
najbolj znan neresen problem, povezan s seznamskimi barvanji. Natancneje,
domneva pravi, da drugace kot pri barvanju tock za vsak (multi)graf G velja

X'(G) = X~(G).
Izrek 10 zagotavlja, da domneva drzi za dvodelne multigrafe.
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