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Dobro znani Erdos-ev izrek pravi, da za vsako celo Stevilo k obstaja graf G,
za katerega je g(G) > k in x(G) > k. Ce povemo to z besedami: obstajajo
grafi, ki imajo poljubno veliko ozino in poljubno veliko kromati¢no stevilo.
Kako bi dokazali ta izrek? Standardni pristop bi bil konstruirati graf s tema
dvema lastnostima, in sicer z indukcijo po k. Erdos pa je ubral drugacen
pristop. Za vsak n je definiral verjetnostni prostor na mnozicah grafov z

vse dovolj velike n. Temu pristopu danes pravimo verjetnostna metoda in
le-ta je postala vsestranska tehnika dokazovanja v teoriji grafov in v ostalih
vejah diskretne matematike.

V tem poglavju se bomo ukvarjali z vprasanjem, katere podstrukture so nu-
jno prisotne v vsakem dovolj velikem grafu. Mozen odgovor na to vprasanje
je lema o regularnosti, ki pravi, da vsak dovolj velik graf G vsebuje velike
naklju¢ne dvodelne podgrafe, mi pa is¢emo bolj natanéno definirane pod-
strukture (npr. ¢e so podstrukture izomorfne kaksnim danim grafom).

Na primer:

e Ce imamo celo Stevilo r, ali vsak dovolj velik graf vsebuje K, ali induci-
ran K,;

e ali vsak dovolj velik povezan graf vsebuje K, ali veliko inducirano pot
ali zvezdo K, .

Ceprav se mogoce zdijo ti problemi podobni ekstremalnim problemom, v
bistvu is¢emo lokalne posledice globalnih predpostavk. Izreki in dokazi v tem
poglavju imajo ve¢ skupnega s podobnimi rezultati v algebri in geometriji kot
pa z ostalimi podrocji iz teorije grafov. Osredotocili se bomo na rezultate, ki
so navadno izrazeni v terminologiji grafov.

Izrek 1 (Ramsey 1930) Za vsak v € N obstaja n € N, tako da vsak graf
reda najmang n vsebuje K, ali K, kot induciran podgraf.



Ideja dokaza. Ta izrek se na prvi pogled zdi presenetljiv, saj rabimo pri-
blizno % vseh moznih povezav, da vrinemo K, kot podgraf v G, toda za G

in GG se ne more pricakovati, da bi imela ve¢ kot polovico vseh povezav.

Poizkusili bomo konstruirati K, ali K, v G induktivno. Zaceli bomo s poljub-
nim vozliséem v; € Vi := V(G). Ce je |V(G)]| velika, potem obstaja velika
mnozica Vo C Vi\{v}, Vo = { vozliséa, ki so vsa sosednja z v; ali nobeno ni
sosednje z v1} . Torej v; bo prvo vozlisée K, ali K,, ostala pa bodo lezala
v V5. Potem izberemo drugo vozlisce v, € V5. Ker je V5 velika, bo imela
podmnozico V3 Se vedno dovolj veliko. V3 = { vozlis¢a, ki so vsa sosednja z
v ali nobeno ni sosednje z v, }. Nadaljujemo z iskanjem vozlis¢ znotraj V3 in
tako naprej.

Slika 1: Izbira vozlis¢ vy, vs, . ..

Kdaj se konstrukcija konc¢a? To je odvisno od velikosti prvotne mnozice
Vi. Velja |V;]| > % Torej lahko naredimo s korakov konstrukcije, ce je
|G| > 2°. V samem dokazu bomo videli, da je ustrezna izbira za s = 2r — 3.

Dokaz. Izrek bomo dokazali z indukcijo po r. Za r = 1 je ocitno, da
izrek velja, saj imamo samo eno tocko, zato privzemimo, da je r > 2. Naj bo
n = 2?73 in G graf moéi vsaj n. Definirajmo zaporedje mnozic Vi, . .., Va,_o
in izberimo vozlisca v; € V;, ki zadoscajo naslednjim lastnostim:

(i) [Vil = 22271 (i = 1,...,2r — 2);
(i) Vi € Vi \{oia} (1= 2,...,2r —2);

111) v;—1 je sosednje z vsemi vozliséi v V; ali z nobenim vozlis¢em v V,
K3 K3 (2
(1=2,...,2r—2).



Naj bo Vi C V(G) poljubna mnozZica 2% =3 vozlisé. Izberimo poljubno vo-
zlisce v1 € V4. Potem velja (i) zai = 1, (i) in (i) pa sta o¢itni. Privzemimo
sedaj, da smo izbrali V;_; in v;_y € V,;_; taksna, da zanju veljajo tocke
(1) — (#4i) za i — 1, kjer je 1 <1 < 2r — 2. Ker je |V \{vi_1}| =217 -1
liha, ima V;_; podmnozico V;, ki zados¢a tockam (i) — (ii1); v; € V; izber-

emo poljubno. Med 2r — 3 vozlis¢i vy, ..., v9,._3 je r — 1 vozlis¢, ki so vsa
sosednja vozliséem v V; ali niso sosednja z nobenim vozlis¢em iz V;. Torej teh
r—1 vozlis¢ in vg,_o inducirajo K, ali K, v G, ker v;, ... ,v9,_o € V;zavsei. m

Najmanjsi n iz Ramseyevega izreka, ki je odvisen od r, se imenuje Ramseyevo
stevilo R(r) za r. V dokazu smo videli, da je R(r) navzgor omejeno z 22" ~3,
navzdol pa z 22. Ramseyev izrek lahko prepisemo tudi drugace: Obstaja
najmanjse stevilo R(p, q), tako da vsak graf z R(p, q) vozliici vsebuje ali kliko
velikosti p ali neodvisno mnozico velikosti q. V spodnji tabeli so napisane
nekatere vrednosti R(p,q), kjer oznaka x|y predstavlja znano spodnjo mejo
2 in zgornjo mejo .

: Plg 4 5 6 7 8 9
3 6 9 14 18 23 28 36
4 18 25 3541 49|61 55|84 63115
5 43149 58|87 80143 195|216 121|316
6 102 | 165 109 | 298 122 | 495 153 | 780

Slika 2: Vrednosti R(p, q).

Izrek 2 (Graham-Rothschild-Spencer 1980,1990) Za celi stevili p in q
velja:
R(p,q) < R(p—1,9) + R(p,q — 1).

Ce sta oba sumanda soda, potem velja stroga neenakost.

Dokaz. Vzemimo poljuben graf z R(p,q) vozliséi. Izberimo poljubno vo-
zlisée v. Ce ima R(p — 1,q) sosedov ali R(p,q — 1) nesosedov, potem ima
graf p-kliko ali neodvisno mnozico velikost g. Recimo, da velja: R(p,q) =
R(p—1,q) + R(p,q — 1). Potem sledi: stevilo sosedov > R(p — 1,¢) ali st.
nesosedov > R(p,q — 1). Pa recimo, da to ne velja. Torej je stevilo sosedov
< R(p —1,q) — 1 in stevilo nesosedov < R(p,q — 1) — 1. Iz tega sledi, da
je stevilo sosedov + stevilo nesosedov < R(p — 1,¢) + R(p,g — 1) — 2 in do-
bimo, da je n < n — 1, kar je protislovje. Poglejmo sedaj Se primer, kadar
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sta oba sumanda soda. Naj bo n = R(p,q) — 1. Za n obstaja graf G na n
tockah brez K, in K,. Ker sta R(p — 1,q) in R(p,q — 1) soda sledi, da je
n liho stevilo. Graf G — v ima n — 1 tock in n — 1 je sodo stevilo.Stevilo
n—1=R(p-1,q9) —1+ R(p,gq—1) — 1. Ker pa je G regularen, imajo
vsa vozlisca liho stopnjo R(p —1,¢) — 1. Pridemo do protislovja, saj za vsak
k-regularen graf G velja k|V(G)| = 2|E(G)|, kar v nasem primeru pomeni
(R(p — 1,q9) — 1)n, ki je produkt dveh lihih stevil, je enak 2|E(G)|, kar je
sodo stevilo. "

Izrek 3 (Erdos 1947) Za vse p velja:
R(p,p) > (ev/2)7'p 25(1+ O(1)).
Izrek 4 (Erd6s 1947) Za vsakp > 3
R(p,p) = R(p) > 2.

Dokaz. Za p = 3 izrek velja. Poglejmo sedaj za vsak n > 25. Ce je G
graf na n vozliséih je verjetnost, da imamo ali nimamo povezave enaka %
Oznac¢imo s Pla(G) > p| verjetnost, da G vsebuje mnozico p neodvisnih
vozlisé, s Plw(G) > p| pa verjetnost, da G vsebuje kliko velikosti p. Radi bi
dokazali: Pla(G) > p|, Plw(G) > p| < 3.

Pla(G) > pl, Plw(@) > p] < <")<%)<5>
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V Ramseyevi teoriji gledamo na particije kot na barvanje.



Definicija 1 k-barvanje mnoZice X je razdelitev mnoZice X na k razredov
induciranih z barvams.

Definicija 2 [X]* = {vse k-podmnozice v X }.

Definicija 3 c-barvanje za [X|* mnoZice Y C X imenujemo monokromaticna

mnozica, ¢e imajo vsi elementi mnoZice [Y]* isto barvo, to je, pripadajo isti
c-particiji razredov [X1¥. Ce je G = (V, E) graf in imajo vse povezave H C G
enako barvo pri nekem barvanju E, recemo H monokromatiéni podgraf G.

S to terminologijo lahko povemo Ramseyev izrek Se drugace: za vsak r ob-
staja n, tako da nam za poljubno mnozico X, |X| = n, da vsako 2-barvanje
[X]? monokromati¢no mnozico Y C X, |Y] = r.

Izrek 5 Naj bosta k,c pozitivni celi stevili in X neskonéna mmnoZica. Ce
je [X]* pobarvana s ¢ barvami, potem ima X neskoncéno monokromatiéno
podmnoZzico.

Dokaz. Naredimo indukcijo po k, ¢ fiksiramo. Za k = 1 izrek drzi. Naj bo
sedaj k > 1 in privzemimo, da izrek velja za manjse vrednosti k. Naj bo [X]*
pobarvana s ¢ barvami. Konstruirali bomo neskon¢no zaporedje Xg, X, ...
neskoncnih podmnozic mnozice X in izbrali elemente x; € X;, za katere
veljata naslednji lastnosti (za vsak 7):

(1) Xipr © X\ {ai}s
(ii) vse k-mnozice {x;} U Z, Z € [X;11]*! imajo isto barvo z;.

Zactnemo z Xy := X in izberemo poljuben xy € X,. Po predpostavki je
X neskonc¢en. Izberemo neskoné¢no mnozico X; in x; € X;. Za nek i,c k-
pobarvamo [X;\ {z;}]*~! tako, da pobarvamo vsako mnozico Z z barvo {x;}U
7 iz c-barvanja [X]*. Po indukcijski predpostavki ima X; \ {z;} neskonéno
monokromati¢no podmnozico, ki jo izberemo za X;,;. O¢itno tako izbrana
mnozica zadosca lastnostima (i) in (iz). Izberemo poljuben z;11 € X;i;.
Ker je ¢ koncen, je ena izmed c barv predpisana neskon¢no mnogo z;. Ti z;
tvorijo neskonéno monokromaticno podmnozico mnozice X.

]
Da bi lazje razumeli koncno verzijo zgornjega izreka, si pomagamo s stan-
dardnim orodjem v kombinatoriki:

Lema 1 (Ko6nig’s infinity lema) Najbo Vy, Vi, ... neskoncno zaporedje dis-
gunktnih nepraznih koncnih mnoZic, G je graf njihove unije. Privzemimo, da
ima vsako vozlisée v € V,, , n > 1, soseda f(v) € V,_1. Potem G vsebuje
neskoncéno pot vovy - - -, kjer v, € V,, za vsak n.



Vi v, V,
Slika 3: Ko6nig’s infinity lema

Dokaz. Naj bo P mnozica vseh poti oblike v f(v) f(f(v)) ..., ki se kon¢ajo v
Vo. Vo je konéna, P je neskoncna, zato se neskonéno poti iz P konca v istem
vozliséu vy € Vy. Med temi potmi jih gre neskoncno skozi vozlisce vy, € Vi,
ker je tudi Vi koncna. Med temi potmi jih gre neskoncéno skozi vy € V5, ker
je Vi konéna, itd. Ceprav se stevilo poti na vsakem koraku zmanjsa, imamo
po konéno korakih Se vedno neskoncéno poti, tako da so v,, definirani za vsak
n. Po definiciji je vsako vozlisce v,, sosednje v,_1 na eni izmed teh poti, torej
je vovy - - - neskonéna pot. "

Izrek 6 Za vse k,c,v > 1 obstaja n > k tako, da tma vsaka n-mnozica X
monokromatiéno r-podmnoZico za vnaprej dano c-barvanje za [X]*.

Definicija 4 Celo stevilo n, povezano s k,c in r v zgornjem izreku imenu-
jemo Ramseyevo Stevilo za k,c,r : R(k,c,r).

Torej lahko zapisemo Ramseyev izrek Se drugace: Ce je H =K, in G graf z
zadosti veliko vozlis¢i, potem G ali G vsebuje kopijo H kot podgraf.
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