Slucajni grafi in verjetnostna metoda

Borut Luzar

1 Uvod

Sluéajni graf (ang. random graph) je graf, ki mu na dani mnozici vozlis¢ nakljuéno
dolo¢imo povezave. Predpostavljali bomo, da povezave dolocamo neodvisno, torej, da je
verjetnost izbora neke povezave, enaka verjetnosti izbora katerekoli druge. Slucajne grafe
bomo uporabljali pri dokazovanju trditev s pomocjo verjetnostne metode (ang. probabilis-
tic method). Razvil jo je madzarski matematik Paul Erdés leta 1959 za dokaz izreka o
povezanosti kromaticnega stevila in notranjega obsega grafa (ang. girth), kjer je notranji
obseg grafa g(G) dolzina najkrajsega cikla v grafu G.

Izrek pravi, da za vsako naravno Stevilo k obstaja graf GG, za katerega veljata neenacbi:
g(G) > k in x(G) > k. Standarden pristop k dokazovanju taksnega izreka, bi bila kon-
strukcija grafa z zeljeno lastnostjo za neki manjsi £ in nato s pomocjo indukcije prehod na
grafe z lastnostjo za vecje k. V nasem primeru takSen nacin ni uporaben, saj, ¢e ustrezemo
lastnosti z velikim notranjim obsegom, dobimo graf, ki je lokalno 2-obarvljiv. Erdés je
k stvari pristopil s popolnoma druge strani. Za vsak n je definiral verjetnostni prostor
obstaja pozitivna verjetnost, da obstaja graf z n vozlisci, ki zadoSc¢a obema lastnostima
za vse dovolj velike n.

2 Pojem slucajnega grafa

Naj bo V mnozica z n elementi, recimo V' = {0,...,n — 1}. Na$ cilj je spremeniti
mnozico GG vseh grafov na V' v verjetnostni prostor in potem poskusiti odgovoriti na
najbolj tipi¢no zastavljeno vprasanje o slucajnih objektih, kakSna je verjetnost, da ima
nek graf G € G(n,p) to ali ono lastnost.

Lahko je videti, da graf G zgradimo nakljuéno tako, da se za vsako povezavo e € [V]?
odlo¢imo naklju¢no ali je, oziroma ni vsebovana v grafu GG. Te odlocitve so izvedene
neodvisno, verjetnost dogodka, da je e element grafa G, pa je enaka p € [0, 1].

Naj bo Gy nek graf na mnozici vozlis¢ V' in z m povezavami. Verjetnost, da ga bomo
izbrali, bo enaka

(1= p)B)
Torej bo za vsak izbran graf G, verjetnost, da je enak Gg, enaka zgornji. Verjetnost, da
je G izomorfen Gy, bo seveda precej vecja. Ce so verjetnosti vseh elementarnih dogodkov
tako dolocene, je tako dolo¢ena tudi mera zeljenega prostora G(n, p). Preveriti je potrebno,
da verjetnostna mera na G(n, p), ki se pojavi za vsako povezavo neodvisno z verjetnostjo
p, obstaja.

Naj bo Q. = {0., 1.} verjetnostni prostor za vsako povezavo e € [V]?. Definirajmo
P.({1.}) = pin P.({0.}) = g, verjetnosti, da povezava je oziroma ni v grafu (verjetnosti
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elementarih dogodkov prostora 2.). Kot verjetnostni prostor G(n, p) vzemimo produktni
prostor

Element © bo preslikava w, ki vsaki povezavi e € [V]? priredi 0, ali 1., verjetnostna
mera P na (), pa bo produktna mera vseh P,. V praksi to pomeni, da w predstavlja graf
G na n vozliscih V' s povezavami

E(G) = {e | w(e) = L.}.

Grafu G pravimo slucajni graf na V' z verjetnostjo povezave p.
Vsako mnozico grafov na V' si v prostoru G(n,p) lahko predstavljamo kot dogodek.
Ali drugace, za vsako povezavo e € [V]? je mnozica

A, ={wlw(e) =1.}

vseh grafov G na V, kjer je e € E(G), dogodek, da je e povezava G. S pomocjo teh
dogodkov pa lahko dokazemo prvo trditev.

Trditev 1 Dogodki A. so neodvisni in se pojavljajo z verjetnostjo p.

Dokaz. Po definiciji je
Ao ={L} x J] Q.

e'F#e

Ker je P produktna mera vseh mer P,, dobimo

P(A)=p[]1=p

e'ce

Podobno, ¢e je {ey,. .., ey} poljubna podmnozica [V]?, velja

P(A,N--NA,) = P{le}x.. {le}x  J[ Q0
e¢{e1,....,ex}

= P(Ae1)"'P<Aek)'

P je torej enolicno doloc¢en s p in naSo predpostavko, da so dogodki A. neodvisni.
Da izracunamo verjetnosti v prostoru G(n,p), zadosca delati s tema predpostavkama in
uporaba prostora ni ve¢ potrebna.

Lema 2 Za vsa naravna Stevila n in k, kjer velja n > k > 2, je verjetnost, da ima
G € G(n,p) mnozico k neodvisnih vozlis¢ najvec

Pla(G) > K] < (Z>q<’;>.



Dokaz. Verjetnost, da je neka dolo¢ena mnozica U C V' z mocjo k neodvisna v grafu G,
k
je enaka q(2). Trditev nato sledi iz dejstva, da je natanko (Z) takih mnozic U. "
V kontekstu slu¢ajnih grafov lahko vsako izmed invariant grafa (npr. povpreéno stop-
njo, povezanost, notranji obseg, kromati¢no Stevilo, itd) interpretiramo kot nenegativno
nakljuéno spremenljivko na G(n, p), funkcijo

X :G(n,p) — [0, 00).

Pricakovana vrednost X pa je stevilo

E(X):= ) P(G)-X(G)

GeG(n.p)

Izracun povprecne vrednosti nakljucne spremenljivke X je preprost in uc¢inkovit nacin
za dokaz obstoja grafa G z X(G) < a za nek dolo¢en a > 0 in da ima G hkrati neko
lastnost L. Ce je pricakovana vrednost X majhna, X (G) ne more biti velik za vec kot le
nekaj grafov iz G(n, p), ker je X(G) > 0 za vse G € G(n,p). Torej mora biti X majhen za
ve¢ino grafov iz G(n, p) in lahko pricakujemo, da bomo med njimi nasli nekega z zZeljeno
lastnostjo L.

Ta preprosta ideja je jedro stevilnih nekonstruktivnih dokazov obstoja z slucajnimi
grafi vkljuéno z Erdosevim izrekom, ki ga bomo dokazali v naslednjem razdelku.

Lema 3 (Markova neenakost) Najbo X > 0 nakljuéna spremenljivka v prostoru G(n, p)
i a > 0. Potem velja

E(X)

a

PIX >a]l <
Dokaz.

E(X) = > P@)-X(G)
GeG(n,p)

> P(G)-X(G)

Geg(n,p)
X(G)>a

> P(G)-a

Geg(n,p)
X(G)>a

= P[X >a]-a.

v

v

Ker so nasi verjetnosti prostori konéni, lahko pricakovano vrednost pogosto izra¢cunamo
z metodo dvojnega Stetja (ang. double counting). Ce je, na primer, X nakljuéna spre-
menljivka na prostoru G(n, p), ki steje podgrafe grafa G' v neki dolo¢eni mnozici H grafov
na V, potem E(X) po definiciji steje pare (G, H) tako, da je H C G. Vsak par je
utezen z verjetnostjo P(G). Algoritem za izra¢un E(X) bo priblizno taksen: Za vsak graf
G € G(n,p) pogledamo koliko podgrafov vsebuje mnozica H in tako izracunamo P(G).

[zracunajmo Stevilo pricakovanih ciklov neke dane dolzine & > 3 v naklju¢nem grafu
G € G(n,p). Naj bo torej X : G(n,p) — N nakljuéna spremenljivka, ki vsakemu izmed
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sluéajnih grafov G priredi stevilo k-ciklov v njem, to je Stevilo podgrafov izomorfnih C*.
Definirajmo
n)g:=nn—1)(n-2)---(n—k+1),

Stevilo zaporedij k£ razlicnih elementov na dani mnozici z n elementi.

Lema 4 Pricakovano stevilo k-ciklov v G € G(n,p) je

Dokaz. Za vsak k-cikel C' z vozlisci v V' = 0,...,n — 1, mnozici vozlis¢ grafov iz G, naj
Xc¢ : G(n,p) — {0, 1} predstavlja indikacijsko nakljucno spremenljivko za C:

1 CCQG,
Xo:Gm { 0 sicer.
Ker X¢ dobi samo 1 za pozitivno vrednost, je pricakovana vrednost F(X¢) enaka
meri P[Xs = 1] mnozice vseh grafov v G(n,p), ki vsebujejo C. Ampak to je natanko
verjetnost, da je C' C G:

B(Xe) = PIC € G] = p*. (1)

Koliko taksnih ciklov C' = vy ... vx_1v9 obstaja? Taksnih je (n); zaporedij v ... vk_1
razlicnih vozlisév V' in vsak izmed ciklov je opisan z 2k taksnih zaporedij. Torej je natanko
(n)g/2k razlicnih ciklov.

Nasa naklju¢na spremenljivka X priredi vsakemu grafu G njegovo Stevilo k-ciklov.
Torej je X vsota vseh vrednosti X (G):

X:ZXC.
C

Pricakovana vrednost je linearna, in zato iz (1) sledi:

E(X)=E(Y_Xc) =) E(Xc)= %pk-

3 Verjetnostna metoda

Verjetnostna metoda se je v diskretni matematiki razvila iz naslednje ideje. Da bi dokazali
obstoj nekega objekta z zeljeno lastnostjo, definiramo verjetnostni prostor na nekem
vecjem razredu objektov in nato pokazemo, da ima nek element tega razreda Zzeljeno
lastnost s pozitivno verjetnostjo. Objekti vsebovani v tem prostoru so lahko kakrsnikoli.
Grafi, preslikave, particije ali ureditve vozlis¢ ipd. V tem razdelku bomo prikazali uporabo
verjetnostne metode pri dokazu Erddsevega izreka.

Kot smo povedali ze zgoraj, izrek govori o obstoju grafa z notranjim obsegov in kro-
mati¢nim Stevilom vecjim od k, kjer je k£ poljubno naravno stevilo. Recimo ciklom dolzine
najve¢ k kratki in mnozicam vozlis¢ z mocjo vecCjo ali enako &f)' velike. Za dokaz
Erdésevega izreka bo torej zadostovalo najti graf G brez kratkih ciklov in brez velikih
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neodvisnih mnozic vozlis¢. Kajti v tem primeru bodo barvni razredi vsakega barvanja
vozlis¢ G majhni (ne veliki) in zato bomo potrebovali vec¢ kot k barv, da pobarvamo G.

Kako taksen graf najti? Ce izberemo dovolj majhen p, ni verjetno, da bo slu¢ajni graf
iz prostora G(n,p) vseboval kaksen (kratek) cikel. Ce izberemo dovolj velik p, ni verjetno,
da bo G imel velike neodvisne mnozice vozlis¢. VpraSanje je torej ali se ti obmocji p
prekrivata, torej ali lahko izberemo taksen p za nek n, da bo oboje: dovolj majhen, da
bo Plg < k] < 5 in dovolj velik za Pla > 71 < 5, kjer je a velikost neodvisne mnozice
vozlise. Ce bi to bilo res, bi G(n,p) vseboval vsaj en graf brez kratkih ciklov ali velikih
neodvisnih mnozic vozlisc.

Na zalost je taksna izbira p nemogoca. Obmocji se ne prekrivata!l Kot bo pokazano
kasneje, moramo obdrzati p pod n~!, da ni preveé¢ verjetno, da se pojavijo kratki cikli,
toda za vsak tak p, sploh ni verjetno, da se cikli pojavijo! Vse pa Se ni izgubljeno. V zelji,

da obdrzimo pojavljanje velikih neodvisnih mnozic malo verjetno, postavimo p nad n=1,

na n! za nek € > 0. To bo sicer povzrocilo pojavitev nekaj kratkih ciklov v G, neod-
visno od n tako, da bomo vedno vozlis¢e v vsakem izmed taksnih ciklov lahko odstranili.
Dobljenemu grafu recimo H. Graf H bo brez kratkih ciklov, njegovo neodvisnostno stevilo
pa bo kvecjemu enako neodvisnostnemu stevilu G. Ker H ni veliko manjsi od grafa G,
bo njegovo kromati¢no stevilo se vedno veliko in tako smo nasli graf z velikim notranjim
obsegom in velikim kromati¢nim Stevilom.

Za pripravo na formalni dokaz Erddsevega izreka, pokazimo najprej da je verjetnost
pojavitve povezave p = n~! v resnici vedno dovolj velika, da zagotovi, da G' € G(n, p)
‘skoraj gotovo’ nima velikih neodvisnih mnozic vozlisc.

Lema 5 Naj bo k > 0 naravno Stevilo in naj bo p = p(n) funkcija n, taksna da velja
p > 6’“% za velike n. Potem velja

n
lim Plaa > —| = 0.

Dokaz. Za vsa naravna Stevila n in r z lastnostjo n > r > 2 in vse G € G(n,p), Lema 2
implicira
Pla>1] < (Z)q@

r T
= (ngt-Vr2y’
< (ne b2y

IN

Zadnja neenakost sledi iz dejstva, da je 1 —p < 7P za vse p. Ce je p > (6klnn)n~' in
T > 5r, Za 0Snovo potence v zgornjem izrazu velja

ne Pr=1/2  _ ) o—pr/2+p/2
ne—(3/2) nn+p/2
nn—3/2p1/2

\/E/\/E —p—> 000.

Ker je p > (6kInn)n~" za velike n vzamemo r = [ 2]

IA A

lim Pla > %] = lim Pla > 1] =0,

n—od n—oo
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kar dokaze lemo. [

Izrek 6 (Erdés, 1959) Za vsako naravno stevilo k obstaja graf H z notranjim obsegom
g(H) > k in kromaticnim Stevilom x(H) > k.

Dokaz. Najbo k > 3, e dolocen in naj velja 0 < € < 1 ter p =n“"'. Naj bo X(G) stevilo
kratkih ciklov v naklju¢nem grafu G € G(n,p), to je stevilo ciklov dolzine najvec¢ k. Po
Lemi 4 imamo

Velja (np)! < (np)*, saj je np = n® > 1. Po Lemi 3 velja

PIX >n/2] < B(X)/(n/2)
< (k _ Q)nk—lpk;
(k? . 2)nk—ln(e—1)k
(k o z)nkefl

Ker smo izbrali € tako, da velja ke — 1 < 0 velja tudi

lim P[X >n/2]=0.

Naj bo n dovolj velik, da bo P[X > %] < 1 in Pla > 2] < 1, zadnje je mogoce zaradi
nase izbire p in Leme 5. Potem obstaja graf G € G(n,p) z manj kot n/2 kratkimi cikli in
a(G) < 5¢. Iz vsakega izmed kratkih ciklov izbrisemo vozlisce. Naj bo H dobljeni graf.
Potem je |H| > n/2 in H ne vsebuje kratkih ciklov, torej je notranji obseg g(H) > k. Po
definiciji G pa velja Se
()= L 12
Y a(l) T al@)
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