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Povzetek

Pri navadnem barvanju tock grafa je pomembno, da sta sosednji tocki razli¢no
pobarvani. Torej smo upoStevali le tocke na razdalji ena. Mi pa bomo obravnavali
barvanja pri katerih se bodo barve toc¢k morale razlikovati, ne le na razdalji ena,
ampak tudi na vecjih razdaljah. Obstaja ve¢ razli¢nih konceptov za taka barvanja.
Mi si bomo ogledali L(py, ..., px)-barvanja. Podrobneje bomo obravnavali taka bar-
vanja za cikle, poti in drevesa. Poiskali bomo zgornjo mejo za razpon nekega grafa G
in pokazali tesno povezavo med na§im barvanjem in NP-polnim problemom Hamil-
tonske poti.

1 Definicije.

Imejmo koncen graf G in nenegativna cela Stevila pq,...,pg. L(p1,...,pr)-barvanje
(L(p1,...,pr)-labeling) grafa G je barvanje njegovih tock pri ¢emer morata tocki na
razdalji ¢ < k imeti barvi razli¢ni vsaj za p;. S simboli zapisano to pomeni

in ¢e sta tocki u in v na razdalji d(u,v) = 4, mora veljati

|L(p1, .- pK)(u) = L(p1, -, pr) (V)| > pi-

Razpon (span) L(p1,...,p)-barvanja je razlika med najvejo in najmanjso barvo.

Tukaj velja omeniti, da lahko lahko brez izgube za splosnost najmanjso barvo
vedno postavimo na ni¢, kar se veéinoma kar privzame. To je o¢itno, saj lahko od
poljubnega L(p1, ..., px)-barvanja odstejemo najniZjo barvo in tako dobimo barvanje
z najnizjo barvo ni¢. Tako razpon postane najveéja barva v nasem grafu. Na§ cil]
je seveda najti L(py,...,pk)-barvanje z najmanjsim moZnim razponom.

Najmanjsi moZzen razpon oznafimo z Ay, .., (G) ali A\(G;p1,...,pr). Tako
L(p1,...,pr)-barvanje imenujemo razdaljno barvanje.

Uporaba v telefoniji. Ta in podobna barvanja so se pojavila kot model za
dodeljevanje frekvenc radio oddajnikom ali antenam za mobilna omrezja. Oddajnike
predstavimo kot tocke v grafu in tiste, ki so zelo blizu poveZemo s povezavami.
Najvec interference seveda povzroc¢ijo oddajniki, ki so zelo blizu manj pa tisti, ki so
dale¢ narazen. Zakup frekvenc¢nega pasu je seveda drag in tako is¢emo ¢im manjsi
frekvencni pas, tako da se frekvence bliznjih oddajnikov zelo razlikujejo, frekvence
tistih ki so blizu a ne zelo blizu pa se razlikujejo le nekoliko. Tako razmisljanje nas
vodi prav do definicije razdaljnega barvanja, kot smo ga opisali zgoraj.



Povezava z navadnim barvanjem. Razdaljna barvanja so povezana z navad-
nim baravnjem. Ce je k = 1in p; = 1 je to navadno barvanje in velja A(G;1) =
x(G) — 1. Ce je recimo p; = ... = p; = 1 se na§ problem prevede na navadno
barvanje k-te potence nasega grafa G. Spomnimo se, da je k-ta potenca grafa G graf
G* za katerega velja:

V(G") =V(G) in w € B(G*) & da(u,v) <k

Torej povezava uv je v grafu G* ¢e velja da sta tocki u in v v grafu G na razdalji
manjsi ali enaki k. Tako velja A(G;py,...,pr) = x(G*) — 1.

2 Hipoteza A?

Vecina raziskovanja se dela na osnovnem primeru, ko je p; = 2 in ps = 1, torej
L(2,1)-barvanje. Ena najpomembnejsih hipotez na tem podrocju, ki sta jo postavila
Griggs in Yeh [1]:

Hipoteza 1 Vsak graf G z maksimalno stopnjo A > 2 ima L(2,1)-barvanje z ob-
segom najvec A2,

Hipoteza Se vedno ni ne potrjena ne ovrzena skoraj petnajst let po njeni objavi.
Uspesno so jo dokazali za nekatere posebne razrede grafov kot so ravninski grafi z
najvigjo stopnjo A # 3, Hamiltonski grafi, grafi z najvisjo stopnjo dva in drugi.
Gongcalves [2] pa je postavil trenutno najboljso zgornjo mejo A% + A — 2.

Naslednji korak v raziskovanju je bil prehod na realna stevila. V praksi seveda
ni nobenega razloga, da bi razlika frekvenc bila celostevilska. Tako definiramo

L(p1,...,pr) : V(G) — [0,00) za p1,...,pr €R.

Ostale definicije pa ostanejo enake.
Tukaj opazimo lastnost razmerja (scaling property):

Trditev 1 Za vsako realno stevilo o > 0 velja:
aNG;p1,...,pk) = MG apy, ..., apg).

Dokaz. Naj bo f L(p,...,px)-barvanje grafa G z razponom \(G;p1,...,Dk). Ce
ga pomnozimo z « o€itno dobimo L(apy, ..., apk)-barvanje f’ z najmanjSim moznim
razponom a\(G;p1,...,Pk), saj smo najvec¢jo barvo pomnozili z a. Ce razpon ne
bi bil najmanjsi mozen bi imeli barvanje z manj§im razponom, ki bi ga delili z « in
dobili L(py,...,pg)-barvanje z manjsim razponom, kar pa je protislovje. Dokaz v
drugo smer je identicen, le da sedaj delimo z a. [

V posebnem ¢e je k = 2 lahko vrednost A(G; p1, p2) povsem dolo¢imo Ze s funkcijo
za pa = 1. Torej lahko za studij L(p, ¢)-barvanj studiramo kar L(x, 1)-barvanja.

Griggs in Jin [3] sta dokazala, da je A(G; x, 1) zvezna odeskoma linearna funkcija.
Dokazimo sedaj prvo zgornjo mejo za razpon, ki sta jo postavila Griggs in Yeh [1]:

Trditev 2 Naj bo G graf z najvisjo stopnjo A. Potem velja M\(G;2,1) < A% + 2A.



Dokaz. Poljubno uredimo tocke grafa in jih po vrsti barvamo z najnizjo dovoljeno
barvo. Toctka v € V(@) ima najve¢ A sosedov in tako najve¢ A(A — 1) tock na
razdalji dva. Ko Zelimo pobarvati v je tako prepovedanih najveé 3A + A% — A barv.
Torej je razpon kvedjemu A% 4 2A, saj zacnemo z barvo 0 in imamo tako na voljo
A? 4+ 2A + 1 barv. [

Ocitna spodnja meja pa je A + 1, ki jo dosezemo z grafom Ka; za A > 2.

Konéna projektivna ravnina reda n je mnozica n? +n + 1 tock s slede¢imi last-
nostmi:

1 Poljubni dve tocki tvorita premico,

2 Poljubni dve premici se sekata v eni tocki,
3. V wvsaki tocki se seka n + 1 premic in
4

Vsaka premica vsebuje n + 1 tock.

Taka projektivna ravnina obstaja Ce je n potenca prastevila. Znana hipoteza
pravi, da so to edine kon¢ne projektivne ravnine, ki obstajajo. Dokaz te hipoteze pa
je eden izmed pomembnej$ih neresenih problemov v diskretni matematiki.

Pravimo, da je graf G incidencéni graf projektivne ravnine II(n) reda n, Ce je
G = (A, B, F) dvodelen graf, da velja

(1) Al=[Bl=n"+n+1,
(2) vsak a € A predstavlja tocko p, v II(n) in vsak b € B predstavlja premico
lb A% H(n),

(3) E = {{a,b}:a € A,b e B tako da velja t, € pyvIl(n)}.

Slika 1: Kon¢na projektivna ravnina reda 2 (Fanova ravnina)

Iz definicije II(n) vemo, da je tak G (n + 1)-regularen. Za vsak z,y € A je
da(z,y) = 2 in za vsak u,v € B je dg(u,v) = 2. Prav tako, ¢e a € Ain b € B nista
sosednja, sta na razdalji dg(a,b) = 3. V [4] imamo sledeci izrek.

Trditev 3 Ceje G = (A, B, E) incidencni graf projektivne ravnine reda n je A(G;2,1) =
n?+n=A2—A, kjer je A =n + 1 maksimalna stopnja grafa G.



Dokaz. Pokazimo najprej spodnjo mejo. V A imamo n? 4+ n + 1 to¢k in poljubni
dve sta na razdalji dve. Torej morata poljubni dve toc¢ki biti pobarvani razli¢no.
Torej potrebujemo razpon enak vsaj n? +n = A? — A.

Pomozna definicija: Prirejanje (matching) grafa G je mnozica disjunktnih povezav,
torej mnozica povezav, za katero velja, da poljubni dve povezavi nimata skupne
tocke. Popolno prirejanje (perfect matching) je prirejanje z § povezavami torej na-
jvecje mozno. To seveda pomeni, da imajo lahko le grafi s sodo mnogo tockami

popolna prirejanja.

Lema 4 (Hallov kriterij): Naj bo A neka mnoZica tock, potem je mnoZica N(A)
mnoZica sosedov tock iz A. Dwvodelen graf G s particijama X in Y ima popolno
prirejanje natanko tedaj ko velja |[N(A)| > |A| za vse podmnoZice A C X. Brez
dokaza.

Za zgornjo mejo si oglejmo komplementarni dvodelen graf G’ = K,,,, — E(G). Ta
graf je dvodelen in n? regularen, saj je G n + l-regularen. Pogoj Hallovega kriterija
je torej izpolnjen, torej ima G’ popolno prirejanje. To pomeni, da imamo n? +mn 4+ 1
povezanih parov tock. Graf je dvodelen torej ima vsak tak par eno tocko v A in
drugo v B. Vsakega od teh parov tock lahko v originalnem grafu G pobarvamo z
isto barvo, saj tam te tocke niso povezane in hkrati niso na razdalji dve. Iz dokaza
spodnje meje vidimo, da bo barvanje pravo, ¢e bodo te barve paroma razli¢ne in
tako smo dokazali e zgornjo mejo. [

3 Barvanja poti, ciklov in dreves
Poglejmo si sedaj L(2,1)-barvanja za poti, cikle in drevesa.
Trditev 5 Naj bo P, pot na n tockah. Potem wvelja:

(4) A(Pp;2,1) = 2;
(13i) AMPp;2,1) =4 zan > 5.

Dokaz. (i) O¢itno. (i) Barvanji: 0,3,1 in 1, 3, 0, 2 Poti dolzine tri ne moremo
L(2,1)-pobarvati s tremi barvami, saj moramo P, pobarvati z najmanj dvema. Pre-
ostala tretja barva pa ne more biti sosednja nobeni Ze pobarvani toc¢ki. (i) Pot
barvamo z barvami v tem vrstnem redu: 1,3,0,2,4,... P5 pa se ne da pobarvati s
Stirimi barvami saj imamo v mnozici {0, 1,2,3} le tri moZne pare za sosednje tocke
(0,2), (0,3) ter (1,3), kar pa ni dovolj, da bi sestavili pot dolzine pet. "

Trditev 6 Naj bo C,, cikel na n tockah. Potem je \(Cy;2,1) =4 za katerikoli n.

Dokaz. Za n = 3,4 je zelo lahko pokazati trditev. Naj bo sedaj n > 5. Vsak
cikel dolzine vsaj pet vsebuje kot podgraf pot dolZine pet. Za to pa Z%e vemo, da ima
razpon \(Ps;2,1) = 4 iz prejsnje trditve. Torej imamo spodnjo mejo A(Cy;2,1) > 4,
sedaj pa 7Zelimo dokazati, da velja Se A(P5;2,1) < 4. Dovolj je torej pokazati, da
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Slika 2: L(p, q)-barvanje poti
obstaja L(2,1)-barvanje cikla s petimi barvami. Uredimo tocke cikla vg, ..., vy—1

kot se nahajajo na ciklu, torej v; je sosednja z v;4+1, 0 < i < n — 2 in vy je sosednja
z vp_1. Definirajmo barvanje:

(1) Ce je n =0 (mod 3) naj bo
0, ¢ei=0 (mod 3);

f(vi)=4¢ 2, Cei=1 (mod 3);
4, ¢ei=2 (mod 3).

(2) Ce je n =1 (mod 3) predefiniramo konec barvanja iz (1) tako:

0, t=n—4;
3, i=n-—3;
JOI=01 i=n_2
4, 1=n—1.

(3) Ce je n =2 (mod 3) predefiniramo konec barvanja iz (1) tako:

1, 1=n—2,

f@02{3,i:n—L

f je oditno L(2,1)-barvanje cikla C,, za vsak n. Torej A(Cyp;2,1) < 4 in s tem je
nasa trditev dokazana. ]

Trditev 7 Naj bo T drevo z najvecjo stopnjo A > 1. Velja
A+1<NT;2,1) <A+2.

Dokaz. Ker T vsebuje Ka 1, vemo da velja A(T;2,1) > A + 1. Zgornjo mejo pa
dobimo s pozresnim algoritmom. Najprej uredimo tocke V(G) = {v1,...,v,} tako,
da za vsak i > 1 velja v; je sosednja le z tocko eno iz {v1,...,v;—1}. To je moZno, saj
je T drevo. Pobarvajmo vy z barvo ni¢. Sedaj po vrsti barvamo tocke z najmanjso
mozno barvo. V i-tem koraku je tocka v; sosednja z eno vj, j < ¢ in za dva oddaljena
od najve¢ A — 1 tock. To da skupaj najve¢ A 4 2 prepovedi, mi pa imamo A + 3
barv.



Slika 3: n =0 (mod 3) Slika 4: n =1 (mod 3) Slika 5: n =2 (mod 3)

Oglejmo si Se eno zanimivo povezavo med razdaljnim barvanjem in iskanjem
Hamiltonske poti.

Trditev 8 Naslednji trditvi sta ekvivalentni:

(1) Obstaja injekcija f : V(G) — [0,|V] — 1], da velja |f(u) — f(v)| > 2 za vsako
povezavo u,v € E(G);

(2) G¢ ima Hamiltonsko pot.

Dokaz. (1) = (2): Naj bo f injekcija kot v (1). Ker je f injektivna obstaja inverz
f~1. Uredimo to¢ke V(G): v; = f~1(i), 0 <i < |V| — 1. Potem je v; sosednja v;;1
v G°za 0 <i <[V]—1. Torej je pot vovy ... v)y|—; Hamiltonska pot v G°.

(2) = (1): Naj bo P = wg,v1...vy|—; Hamiltonska pot v G°. Definiramo
funkcijo f : V(G) — [0,|V]| —1] f(v;) =14, 0 <7 < |V|—=1. f je oitno injektivna.
Naj bo sedaj {t,u} C V(G). Velja f(t) = f(v;) =i in f(u) = f(vj) = j za neka i, j
hkrati pa velja Se |[i — j| > 2, saj t in u nista povezani v G¢. Torej je f injekcija, ki
jo potrebujemo. [

Zakljucek

Povedali smo kaj je razdaljno barvanje in zakaj je pomembno pri dolo¢anju frekvenc
oddajnikov. Sedaj to¢no poznamo L(2,1)-barvanja poti, ciklov, dreves in inci-
den¢nih grafov projektivnih ravnin. Nakazali smo pomembno hipotezo A? in pokazali,
da mora biti dejanska meja blizu A%. Ugotovili smo tudi, da je razdaljno barvanje
tezak problem, torej NP poln. Bralec, ki ga zanima ve¢, si lahko ogleda ¢lanek [5].
Tam je natan¢no obdelano L(x,1)-barvanje posebne druzine Kneserjevih grafov, ki
jih dobimo kot komplement povezavnega grafa na polnem grafu K.
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