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1 Definicija latinskega kvadrata n x n

Latinski kvadrat reda n je

e n x n tabela (kvadratna shema oziroma matrika), napolnjena z n razlicnimi znaki, tako
da se vsak znak pojavi le enkrat v vsaki vrstici oziroma enkrat v vsakem stolpcu.

e Cetverec (R, C,S; L), kjer so R, C in S mnozice §tevil in je L preslikava L : R x C' — S,
tako da ima za vsak ¢ € R in « € S enacba L(i,j) = x za edino resitev j € C. Prav
tako pa velja, da ima ta enacba ob vsakih j € C,x € S enoli¢no resitev i € R. Katerakoli
od teh spremenljivk je torej enolicno dolo¢ena z ostalima dvema, tako da skupaj tvorijo
L(i,j) = x. Elementi iz R se imenujejo uvrstice, elemente iz C' stolpci, elementi iz S pa
simboli oziroma vnosi. Latinski kvadrat je obicajno opisan kot n X n razporeditev pri
kateri celica v vrstici 4 in stolpcu j vsebuje simbol L(3, j).

Primera latinskih kvadratov reda 4 in 5.

alblc|d|e
112134 blale|c|d
21314 c|d|ble|a
314121 dlela|b|c
411312 elc|d|jalb

Slika 1: Zgleda latinskega kvadrata

Zapis: Ce, tako kot v definiciji, vsak element latinskega kvadrata zapisemo kot trojico (r,c,s),
kjer je r vrstica, ¢ stolpec in s znak, dobimo mnozico n? trojk, ki se imenuje zapis kvadrata v
obliki pravokotne vrste. Tak zapis zgornjega prvega latinskega kvadrata je: {(1,1,1), (1,2,2),
(1,3,3), (1,4,4), (2,1,2), (2,2,3), (2,3,1), (2,4,4), (3,1,3), (3,2,4), (3,3,2), (3,4,1), (4,1,4),
(4,2,1), (4,3,3), (4,4,2)}, kjer, na primer, trojka (3,4,1) pomeni, da se v 3. vrstici in 4. stolpcu
nahaja element 1. Latinski kvadrat lahko tedaj ponovno definiramo kot mnozico n? trojk oblike
(r,c,s), za katere velja 1 < r,¢,s < n, in so med seboj razliéni vsi pari (r,¢), (¢, s) ter (r,s).



Lahko pa ga zapiSsemo tudi kot vrsticno polje.

11312 R111222333
113 cC123123123
3121 E132213123

Slika 2: 3 x 3 vrsticno polje

Uporaba: V zacetku so ga uporabljali pri poskusih v agronomiji, sedaj pa je latinski kvadrat
pogosto uporabljen v eksperimentiranju, saj lahko z njegovo pomoc¢jo dolo¢imo zaporedje
poskusov, organiziramo srecanja,itd

2 Konstrukcija latinskih kvadratov

Latinski kvadrat je skrcen, Ce sta tako prva vrstica kot prvi stolpec naravno urejena. Oba latin-
ska kvadrata na sliki 1 sta skréena, saj sta v vsakem od njiju prva vrstica ter stolpec urejena
(pri prvem 1, 2, 3, pri drugem pa a, b, ¢, d). Vsak latinski kvadrat lahko s permutacijami
prevedemo na skréeno obliko.

Delni latinski kvadrat reda n: dobimo tako, da zapolnimo nekatere celice n x n polja s
stevili 1,...,n tako, da se vsako pojavi kvecjemu enkrat v vsaki vrstici in vsakem stolpcu.

Vprasanje: Kdaj lahko delni latinski kvadrat dopolnimo do latinskega kvadrata istega reda?
Primer (za n = 5):

e Zapolnjene imamo Stiri vrstice. Delni latinski kvadrat lahko dopolnimo do latinskega
kvadrata na en sam nacin.

112131415
2111534
31412|5|1
41511123

e Zapolnjeno imamo le eno vrstico. Delni latinski kvadrat najlazje dopolnimo do latinskega
kvadrata tako, da vrstico cikli¢no premikamo v levo. Taksen latinski kvadrat imenujemo
cikliéni latinski kvadrat.



411132 411132
113124
312141
214113

Slika 3: Cikli¢éni latinski kvadrat

e Delni latinski kvadrat ima zapolnjenih le n = 5 celic, a ga ne moremo dopolniti do
latinskega kvadrata.

Slika 4: Nobenega od latinskih kvadratov ne moremo dopolniti do polnega latinskega kvadrata

Vprasanje: Ali lahko delni latinski kvadrat, ki ima napolnjenih manj kot n celic, vedno
dopolnimo do latinskega kvadrata?

To je problem, ki ga je leta 1960 zastavil Trevor Evans. Da je to vedno res, je leta 1961 dokazal
Bohdan Smetniuk.

Dokaz: Ce permutiramo vrstice, dobimo vrsti¢no polje nekega drugega latinskega kvadrata.
R—F—-C—-R
3 x 3 vrsticno polje:

R123123123
c132213123
E111222333
Ta kvadrat sedaj izgleda takole:

113]2 1123

113 1

3121 2131

Slika 5: S postopkom R — F — C' — R pridobljen nov latinski kvadrat



Delni latinski kvadrat, ki ima popolnoma zapolnjenih prvih r vrstic, ostale celice pa so prazne,
imenujemo (r x n) latinski pravokotnik.

Lema 2.1 Vsak (r x n) latinski pravokotnik,r < n, lahko razsirimo na ((r + 1) x n) latinski
pravokotnik in postopoma do latinskega kvadrata.

V dokazu nam bo v pomoc¢:

Izrek 2.2 (Hall) V dvodelnem grafu obstaja popolno prirejanje natanko tedaj, ko za vsak
C C X velja |C|| < ||G(O)||, kjer ||C]| pomeni mo¢ mnozice C, oziroma koliko elementov ta
mnoZzica vsebuje.

Dokaz: Uporabimo Hallov izrek. Naj bo A mnozica stevil, ki se ne pojavijo v j-tem stolpcu.
(r 4+ 1). vrstici odgovarja sistem razlicnih predstavnikov iz mnozic Ay, ..., A,. Da dokazemo
lemo, moramo dokazati Hallov pogoj. Vsaka mnozica A; ima n — r elementov in vsak element
se nahaja v natanko n — r mnozicah A;, saj se r krat pojavi v prvih r vrsticah. Poljubnih m
mnozic vsebuje m(n —r) elementov in zato vsaj m razliénih, kar pa zadoséa Hallovemu pogoju.
u

Lema 2.3 Naj bo P delni latinski kvadrat reda n, ki ima napolnjenih kvecjemu n — 1 celic s
kvecjemu % razlicnimi elementi. Potem lahko P dopolnimo do latinskega kvadrata reda n.

Dokaz: Problem prevedemo na enostavnejso obliko. S konjugiranjem lahko pogoj "najvec 3
razlicnih elementov” spremenimo v pogoj "najvec 3 razlicnih vrstic”. Predpostavimo lahko, da
so zapolnjene zgornje vrstice. Naj bodo te vrstice 1,2,...,7r s f; zapolnjenimi celicami v vrstici

i, kjer je r < 5 in
Zfiﬁn—l.
i=1

S permutacijo vrstic lahko predpostavimo, da je fi > fo > ... > f,. Postopoma zapolnimo
vrstice 1,2, ..., 7, da dobimo (r x n) latinski pravokotnik, ki ga lahko po prejsnji lemi dopolnimo
do latinskega kvadrata. [

Izrek 2.4 Delni latinski kvadrat, ki ima napolnjenih najve¢ n — 1 celic, lahko dopolnimo do
latinskega kvadrata istega reda.

Dokaz: Dokazujemo z indukcijo po n. Ugotovimo, da je za n < 2 to trivialno. Sedaj recimo,
da je P delni latinski kvadrat reda n + 1, ki ima zapolnjenih najve¢ n celic. Po zadnji lemi

predpostavimo, da imamo ”T“ razlicnih elementov ter da obstaja element, recimo mu n + 1, ki
se pojavi le enkrat.
Kot prej predspostavimo, da je Stevilo delno zapolnjenih vrstic r: si,...,s, s fi,... f, zapol-

njenimi celicami.y ;_, fi < n. Recimo, da se element n + 1 nahaja v vrstici s;. Premaknili
bomo vse napolnjene celice nad diagonalo, razen celico z elementom n + 1, ki bo premaknjena
na diagonalo. Na prvem koraku bomo premaknili s; na n + 2 — f;. S permutiranjem stolpcev
premaknemo nasprotne celice na levo, tako da je element n+1 zadnji v svoji vrstici. Na drugem
koraku prestavimo sy na n + 1 — f; — f5 in napolnjene celice ¢im bolj levo. Na i-tem koraku
prestavimos; nan + 1 — f; — fo — ... — f; in napolnjene celice ¢im bolj levo.

Glavna ideja dokaza: zbriSemo element n + 1 in zadnjo vrstico ter zadnji stolpec. Ostal

nam je delni latinski kvadrat reda n, ki ga lahko po indukcijski predpostavki dopolnimo do
latinskega kvadrata reda n. Ta kvadrat odrezemo, tako da ohranimo celice nad in na diagonali

4



(L), izpraznimo pa spodnji del in dodamo vrstico (L'). Dobimo na pol napolnjen ((n + 1) X
n pravokotnik. Ce lahko spodnji del pravokotnika napolnimo z elemeti 1,2,...,n, tako da
obdrzimo delni latinski kvadrat reda n + 1, potem lahko diagonalo napolnimo z elementom
n + 1. Nato dodamo zadnji stolpec (sledi iz prve leme) in dokaz bo koncan.

Pri napolnjevanju vrstic si pomagamo z napolnjenim latinskim kvadratom reda n.

Naj bo k£ > 3 in predpostavimo, da smo vrstice 3, ...,k —1 napolnili z upostevanjem naslednjih
pogojev:

e k—2 elementov stolpca j v L' (razliécnih od n+1 spadajo med prve k — 1 elemente stolpca
jv L, zan—k+3<j<n.Ostane nam natanko en manjkajo¢ element za vsak stolpec.

o Ti elementi x; so razlicni.

Nadaljujemo z vrstico k. Naj bodo y, k2, ..., ¥y, elementi vrstice k. Element v, ;.o je man-
jkajoci element stolpca n—k+2. V prvem poskusu napolnimo vrstico k z elementi 4, 13, .., Yn.
xj # y; za vsak y; iz L. To bo delovalo razen v primeru z; = y,_p42 za nekatere j > n —k + 3,
ker ne zadoS¢ajo pogojem manjkajocih elementov. V tem primeru zamenjamo x; = y,. Koncali

smo, razen ¢e r; = y; za nek [ # j. Potem zamenjamo z; in y; in to ponavljamo, dokler ne
zadoScajo vsem pogojem. Tako zapolnimo vse vrstice do n. Zadnjo vrstico n + 1 zapolnimo z
manjkajoc¢imi elementi in dokaz bo koncan. [

Izrek 2.5 Naj bo A latinski kvadrat reda n ter naj bo B mreZa dimenzije n+ 1 x n+ 1, katere
element na (i,j)-tem mestu je enak (i,7)-tem mestu v A za i,j > 1,9+ j < n, ki ima simbol
a na glavni kodiagonali, mesta pod to diagonalo pa so prazna. B tedaj lahko dopolnimo do
latinskega kvadrata reda n + 1.

Dokaz: Naj bo C mreza dimenzije n X n, narejena z odstranitvijo zadnje vrstice ter stolpca
B-ja. V nasem primeru torej izgleda tako:

11213 5| a
1123415 413151« 11213415
4131512 2151« 41351 |«
21511134 51|« 2151 «
5(1(412|3 3|« 51|«
3141251 « 3| o

Slika 6: Primer razsiritve latinskega kvadrata reda n na red n + 1

Algoritem, ki napolni prazna polja C-ja, napisemo kot polnjenje polj po vrsticah z omejitvijo, da
bomo po prvih r vrsticah imeli latinski pravokotnik dimenzije r xn z n+1 simboli 1,2, ..., n, a,
tako da j-ti stolpec vsebuje enake elemente v podobnem vrstnem redu, kot so bili v prvih r
vrsticah A-ja, razen "manjkajocega” v vsakem stolpcu, ki vsebuje x, tako da je med sabo
razlicnih vseh r — 1 simbolov.
Za r =1 ter r = 2 je to trivialno. Predpostavimo zdaj, da to velja za nek r,2 < r < n ter da
so "manjkajoci” simboli sedaj

Tnri2y Tneri3y - Tn.
Za dopolnitev (r + 1)-te vrstice naredimo takole:
Naj bodo zadnji r simbolov v (r 4 1)-ti vrstici A-ja (odstranjeni med konstrukcijo C-ja)

Yn—r+1, Yn—r+2, Yn—r+35 - - -, Yn-



Tu je yn_r11 simbol, nadomesScen z « ter bo torej novi manjkajoci element v tem stolpcu.

Preverimo vstavljanje v,_—r12,Yn—ri3,---,Yn Vv 7 + 1-to vrstico. Ugotovimo, da morajo biti
Yn—ri1s Tnri2, Tn_ri3, - - -, Ty (nadi novi manjkajoc¢i simboli) razliécni. Ce niso, uporabimo za-
poredje

Yn—r+1 = Tk,

Yk,

ykrnfl = ka?

ki ga razsirimo, kolikor se da, s tem da y;,, ne sme biti enak nobenemu od z;-em.Vrstico r + 1
sedaj napolnimo z yn—rt2, Yn—r+3,-- -, Yn, Kjer elemente yi,, iy, - - -, Yk, 1zpustimo in vsakega
od njih zamenjamo z xy,, Tk,,...,Tk,. Preveriti moramo Se, da r + 1-ta vrstica res vsebuje
razlicna sStevila. Novi manjkajoci simbol bo sedaj v, .11 ter x, 19, Tn_ri3, ..., Ty, Pri Cemer
Thys Thys - - -y Tk, 1zpustimo in zamenjamo z Y, , Yk, - - - » Yk, Preverimo Se, da so med seboj
razlicéni.

Ko napolnimo prazne celice C-ja (ter s tem tudi B-ja), dopolnimo B-ju Se zadnjo vrstico z
manjkajo¢im simbolom vsakega stolpca do r-tega elementa. Po prejnji lemi pa smo s tem
enoli¢no dolocili latinski kvadrat reda n + 1. ]

Ekvivalenéni razredi latinskih kvadratov: Veliko operacij na latinskem kvadratu nam da
nov latinski kvadrat. Najpreprostejsi primer tega je, da ga obrnemo.

Ostali nacini pridobivanja novih latinskih kvadratov pa so, da permutiramo stolpce, vrstice
in/ali znake.

Operacija R; j(A) zamenja i-to in j-to vrstico, Cy ;(A) zamenja k-ti in [-ti stolpec, pri R, (A)
pa zamenjamo znaka a in b.
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Slika 7: Zgleda permutacij vrstic in stolpcev

Ti latinski kvadrati so si v nekem smislu enaki. Latinski kvadrat je lahko informacijska
tabela, ki jo lahko pokazemo na vec¢ nacinov.

Stevilo latinskih kvadratov: (Vsaj trenutno) Se ne poznamo nobene lahko izracunljive
formule za izra¢un stevila latinskih kvadratov velikosti n x n. Vemo pa, da je to enako

n!(n — 1)! krat stevilo skréenih latinskih kvadratov.

Stevilo latinskih kvadratov reda n = 1,2,3,4,5,6,7,8, ... je 1,2,12,576,161280, 812851200,
61479419904000, 108776032459082956800, ...



3 Ostale variante ali verzije latinskih kvadratov

3.1 Sudoku

Ena od razlicic latinskega kvadrata, ki je sedaj zelo popularna, se imenuje sudoku. Pri tej verziji
imamo latinski kvadrat reda 9 x 9, za katerega poleg ostalih pravil za latinske kvadrate velja Se,
da se morajo vsa stevila pojaviti v vsakem od 9 kvadratov velikosti 3 x 3, ki sestavljajo sudoku.
Stevilo postavitev je 6670903752021072936960, od tega jih je 5472730538 bistveno razliénih.

217 3 911
81712 1 415 71 5
119 6 7 3 819 4
3 41219 4
7 1 2 8 6 3 9 2
4 8 7 4 5
D 411 2151719 6
8 6 5(7(3 78 2
317 4 9

Slika 8: Dva primera sudokuja

3.2 Futoshiki

Futoshiki je igra, pri kateri resujemo delno izpolnjen latinski kvadrat reda 5. Ze reSenim poljem
so dodane tudi oznake < in >. Za raziko od sudokuja futoshikiji niso enoli¢no resljivi. Vsak
petek izhaja v britanskem ¢asniku Guardia, vendar zaradi majhnega Stevila resitev (56) nikdar
ni dosegla priljubljenosti Sudokuja.

000 0O-0 1 3 @ -0
0-0 @ O-0 5> 3] [+
0000
90000
5-0-0 O O 5-0-0 [ [

Slika 9: Primer Futoshikija ter ena od njegovih resitev



3.3 Magicéni kvadrat

Magi¢ni kvadrat reda n je razporeditev n? obi¢ajno razli¢nih stevil v kvadratno mrezo, tako da
je vsota katerekoli vrstice, stolpca ali diagonale venomer enaka nekemu k-ju.

Normalni magiéni kvadrat vsebuje stevilke od 1 do n?. Normalni magi¢ni kvadrati so razen
reda n = 2 trivialne oblike.

ot
o
—_

Slika 10: Magi¢ni kvadrat reda 3

3.4 Grsko-latinski kvadrat

Grsko-latinski oziroma Eulerjev kvadrat reda n z mnozicama S in 7', od katerih ima vsaka
po n simbolov, je nx n porazdelitev celic, od katerih vsaka vsebuje urejen par (s,t),s € S;t € T,
tako da

e vsak stolpec in vsaka vrstica vsebuje natanko eno pojavitev s € S in natanko eno pojavitev
teT

e ne obstajata dve celici z enakim urejenim parom simbolov.

Mnozici simbolov S in T sta pogosto S = {A, B, C, . ..} — velike latinske ¢rke ter T = {a, 3,7, ...}
- male grske ¢rke oziroma prvih n simbolov vsake od njiju.
Ta predpis nam tako za grske kot tudi za latinske znake ustvari latinski kvadrat.

Aa| By| Co| D
AyBBICal | BBl Ad| Dy| Ca
Ba| C3| Ay| | Co| Dy| AG| B
CB| Ao| By| | Do| CG| Ba Ay

Slika 11: Grsko-latinska kvadrata redov 3 in 4
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