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1 Postulati

Matroide si lako predstavljamo na vec razlicnih nacinov, saj v raznih vejah matematike
najdemo strukture, ki tvorijo matroide. NajenostavnejSa primera matroida sta koncna
mnozica vektorjev skupaj z druzino svojih linearno neodvisnoh podmnozic in koncéen graf
skupaj z druzino vseh svojih podgrafov, ki so brez ciklov.

Ker se matroidi pojavljajo na tako razlicnih podrocjih, se izkaze, da je tudi nacinov,
kako definirati matroid, kar precej. Nekaj si jih bomo ogledali v nadaljevanju.

Matroid M = (S,Z) definiramo kot konéno mnozico S skupaj z druzino Z C 2°, za
katero velja:

1. 0eT.
2. Ceje X €ZinY C X, potem je tudi Y € 7.

3. Ce sta X,Y € 7 in velja |X| = |Y| — 1, potem obstaja tak y € Y\X, da je
XU{y}t e

Mnozicam iz Z pravimo neodvisne mnozice matroida M.

Mnozica B € B je baza matroida M, ¢e je neodvisna in ni prava podmnozica nobene
neodvisne mnozice. Druzino vseh baz matroida M oznacimo z B.

Za vsako podmnozico X C S definiramo rang mnozice X kot

p(X)=max{|Y;Y € Z.Y C X} .
Rang matroida M je p(S).

Izrek 1.1 (Dopolnitveni izrek) Ce sta X inY neodvisni mnoZici matroida M in | X| <
|Y'|, potem obstaja mnozica Z C Y\X, da je | X UZ| = Y| in X U Z neodvisna mnoZica.

DokAz: Naj bo Z; po moc¢i maksimalna med taksnimi mnozicami Z, za katere velja
Z CY\X in XUZ € 7. Taksna mnozica ocitno obstaja, saj ze prazna mnozica zadostuje
temu pogoju.

Recimo, da je | X U Z;| < |Y]. Naj bo Y C Y taksna, da je [ X U Z;|+ 1 = |Y;|. Po
tocki (2) iz definicije matroida je Y1 € Z in po (3) obstaja nek y € Y1\(X U Z1), da je



(XU Z)U{y} € I. Nova mnozica Z; U {y} tudi zadostuje zgornjim zahtevam za Z in,
ker je |Z1| < |Z1 U{y}|, Z1 ni maksimalna in imamo protislovje.

Torej je | XUZy| > |Y]. Kerje | X| < |Y|, mora obstajati Zy C Z;, daje | XUZs| = |Y.
Po (2) iz definicije matroida je o¢itno X U Z, € Z, torej je to nasa iskana mnozica Z. =

Iz tega izreka ocitno sledi naslednja posledica:
Posledica 1.2 Vse baze matroida M imajo enako moc in ta je enaka rangu matroida M.

Ce bi namreé imeli dve bazi razliénih moéi, bi lahko eno povecali po dopolnitvenem
izreku in zato ne bi bila baza, saj bi bila prava podmnozica neke neodvisne mnozice. Zato
so baze po moci najvecje neodvisne mnozice v matroidu in je torej njihova moc¢ enaka
rangu tega matroida.

Iz tega izreka pa tudi vidimo, da lahko katerokoli neodvisno mmnozico dopolnimo z
elementi iz neke baze in tako dobimo novo mnozico, ki je spet baza. Torej je vsaka
neodvisna mnozica podmnozica neke baze.

Izrek 1.3 (Izmenjalni aksiom) Ce sta By, By € B in x € By\B,, potem obstaja nek
(TS BQ\Bl, da je Bl\{x} U {y} € B.

[zmenjalni aksiom sledi iz prej definiranih aksiomov za matroid, ¢e za neodvisni
mnozici By\{z} in By uporabimo tocko (3).

Neodvisne mnozice matroida doloc¢ajo druzino baz. Velja tudi obratno; ¢e druzino baz
definiramo z izmenjalnim aksiomom, ta doloc¢a druzino neodvisnih mnozic

T={X;3BeB:X C B}.

Da bo definicija dobra, mora ta druzina zadoscati aksiomom za matroid.

Izrek 1.4 Naj bo B neprazna druzina podmnoZic koncéne mnozice S, ki zadostuje izmen-
jalnemu aksiomu. Tedaj je B druzina baz matroida M nad S, katerega druzina neodvisnih
mnozic je dolocena z

T={X;3BeB:X C B}.

DokAz: Najprej pokazimo, da imajo vse baze enako mo¢. Predpostavimo, da je nimajo.
Izberimo Bi, By € B tako, da bo |By| > |Bs| in bo imel B;\Bs najmanjso mo¢. Naj bo
x € By\Bs. Zaradi 1.3 obstaja y € By\By, da je By := (B;\{z}) U {y} € B. To pa je
protislovje, saj ima Bs\ B, manj elementov kot B;\By = B3\ By @ {z}, kjer @ oznacuje
disjunktno unijo. Torej so vse mnozice v B enake modci.

Naj bo Z dolocen kot v izreku. Preveriti moramo ce se sklada z definicijo matroida.
Tocki (1) in (2) sta oc¢itni. Naj bosta sedaj I, Iy € T in |I;| = |I3| — 1. Torej je I; C By
in Iy C By, za neka By, By € B. Radi bi nasli y € L\, da bo I; U{y} C Bj za nek
B3 € B. Najprej dopolnimo I; do By in Iy do Bs:

By =1L @ {l,ly,....lIs}, By=1I®{ki, ks, ... K}



Ker imajo vse baze enako mo¢, je s = t + 1. Ce je I, N {l1,13,...,ls} neprazen, je
iskani y poljuben element tega preseka, saj je I; U {y} C Bj.

V nasprotnem primeru pa obstaja l; € Bj\Bz za nek i. Po izmenjalnem aksiomu
obstaja y € By\ B, da velja By := (B\{l;}) U{y} € B. Baza B3 ima z By vet¢ skupnih
elementov kot By, zato se ta postopek enkrat konca. Takrat je IsN{ly, (s, ..., I} neprazen,
zato se prevede na prejSnji primer. [ |

Matroid pa lahko definiramo tudi na podlagi funkcije ranga. Ker pa tega ne bomo
potrebovali v nadaljevanju, je dokaz izpuscen. Tako bomo le dokazali, da za funkcijo
ranga veljajo naslednji izreki, ne pa tudi, da so funkcije, ki zados¢ajo naslednjim izrekom
funkcije ranga nekega matroida.

Izrek 1.5 Naj bo p funkcija ranga matroida M. Tedaj za vsak X C S in za poljubna
elementa y,z € S velja:

1. p(0) = 0.
2. p(X) < p(X U{y}) <p(X) + 1.
3. Ce je p(X U{y}) = p(X U{z}) = p(X), potem je p(X U{y} U {2}) = p(X).

DokAz: Lastnosti (1) in (2) sledita direktno iz definicije ranga. Pokazimo sedaj lastnost
(3). Recimo, da je p(X U {y} U{z}) > p(X). Tedaj iz tocke (2) sledi p(X U {y} U
{z}) = p(X U{y}) + 1 = p(X) + 1. Ker se mnozici razlikujeta le za element {z}, mora
biti ta vsebovan v vsaki maksimalni neodvisni podmnozici X U {y} U {z}. Naj bo X;
maksimalna neodvisna mnozica v X in X, maksimalna neodvisna mnozica v X U{y }U{z}.
Tedaj lahko po definiciji matroida najdemo nek w € (X U{y} U {z}) \X = {y, 2z}, da je
| X7 U{w} = |Xa] = p(X U{y} U{z}). Brez skode splosnosti recimo, da je z = y. To pa
je protislovje, saj vemo, da je X7 U {y} C X U{y} in zato | X; U {y}| = p(X U {y}) =
p(X) = p(X Uy} U{zh) — L .

Za naslednji izrek se izkaze, da je ekvivalenten zgornjemu, zato bi lahko tudi na podlagi
tega definirali matroid. Dokaz ekvivalence izpuscamo.

Izrek 1.6 Naj bo p funkcija ranga matroida M. Tedaj za vsak X C S in za poljubna
elementa y,z € S velja:

1. 0< p(X) < |X].
2. Ceje X CY, je p(X) < p(Y).

3. p(XUY) +p(X NY) < p(X) + p(Y).

Lastnost (2) iz zgornjega izreka imenujemo monotonost, lastnost (3) pa submodularnost
funkcije p.
Doxaz: Lastnosti (1) in (2) ocitno sledita iz definicije ranga. Naj bo I C X NY neodvisna
mnozica, za katero velja |I| = p(I) = p(X NY). Po dopolnitvenem izreku lahko I
dopolnimo do neke maksimalne neodvisne podmnozice J C X UY. Sedaj lahko zapiSemo
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J=1®A® B, kjer sta A=JN(X\Y) in B=JnN(Y\X) neodvisni mnozici. Ker sta
I ® Ain I & B neodvisni, velja:

p(X)+pY) = DA +]|I0 B
= 2/ +]A] + B
= |I|+|I® A B|
= p(XNY)+pXUY).

2 Operator zaprtja

Naj bo S konéna mnozica. Tedaj je operator zaprtja predpis o : 2% — 25 ki ima naslednje
lastnost:

. XCS=XCo(X);
2. XCYCS=o0X)CaY);
3. X CS=o0(X)=0(c(X)).

Za operator zaprtja na matroidih obi¢ajno uporabimo naslednji predpis:

o(X) = {z € S p(X U{z}) = p(X)}.

Pokazimo, da ta predpis zado3ca zgornjim lastnostim za zaprtje. Lastnost (1) je o¢itna.
Lastnosti (2) tudi ni tezko pokazati: videti moramo, da iz X C Y in p(X U {z}) = p(X)
sledi p(Y U {z}) = p(Y) za vsak z € 0(X). Ce je x € Y je to otitno, sicer pa uporabimo
submodularnost funkcije ranga 1.6(3) na mnozicah X U {z} in Y~

p(Y U{e}) +p(X) = p((XU{2})UY)+p((XU{x}NY)
< p(XU{a}) +p(Y)
— p(X) +p(Y).

Zaradi monotonosti ranga je torej enakost: p(Y U{z}) = p(Y). Pri dokazu lastnosti
(3) si bomo pomagali z naslednjo lemo:

Lema 2.1 Ce imamo operator zaprtja o definiran z zgornjim predpisom, je za vsak X C

S:

DokAz: Naj bo I maksimalna neodvisna mnozica v X in J maksimalna neodvisna
mnozica v o(X). Recimo, da zgornja enakost ne velja, torej je |I| < |J|. Po definiciji
obstaja € J\I, da je I U{x} neodvisna. To je o¢itno maksimalna neodvisna mnozica v
X U{z}, zato velja:



p(X U {a}) = [TU {a}| = 1]+ 1 = p(X) + 1,

vendar je x € o(X), zato po definiciji o velja p(X) = p(X U{z}). To pa je protislovje.
n

Vsebovanost o(X) C o(o(X)) sledi iz definicije zaprtja. Recimo, da je o(X) C
o(o(X)). Potem obstaja z € o(c(X))\o(X). Ker z ¢ o(X), z uporabo 1.5(2) dobimo
p(X U{z}) = p(X) + 1. Po drugi strani je p(c(X)U{z}) = p(c(X)), saj je z € o(c(X)).
Torej velja:

p(X)+1=p(XU{z}) <plo(X)U{z}) = p(o(X))
To pa je v protislovju s prejsnjo lemo.

3 Primeri matroidov

Vektorski matroidi. Naj so S kon¢na mnozica vektorjev iz danega vektorskega pros-
tora V. Ce za Z vzamemo linearno neodvisne podmnozice S, dobimo matroid. Vsak
matroid, ki je izomorfen tako dobljenemu matroidu, imenujemo vektorski matroid.

Enakomerni matroidi Naj bosta k in n naravni stevili in 0 < k < n. Naj bo |S| =n
in Z druzina vseh njenih podmnozic s kve¢jemu k elementi. U, = (5,7) je tedaj matroid.
Baze so ravno vse mnozice moéi k, rang A € Z pa je p(A) = |A|, ¢e je |A| < k oziroma
p(A) =k, ¢e je |A| > k. Matroidu U, ; pravimo enakomerni matroid ranga k.

Algebrajski matroidi. Recimo, da je F polje in K njegova razsiritev. Potem so el-
ementi ry,xy,..., 1, € K algebrajsko neodvisni, ¢e obstaja tak nenicelni polinom p €
Fly1,yo,--.,yk], da je p(z1, xa,...,2x) = 0.

Naj bo sedaj S C K neka kon¢na mnozica in Z druzina vseh njenih algebrajsko
neodvisnih podmnozic. Izkaze se, da je dobljena struktura matroid.

Geometrijski matroidi. Geometrijske matroide konstruiramo podobno kot vektorske,
le da namesto linearne neodvisnosti uporabimo afino; mnozica vektorjev {z, ..., z;} C R?
je afino neodvisna, e za vsa stevila Ai, ..., \x € R, ki zadostijo pogojema

k
i=1

n

k
Z )\z — 0,
i=1

sledi Ay =---= A, = 0.
Naj bo S konéna podmnozica R? in Z druzina vseh afino neodvisne podmnozice iz S.
Tedaj je (S,Z) matroid.



Grafovski matroidi. Naj bo G graf, ki ni nujno enostaven; dopuscamo tudi zanke.
Naj bo S = E(G). Druzina Z C 25 vsebuje natanko tiste mnozice povezav, ki ne tvorijo
nobenega cikla v grafu G. Dobljeni matroid M(G) = (S,Z) imenujemo matroid ciklov
grafa GG. Vsak matroid, ki je izomorfen matroidu ciklov kakega grafa, imenujemo grafovsk:
matroid.

Baze v matroidu ciklov grafa G ustrezajo vpetim drevesom, ¢e je G povezan, oziroma
vpetim gozdovom, ¢e graf G ni povezan. Naj bosta T in T vpeti drevesi grafa G in
e = xy € BE(T)\E(T"). Ce odstranimo povezavo e iz T, potem T' razpade na drevesi T}
in Ty. Pot v T" od x do y vsebuje neko povezavo e’ # e, ki ima eno krajisce v T} in drugo
v Ty. Torej je (E(T)\e) U ¢€') spet vpeto drevo. Ker to velja za vsako komponento grafa
G, velja tudi za vpete gozdove. Torej za vpete gozdove velja izmenjalni aksiom 1.3. Ker
vsak graf vsebuje vpet gozd, po izreku 1.4 dobimo matroid. Podmnozice vpetih gozdov
tako tvorijo Z. Rang podgrafa F' definiramo kot |E(H)|, ¢e je H najvecje vpeto drevo v
F.

4 Pozresna metoda

Posplosimo Krusalkov algoritem za iskanje najcenejSega vpetega drevesa v grafu. Vpeta
drevesa namrec ravno ustrezajo bazam matroida ciklov.

Naj bo M = (S,Z) matroid nad mnozico S. Recimo, da ima vsak element z € S ceno
w(x) € R. Tedaj za poljubno mnozico X C S definiramo ceno w(X) kot

zeX

Problem iskanja najcenejSega vpetega drevesa se tako prevede na problem najcenejse
baze. Za ta problem sestavimo naslednji postopek:

Naj bo B neodvisna mnoZzica, v katero bomo dodajali elemente in bo na koncu tvorila
bazo, Y pa mnoZica kandidatov za vstop v bazo, torej mnoZica tistih elementov y, za katere
je BU{y} € Z. Na zacetku je B=01inY = S. Dokler ni Y = () ponavljamo naslednji
postopek: iz 'Y izvzamemo vse tiste elemente y, za katere B U {y} ¢ Z. Potem izberemo
najcenejsi y € Y in ga dodamo v B.

Zgornji postopek lahko Se izboljsamo, tako da imamo elemente iz Y sortirane po ceni,
da nam ni potrebno vsakokrat iskati najcenejsega elementa. Nadalje lahko za zacetni Y
vzamemo S\o(0); ¢e bi bila namre¢ za nek y € o(0)) mnozica B U {y} neodvisna, bi bila
tudi {y} neodvisna, torej p({y}) = 1. Ker pa je y € o((), bi veljalo (@) > p({y}) = 1,
kar pa je v nasprotju z lemo 2.1.

Izrek 4.1 Pozresna metoda za iskanje najcenejse baze pri poljubnem matroidu M nad
mmnozico S in dani funkciji cene w : S — R kot rezultat vrne najcenejso bazo matroida M.

Dokaz: Iz konstrukcije mnozice B je oc¢itno, da je ta na koncu postopka neodvisna.
Preprosto je videti tudi, da je B baza matroida M. Recimo, da B ni baza. Ker se da
vsako neodvisno mnozico dopolniti do baze, velja B C B’ za neko bazo B’. Poljuben



x € B'\B z B in vsako njeno podmnozico tvori neodvisno mnozico, torej ni mogel izpasti
iz Y. Zato je Y # () in postopek Se ni zakljucen.

Pokazati moramo Se, da je B najcenejsa baza. Recimo, da ni najcenejsa baza. Tedaj
obstaja baza B’, za katero velja w(B’') < w(B). Med vsemi najcenejsimi bazami za
B’ izberemo tisto, ki ima najvecji presek z B. Recimo, da je postopek v B po vrsti
dodajal elemente x4, ..., 5. Naj bo ¢t najmanjsi indeks, za katerega x, ¢ B’. Mnozica
B’ U {x;} ocitno vsebuje natanko en cikel C'. Ker je B brez ciklov, obstaja y € C\B.
Sedaj lahko tvorimo novo bazo B” = (B’ U {z;})\{y}. To je res baza, saj je enake
moci kot B’ in ne vsebuje cikla, ker smo izvzeli s povezavo y, ki lezi na ciklu C. Ker
je B’ najcenejsa baza, mora biti w(B"”) > w(B’) in torej w(x;) > w(y). Opazimo, da je
{z1,...,m_1,y} neodvisna mnozica. Ker pozresna metoda na t-tem kotaku ni izbrala y,
sledi w(z;) < w(y), torej velja enakost. Zato je tudi B” najcenejsa baza. Vendar B” ima
ve¢ skupnih elementov z B, kar je v nasprotju z naso izbiro baze B’. [
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